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TIIVISTELMA: Kirjoituksessa kii.sitellii.a.n eri lii.hestymistapoja, joita 

kii.yttii.en pyritii.ii.n tarkentamaan elementtimenetelmii.n ratkaisua. Esimerk­

kinii. lasketaan paksuseiniiisen putken siirtymii.tila. Lisii.ksi esitetii.ii.n lasken­

takaavio, jolla tulevaisuudessa voidaan hakea riittii.viin tarkka ratkaisu ele­

menttimenetelmiillii. 

1 .JOHDANTO 

Elementtimenetelmii on laajasti kii.ytossii lujuuslaskennassa. Ohjelmistotar­

jonta on runsasta, ohjelmat ovat testattuja ja niihin on saatavilla monipuoli­

set esi- ja jiilkikii.sittelijiit. Ohjelmien oikea toiminta voidaan helposti tarkas­

taa testitapauksilla. Esikii.sittelijoillii. voidaan myos tarkastella elementt.ien 

muotoja sekii mallille asetettuja reunaehtoja. 

Elementtimenetelmii.n ratkaisun tarkkuutta ei ohjelmissa voi tarkastella. 

Tarkkuuden arviointi ja ratkaisun hyvii.ksyminen myohempiiii kii.yttoii var­

ten on analyysin tekijii.n tiedon ja kokemuksen varassa. Usein varsinaista 

virhetarkastelua ei tehda, vaan tulosten tarkkuutta perustellaan jiirkevii.n­

tuntuisilla siirtymillii ja verkon tiheydellii sekii. elementtien muodolla. Tieto­

koneavusteisen suunnittelun kehittyminen vaatii analyysin automatisointia. 

Pitkiille viety automaattinen laskenta tarvitsee tuekseen adaptiivisuutta ja 

on tuomassa virhearviointia kiiytii.nnon laskentaan. 

2 ELEMENTTIRATKAISUN TARKENTAMINEN 

Elementtimenetelmii on luonteeltaan likimenet.elmii kut.en difFerenssimene­

telmii, jota voidaankin pit.iiii elementt.imenet.elmiin erikoist.apauksena /11 s. 

154/. Elementtiratkaisu on tarkka vain poikkeust.apauksissa ja huonolla ver­

kolla voidaan menettiiii kaikki t.arkkuus, nut.ii on haet.t.u kuormit.usmit.t.auk­

silla materiaalikokeilla ym. Oikein muodostettu elementtiratkaisu konvergoi 

kohti oikeaa ratkaisua. Ratkaisun tarkkuus riippuu paitsi elementtijaosta ja 

verkon tiheydestii myos kuormituksesta seka mallin singulariteeteista. Kon-
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vergenssi on saman tyyppista kuin es1m. differenssimenetelmalla eli se on 

paaasiassa verrannollinen verkon tiheyteen ratkaisualueessa (tilavuudessa)o 

Mallin tarkentaminen vaatii lahes aina vapausasteiden lisaiimista laskenta­

malliin. Vapausasteiden lisaamiseen voidaan kayttiia eri lahestymistapoja. 

Kun mallin tarkkuutta pyritaan systemaattisesti parantamaan, puhutaan eri 

versioista. Siirtymaelementtimenetelmalle nama ovat h- , p- ja hp-versiot, 

joita on esitelty esim. lahteissa /1 so323 ja 5/o 

Jotta elementtiratkaisu lahestyisi oikeata tulosta on sen taytettava tietyt 

ehdot, jotka takaavat konvergenssin verkkoa tihennettaessa /10 so64/. Las­

kettaessa aarellisella tarkkuudella pitaisi loytya myos tilanne, jossa ratkaisu 

lahtee hajaantumaan. Tama ei kaytiinnon laskennassa liene kovin tavallistao 

Ratkaisun tarkkuutta voidaan arvioida /5/ ensimmaisen kertaluvun deri­

vaattojen epajatkuvuudella, reunaehtojen toteutumisella, elementin voima­

tasapainolla, differentiaaliyhtalon toteutumisella ja ratkaisussa minimoidun 

normin suuruudella eri malleilla. Voidaan myos tarkastella virhetermia ener­

gianormilla mitattuna. Hyvana ja tehokkaana pidetiian Zienkiewiczin Zhun 

esittiimaa menetelmaii /13/. 

2.1 Ratkaisun konvergenssinopeuden arviointi 

Konvergenssin nopeutta voidaan arvioida Taylorin kehitelman /10 s.34/ 

avulla. Tarkka tulos solmun ymparistossa on 

(
81L) (au) (811.) 1L = 1Lj + - X + - y + ----=- z + o o o , 
8x i 8y i . 8~ i 

lll!SSa 

1L on approksimoitu suure ja 

1L; on pistearvoo 

(201) 

Taylorin kaavalla voidaan approksimoida funktiota tarkasti edellyttaen, etta 

funktio on riittaviisti derivoituva ja rajoitettu tarkastelualueella /17 so88/. 
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Approksimaatio on polynomimuotoinen. Elementtiaproksimaatio sopii kaa­

vaan niiden termien osalta1 jotka ovat mukana elementin muotofunktioissa. 

Virhetta voidaan kuvata muodossa /10 s.34/ 

rmssa 

u on approksimaatio1 

h on jakovali ja 

p on muk8.11a olevan polynomin asteluku. 

(2.2) 

Jos elementti on taydellinen toisenasteen approksimaatio tasossa sisaltaen 

termit (1 1 x 1 y 1 xy1 x
2 

1 y
2

) 1 niin 

(2.3) 

Virhe pienenee ratkaistavan suureen osalta kahdeksanteen osaan jaon tihen­

tyessa puoleen. Haettaessa ratkaisun derivaattoja konvergenssin nopeus pie­

nenee ja on 

IDlSSa 

um on approksimaation m:s derivaatt.a ja 

m on derivaatan kertaluku. 

(2.4) 

Kaavoista ( 2.1-4) nahdaan1 etta asteluvun nosto antaa nopeamman kon­

vergenssin kuin verkon tihentaminen. Kun mallissa on mukana singulaari­

suutta1 on otettava mukaan singulaarisuuden astetta kuvaava termi ja kaava 

saa energianormille kirjoitetuna muodon /12 s.27 / 

II - II< C' / min(k.D) u - ·u _ .. 1 · , (2 .. 5) 

rmssa 

C on vakio ja 

k singulaarisuut.t.a kuvaava luku . 

Sarotapauksessa k on 1.5. Nayttii.isi silta1 etta singulaarisuuden ollessa mu­

kana mallissa ei asteluvun nosto olisi perusteltua. Toisaalta tulokset /8 s.71/ 
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osoittavat, etta asteluvun nosto nopeuttaa konvergenssia, vaikka mukana olisi 

singulaarisuutta. Tama johtuu /8 s.70/ siita, etta ratkaisu muualla kayt­

taytyy sileasti. Voidaankin sanoa, etta singulaarisuuden ollessa reunalla ja 

reunaehdoista johtuvaa on kaavan ( 2.5) ant am a arvio liian suuri koko mallia 

ajatellen. 

2.2 Ratkaisun tarkentamismenetelmat 

Tarkennettaessa ratkaisua kasvattamalla verkontiheytta ja pienentama.llii ele­

menttien kokoa puhutaan h-versiosta. Nimi tulee tavasta merkitii elementin 

luenteenomaista kokoa parametrilla h. 

Tii.ssii versiossa elementtien asteluku pidetiiiin samana kuin alunperin vali­

tussa mallissa. Verkkoa tihennetaiin lisaiimiillii uusia solmuja ja elementtejii. 

Mallin vapausasteet lisiiantyviit. Ongelma pelkistyy verkon generointi ongel­

maksi. Virhearviota tarvitaan osoittamaan milloin laskenta voidaan lopettaa 

ja toisaalta mihin tihennys kannattaa kohdistaa. 

H-versio on kiiytiinnossa tarkein tapa tarkentaa mallia. Hyvii esikii.sittelija 

mahdollistaa h-version simuloinnin helposti. Jos elementtiohjelma viela las­

kee mallille esimerkiksi energianormin niin voidaan puhua jopa varsinaisesta 

h-version soveltamisesta. 

Tarkennettaessa ratkaisua korottamalla muotofunktion astelukua puhutaan 

p-versiosta. Elementtiverkkoa ei tihenneta vaan tyydytiiiin alkuperaiseen ele­

menttijakoon. Asteluvun korottaminen tuo malliin lisiiii vapausasteita. Se 

mita vapausasteet ovat ja tuleeko malliin lisiia myos solmuja riippuu tavasta, 

millii astelukua nostetaan. 

Sileassa ratkaisussa aproksimaatiofunktioiden eli muotofunktioden asteluvun 

nostamisesta on kiistamattomia etuja laskennan kannalt.a. l\Ialli voidaan 

rakentaa huomattavasti pienemmalla elementti- ja solmumiiiiriillii kuin kon­

ventionaalisessa menetelmassa. Adaptiivisuuden lisiiiiminen, mika olennai­

sesti liittyy p-versioon, ohjaa tulokset hyvin liihelle oikeata ratkaisua aina­

kin insinoorimielessii. Useissa artikkeleissa yhtenii p-version etuna niihdaan 
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venymien ja jiinnitysten parempi jatkuvuus mallin alueella. P-version malli- . 

tuksessa derivaattojen parempi jatkuvuus johtuu osittain harvasta elernentti­

verkosta. Jiilkikiisittelyssii paremmasta jatkuvuudesta on luonnollisesti hyo­

tyii, sillii tasoituksen tarve viihenee. Tarkkuuden arvioinnissa saatetaan jopa 

mennii taaksepiiin. Mallitettaessa rakenne yhdellii elementillii kadotetaan ko­

konaan yksi tarkkuuden kriteeri eli venymien jatkuvuus elernenttien viilillii, 

ja on itseasiassa palattu Ritzin menetelrniiiin. 

Dokumentoiduissa tapauksissa on yleensa korkein asteluku kahdeksan kaksi­

dimensioisissa sovelluksissa. Rajoittuminen korkeintaan viidenteen asteeseen 

tuntuisi perustellulta. Korkea-asteisilla polynorniapproksimaatiolla esiintyvii 

Rungen ilmio eli heilahtelu ilmenee myos elementin alueella. 

Tavanomaisin tapa verrata eri menetelmia on energiakonvergenssi. Se usein 

niiyttaiikin p-version kannalta hyviiltii. Heilahtelu hiiviiiii vertailusta koko­

naan. P-version tuloksia verrataan usein lineaaristen elementtien kuten kol­

misolmuisen levyelementin tuloksiin. Vertailu lineaariseen elementtiin tai ne­

lisolmuiseen elementtiin on kiiytannossii harhaanjohtava, sillii niita ei yleisesti 

kiiytetii. Asteluvun korotuksessa on selva laadullinen hyppays siirryttiiessii 

lineaarisesta elementistii toisen asteen approksimaatioon. Tiima johtunee 

siitii, etta kaavoja formuloitaessa kaytetaan heikkoa muotoa. Jos kiiytettiii­

siin suoraan tasapainoyhtaloii, ei lineaarista aproksimaatiota voitaisi kayttaa 

ollenkaan. Edelleen ajatus venymien ja jannitysten paremrnasta jatkuvuu­

desta perustuu osittain harvempaan elementtiverkkoon. 

Kun yhdistetaan h- ja p-versiot puhutaan hp-versiosta. Tiissii menetelmas­

sii muutetaan sekii verkkoa etta approksimaation astelukua. Menetelma on 

varmaankin tehokkain, mutta hankalinunin automatisoitaYissa. Tarkoit.us on 

loytaii sopiva kombinaatio verkontiheyden ja approksimaation asteluYun ,-ii­

lilla, kiiyttaen eri asteisilla muotofunktioilla toteutettuja elementtejii mallin 

en OSISSa. 

Voidaan myos lahtea etsimiiiin optimisijoitusta solmuille. Tiilloin verkko py­

ritiiiin luomaan siten, etta ne alueet, joiden ratkaisu on monirnutkaisempi, 
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saavat tiheamman verkon suhteessa mallin muihin alueisiin. 

3 Eri versioiden vertailuesimerki 

Seuraavassa tarkastellaan hiukan t.arkemmin milta konvergenssi nayttiia, kun 

ratkaisu haetaan eri periaatteilla, kaytt.aen h-,p- ja hp-versiota. Testimalliksi 

on valittu sisaisen paineen kuorm.ittama paksuseiniiinen put.ki, koska siihen 

on saatavilla tarkka analyyttinen ratkaisu. Siirtymatila on lisaksi kohtuulli­

sen vaikea ratkaista FEM:lla. 

Analyyttinen ratkaisu on tassa tapauksessa sileii. Singulaarisuutta e1 ole 

kunhan putken sisahalkaisija on suurempi kuin nolla. 

3.3.1 Analyyttinen ratkaisu 

Lasketaan paksuseinaisen sylinteriputken siirtymat ja venymat, kun put.kea 

kuormittaa sisainen paine. Ulkoinen paine oletetaan nollaksi. Liihteessa /9 

s.876-882/ on esitetty jannityksille ratkaisut 

rmssa 

a2 
• Ps - b2 

• Pu 
b2- a2 

<J'r on radiaalijannit.ys, 

<J't on tangent.iaalijannit.ys. 

Pu on ulkoinen paine, 

Ps on SISainen pame, 

a on putken sisiisade ja 

b on putken ulkosiide. 

a2 
• b2 (p.- Pu) 

r2·(b2-a2)' 
(3.6) 

(3.7) 

Jotta paastiiisiin vertailemaan analyyttisiii tuloksia elementtimenetelmalla 

laskettuihin tuloksiin, lasketaan jannityksistii sateen suuntaiset siirtymiit ja 
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venymii.t. Lii.hteestii. /9 s.877 / saadaan 

du 
f = dr ' 

du 1 
dr = E . (<~r- t•. <Tt), 

u. 1 
-= - ·(<7t-t' · <7r) · 
r E 

(3 .8) 

(3.9) 

(3.10) 

Kun sijoit.etaan jii.nnitysten kaavat ( 3.6-7) yhtii.loihin ( 3.9-10) ja ratkaistaan 

sateen suuntainen siirtymii. u, kun ulkoinen paine on nolla, saadaan 

r · p. · a
2 

[ b
2

] 
u = ( b2 ) . 1 - v + ( 1 + v) . 2 ' E · - a2 r 

(3.11) 

(3.12) 

Piirtii.mii.llii elementtimenetelmii.llii.lasketut tulokset samaan kuvaan analyyt­

tisen ratkaisun kanssa saadaan hyvin nii.kyviin aproksimaation luonne. Kiin­

nostavia seikkoja ovat h- ja p-versioiden erot, jotka ovat. luont.eelt.aan pe­

riaatteellisia. Lisii.ksi voidaan helpost.i huomat.a , miksi venymiii t.ut.kit.t. aessa 

kannattaa kii.ytt.ii.ii. int.egroint.ipis t.eiss ii. laskettuja venynlii:i . 

Esimerkkitapauksena kii.ytet.ii.ii.n sylint.eriputkea, jonka sisii.siide a= O.lm ja 

ulkosii.de b = l.Om. Valitut arvot. ant.avat. voimakkaast.i kaart.uYan ki:i.yriin ja 

erot approksimaatioiden kii.yttii.ytymisessii. t.ulevat hyvin esiin . Siirtymii.tilan 

muoto kahdella sisii.sii.teen arvolla on esitetty kuvassa 3.1. Laskelmat on teht.y 

tasovenymiitilassa. 
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~ 10.1 

... 
>< .. o 
::rl 
>-
~ 
(ij .. o 

... 
0.0 

• SADE 

K uva 3.1. Paksuuden vaikutus siirtymiitilaan 

Jannitystilaksi oletetaan tasovenymatila (TVT) 1 joka vastaa sisaisen paineen 

kuormittaman pitkan putken jannitystilaa. Yllii. olevissa kaavoissa sijoitetaan 

tiilloin kimmokertoimen paikalle (I_:;v,) ja poissonin vakion paikalle (I~v) . 

Laskenta"arvot ovat 

E = 2.06 ·l05 MPa 1 

v = 0.31 

p. = l.OPa 1 

a= O.lm 1 ja 

b = l.Om. 

Laskenta on tehty kii.yttaen lahteessa /5/ johdettua rotaatiosymmetrista yk­

sidimensionaalista putkielementtiii.. 

3.2 Putken siirtymatila laskettuna h-versiolla 

Siirtymatila laskettiin neljalla elementt.ijaolla. Elementti on lineaarinen kak­

sivapausasteinen yksidimensioinen elementti. Kuvista 3.2-.5 nahdaan havain­

nollisesti miten lineaarinen approksimaatio minimointitehtavassa lahestyy ta­

saisen varmasti oikeata ratkaisua. J ako on lahes tasainen 1 mika heikentaa 

konvergenssia. Analyyttisesta ratkaisusta nahdaan 1 etta lahempiinii sisapin­

taa tulisi kayttiiii. tiheiimpaa jakoa1 silla siirtymatilan muodon muutos on 
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siella voimakkaampi . 

. Tasajaolla tehty kymmenen elementin malli pystyy lii.hes tii.ysin kuvaamaan 

ratkaisun. Sisapisteen siirtymii jaa liian pieneksi. Potentiaalienergian kon­

vergenssi (II ~ p · u 2
) niikyy suoraan sisii.pisteen siirtymii.stii. 22 elementtiii. 

antaa 0.8% pienemman siirtymiin analyyttiseen verrat.tuna. 

~ ... 

: ... ,. 
> 
~ 
Oi 

... 

K uva 3.2. Yksi lineaarinen elementti. 

·~ ... 

:-c ,. ... 
> 
!i: 
iii 

2. 0 

Kuva 3.3. Kaksi lineaarista elementtia. 
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'"" :.; 
:>-

~ 
;;; 

... 

... 

•-•+,-.• ----r •. -. ----i,r-:-.. ----.. ;-7---~.r-.• --' 
SAllE 

Kuva 3.4. Viisi lineaarista elementtia. 

~ .... ········-··· ........ , .. . . ... ··~· ····!············· ···~·· · ······ 

················~··················-····-1·-·-···· · · 

····+;-... ;---~."= .• ----::,!: .. ----.. !:7:-----.:i-_,:---l 
sAnE 

K uva 3. 5. K ymmenen lineaarista elementtia. 

3.3 Putken siirtymatila laskettuna p-versiolla 

Putki on mallitettu yhdella elementilla yli paksuuden. Analyyttisesta rat­

kaisusta nii.hdii.ii.n, etta siirtymatila jakautuu kahteen dominoivaan osaan. 

Lahellii. putken sisapintaa siirtymatila on verrannollinen 1/r:aii.n ja lahella 

ulkopintaa sii rtymatila on lineaarinen. Ratkaisu yhdella p-tyypin elementil­

la osoittautuikin yllii.ttavan hankalaksi. Potentiaalienergian konvergenssi on 

voimakasta aina astelukuun kolme saakka. Siirtymatilan approksimaatio li­

neaarisella alueella rupeaa taman jii..lkeen voimakkaasti heilahtelemaan. Mit a 

ilmeisimmin lineaarisen siirtymatilan vallitessa on tavallinen alhaisasteinen 

approksimaatio paras. Tulokset on esitetty kuvissa 3.6-9. 
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Kuva 3.6. Toisen asteen approbimaatio . 

... 
,. 
:a 

o = analyyttinen 
x = appiobimaation astelulru kolme 

> 
~ 
o; 

:u 

... ... ... 
K uva 3. 7. K olmannen as teen approbimaatio . 

... +---------~------~---------+--------~--~ 1 .7 

Kuva 3.8. Neljiinnen asteen app1·oksimaatio. 
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'b .. 
... 

=~ 
:II 
>< 
~ 
(jj 

2..0 

Kuva 3.9. Viidennen asteen approksimaatio. 

Yksidimensioisessa tapauksessa mallin tarkennus p-versiossa on kuplafunk­

tioiden lisiiiimista elementtiin. Kuplafunktiot ovat elementin sisii.isiii. muoto­

funktioita. Y1eensii. elementeista on riisuttu sisii.iset muodot pois, sillii. katso­

taan niiden vaikuttavan vain vahaisesti tuloksiin. Kuplafunktiot tarkentavat 

ratkaisua elementin sisii.llii. ja vaikutus globaalisti on heikompi kuin vapausas­

teiden lisii.ys rajapinnoille. Tii.stii. johtuen voidaan havaita, etta mallitettaessa 

putki tasomallilla on p-version konvergenssi hiukan nopeampaa. 

3.5 Putken siirtymatila laskettuna hp-versiolla 

Hp-versio vaatii aina palautetta eri laskentakierrosten vii.lillii., jotta tihennyk­

sen tarve eri paikoissa voitaisiin jotenkin havaita. 

Nyt on tietenkin helppo toimia, koska t.unnetaan analyyt.t.inen rat.kaisu ja sit.ii 

voidaan suoraan kii.yttii.ii. hyvii.ksi. Todellisuudessa joudut.t.aisiin laskemaan 

jii.nnityksiii., energiatiheyksiii. ja reunaeht.ojen t.ot.eutumisia mallin eri osissa. 

Mallitus aloitetaan yhdellii.lineaarisella clementillii.. Toisessa vaiheessa kii.yte­

tii.ii.n kahta lineaarista elementtiii, jolloin havaitaan voimakas muutos sisii.pis­

teen siirtymii.ssii. verrattuna ensimmii.iseen laskent.aan. Kolmannessa vaihees­

sa nostetaan sisemmii.n elementin muotofunktion astelukua. Siirtymii kasvaa 

jii.lleen huomattavasti verrattuna toiseen laskenta kierrokseen. Neljii.nnessii 
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vaiheessa nostetaan edelleen sisemman elementin muotofunktion astelukua. 

Tulos on jo hyvin lahella analyyttista koko matkalla. Tulokset. on esit.etty 

kuvissa 3.2 ja 3.10-11. 

•-•+._:-:,:-----:.r:_,-----:i ... -:----• .;.._,----.i-_.- .....J 
SADE 

K uva 3.1 0. Toi3en a3teen approksimaatio ja lineaarinen approbimaatio. 

Lo.J.._-,----.~ .• ---~0.-6----1T_7----.~ .• - -" 
SADE 

K uva 3.11. K olmannen as teen approksimaatio ja lineaarinen approksimaatio. 
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3.6 Verkon optimointi 

Edellii esitetyt menetelmiit eiviit muuta alunperin valitun verkon luonnetta. 

P-versiossa verkko ei muutu lainkaan. H-versiossa uusi verkko muodostetaan 

vanhasta mekaanisesti jakamalla yksittiiiset elementit koko mallin alueella. 

Hp-versio on tulkinnan varainen, mutta yksinkertaisesti ajatellen osa-alueilla 

noudatetaan erikseen valittua periaatetta. 

Kaavojen (2.4-5) osoittama konvergenssinopeus osoittaa juuri sen nopeuden, 

mikii saavutetaan h- tai p-versiolla. Konvergenssinopeutta voidaan huomat­

tavasti nopeutta huomioimalla ratkaistavan ongelman erityisluonne ja muo­

dostamalla verkko sen mukaisesti. Kiiytiinnossii tiimii tarkoittaa sitii, ett.ii 

samalla vapausastemiiiiriillii saadaan eri t.uloksia. 

J atketaan putkimallin kiisittelyii. Kii.ytetiiiin nyt kaksidimensionaalista taso­

mallia ja kahdeksansolmuisia levyelementtejii. 

Putki mallitettiin tasovenymiitilassa 1/4-mallilla. Elementtejii oli kehiin 

suunnassa kuusi ja paksuussuunnassa neljii. Optimoinnissa pyrittiin sido­

tulla vapausastemiiiiriillii hakemaan paksuussuuntaan verkolle hyvii muoto. 

Johtopiiiitokset tehtiin silmiimiiii..riiisesti graafisista tuloksista. 

Laskenta tehtiin muutamilla verkoilla kiiyttiien PATRAN ohjelmaa mallin 

generoimiseen. Mallin tihennys tehtiin siten, ettii ensimmiiisen ja viimeisen 

elementin suhde miiiiriittiin generointikiiskyssii / 6/. 

verkko 

1 

2 

3 

sisimmiin ja uloimman elementin suhde 

1.0 tasajako 

4.5 ensimmiiinen ' t.i hennys · 

12.0 toinen ' tihennys' 

Tulokset on esitetty kolmelle eri Yerkolle . Tarkkuutt.a ei ole analysoit.u km•is­

sa muuten kuin vertaamalla radiaalijii.nnitystii analyyttiseen tulokseen. Ele­

menttimenetelmiin tulokset on laskettu elementtikohtaisesti pitkin element­

tien reunaa. 
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Kuvista 3.12-14 nii.kyy hyvin miten ratkaisu verkon optimoinnin mukaan la­

hestyy oikeata ratkaisua. Jii.nnityksen jatkuvuuden toteutuminen mallin pa­

rantuessa on ilmeinen. Samoin nahdaan, etta elementtiratkaisun antama 

jiinnitys kuormasivulla liihestyy todellista arvoa mallia optimoitaessa. Sol­

mujen sijoituksella huomattava merkitys tarkkuuteen. Tyypillisimpia sovel­

luskohteita ovat olleet siiri:imallit, joissa mallia tihennetiiii.n kohti sii.ri:in kii.r­

kea. Tihennyksen kiiytti:i ilman asiantuntemusta tai sopivaa indikaat.t.oria on 

kuitenkin vaikeata. 
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J( uva 3.12. Mallin ybi tulokset. 
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Kuva 3.13. Mallin kaksi tulokset . 
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Kuva 3.14- Mallin kolme tulokset. 

4 KAYTANNON ONGELMAT 

H-versiota ja optimointia voisi hel posti kiiyt tii.ii jo ny kyisilla ohjelmilla, mu t ta 

tulosten arvointi on liian vaivalloista, jotta kiiytii.nnon laskennassa menetel­

miii voitaisiin johdonmukaisesti soveltaa. Erityisesti tilavuusmalleissa olisi 

pakko saada kunnollinen palaute ratkaisusta, sillii puhtaan h-version kii.ytto 

johtaa malleihin, joiden koko tekee nopeasti mallin tulosten kii.sittelyn mah­

dottomaksi . Tihennys lii.pi koko mallin on karkeaa laskentaa verrattuna ver­

kon optimointiin. Monimutkaisen tilavuusmallin tarkastelu visuaalisesti ny­

kyisillii jii.lkikiisittelijoillii on vaivalloista, vaikka laskentakapasiteettia olisikin 

riittii.viisti kiiytossii.. Erillaiset piiloviiva- ja pintakuvat helpottavat laskijan 

tyotii, mutta useiden suurten mallien kiisittely on aikaa vieviiii. tyotii, johon 

kenelliikiiiin ei liene kiinnostuusta. 

Kaupallisin ohjelmiin on odotet.tavissa adapt.iivisia ominaisuuksia. l..i seim­

mat kokeilut on teht.y h-versiolla, kohdist.aen t.ihennykset. kriit.tisille alueille 

(esim. /2/). P-versioon perust.uvia kaupallisia ohjelmia on esit.elty vain 

PROBE /3/. P-version eksoottisuus ja epii.ilyt. sen t.oimivuudest.a lienevii.t. 

syynii. siihen, ettei menetelmii tule nopeasti yleistymiian . Sillii on kuitenkin 

etuja, jotka tekevat laskennan kokonaisuutena helpoksi. Mallin geometrian 

mii.iirittii.minen yksinkertaistuu (eli tilanne on sama, jos h-version tihennys 
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tehdaii.n ohjelmassa analyysin ajaksi ) ja tihennys on helpompi automatisoi­

da. Nopeamman konvergenssin pitii.isi antaa paremmat tulokset pienemmii.llii. 

vapausastemii.ii.rii.llii.. 

Ongelma on jakaantunut kahteen osaan. Toisaalta etsitaii.n hyvaa ja luotet­

tavaa parametria, jolla voidaan arvioida ratkaisun tarkkuutta, ja toisaalta 

kehitetii.ii.n verkon generointimenetelmii.ii, jolla m:allin verkkoa muokataan, 

kun tavoitellaan tarkempaa ratkaisua. 

OHJELMAN RAKENNE 

I PATRAN NEUTRAL I STEP.OOS 

elements node, l 
( INPUT ) -- I SURFACE N<XlES I 

! I BALANCE ELEMENTS I 

STRESS 
STRAIN 

BOUNDARIES 

FORCE BA!.AM:E 

Kuva 4.1. POST3D-ohjelman toiminta/4/. 

VTT:n Rakenneanalyysi (Ra) -t ut.kimusohjelmassa ( 1989-1991) kehi tet.aan 

rakenneanalyysien laadunvarmistust.a ja aut.omatisoint.ia. Tahiin lii t tyen on 

VTT:n Y dinvoimatekniikan laborat.oriossa kehit.etty ohjelma POST3D ele­

menttitulosten tarkkuuden arviointiin. Ohjelmalla voidaan aualysoida FE­

mallin toimivuutta ja havaita mallin kriittiset alueet. Ohjelman t.oiminta­

kaavio on kuvassa 4.1. Laskennan tuloksia kiisitellii.iin mallin geometrian 

ja solmusiirtymien perusteella ja analyysi voidaan tehda milia tahansa FE­

ohjelmalla. Syottotietoina annetaan mallin geometria ja siirtymii.t. Ohjel-
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rna laskee suoraan siirtymista approksimaation mukaiset element.ikoht.aiset 

tulokset halutuille elementeille, pinnoille ja siirmille. Ohjelma tulostaa ar­

vot liihti:itiedoiksi graafiselle ohjelmalle, jonka avulla laskija voi tarkastella 

-reunaehtojen toteutumista, elementtien voimatasapainoa ja venymien sekii 

jiinnitysten jatkuvuutta elementtien rajoilla. 

RAKE NNE 

TEHTAVAN 
KUORMAT ~ MAARITTELY ~ REUNAEHDOT 

/ 
tulosten 
arviointi I FE-malli 

FE 
TULOKSET ~ RATKAISU 

~ 
TARKKUUS 

TARKKUUSPARAMETRIT 

I 

mallin tarkentaminen 

Kuva 4.2. Elementtimtkaisun hakeminen. 

Tavoitteeksi elementtilaskennalle voidaan asettaa automatisointi, jossa rat­

kaisun tuloksista laskettuja suureita kiiytetiiiin suoraan integroidusti verkon 

uudelleen muodostamiseen. Kuvassa 4.2 on esitetty yksi toimintamalli las-
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kennan etenemisestii. Laskennan ei tarvitse olla automaattista. Laskennassa 

on otettu kiiyttoon uusi liihestymistapa, joka johtaa viihintiiin kahden rat-

kaisun muodostamiseen. Lineaarisella alueella tiimii ei liene ongelma, mutta 

epiilineaarisessa laskennassa ratkaisuajat ja tulosten suuri miiiirii rajoittavat 

tarkastelun lineaariselle alueelle. 

Perusliihtokohdat elementtiratkaisun tarkentamiselle on loydetty. Menetel­

miit, joilla verkkoa voidaan tihentiiii, rajoittuvat vielii suppeisiin sovellus­

kohteisiin, mutta perusideat on oivallettu. Tyotii menetelmien tuomiseksi 

kiiytiinnon laskentaan tehdiiiin myos VTT:n Ra-tutkimusohjelman puitteis­

sa. 
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