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TIIVISTELMA: Line- spring (LS - ) - tekniikka on mielenkiintoinen menetelmii 

pintaslirojen murtumisparametrien arviointiin laatta- ja kuorirakenteissa. Menetelmiissli 

sliron ajatellaan ulottuvan laatan tai kuoren liipi ja vastakkaisten pintojen liittyvlin toisiinsa 

jousien avulla. Niiin muodostunutta jousisarjaa voidaan kuvata 'viivajousena', jonka 

jliykkyys on jatkuva pitkin sliroli. 'Viivajousen' jaykkyys johdetaan tasovenymatilassa 

olevan 'single- edge - notched' (SEN) -koekappaleen avulla. Menetelmii on so

vellettavissa myos elastis-plastisella alueella. 

LINE- SPRING -MENETELMAN PERIAATE 

Line- spring - menetelmiissli (LS - menetelmii) rakenteessa oleva pintasliro kuvataan yk

sinkertaisesti siten, etta rakenne mallinnetaan laattana tai kuorena tarvitsematta tarkastella 

rakennetta kolmedimensioisella mallilla edes sliron lahialueella. Pintasliron ajatellaan 

ulottuvan laatan tai kuoren lapi ja nliin syntyneen sliron vastakkaisten pintojen liittyvlin 

toisiinsa jousien avulla (kuva 2b,d). Nliin muodostunutta jousisarjaa, jonka jliykkyys on 

jatkuva sliron pituudella, voidaan pitlili 'viivajousena'. 

Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksijousen viilittlivlin vain normaalivoiman sekli taivutus

momentin. Voimien ja niitli vastaavien siirtymien viilisten yhtiiloiden oletetaan ole van sa

mat kuin tasovenymiitilassa olevalla 'single- edge- notch' - koekappaleella (SEN- koe

kappale), jolla on sama sliron syvyys. Jousiyhtiilot muuttuvat sliron syvyyden ja kuoren 

paksuuden funktiona. 

LS - menetelmlili voidaan soveltaa periaatteessa minkii tahansa laatta- tai kuorirakenteiden 

analysointimenetelmiin kanssa. Kliytettliessli elementtimenetelmiili on helpointa muodos

taa oma LS-elementti, jota kliytetlilin normaalien laatta- tai kuorielementtien kanssa. Li

neaaris - elastisista analyyseista on saatu hyvili tuloksia /1 - 4,8/. Menetelmiili on sovel

lettu myos elastis- plastisiin analyyseihin /4,8,9/. Kuvassa 1 esitetlilin periaatekuva LS

elementin kiiytOstli kuorielementtien yhteydessli. 
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a) solmupisteet 

line spring -elementtejii 

kuorielementtejii 

b) 

Kuva 1 Periaatekuva line - spring - elementista a) ja sen kiiytosta kuorirakenteessa b). 

a) 

keskiviiva 

b) c) 

Kuva 2 Line- spring - menetelmiin periaate. 
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JOUSIYHTALOT LINEAARISESSA TAPAUKSESSA 

LS - menetelmiin periaate on esitetty kuvassa 2. Tarkastellaan pintasliroli, jonka pituus on 

2c ja syvyys on a(x) (kuva 2aja 2b). Kuvassa 2b esitetlilin kaksidimensioinen idealisoitu 

malli kuvan la pintaslirostli eli sliro on kuvattu liipislironli, jonka vastinpinnat on yhdis

tetty toisiinsa jousien avulla. Kuorta kuormittavat slirostli etiiiillii ole vat normaalivoima 

Noo (viivakuormitus) ja taivutusmomentti Moo (viivamomentti). Kaksidimensioisessa 

idealisoinnissa tliytyy ottaa huomioon paikallisen normaalivoiman N(x) ja paikallisen tai

vutusmomentin M(x) jakautuminen vastinpintojen yli kannaksen t- a(x) vuoksi . 

Paikallisten kuormitusten ja niitli vastaavien siirtymien viilille voidaan muodostaa yhteys 

( 
O(x/c) l = [Cu(x/c) C12(x/c)J { N(x/c) } 
<jl(x/c) C21 (x/c) C22Cx/c) M(x/c) • (1) 

jossa [C] on paikallinen joustomatriisi ja [S] = [C]-1 on paikallinen jliykkyysmatriisi. 

Joustomatriisin [C] muodostamiseksi tarkastellaan kuvan 2c mukaista tasovenymlitilassa 

olevaa SEN - koekappaletta, jota kuormittavat aksiaalivoima N (viivakuormitus) ja tai

vutusmomentti M (viivamomentti). Merkitlilin ainoastaan slirostli aiheutuvaa keskiviivan 

pitenemliii oc ja sen kulman muutosta <Pc· Tiilloin saadaan kuormitusten ja siirtymien vii

lille muodostetuksi yhteys 

(2) 

LS - menetelmiissii oletetaan, ettli vallitsee yhteys [C] = [P] ja [S] = [P]- 1. Joustomatrii

sin [P] alkioille voidaan johtaa lausekkeet esim. taulukkokirjoissa annettavien jiinni

tysintensiteettikertoimen lausekkeiden avulla. Voimien N jaM aiheuttamalle janni

tysintensiteettikertoimelle esitetliiin tassa lauseke /1/, joka on muotoa 

Kaavassa (3) t on kuoren paksuus, 

cr = N/t, 

m = 6Mft2, 

~ = a(x)/t, 

(3) 
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a on siiron syvyys, x siiron pituussuuntainen koordinaatti (kuva 2b), g1 ja 

g2 ovat funktiot norrnaalivoiman ja taivutusmomentin vaikutukselle, jotka 

annetaan yleensli polynomimuotoisena satjakehitelmlinii (esim. /1/). 

Joustomatriisin johtarniseksi tarkastellaan kuvan 2c esittiimiiii koekappaletta, jota rasit

tavat norrnaalivoima N ja taivutusmomentti M (viivakuormituksia). 

Murturnismekaniikassa plitee tunnetusti seuraava peruskaava 

(4) 

jossa ll on potentiaalienergia leveysyksikkoli kohden, K1 saron jlinnitysintensiteettiker

roin ja E ja v materiaalivakioita. 

Rakenteen potentiaalienergia on lineaarisessa tapauksessa 

ll=U-2W= - W, 

jossa U on sisliinen muodonmuutosenergia, W ulkoisten voirnien tekemli tyo, 8 ja (j> 

siirottOmlin rakenteen siirtymiit ja Be ja 'l>c saron aiheuttarnat keskiviivan lislisiirty

mlit (kuva 2c). 

Rakenteelle, jonka siiron pituus on a = ao+~, saadaan potentiaalienergiaksi 

Potentiaalienergian erotukseksi saadaan 

(5) 

• ki AS:: _ dOc A~ • Alf. _ d'l>c A 
JOSSa On mer tty LlUc - aa Ll<1 Ja Ll'f' - aa oa 
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Yhtaloiden (3) - (5) avulla saadaan, kun siirrytiiiin differentiaaleihin ( ~a~ 0 ), uusi 

yhtalomuoto 

joss a on kiiytetty yhtiilOn (3) yhteydessa esitettyjii merkintOjii. 

Kiijoittamalla yhtiilo (6) matriisimuotoon saadaan 

(7) 

joss a (f) = { ~ } 

{
toe} 

(v) = t2 ja 

6 <Pc 

Yhtiilosta (7) niihdaan suoraan tulos 

2 

{ av } = 2 (1 - v ) t [B ](f) 
da E 

joka voidaan integroida a:n suhteen. 

Lopputulos voidaan kirjoittaa muotoon 
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=> 

joss a C' 11 = 1/t ell, 

c 12 = 1/t c12 

C'21 = 6/t2 C21 

C'22 = 6/t2 C22 

ja 

Cij = f gi(~)M~)da (i,j = 1,2) . 

(8) 

Yhtlilostli (8) saadaan haluttu joustomatriisi, josta klilintlimlillli saadaan jliykkyysmatriisi. 

On huomattava, etta edellli esitetyissli kaavoissa normaalivoima N ja taivutusmomentti M 

ovat viivakuorrnituksia, joten lopullinen jliykkyysmatriisi on kerrottava sliron pituudella. 

Jlinnitysintensiteettikertoimien Krr ja Km vaikutus voidaan myos ottaa huomioon edellli 

esitetyllli tavalla. 

LINE-SPRING -MENETELMA ELASTIS-PLASTISELLA ALUEELLA 

LS-menetelmlin soveltamista elastis-plastiselle alueelle on klisitelty mm. artikkeleissa 

/8,9/. Yhtlilo (2) esitetlilin muodossa 

Qi = Sii qj (i,j = 1,2) , (9) 

joss a Q = {N M}, qj = { Oc $c) ja Sii on lineaaris-elastinen jliykkyysmatriisi. Elastis

plastisella alueella yhtlilo (9) esitetlilin seuraavassa inkrementaalisessa muodossa 
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Q. ,· - sep . ep (" - 1 2) 
- ij qj l,J - ' ' (10) 

jossa S~J on tangenttijaykkyysmatriisi ja qjP elastis-plastinen siirtymainkrementti, joka 

on esitettavissa elastisen ja plastisen osan summana qjP = qj + qf . 

Tangenttijaykkyysmatriisin johtamiseksi muodostetaan myotopinnan funktio 

<I> = <I>(Qi, a, t, O'o) ' (11) 

jossa a on saran syvyys, t seinaman paksuus ja cr0 on 'keskimaarainen' myotamisjan

nitys ('average' flow stress). 

Myotamisen tapahtuessa voidaan inkrementaalisen siirtyman plastinen osa esittaa asso

siatiivisen myotasaannon avulla 

(12) 

jossa verrannollisuuskertoimelle A patee A > 0. ( A kaytetaan myos muotoa A, 

dqf = dA~ ). 

Kaytetaan ehtoa, etta plastisessa muodonmuutoksessa jannitystila sailyy myotopinnalla 

eli <I> = 0. Inkrementaalimuodossa saadaan 

(13) 

Kuormitusinkrementti ~ esitetaan elastisen jaykkyysmatriisin Sfj ja elastisen siir

tymainkrementin qj avulla seuraavasti 

(14) 

Materiaalin jannitys- venyma yhteys esitetaan muodossa 

cro = h ~ ' (15) 
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jossa cr0 on 'keskimaiirainen' myotiimisjiinnitysinkrementti, £b 'keskimaarainen' ekvi

valentti plastinen venymainkrementti ja h materiaalin lujittumista kuvaava 

parametri. 

Plastinen kokonaistyoinkrementti voidaan esittiia seka ulkoisten voimien tekemiina tyona 

(16) 

etta sisiiisena muodonmuutostyona 

wP = [ O"ij Efj ctA . 

Tamil voidaan esittiiii muodossa 

(17) 

jossa oletetaan plastisoituvan alueen olevan verrannollinen kannaksen pituuden nelioon. 

f on dimensioton skalaarisuurre, joka voidaan rnaiirittiia vertaamalla LS-menetelmiin tu

loksia muilla menetelmilla saataviin tuloksiin. 

Yhtiiloiden (13)-(17) avulla saadaan verrannollisuuskertoimelle A ratkaisumuoto 

d<l> se .ep 
dQ ij qj 

A = ---------=------------a <I> 
d<l> h Qc aQ; 

d<Jo f cro (t-af 

Sijoittamalla verrannollisuuskerroin A yhtliloon (14) ja merkitsemalla Qi 
saadaan elastis-plastiseksi tangenttijaykkyysmatriisiksi s~r 

s7P = s~. -
IJ IJ 
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Se diP d<l> se 
ip dQp dQ. rj 

d<l> 
d<l> e diP diP h Q dQ - skm -- - - --------=='
aQc dOm d<Jo f cr0 (t-a)2 

(18) 

S
ep .ep 
ij qj 

(19) 



Myotapinnan funktiolle on esitetty liukuviivateorian avulla likimiliiriiiskaava /11/ 

(! Q1 'to (t-a) - 0.3 )
2 (~ + t Q 1 a)

2 

<I>= +9 -1 
0. 7 2 'to (t-a)2 

(20) 

jossa 'to on 'keskimiHirainen' myotamisleikkausjannitys ('average' shear flow stress). 

Von Misesin mukaan cr0 ja 'to valilla vallitsee yhteys O'o = YJ 'to. Koska lauseke (20) on 

johdettu liukuviivateorian avulla, niin sen avulla muodostettu viivajousi myotaa vasta ra

jakuormalla. Ennen rajakuorman saavuttamista tapahtuvia plastisia muodonmuutoksia ei 

oteta huomioon. Talta osin mallia voitaisiin yrittaa parantaa esimerkiksi ottamalla kayt

taon plastisoitumisesta aiheutuva efektiivinen saron syvyys. 

J -integraali 

Jaetaan J-integraali elastiseen ja plastiseen osaan: 

(21) 

Elastinen osa saadaan jannitysintensiteettikertoimen avulla seuraavasti 

2 2 

1
e = Kr (1-v) 

E (22) 

Plastinen osa saadaan taas kaavasta 

(23) 

·p 
joss a skalaari m = 1 ... 2 ja 8t on saron avauman plastinen inkrementti. 

Saron kiiljen avauman inkrementille saadaan geometrisella tarkastelulla (kuva 3) seuraava 

lauseke 

(24) 
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t ·p 
_Q_ 
2 

L 

t-a 

&: = &' +{ -i - a} ~P 

Kuva 3 Liukuviivakenttii 18,91 

J-integraali voidaan esittaa potentiaalienergian avulla myos seuraavasti 

an (q'aQ I 
J = - Ta = -) 0 a a qj dqi . (25) 

Kun tarkastellaan J:n plastista osaa ja vaihdetaan derivointi kannaksen pituuden subteen 

( -o( )/oa = +o( )fOe, jossa c = t - a), saadaan yhtlilo (25) muotoon 

(26) 

YhdistamlilUi yhtalOt (23), (24) ja (26) voidaan ratkaista kertoimelle m seuraava lauseke 
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(27) 

TESTITULOKSIA 

LS -menetelmiiii on sovellettu lineaaris-elastisella alueella, esim. liihteet /1-5/, sekii 

elastis- plastisella alueella, esim. liihteet /4-6/. 

Lineaaris-elastisella alueella LS-mallin antamia tuloksia on vertailtu liihinnii Rajun ja 

Newmanin esittiimiin kolmedimensioisiin elementtimenetelmiituloksiin /10/ suorassa 

laatassa olevalle puolielliptiselle pintasiirolle, kun kuormituksena on tasainen veto tai tai

vutusmomentti. Tasaisen vedon tapauksessa jiinnitysintensiteettikertoimen maksimiarvo 

on siirorintaman keskellii ja LS-menetelmii antaa varsin hyviii tuloksia. Tulokset huono

nevat siirorintaman piiiitepisteitii liihestyttiiessii. Momentin kuormittamalle pintasiirolle 

jiinnitysintensiteettikertoimen maksimiarvo on siirorintaman piiiitepisteissii, joten LS-me

netelmii ei ole parhaimmillaan tiissii tapauksessa. Merkillepantavaa on, ettii eri liihteet an

tavat hieman toisistaan poikkeavia tuloksia. 

LS -menetelmiillii on laskettu myos useita siirotapauksia putkigeometriassa oleville 

siiroille /2/. Tulokset ovat hyvin yhteensopivia muilla menetelmillii saatujen tulosten 

kanssa. Valtion teknillisessii tutkimuskeskuksessa on testattu ABAQUS-elementtiohjel

rniston Line- spring -elementtiii /3/ putkigeometrialla, joka esitetiiiin kuvassa 4. LS

menetelmiillii on analysoitu kolme erilaista kehiinsuuntaista sisiipuolista pinta

siirogeometriaa suorassa putkessa (taulukko 1). Analyysi on suoritettu lineaaris

elastisena. 

Taulukko I Siirogeometriat. 

'siiron pituus' siiron syvyys 

[ O] a/t 
pintasiiro 60 0.25 

60 0.50 

60 0.75 
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Poikkileikka us I - I 

H(-LF---rr----1-F )H 

a) b) 

Kuva 4 Analysoitu putkigeometria a) ja siirollinen poikkileikkaus b). 

"' o( :::o 30 ( 5 Line Spring eleroenttU l 

Kuva 5 line - spring -e/ementtimalli. 

Kuvassa 6 on esitetty jannitysintensiteettikerroin K1 pitkin sarorintamaa lahtien saran 

keskelta symmetriatasosta ja paatyen saran loppuun. Kuvissa on LS -menetelman tulok

set ja tulokset, jotka on saatu elementtimallista, jossa saroalue on kuvattu kolmedimen

sioisilla tilaelementeillaja muu osa rakenteesta kuorielementeilla /5,6/ (kuva 7). Kuvien 

selitysteksteissa esiintyvat VTTVIRT /1 2/ ja ORVIRT /7/ viittaavat ohjelrniin, joilla 

voidaan laskea elementtituloksista J -integraali virtuaalisen saronkasvun menetelmalla 

(VCE). Molemmissa analysoiduissa tapauksissa on otettu huomioon sisaisen paineen 
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vaikutus myos saron kyljilllL Kuvista nahdillin, ettii tulokset ovat melko yhtenevia aina 

kehlikulman arvoon n. 27° saakka. LS-menetelma antaa kaikilla analysoiduilla tapauk

silla konservatiivisempia tuloksia kuin VTIVIRT ja ORVIRT. Sisaisella ylipaine

kuonnituksella LS- menetelnili antaa kaikkein konservatiivisimmat tulokset VTIVIRT ja 

ORVIRT tuloksiin verrattuna LS-menetelma antaa eroksi painekuonnitustapauksessa 

keskimaarin 20 % saron keskella. Momenttikuonnitustapauksessa vastaava ero on 

keskimaarin 4 % ja yhdistetyssa kuonnitustapauksessa ero on keskimiilirin 8 % (kuva 6). 

Taulukossa 2 on esitetty seka LS-menetelman ettii VTIVIRT ja ORVIRT ohjelmien an

tamat jannitysintensiteettikertoimen arvot siiron keskella. Taulukossa 2 kuonnitustapa

ukset on eritelty. 

~ 

JANNITYSINTENSITEEITIKERROIN K, 
( paine+momenfli ) 

2•a-60. p•liO bar ja M•500 ~Nm 

~~ 
~----~----~------~----~----~-----. 

oo a_ . < ~ i!----~=====-o 
c 
0 
LO 

~ c) lli-'-'"'-"'=<~=.::o.:.:.:...:.~-o----:7--<~~ ..>< ()o l 

~~~It:~~~ 
0 
oo 
:=.0 
.. .0 
c 
0 

c 
-;;~ 
>-.o 

- M c 
c 
0 -,o 
0+-----~------+------+------r------r----~ 

0.0 5.0 10.0 15.0 20.0 25.0 30.0 

Kehakulma (aste) 

LEGEND 
o;: = VTTVIRT 
"'= VTTVIRT 
o = VTTVIRT 
+ = ORVIRT 
X = ORVIRT 
H = ORVIRT 
o = Line Spring 
o = Line Spring 
v = Line Spring 

Kuva 6 Jiinnitysintensiteettikerroin K1 kehiinsuuntaiselle sisiipuo/iselle pintasiirolle 

suorassa putkessa. 
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Taulukko 2 Jiinitysintensiteettikertoimen K1 arvot siiron keskellii. Suhteellinen ero,joka 
esitetiiiin suluissa prosentteina, lasketaan vertaamalla VITVIRT tuloksiin. 

saron syvyys line-spring VITVIRT ORVIRT 
a/t KI KI ~ 

ja kuormitusta-
tapaus [Iv1Pavrn] [Iv1Pavrn] [Iv1Pavrn] 

a/t = 0.25 
paine 12.3 (20.3) 9.8 9.9 (1.0) 
momentti 33.7 ( 2.4) 32.9 33.1 (0.6) 
yhdistetty 46.0 ( 7.2) 42.7 43.0 (0.7) 
a/t = 0.50 
paine 23.4 (20.1) 18.7 18.8 (0.5) 
momentti 64.3 ( 4.5) 61.4 61.8 (0.7) 
yhdistetty 87.7 ( 8.7) 80.1 80.6 (0.6) 
a/t = 0.75 
paine 34.7 (19.0) 28.1 28.4 (1.1) 
momentti 96.0 ( 4.3) 91.9 92.5 (0.7) 
yhdistetty 130.7 ( 8.2) 120.0 120.9 . (0.8) 

Tilaelementteja 

Kuorielementteja 

Kuva 7 Elementtimalli,jossa kehiinsuuntainen sisiipuolinen pintasiiro. 

Elastis-plastisella alueella LS-menetelmii.lla on laskettu paineenalaisen sylinterin sisa

puolinen pitkii aksiaalinen ja aarellisen pituinen puolielliptinen aksiaalinen saro /9/. Pit

kiin aksiaalisen saron tapauksessa on tuloksia verrattu virtuaalisen saronkasvun menetel

mii.lla (VCE) saatuihin tuloksiin. Kummassakaan tapauksessa ei ole otettu huomioon 

paineen vaikutusta saron kyljilla Tulokset ovat yhtenevia varsinkin suurilla a/t-suhteen 

arvoilla. Pienella a/t-suhteella syntyvat erot selittyvat paaasiassa silla, etta LS-elementti 

myotiia vast a rajakuormalla. 
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YHTEENVETO 

LS - menetelma on mielenkiintoinen ja lupaava 'insinoorimenetelma' murtumismekaa

nisten parametrien arviointiin niin lineaaris- elastisella kuin elastis- plastisella alueella. Se 

ei vaadi kayttajaltaan erityisosaamista murtumismekaniikasta, se on helppokayttOinen ja 

vie huomattavasti vahemman seka tyo- etta tietokoneaikaa kuin kolmedimensioiset ele

menttimenetelmaanalyysit. 

LS-menetelmaa voidaan kayttiia elastis- plastisella alueella vain, jos saroii avaava kuor

mitustapa (tapa I) on hallitseva. Myotopinnan funktio <I> on johdettu liukuviivateorian 

avulla, joka kuvaa vain tasossa tapahtuvia muodonmuutoksia. Menetelmiiii tiiytyisi tes

tata lisaa elastis- plastisella alueella, sillii kirjallisuudesta ei loydy kuin muutama testi

tapaus. Menetelmaa ei voida soveltaa geometrisesti epiilineaarisella alueella, sillii jousto

/jiiykkysmatriisi maaritelliiiin jannitysintensiteettikertoimen lausekkeiden avulla, jotka 

piiteviit ainoastaan pienten siirtymien ollessa kyseessii. Lineaaris-elastisella alueella 

voidaan LS-menetelmiiii soveltaa myos siiroii leikkaavassa (tapa II) ja viiiintiiviissa (tapa 

ill) kuormitustapauksessa liihtemiillii liikkeelle potentiaalienergian lausekkeesta, kun tun

netaan jiinnitysintensiteettikertoirnille yhtiilon (3) mukainen yhteys. 
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