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TIIVISTELMA: Artikkelissa kasitellii.ii.n taivutetun palkin malliprobleeman avulla yk­

sinkertaisen adaptiivisen prosessin ominaisuuksia. Stenbergin esittii.mii.ii. elementtikoh­

taisesti suoritettavaa taipuman jii.lkikii.sittelymenetelmii.ii. on sovellettu ja sen tarkkuutta 

on tutkittu numeerisesti. 

JOHDANTO 

Taivutetun ohuen palkin Hellingerin-Reissnerin funktionaali on 

IIR(M,v) = -~ {L M
2 
dx- {L v"Mdx - {L pvdx , 

2 Jo EI Jo Jo (1) 

EI on pa.lkin taivutusjaykkyys, p annettu palkin akselia vastaan kohtisuora kuormitus 

ja M taivutusmomentti . Taipuman v on toteutettava geometriset reunaehdot. Pilkku 

symbolin oikeassa ylakulmassa merkitsee derivointia paikkakoordinaatin x suhteen . 

Funktionaalin (1) diskreetti muoto on 

1 T T T IIR(m,v)=- 2m Hm+v Cm - v p, (2) 

jossa m on taivutusmomenttien solmupistearvoista koostuva vektori Ja vastaavasti 

v taipumien vektori ja p kuormitusvektori . Positiivisesti definiitti joustomatriisi H 

koostuu elementtimatriiseista 

H~. = r '1/;;'1/;j d 
•J Jr. EI x, (3) 

joss a 1/1; :t ovat taivutusmomentin approksimaatiossa kii.ytetyt muotofunktiot. Tasapai­

nomatriisin C alkiot 

(4) 
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jossa <pa:t ovat taipuman muotofunktiot, voidaan saattaa osittaisintegroimalla muotoon 

(5) 

lisiittynii mahdollisilla sijoitustermeillii alueen reunoilta. Mikiili elementtimenetelmiifor­

mulaatiossa kiiytetiiiin tasapainomatriisin muotoa ( 4), on taipuman muotofunktiot va­

littava C 1 jatkuvien funktioiden luokasta, mutta vastaavasti momentin approksimaatio 

saa olla paloittain jatkuva, kun taasen muodon (5) kii.ytto vaatii molemmilta approksi­

maatioilta C 0 jatkuvuutta. 

Satulapintafunktionaalia (2) kiiyttiien voidaan · probleema asettaa muodossa: etsi 

m ja v siten, etta 

minmaxiin(m, v), 
v m 

(6) 

jolloin sen ratkaisu, satulapiste, saadaan funktionaalin (2) stationaarisuusehdosta 

(7) 

Jos taivutusmomentin approksimaatio saa olla elementtikohtaisesti paloittain jatkuva, 

on matriisi H blokkidiagonaalinen, eli sen vapausasteet eri elementeistii eivii.t kytkeydy 

toisiinsa. Tiitii ominaisuutta voidaan tehokkaasti kii.yttiiii hyviiksi systeemin iteratiivi­

sessa ratkaisussa [2]. Tiihiin seikkaan ei tiissii esityksessii kuitenkaan puututa. 

Jatkossa kiiytetii.iin tasapainomatriisille muotoa (5) ja taipumaa sekii taivutusmo­

menttia approksimoidaan lineaarisilla muotofunktioilla. 

ADAPTIIVISUUDESTA 

Pyrittiiessii etsimiiii.n niitii elementtiverkon osia, joissa ratkaisun tarkkuus ei toteuta 

analysoijan toiveita tarvitaan tietoa virheen jakautumisesta ratkaisualueessa. A poste­

riori virhe-estimaatteja hyviiksikii.yttii.en voidaan arvioida saadun elementtimenetelmii­

ratkaisun virhettii.. Kun virheen jakautumisesta ja sen suuruudesta on saat.u arvio, on 

seuraavana probleemana miten jo tiedossa olevaa approksimaatiota on parannettava, 

jotta mahdollisimman tehokkaasti saavutettaisiin haluttu tarkkuus. Elementtimenetel­

missii. on kiiytetty kolmea erilaista perusmenetelmii.ii. ratkaisun tarkkuuden parantami­

seksi. Adaptiivisessa h-menetelmii.ssii. elementin kokoa pienennetiiii.n siellii missii virhe 

on suurin, kun vastaavasti adaptiivisessa p-menetelmii.ssii. polynomiapproksimaation as­

tetta kasvattamalla pii.ii.dytii.ii.n parempaan tulokseen. Kolmannessa vaihtoehdossa, r­

menetelmiissii elementtien lukumiiiirii ja approksimaation aste pidetiiiin muuttumat­

tomana, mutta solmupisteiden paikkaa muuttamalla pyritiiiin kohti optimaalisempaa 

elementtiverkkoa. Tiimii menettely johtaa kuitenkin epiilineaarisen yhtiilosysteemin 
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r at. kaisuun vaikka itse ratkaistava probleema olisi lineaarinen, joten se on usennnus­

sa t.apauksissa epakaytannollinen tapa nnmeerisen ratkaisun parantamiseen. Naista 

perusmenetelmista voidaan myos muodostaa yhdistettyja algorit.meja. Tassa artikke­

li ssa keskitytaan pelkastaan h-menetehnaan. Sekaelementtimenetelmassa on kuitenkin 

tavanomaiseen siirtymamenetelmaan verrattuna useampia mahdollisuuksia suorit.taa 

a posteriori virhearviointi ja tasta paateltava elementtiverkon hienonnus. 

Yhtena sekamenetelmien etuna on voimasuureiden approksimaation tarkkuus, 

voimasuureita voidaankin pitaa primaarisina suureina ja siirtymia sekundaarisina. 

Siten tuntuu varsin luonnolliselta seuraava numeerisissa kokeiluissa havaittu seikka: 

tihennysprosessit jotka perustuvat virhe-estimaattiin voimasuureiden suhteen ovat. 

tehokkaampia kuin menetelmat joissa verkon hienonnus suoritetaan siirtymasuureista 

saadun informaation perusteella. 

Mahdollisimman yksinkertainen a posteriori virhe-estimaatti saadaan kayttamalla 

lisana hierarkista muotofunktiota 'lj; 3 (kuva 1 ). 

1 3 2 

KuvA 1. Muotofunktiot. 

Hierarkisilla vapausasteilla ei ole kytkentaa en elementt.ien valilla, jot.e11 11e voiclaan 

eliminoida elementtikohtaisesti, jolloin virheen estimoint.i ei ole tyolas t.oimenpicle. 

Otaksutaan nyt, etta tietylla elementtiverkolla on saatu ratkaistuksi solmupist.earvot ms 

ja v 5 (vastaten lineaarisia perusmuotofunktioita). Stationaarisuusehdon (7) alemmasta 

yhtalosta, tasapainoyhtalosta, voidaan ratkaista taivutusmomentin muutokse t. mH: 

[

-Hss 
- HHs 
Css 

0 

C - 1 -
ITIH = HHPH· (8) 
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Alaindeksi S viittaa lineaarisiin perusmuotofunktioihin ja H parabolisiin hierarkisiin 

lisamuot.ofunktioihin. Virhe-estimaat.t.i elementissa e voidaan maarit.Plla lansekkeella 

(9) 

jolloin virhe koko ratkaisualueessa on 

E = J;;(Ee)2. (10) 

Elementtimenetelmaratkaisu on hyvaksyttava jos 

E < c:IIMII, (ll) 

JOssa c: on analysoijan asettama virheen toleranssi ja N! on taivutusmomentin 

approksimaatio sisiiltiien hierarkisen lisiiyksen . 

Mikali ehto (ll) ei toteudu, on elementtiverkkoa tihennettiivii. Pyrkimyksenii on 

optimaalinen elementtiverkko, jolloin vir he Eon tasan jakautunut eri elementeille [1, 3]. 

Suoritetaan hienonnus siten, etta ne elementit joissa [1] 

Ee ~ AmaxEe, 
e 

o::;A::;l. (12) 

jaetaan kaht.een uuteen elementtiin. Kun A = 0 on kyseessii tasainen tihennys, 

ja jos A = 1 jaetaan vain elementti JOSsa on suurin virhe-estimaatti (mahdollisesti 

useampikin). 

SIIRTYMASUUREIDEN JALKIKASITTELYSTA 

Stenberg [5] on esittiinyt yksinkertaisen tavan parantaa taipuman approksimaatiota 

elementtikohtaisella jiilkikiisittelyllii. Tarkastellaan elementtiii e, jossa taipuman v 

parannettu approksimaatio olkoon v* ja joka ratkaistaan virtuaalisen tyi:in yhtiili:istii 

v*( x 1 ) = v; = v1 

(13) 

1.,, 1"' /"' Elv*"hv*"dx = phv*dx + (NI'ov*- N!Ov*') . 
Xt Xt Xt 

Testifunktiot eli virtuaaliset siirtymiit ov* kuuluvat samaan polynomifunktioiden 

joukkoon kuin v*, ja jotka voivat olla esimerkiksi Hermiten kuubiset polynomit 
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Cf'I(e) = Li(l + 2L2), 

Cf'2(e) = 2LiL2, 

cp3(e) = L~(1 + 2LI), 

Cf'4(e) = -2LIL~, 

(14) 



JOssa L1 = t(l - 0 ja L2 = t(l + 0, eli lineaariset perusmuotofunktiot, Ja ~ 

2(~· - ~·c)/ h e, a·c = t(xl + x2), ja h e cc- :r2 - X1> jolloin 

* ( ) ( ) h e ( ) • 1 ) h e ( * 1 V X = 'P1 X VJ + z'P2 X 1'1 +c.p3(X V2 + z'P4 x)v2 , 

Parametrit v; 1 ja v; 1 voidaan ratkaista yhtalosta 

[
a( c.p2,'P2 ) 
a(c.p4,<p2) 

Edella on kaytetty lyhennysmerkintoja 

(15) 

(17) 

Jalkikasitellysta taipumasta v* maaritett.yja momenttien arvoja Jvl* = -ETv *" 

voidaan kayttaa hyvaksi a posteriori virheen arvioinnissa. Taivutusmomentin virhe­

estimaatti elementissa e olkoon 

E*e = J (M• - M)2dx, 
J< 

(18) 

jossa M on lineaaristen perusmuotofuntioiden avulla maaritet ty taivutusmomentti ja 

E* = v~(E•e)2. (19) 

J alkikasi ttely voidaan suori t taa myos kayt taen parabolista muotofunktiota c.p 3 

4L 1 L2 , jolloin 

(20) 

Parametri t..v; voidaan nyt maarittaa yhtalosta 

* _ M1 + M2 
a(c.p3,'P3).6.v3 = (p,c.p3) + he · (21) 

ESIMERKKI 

Tarkastellaan kuvan 2 mukaista paistaan jaykasti kiinnitett.ya palkki a, johon vaikuttaa 

kolmannen asteen polynomin muotoisesti jakautunut poikittainen kuorma [4]. 

0 L X 

KuvA 2. Jaykasti kiinnitetty tasajaykkii palkki, p(x) = p0 (:r/ L) 3
. 
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K u vissa 3 ja 4 on esi tetty keskimaaraisen elementin koon funktiona t.ai vu t usmoment.in ja 

jalkikasitellyn taipuman suhteellinen virhe er(M) ja er(v*) seka taipuman suhteellinen 

vir he er('v) mitattuna pelkastiian solmupisteissa maksiminormin mielessa 

P solmupiste, 

jossa M., ja Vex ovat taivutusmomentin ja taipuman tarkat ratkaisut, huomaa eAv) = 
c,.(v* ). Taivutusmomentin suppenemisvauhti on kvadraattinen, joka on optimaalinen 

tulos lineaariselle approksimaatiolle . Kuvasta havaitaan myos, etta adaptiivisessa ana­

lyysissa taipuman jalkikasittely parantaa tarkkuutta huomattavasti, lukuunottamatta 

harvint.a verkkoa jossa oli kaksi elementtia. Suhteellisen alhainen tihennysparametrin 

arvo A = 0, 3 antaa tassa esimerkissa parhaimman tuloksen, joka johtunee ratkaisun si­

leydesta. Huomautettakoon, etta ratkaisun ollessa silea saavutettaisiin p-menetelmiillii 

optimaalinen tulos ja etta adaptiivisella h-menetelmalla ei ole vaikutusta momentin 

asymptoottiseen suppenemisnopeuteen. Kuvissa 5a-d on esitetty jiilkikiisitellyn ja kii­

sittelemattomiin taipuman suppenemista eri tihennysparametrin arvoilla. Kuvien 3, 4 

ja .5 adaptiiviset laskelmat perustuvat virhe-estimaattiin (9). Estimaatin (18) kiiytto 

johtaisi samanlaisiin tuloksiin 
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TAULUKI<O 1. Taipuman ja taivutusmoment.in suhteelliset virheet 

kuvan 8 adaptiivisesta prosessista, N on elementtien lukumiiiirii. 

N er(v) er(v*) er(t>*) Er(v) er(lvl) 

kuubinen parabolinen 

2 16,62% 40,89% 41,42% 7,14% 47,98% 

3 11,51 % 9,46% 10,02% 7,14% 14,18% 

.5 7,66% 3,05% 6,19% 1,95% 4,64% 

9 6,25% 0,54% 0,96% 0,64% 2,25% 

14 5,02% 0,25% 0,62% 0,26% 0,66% 
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KuvA 3. Taivutusmomentin ja sekii. t.aipuman solmupistearvojen suppenemmen 

keskimii.ii.rii.isen elementin pituuden funlct.iona. Yht.enii.inen viiva A = 0, eli tasainen 

tihennys, pistekatkoviiva A = 0, 3, katkoviiva A = 0, 5 ja pist.eviiva A = 0, 7. 
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KuvA 4. Jii.lkikasitellyn taipuman virhe e,. (11* ) keskimiiaraisen element.in pituuden 

funk tiona kiiyttaen parabolista ( vasemmalla) ja kuubista ( oikealla) approksimaatiot.a. 

Viivatyyppien merkitys sama lmin kuvassa 3. 
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KuvA 5. Jakikiisitellyn v* (kat.koviiva) ja kiisittelemiittoman v (yhteniiinen viiva) 

taipuman suhteellinen virhe, A= 0; 0,3; 0,5 ja 0,7. 
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KUVA 6. Taipuman kuvaajia laskettuna viiden elementin tasavalisella ja adaptiivisest.i 

hienonnetulla verkolla jossa on pyritty 10 % tarkkuut.een taivutusmomentin suht.een, 

A = 0, 3. Suhteelliset virheet tasavalisella verkolla laskettuna: e,. ( v) = 6, 87 %, 

er(v) = 4,57 % ja er(v*) = 5,36 % ja adaptiivisesti er(v) = 7,66 %, er(v) = 
1, 95 % ja er(v*) = 3, 05 %. Kuubiset muotofunktiot. jalkikasitellylla taipumalla. 

Analyyttinen ratkaisu on esitetty yhtenaisella viivalla ja numeerinen katkoviivalla johon 

solmupisteiden kohdat on merkitty ympyroilla. 

6 6 

II. 
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KuvA 7. Kuten kuva _6, mutta kayttaen parabolist.a muotofunktiota jalkikasitellylle 

taipumalle. Tasavalinen verkko er(v*) = 5,35% ja adaptiivinen er (v * ) = 6,19 %. 
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1. verkko, 2 elementtia 

2. verkko, 3 elementtia 

3. verkko, 5 elementtia 

4. verkko, 9 elementtia 

5. verkko, 14 elementtia 

KuvA 8. Adaptiivinen verkontihennysprosessi pyrittaessa taivutusmomenttien suhteen 

2 % tarkkuuteen, A = 0, 3. Taulukossa 1 on esitetty vir heiden suuruudet prosessin eri 

vaiheissa. 
2.6 .-------------, 

2 

1.6 

0.6 1 1.6 2 

-log(h'/L) 

KuvA 9. Tehokkuusindeksi 0 (estimoidun virheen suhde todelliseen virheeseen) 

elementtijaon funktiona. Yhtenainen viiva on estimaatille (9) ja katkoviiva estimaatille 

(18) . Adaptiivinen laskenta ja A = 0, 3. 
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