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Artikkelissa tarkastellaan larninointikulrnan ja yhdensuuntaiskerroksen 

terrnoelastisten vakioiden vaikutusta syrnrnetrisen tasapainolarninaatin 

larnpopi tenerniskertoirniin. Lampo pi tenemiskertoirnien lausekkeet saate

taan [8/-8] 5 larninaatin tapauksessa muotoon, rnista nakyy eksplisiittisesti 

niiden riippuvuus larninointikulrnasta ja yhdensuuntaiskerroksen orninai

suuksista. Johdettuja uusia lausekkeita kayttaen artikkelissa tarkastellaan 

larnpopitenemiskertoirnien nollakohtia ja aariarvoja. Aariarvokohtien osoi

tetaan olevan riippurnattornia yhdensuuntaiskerroksen lampopitenemis

kertoimista. Avoimella valilla (0°, 90°) larninaatin larnpopitenerniskertoi

milla voi saatujen tulosten mukaan olla 2, 1 tai ei yhtaan aariarvoa riippuen 

G12:n suhteellisesta arvosta rnuihin kirnmovakioihin nahden. 
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JOHDANTO 

Komposiittimateriaalien ja -rakenteiden kaytti:i erilaisissa teknillisissa so

vellutuksissa on lisaantynyt viimeksikuluneiden parin vuosikymmenen 

aikana voimakkaasti. Syyna tahan on mm. se, etta esimerkiksi useilla 

pikakuitulujitteisilla kompqsiiteilla saavutetaan lujitteen suunnassa lu

juus- ja jaykkyysarvoja, jotka ovat korkeampia kuin perinteisilla metallisilla 

materiaaleilla. Koska komposiittimateriaalien tiheys on pieni, ovat ne ensi

sijaisesti korvanneet metalleja sovellutuksissa, joissa rakenteen keveys (lu

juudesta ja jaykkyydesta tinkimatta) on erityisen tavoiteltava ominaisuus. 

Tallaisia sovellutuksia loytyy esimerkiksi avaruus-, Iento-, laiva- ja autotek

niikasta. 

Komposiittimateriaaleja kaytettaessa rakenteen mekaaniset ominaisuudet 

voidaan kerrospaksuuksia, -suuntia ja -lukumaaria saatelemalla 

"raataloida" juuri halutuiksi. Tama -yaatii kuitenkin huomattavasti enem

man laskentaa kuin mita tarvitaan perinteisia materiaaleja kaytettaessa. 

Perusteoriaa on esitelty mril. oppikirjoissa [1], [2], [3] ja [ 4]. 

Useilla kuitulujitetuilla yhdensuuntaiskomposiiteilla lampopitenemis

kerroin kuitujen suunnassa on huomattavasti pienempi kuin kuituja vas

taan kohtisuorassa suunnassa, erailla jopa negatiivinen. Yhdensuun

taiskerroksista, joilla on pitkittais- ja poikittaissuuntaan erisuuret (positiivi

set) lampopitenemiskertoimet, muodostetulle [8/-8)5 laminaatille saadaan 

silti tietyilla kulman arvoilla negatiivinen lampopitenemiskerroin a 0xx x

suuntaan, johon nahden kerrokset muodostavat siis kulmat + 8 ja- e. Talle 

alunperin kokeellisesti havaitulle ilmiolle !Oydettiin teoreettinen selitys k.las

sillisen laminaattiteorian pohjalta, ks. [5] ja [6]. Taysin anisotrooppisista 

kerroksista muodostetun laminaatin lampopitenemiskertoimien 

maarittamiseen tarvittava yhta!Oryhma on esitetty lahteessa 7. 

Y1lamainittu piirre mahdollistaa esimerkiksi tietyssa suunnassa taysin 

lampopitenemattoman laminaatin konstruoinnin. Taten asiaan liittyy paitsi 

teoreettista, myos kaytannollisUi. mielenkiintoa. Em. lahteissa lampopite

nemiskertoimille johdetut lausekkeet ovat kuitenkin muodossa, josta ei voi 

paatella niiden nollakohtia ja/tai mahdollisia aariarvokohtia. Tietyssa suun

nassa lampopitenemiskertoimen nolla omaavaa laminaattia suunnitel

taessa joudutaan kayttamaan siten yrityksen ja erehdyksen tieta, ts. kokeile-
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maan eri 8:n arvoilla. Vaikka kayti:issa on kaupallisia ohjelmistojakin 

(esim. GENLAM ja COMPCAL), joilla voi laskea mm. laminaatin 

lampopitenemiskertoimet, on tehtava tyi:ilas. 

Teoreettista mielenkiintoa - ja kaytannollista - on myi:is silla, mika on 

lampi:ipitenemi5kertoimen pienin mahdollinen tai 5uurin mahdollinen arvo 

kaytettae5sa tiettya yhdensuuntaiskerrosta. Lahtei5sa 2 ja 6 on e5imerkin

omaisesti naytetty, etta lampi:ipitenemi5kerroin saavuttaa erai55a tapauksis

sa minimiarvon, kun 8 "' 30°. Tarkempaa tutkimusta aariarvojen 

esiintymi5en edellytyksista ei taman kirjoittaja - yrityk5i5ta huolimatta - ole 

mi5taan kuitenkaan loytanyt. 

Tassa artikkeli5sa tarka5tellaan perusteorian esittami5en jalkeen johdatte

levana esimerkkina [8 1/-81/8 2/-8 2/8 3/-83]5 ja [81/-8/82/-82] 5 laminaattien 

lampopitemeniskertoimia. Numeerinen la5kenta viittaa siihen, etta a 0xx:n 

minimiarvo 5aavutetaan edellisessa, kun 81 = 82 = 83 = 8 ja jalkimmaisessa 

kun 81 ~ 82 = -8. S on kulma, jolla saavutetaan a 0 xx:n minimiarvo [8/-8]5 lami

naatissa. 

Artikkelin loppuosassa johdetaan [8/-8] 8 laminaatin a 0 xx:lle ja a 0 YY:lle lau

sekkeet, joista nakyy eksplisiittise5ti niiden riippuvuus laminointikulmasta. 

Johdettuja kaavoja edelleen kehittelemalla naytetaan, etta a 0 xx:n nollakohti

en ja aariarvojen etsinta johtaa vastaavasti sin2 8:n ja cos2 8:n suhteen 

toista astetta olevan yhtalon ratkaisemiseen. Taman perusteella artikkelissa 

johdetaan kimrnovakioille ehdot, joiden vallitessa a 0xx:lla on 2, 1 tai ei 

yhtaan aariarvoa avoimella valilla (0°, goo). Itse5taan 5elvaa on, etta 5illa on 

aina aariarvot kohdi5sa 8 = 0° ja 8 =goo. Mielenkiintoi5ta on se, etta 

aariarvojen esiintymi5kohdat ovat riippumattomia yhden5uuntaiskerroksen 

lampopitenemi5kertoimi5ta a 11 ja a 22• 
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PERUSTEORIA 

Yhdensuuntaiskerroksen peruskaavat 

Kaytetaan kuvan 1 mukaisia koordinaatisoja, missa x, y-koordinaatisto on 

koko laminaatin "luonnollinen" koordinaatisto ja 1,2 - koordinaatiston akse

lit yhtyvat yhdensuuntaiskerroksen (laminan) paasuuntiin siten, etta akseli 

1 yhtyy kuitujen suuntaan. Lineaarisesti kimmoiseksi oletetun yhdensuun

taiskerroksen jannitys-venymayhteys ori (tasojanni tystila) 

{ cr} = [Q] ({ e} - 6 T{ a}), 

missa 6T on lampotilan muutos ja 

{cr} T = [0 11 °22't12], 

{ c:} T = [ e 11 en Y 12], 

{a} T = [a II a22 0 ], 

seka 

Kuva 1. Kaytetyt koordinaatistot, merkintoja. 

(1) 

(2) 
(3) 
(4) 

(5) 
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Matriisin [Q] alkiot ovat 

En 
Qu=--- -

1 - vl2v21 

E22 
Q22=---

1-v12v21 

v12E22 v21 Ell 
Ql2= =----

1-vl2v21 l-v12Y21 

Q66 = G12 

(6) 

Poissonin vakioiden alaindeksien kohdalla on noudatettu komposiittikirjalli

suudessa yleistynyttii. kaytanttia: v12 = £22/E11 , kun ainoastaan cr11 ;e 0. Talloin 

v12 on suurempi kahdesta Poissonin vakiosta (engl. major Poisson's ratio), 

koska E11 > E22. Tama valinta johtaa valitettavasti [Q]:n kaanteismatriisin 

alkioiden kohdalla epajohdonmukaisiin alaindekseihin. On ehka syyta myos 

korostaa, etta kaavassa (3) r12 on nimenomaan liukuma 

y12 = 2 £12 = u1,2 + u2,1. Tama valinta on tehty, jotta koordinaatistojen valiset 

muunnoskaavat pysyvat mahdollisimman yksinkertaisi.na. 

Yhdensuuntaiskerroksen muunnoskaavat 

Jannityskomponenttien valinen muunnoskaava on 

{cr}=[LJ{~}. (7) 

missa 

(8) 

ja 

~]=[ 
2 . 2e 

2 sin a oosa l cos e s1n 
. 2e 2 

- 2 sine cos e ' s1n cos e 

- sine cose sine cose 2e . 2e cos - s1n 

(9) 

Kontragradienttilain perusteella venymien valinen muunnoskaava on 

{~}=[L]T{E}. (10) 



Kaavojen (1 ), (7) ja (1 0) avulla saadaan yhdensuuntaiskerroksen jannitys
venyrnayliteydeksi x, y-koordinaatistossa 

(11) 

missa 

(12) 

ja 

(13) 

Eksponentti "-T" kaavassa (12) tarkoittaa kaanteismatriisin transpoosia. 

Matriisin (Q] alkioiden lausekkeet on esitetty liitteessa A. 

Liimpopitenemiskertoimet ovat venyrniii, kun 6T = 1, joten niiden valinen 

koordinaatistomuunnos on 

{a} = (L)"T {"~}. (14) 

missii 

(15) 

Muunnoskaavan (14) "aukikirjoitettu" kiianteismuoto on esitetty liit

teessii A. 

Kaavojen (11) ja (14) perusteella saadaan 

(16) 

miss a 

(17) 
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Vektorin [RJ alkioiden lausekkeet ovat 

R1 = Qu axx+ Q12 ayy+ Ql6 axy 

R2=Q12 axx+Q22ayy+Q26axy 

R3 = Qls axx + Qzs ayy + Q66 axy 
(18) 

Kaavassa (18) Q11, Q 1z, Qzz,Qss. axxja ayyovat kulman 8 parillisia funktioita 

(ks . kaavat (A.1)ja (A.2)) . Parittomia 8:n funktioita ovat taasen Q 16 Q26 ja 

axy Nainollen Rda R 2ovat 8:n parillisia funktioitaja R 3 on 8:n pari ton 
funktio. Naita ominaisuuksia hyodynnetaan myohemmin. 

Symmetrisen laminaatin lampolaajenerniskertoirnet 

Tarkastellaan seuraavassa vain syrnrnetrisia larninaatteja. Niissa levy- ja 

laattatila eivat kytkeydy toisiinsa. Otaksutaan edelleen, etta kunkin yhden

suuntaiskerroksen terrnornekaaniset orninaisuudet ovat paksuussuunnassa 

vakioita, ollen kuitenkin rnahdollisesti eri kerroksissa erisuuria. 

Integroirnalla yhteys (16) puolittain yli koko larninaatin paksuuden, saa

daan pituusyksikkoa kohti laskettujen norrnaalivoirnien ja (larninaatin 

tason suuntaisen) leikkausvoirnan seka venymien valille yhteys 

(NJ = [A] {e) - {SJ toT, (19) 

miss a 

(A]= I [Q]k tk> 
k-1 (20) 

ja 

2n 

(S)= I, (R:)ktk, 
(21) 

k =I 

joissa alaindeksi k viittaa k:nteen kerrokseen, jonka paksuus on tk, kulma 

x-akseliin nahden on 8k etc. Kerrosten kokonaislukumaara on 2n . Kun ul
koisia mekaanisia kuorrnia ei ole, (NJ = (0), ja kaavasta (19) saadaan 

larninaatin lampolaajenerniskertoimet muodossa 

(22) 
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missa 

(23) 

Tulos (22) voidaan saattaa viela yksinkertaisempaan muotoon, kun otaksu

taan, etta kyseessa on tasapainolaminaatti, ts. j.okaista x-akseliin nahden 

kulman 8 verran kierrettya kerrosta vastaa muutoin ident.tinen kulman -8 

verran kierretty kerros (tai muutoin samanlaisten + 8:n ja - 8:n verran kier

rettyjen kerrosten paksuuksien summa on yhtasuuri). 

R 3: n parittomuuden vuoksi talloin 8 3 = 0. Kaavojen (A.l) ja (20) perusteella 

tasapainolaminaatissa myos A16 = A26 = 0, jolloin kaavan (22) perusteella 

o.\y = 0. Lampopitenemiskertoimille saadaan nyt kaavasta (22) lausekkeet 

(24) 

ja 

(25) 

Kaavat (24) ja (25) ovat vain naennaisesti yksinkertaisia, silla kaikki kaavo

jen oikealia puolelia esiintyvat termit riippuvat paitsi yhdensuuntais

kerrosten termomekaanisista ominaisuuksista, myos kaikista laminaatissa 

esiintyvista kerrosten ja x-akselin valisista kulmista. Nainolien kaavoista on 

mahdotonta paatella milia kulmayhdistelmilia (alla), saadaan pienimmat 

ja suurimmat lampopitenemiskertoimet laminaatin paasuunnissa. Samoin 

sen paattely, milia kulmayhdistelmilia (alia) saavutetaan jossakin suunnas

sa lampopitenemiskertoimen arvo nolla, on lahes toivotonta. Eras keino on 

tehda yo. kaavojen pohjalta tietokoneohjelma ja kokeilla useita kymmenia 

(tai satoja) kulmayhdistelmia. 

Esimerkki 

Tarkastellaan esimerkkina hiilikui tu-epoksi laminaa ttia [81/-8/82/-82]s, jos

s a siis on kahdeksan identtista kerrosta suunnissa ± 81 ja ± 82, ks. kuva 2. 
Yhdensuuntaiskerroksen (laminan) ominaisuudet ovat 
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E11 = 181 GPa 

E22 = 10.3 GPa 

v12 = 0.28 

G12 = 7.17 GPa 

t = 1 mm 
-so 

a 11 = 0.02 10 I C 
-s a 22 =22.510 ;oc 

Kuva 2. [9/-9/Szl-92] 8 laminaatti, merkintoja. 

0 10 'Al 3) 

0 0.02 -0.24 -0.80 -1.03 

10 -0.24 -0.50 -1.07 -1.28 

'Al -0.8 -1.07 -1.70 -1.94 
3) -1.03 -1.28 -1.94 -2.37 

40 -0.56 -0.72 -1.14 -1.46 
f{) 0.19 0.14 0.07 0.25 

(26) 

40 f{) 

-0.56 0.19 

-0.72 0.14 

-1.14 0.07 

-1.46 0.25 

-0.64 1.52 

1.52 4.46 



Taulukossa I on esi tetty erailla 81 , 82 - yhdistelmilla laskettuja a 0 xx:n arvoja. 

Tuloksista nahdaan mm., efta ao xx saavuttaa minimiarvon , kun 81 == 82 "' 

30° ja etta a 0 xx vaihtaa merkkia val ill a 40° < 81 < 50° ja 40° < 82 < 50°. 

:\1erkillepantavaa on se, etta a 0 xx on negatiivinen lahes koko alueella 

0 < 81 < 50° ja 0 < 82 < 50°, vaikka kaytetyn yhdensuuntaiskerroksen molem

mat lampopitenemiskertoimet a11 ja a22 ovat positiivisia. 

Edellaesitettyja tuloksia - minimi ja nollakohdat - on mahdollista hyodyntaa 

monissa teknillisissa sovellutuksissa: antenneissa, optisissa instrumenteis

sa jne. 

Numeeriset kokeilut laminaatilla [8/-8/82/-8z'8i-83] 5 antavat vastaavan 

tuloksen: Ct0 xx saavuttaa minimiarvon, kun 81 == 82 = 83 = 30°. Viela use am

man yhdistelman kasittely ei ole "analyysiorientoituneella" tietokone

ohjelmallakaan mielekasta. 

Mutkikkaammissa tapauksissa joudutaan luonnollisesti kayttamaan nu

meerisia minimointialgoritmeja, minimoitavana joko a\x• I a 0 xx I tai 2 0 • 

(a0 xx) riippuen siita haetaanko absoluuttista minimia vai nollakohtaa. 

Algoritmeja loytyy esimerkiksi IMSL- ja NAG-ohjelmakirjastoista. 

Tehtavan luonteen vuoksi (epalineaarisuus, ks. kaavat (A.1 ), (A .2), (18) ja 

(24); minimi saavutetaan usealla yhdistelmalla, ks . taulukko I) ei ole luulta

vaa, etta mika tahansa algoritmi sopii tehtavan ratkaisuun. Rationaalinen 

valinta voisi perustua esimerkiksi yksinkertaiseen testiin, jolle loytyy mie

luiten analyyttinen ratkaisu. 

Taulukossa I esitetyt tulokset viittaavat siihen, etta sopiva testiprobleema 

voisi olla nimenomaan [8/-81/8:/-82] 5- laminaatti, jonka a 0 xx saavuttaa 

minimiarvon, kun 81 = 82 = 30°. Tarkan minimiarvon - ja nollakohdan- sel

vittamiseksi seuraavassa kehitetaan a 0 xx:n ja a 0 YY:n lausekkeet 8:n suhteen 

eksplisittiseen asuun [8/-8]5-laminaatille. 

[8/-8]5 - LA..i\1INAATIN LAMPOPITENEMISKERTOIMET 

Koska R1, R 2, Q11, Q1:o Q22 j a Q66 ovat 8: n suhteen parillisia (ks . kaavat (A.1 ), 

(A. 2) j a (18)) saadaan kaavoista (20) j a (21) [ 8/- 8 ]
5
-laminaatille (kuva 3) tu

lokset 
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Kuva 3. [8/-8]
8 

laminaatti, merkintoja. 

81 = 2n R 1 t, 
A 11 = 2nQ11 t, 

A 22 = 2n Q22t 

82 = 2n R 2 t, 

A12 = 2n Ql2 t (27) 

kun yhdensuuntaiskerrokset ovat yhta paksuja (nain on oltava, jotta lami

naatti olisi tasapainolarninaatti). Kun tulokset (27) sijoitetaan kaavoihin (24) 

ja (25) saadaan lampopitenemiskertoimet esitetyiksi yhdensuuntaiskerrok

sen x,y - koordinaatistossa lausuttujen ominaisuuksien avulla seuraavasti 

(28) 

(29) 

Kun nyt naihin sijoitettaisiin Q 11, Q12ja Q 22 kaavoista (A.l) seka Rda R2kaa

voista (18) ja vie Ia naihin ~· 0-yy ja axy kaavoista (A .2), saataisiin a 0 xx ja 

C1. 0 yy lausutuiksi kulman 8 ja yhdensuuntaiskerroksen termomekaanisten 

ominaisuuksien (Q11 , Q12, Q22, Q66 , a 11 ja a 22) avulla. Taman jalkeen esi

merkiksi a 0 xx:n nollakohdan ja minirnin loytaminen olisi periaatteessa 

yksinkertaista. Etenkii.an kaavojen (A.l) ulkomuoto ei kuitenkaan houkut

tele nain suoraviivaiseen menettelyyn. 
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Laminaatin x,y- koordinaatistossa lausutun tyypillisen yhdensuuntaisker

roksen (laminan) kimmomatriisin [Q]: n seuraavassa tarvittaville alkioille 

saadaan trigonometristen funktioiden valisia yhteyksia kayttaen suhteelli

sen yksinkertaiset lausekkeet (ks. esim [3]) 

Q11 = U 1 + U 2 cos28 + U 3 cos 48 

Q12 = Q21 = u 4- u 3 cos 48 

Q22=U1 - U2cos28+U 3 cos48 

Q16 = ~ U 2 sin 28 + U 3 sin 48 

Qzs = ~ U 2 sin 28 - U 3 sin 48 

(30) 

joissa ul , ... , u 4 ovat yhdensuuntaiskerroksen materiaalikoordinaatistossa 

esitetyn kimmomatriisin alkioista riippuvia (kulmasta 8 riippumattomia) 

apusuureita. Ne saadaan kaavoista 

U 1 = }{3QII + 3Qn +2QI2 + 4Q66) 

1 
U2 =2(Q11· Qd 

U 3 = } ( Q I I + Q2 2 . 2Q I 2 - 4Q 6 6) 

·u 4 = } ( Q II + Q22 + 6Q I 2 -4Q 6 6) 

(31) 

Sijoi ttamalla nyt kaavoista (18) saatavat R 1: n j a R 2: n lausekkeet kaavoihin 
0 0 

(28) ja (29), saadaan a~lle ja ayylle lausekkeet, joissa esiintyy vain [Q} n ja 

{a):n alkioita. Kun kaytetaan hyvaksi kaavoja (30) ja (A.2) saadaan 

lampopitenemiskertoimet esitetyiksi kuuden perussuureen avulla (a11 , a 22, 

U1 , ... ,U4), mutta lausekkeet ovat melko pitkia. Kayttamalla viela kaavoja (31) 

ja (6), saadaan lampopitenemiskertoimille lopulta suhteellisen yksinkertai

set lausekkeet, joista eksplisiittisesti nakyy, kuinka ne riippuvat 

laminointikulmasta 8. Kaavat ovat 

o _(a 11 -a22)sin2e(C 1sin48+C 2sin28) 

axx- 2(C
1
cos48+C

3
) + (32) 

(a 11 - a 22)cos28 a 11 +a22 + +----
2 2 
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o __ (a22 -a 11)sin28(C 1 sin48-C 2 sin28) 
aYY - { ) + 

2C 1 cos48+C 3 (33) 

(a 22 - a 11)cos28 a 11 + a 22 + +----
2 2 

miss a 

(34) 

(35) 

ja 

(36) 

Kaavojen (32) ja (33) oikeellisuus on testattu usealla eri tavalla. Kaavoista 

nahdaan ensinnakin, etta ne antayat raj.atapauksissa 8 = 0°, goo oikeat ar

vot, eli a 11 ja a 22, riippumatta kimmovakioiden arvoista. Samoin niista 

nahdaan, etta kimmovakioiden arvoista riippumatta a 0 
XX : a 0 YY' kun 8 : 45°, 

kuten tulee ollakin. Kaavojen antamia numeerisia tuloksia on lisaksi verrat

tu useilla kimmovakioyhdistelmilla ja useilla val ill a [0°, goo] olevilla 

kulmilla peruskaavojen (mm. (24) ja (25)) pohjalta tehtyjen ja laajasti 

kaytossa olevien ohjelmistojen GENLAM ja COMPCAL antamiiin tuloksiin. 

Vertailussa ei ole loytynyt eroja. Kohdan 2.4 lopussa esitetyilla materiaaliar

voilla saadaan, kun 8 = 40°, GENLAM-ohjelmalla a 0 xx =- 0.643110-6/oC ja 

kaavasta (32) a 0 xx =- 0.643110-6/°C. 

Esimerkkeja 

Kaavoja (32) ja (33) voidaan kayttaa laminaatin kannalta tiettyja toivottuja 

erikoisominaisuuksia antavien kulmien etsintaan - esim. lampopitene

miskertoimien minimiarvot ja nollakohdat. Em. valmisohjelmistojen kaytto 

tallaisiin tarkoituksiin on hankalaa, koska seka lampopitenemiskertoimet 

etta niiden 8:n suhteen otetut derivaatat muuttuvat hyvin nopeasti nollakoh

tiensa laheisyydessa. 
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Taulukossa II on esitetty eraiden yhdensuuntaiskerrosten termomekaanisia 

ominaisuuksia, [3]. Kuvaan 4 on piirretty niista muodostettujen [8/-8]s lami

naattien a\x:t kulman 8 funktiona. Kuvasta nahdaan, etta minimiarvo 

saavutetaan, kun kulma 8 = 25° ... 35°. Tarkastelun kohteena olevien lami

naa ttien a 0 xx :II a on joko 2, 1 tai ei yhtaan nollakoh taa. 

Taulukko II Yhdensuuntaiskerrosten termoelastiset ominaisuudet 

Nro Kui tu/Ma triisi En E22 G1z yl2 all azz 
GPa GPa GPa 1 o·6rc 1 o·6/°C 

1 T300/N5208 181 10.3 7.17 0.28 0.02 22.5 

2 B (4)/N5505 204 18.5 5.59 0.23 6.1 30.3 

3 AS/3501 138 8.96 7.10 0.3 -0.3 28.1 

4 E-lasi!epoksi 38.6 8.27 4.14 0.26 8.6 22.1 

5 Kev .4 9/ epoksi 76.0 5.50 2.30 0.34 -4 .0 79.0 
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Kuva 4. Taulukon I yhdensuuntaiskerroksista muodostettujen (8/-8]8 lami

naattien a 0 xx <9). 

55 



Lampopitenemiskertoimen CJ.0 YY kuvaajat ovat (vrt. kaavat (32) ja (33)) CJ. 0 xx :n 

kuvaajiin nahden symmetriset, symmetriatason ollessa kohdassa 8 = 45°. 

Niita ei ole selvyyden vuoksi piirretty nakyviin. 

TARKAT NOLLAKOHDAT JA AARIARVOT 

Laminaatin pituussuuntaisen lampopitenemiskertoimen tarkan nollakoh

dan selvittamiseksi saatetaan lausekkeessa (32 ) ensiksi kaikki termit 

samannimisiksi. Kaavojen (32), (34) ja (36) perusteella nimittaja on aina po

sitiivinen. Osoittajaan tulevien 8:n monikertojen sinien ja kosinien tulojen 

kehittaminen trigonometristen muunnoskaavojen avulla johtaa lopulta 

muotoon 

(37) 

Osoittajan [(8) lausekkeessa esiintyvat vakiot ovat 

(38) 

(39) 

ja 

(40) 

Kun merkitaan 

. 2s X= SlD , (41) 

saadaan ehdosta a 0 
)(l( = 0 toisen as teen yhtalo 

(42) 
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jolla on joko 2, 1 tai ei yhtaan reaalijuurta riippuen termoelastisten vakioi

den Ell, E22, G12, v12, all ja a 22 arvoista. Mikali mol emmat reaalijuuret ovat 

valilla [0,1] saadaan a 0 xx:lle arvon noll a antava t kaksi kulmaa kaavasta 

el 2 = arc sin .Jxl 2 
> > 

(43) 

Jos vain toinen (esim. x1) on ko . valilla, saadaan kulma vastaavasta kaavas

ta. l\1ikali kumpikaan juurista ei ole ko. valilla, a 0 xx:lla ei ole nollakohtaa . 

Kuvassa 4 naita paavaihtoehtoja edustavat materiaalit: 1; 3 ja 5; 2 ja 4. 

Taulukossa III on esitetty kulmat, joilla taulukon II yhdensuuntaiskerrok

sista saadaan [8/-8] 5 laminaatti, jonka a 0 xx on noll a. 

Taulukko III Taulukon II yhdensuuntaiskerroksista tehdyn [8/-8]
5

- lami

naatin a 0 xx:n nollakohdat 

Nro 8i, 82 

1 1.9158°,41.7109° 

2 . 
3 41.2695° 

4 -
5 43.9370° 

Kaavoista (32) ja (33) nahdaaan, etta lampopitenemiskertoimien lausekkeis

sa kaikkien 8:sta riippuvien tennien kertoimena on ( a 11 - a 22 ). Tasta on 

seurauksena se, etta kulmat, joilla a 0 xx ja a 0 YY saavuttavat aariarvonsa, 

riippuvat vain kimmovakioista Ell, E22 , G12 ja v12. 

Lampopitenemiskertoimelle a 0 xx aariarvot antavat kulmat saadaan asetta

malla sen derivaatta 8:n suhteen nollaksi . Kun lausekkeen (32) oikea puoli 

derivoidaan 8:n suhteen, saadaan jalleen trigonometristen funktioiden 

valisia muunnoskaavoja kayttaen lopulta suhteellisen miellyttava tulos: de

rivaatan osoittaja voidaan kirjoittaa muotoon 

g(8) = sin8 cos8 (b cos4 8 + b1 cos28 + b0), 
2 

(44) 
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miss a 

"(45) 

(46) 

ja 
(47) 

Kaavan (44) perusteella derivaatalla on (triviaalit) nollakohdat, kun 8 = oo ja 

8 = goo. Muiden nollakohtien Ioytyrninen riippuu tulon tekijana olevan sul

kulausekkeen kayttaytyrnisesta. Kaavojen (45), ( 46) ja ( 4 7) perusteella 

b2 -> 4E11E 22 , b1 -> -4E11E22 ja b0 -> E11E 22, kun G12 -> 0. Tassa rajatapaukses

sa lausekkeen (44) oikealla puolella oleva sulkulauseke saa arvon nolla 

valilla (0,90°) vain knn 8 = 45°. 

Kun G12 *- 0 on U 0 xx:n valilla (0, goo) olevia nollakohtia haettaessa ratkaista

vana toisen asteen yhtalii 

(48) 

missa x = cos2 8. Yhtaliilla on kaksi reaalijuurta, kun diskriminantti 

(bi -4b2 bo) 
on positiivinen. Kaavojen (45) .. . (47) perusteella nain on, kun 

E 1 i E 11 + E22 ( 2v 12 + 1 )] 
0<Gl2< . 

~Ell+E22v!2~1+vlJ 
(49) 

Tama ei kuitenkaan takaa et0 xx:n derivaatalle kahta nollakohtaa valilla 

(0°, 90°), silla juuret (tai toinen niista) voivat olla ykkiista suurempia tai neg

atiivisia. Suurin G12:n arvo, jolla yhtalolla (48) on kaksi nollakohtaa valilla 

(0,1) antaa myiis kaksi 8:n arvoa, joilla et0 xx:n derivaatta saavuttaa arvon 

noll a. 

Kaavojen ( 45) ... ( 4 7) perusteella yhtalolla ( 48) on juuri x1 = 1, kun 

E11 

(50) 
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jolloin toinen juuri on 

(51) 

Tama ei voi saada arvoja valilla (0,1), kun E 11 > E 22 ja v12 > 0. Yhtalolla (48) 

on kaavojen (45) ... (47) perusteella juuri x1 =0, kun 

(52) 

jolloin toinen juuri on 

(53) 

Tama on aina valilla (0,1 ), kun E11 > E 22 ja v12 > 0. 

Lampopitenerniskertoirnella Ct. 0 xx on si ten valilla (0,90°) 2,1 tai ei yhtaan 

aariarvoa G12:sta riippuen seuraavasti: 

E11 
0 < G I 2 < , 2 aariarvoa 

4 (E~22 + v12) 

E E 

( ~
II ) ~ G 12 < --.,-( ____:1..:..

1 
-..,-\ , 1 aariarvo 

4E11 +Y 41+v 12J 
E 22 12 

(54) 

G 12 :::: ( E11 
\ , ei aariarvoja 

4 1 +Y 12) 

Taulukossa II esitetyt materiaalit kuuluvat kaavan (54) keskirnrnaiseen 

ryhmaan. Jos esimerkiksi taulukon ensirnrnaisen rnateriaalin G12 pieneni

si kolrnannekseen, kuuluisi se jo ensirnrnaiseen ryhrnaan, jolloin 

et.0 xx > a.22 > a.11 tietyilla lahella 90° olevilla kulrnilla. 

Kaavoja (44) ... (48) kayttaen on taulukkoon rv laskettu kullekin taulukon II 

yhdensuuntaiskerrokselle [8/ -8]5 - laminaatin kulma, jolla Ct. 0 xx saavuttaa 

rninirnin seka kaavasta (32) kyseinen minimiarvo. 
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Taulukko IV Taulukon II yhdensuuntaiskerroksista tehdyn [8/-8] 5 la mi 

naatin a\x:n minimikohdat 

-
Nro 8/1 ° ao xxmin/(1 o·soc) 

1 29.13 -2.38 

2 32.72 1.13 

3 27.85 -2.70 

4 24.42 8.00 

5 31.31 ~17 .17 

Kuvassa 5 on esitetty dimensiottomassa muodossa kaavan (54) kubunkin 

ryhmiHi.n kuuluvan materiaalin tyypillinen a\x (8) kuvaaja. 

J ~ . 

· I 
I 

0 JO 60 90 

• ... 

Kuva 5. Laminaatin pituussuuntainen lampopitenemiskerroin: 
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LOPPUHUOMAUTUKSIA 

Artikkeli55a on tarka5teltu 5ymmetri5ten ta5apainolaminaattiel! 

lampopitenemi5kertoimien muuttumi5ta laminointikulman funktiona. 

Kirjalli5uude5ta loytyvia peru5kaavoja (k5. e5im. [1], [2] ja [3}) kayttaen on 

tutkittu aluk5i [8/-8/82/-82/8i-83]5, [81/-81/8 2/-82]5 ja [8/-8] 5-laminaattien 
lampopitenemiskertoimia. 

Numeeristen la5kelmien perusteella on paatelty, etta tiettya yhden5uuntai5-

kerro5ta kaytettae55a saavutetaan esimerkik5i [8/-8/8f-82/83/-83]5-lami

naatin lampopitenemiskertoimen minimiarvo, kun 8i = 82 = 83 =e. 8 on kul

ma, joka antaa minimiarvon [8/-8]5 laminaatin lampopitenemi5kertoimelle. 

Viimeksimainittua laminaattia on sen em. erikoisa5eman vuoksi tarkastel

tu yk5ityi5kohtai5emmin. 

[8/-8]5-laminaatille on johdettu lampopitenemiskertoimien lausekkeet (32) ja 

(33), joista nakyy niiden 8-riippuvuus eksplisiittisesti. Lampopitenemi5ker

toi_mien lausekkeita ei ole kirjallisuude55a tiettavasti aiemmin kehitetty 

nain pitkalle. Saatuja lausekkeita kayttaen on mm. osoitettu, etta kulmat, 

joilla laminaatin Hi.mpopitenemiskertoimet saavuttavat aariarvonsa, ovat 

riippumattomia kaytetyn yhdensuuntaiskerroksen lampopitenemiskertoi

mista, t5 . riippuvat vain taman kimmo-ominaisuuk5i5ta (E11 , E 22 , G12 ja 

v12)· 

Edelleen kirjoitukse55a on johdettu ehdot, joiden vallite55a laminaatin 

lampopitenemiskertoimet saavat aariarvoja "triviaaleista" kohdista - 8 = 0° 

ja goo- poikkeavissa kohdin. Avoimella valilla (0, goo) voi olla viela 2,1 tai ei 

yhtaan aariarvokohtaa riippuen G12:n suhteellise5ta arvo5ta. 
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LIITE A 

Muunnoskaavasta (12) saadaan [Q] matdisin alkioille lausekkeet 

- . 4 .2 2 . 4 
Qll = Qll COS 6 + 2{Q12+ 2Q66) Sin 8 COS 6 + Q22Sin 6 

Q12= Q12(sin
4 

8 + cos
4 

e)+ {Qll + Q2r 4Q66) sin
2 

6 cos
2 e 

Q22 = Qll sin 
4 

6 + 2{Q12 + 2Q66) sin
2 

6 cos
2 e + Q22cos 

4 
6 

Q16 = (Qll. Q12. 2Q66) sin 6 cos
3 e + {Q12- Q22 + 2Q66) sin 

3 
6 cos e 

Q26= (Ql!" Q12" 2Q66) sin
3 

6 cos e + (Q!2" Q22 + 2Q66) sine cos
3 

8 

Q66= (Qll + Q2r 2Qlr 2Q66) sin 
2 

6 cos
2 

8 + Q66(sin 
4 

e +cos 
4 

6) 

Kaavan (14) perusteella 
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