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Tl IVI STE LMA: Betoni-teras - 1 i ittorakente il leon avautumassa hyvat kayttonaky­
mat, kun suunnitteluohjeet TRY/BY26 on julkaistu vuonna 1988 . Ohjeet ovat 
sen verran y1e i set, etta on syyta perehtya taivutetun rakenteen yksityiskoh­
tiin niin, etta uu s ille sovelluksillekin voidaan osoittaa kaytti:ikelpoiset 
mitoitu skaavat . Tassa kirjoituksessa kasitel laa n 1 i ittotaivutu s j aykkyy den 
muodo stum i sta yleisessa jaykkal i itoksisessa rakenteessa seka mater iaa l io s ien 
val isia yhteistoimintaa yllapitavia leikkausjannityks ia. 

JOHDANTO 

Li ittorakenteilla on tul eva isuutta. Toki ne eivat ole keksintoina uu s ia. 

On vain niin, etta niiden kayttoa e i vakavissaan ole tarvinnut hark ita vasta 

kuin nyt, kun rakenteiden taloudell i s uude l l e ja rakennustekni ikan nopeude l le 

asetetaan suuria vaatimuksia. Liittorakenteissa taloudell i su us muodostuu 

hyvin pitkal le valmistamisen nopeudesta. Suunnitteluohjeiden puutteeseen he­

ratti in Suomessa vasta talla vuosikymme nella ja ensimmaiset ohjeet on saatu 

vuonna 1988 [1]. Ne ovat mukaelmia ECCS : n mal 1 iohjeista [2], mutta joi­

takin omintakeisia ajatuksia on myos sisallytetty. 

Taivutetun 1 i ittorakenteen teoriaa on kasitelty oppikirjoissa [3,4] sel­

laisessa tapauksessa, jossa li ittorakenteena on kaks i paallekkai sta osaa. 

Uusien ratkaisujen kehittamiseen nama esitykset eivat tuo kokonaisapua ja 

on siten syyta katsoa, voidaanko innovaatio-odotuksia edistaa esittamal Ia 

yleiseen kayttoon soveltuvia laskentakaavoja. 

Ll ITTOJAYKKYYSKERROIN 

Yhta materiaalia sisaltavassa rakenteessa taivutusta voidaan kasitel Ia 

j ay hyysmomentin ja taivutusvastuksen avulla ja paatya na ita kayttaen janni ­

tyksi in. Nama ovat yleisesta taivutustarkastelusta saatavia seurannaisia. 

Taivutusteorioiden lahtokohtana ovat kuitenkin taivutusjaykkyys ja muodon­

muutokse t, joiden val ille muodostuvat yhtalot saadaan jannitys -muodonmuutos­

laki en perusteel la. Lineaar isi a mat e riaalej a kaytettaessa saadaan yksinker­

taiset jayhyysmomentin ja taivutusjaykkyyden yhteydet. 
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Taivutetussa tavanomaise ssa 1 i ittorakenteessa on kaksi osaa. Tarkaste l -

l aa n muodo s tuvia yht alo i ta kuitenk in y leisessa muodossa, jossa on n kappa­

l etta er il a i s i a materiaal iosia, joiden painopisteiden pa i kat o letetaan tunne­

tu i ksi. Eta i syydet poikkil e ikkauksen reu na ll e samaan tarkaste lupi steeseen 

ovat y oj, j = 1 , 2, . . , n . 

Ell e i osien va lill a o l e 1 i i tosta, kokonaisjaykkyydet ovat 

n 
- taivutusjaykkyys ( E I ) • 

n1 
~ (E I)., 

j =1 J 
( 1 ) 

n 
- aksiaa l ijaykkyys (EA). 

I 
~ (EA) .. 

j=1 J 
(2) 

Kun jokaise ll a osalla on keskenaan j ay kka 1 i itos (muodonmuuto se ro 1 iitos-

pinnoissa on ne lla) , puhutaan tayde ll i ses t a yhteistoiminnasta. 

kyys kasvaa s illoin arvoon (EI)., mutta a ksiaa lij aykkyys pysyy 
I 

(EI) . = (1+a.)(EI) .. 
I I n I 

Taivutus j ayk­

(EA) . : na, 
I 

(3) 

ai on 1 i ittojaykkyyskerroin j a s ill e voidaan j oht aa l a useke 1 i itospinto­

jen muodonmuutoksien yhteensopivuuden av ull a . Al o i tetaan tarkastelu s ita 

varten kuvan 1. ti lanteesta , jossa vaikuttava momentti on M. 

_____ Ml 
--}-!1 1 

----t-_"""7":M2::1__ N 2 

YolJ 
2 

--~ 
Yon -x;-M _..____.__.L-._ n 

n 

Kuva 1. n-osainen 1 i it toraken ne 

Jokaisessa osassa on ta ivutuk sesta aiheutuva kaarevuus K = M./(EI). sama 
J J 

kuin koko rakenteen kaarevuus K = M/(EI). ja poikkileikkauksen reunall e tar-
1 

kastelupisteeseen suhteutetut muodonmuutokset j anni tysres ultanteista M. ja N. 
J J 

ovat 

£ . 
OJ 

1, 2, .. , n. (4} 
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Tayden yhteistoiminnan vall itessa £ . on sa ma kaiki ll e j : n arvo il le. 
OJ 

Ta sta ehdo s t a seuraava t (n-1) kp l yhtal oa ovat muotoa 

K(y . 1- y . ) = N./(EA) . - N. 1/(EA). 1 . 
or OJ J J r r 

(5) 

J os ulkoist a normaa l i vo imaa e i ole, n:nten a ehtona on vaadittava, et ta 

jannitysresu l tantti en N. s umma on nolla, 
J 

n 
l: N. 

j=1 J 
0 . 

N. :t saadaan (S):n j a (6):n avull a K: n funktiona yhtalosta 
J 

N. 
J 

(EA). 
K 'E"'"A J (- y . l: (EA)k + l: y k(EA)k). 

\CH}j OJk#j k#j O 

Taivutu smomentt i M muodost uu jannitysres ultante ista seuraavast i 

n 
M l: (M. - N. y . ) , 

j=1 J J OJ 

(6) 

(7) 

(8) 

mihin si joite taan M. = K(EJ). j a N. : t yhtalosta (7). Muodo s tuva yhtalo 
J J J 

on vaivalloisen nakoinen 

M/K = (E I) . = 
I 

2 2 )2 
+(EA)1 (EA)n(yo1-yon) +(EA)2(EA)3(yo2-yo3) +(EA)2(EA)4(yo2-yo4 + 

2 2 
+(EA)2(EA)n(yo2-yon) +( EA)k(EA\+1 (yok-yok+1) + 

2 
+(EA)k(EA) (y k-y ) + n o on 

Lyhyemmin tama on 

2 
+(EA) 

1 
(EA) (y 1-y ) }. n- n on- on 

(El). = (El). + SEA/(EA)., 
I n I I 

mi ssa sarjate rmi SEA on muotoa (11). 

(9) 

( 10) 
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(11) 

Sit en 1 ii ttoj~ykkyyskertoimen a i y l ei nen muoto on 

a . 
I 

SEA/ [(EI) . (EA). ] . 
n I I 

(12) 

Yht~lost~ (11) n ~ kyy , ett~ a. = 0, jos ka i k ill a osi l l a on sama painop i ste 
I 

j a s ill o in ta ivutu sj~ykkyys on (E I ) . . 
n1 

Kun n = 2, saa daan yleisimm in ky seeseen tuleva tapaus, jossa tunnetusti 

a . 
I 

2 
e. 

I 

=WJ. 
n1 

(EA)
1

(EA)
2 

(EA). 
I 

mi ss~ ei on os ien painopisteiden v~l in en et~ i syys. 

n = 3 tuottaa puo l es taan 

NORMAALIJANNITYKSET 

( 13 ) 

( 14) 

T~yde n yhteistoiminnan val l it essa saa daan suoravi ivainen muodonmuutosja ­

kautuma, jossa e i ole ep~jatkuvu u sko htia. Taivutuksen neut raa liakse l i s i­

j a it see poikki l e i kka uksen a l areun as t a et~ i syyd el l~ y
0

, 

n 

E y .(EA)./(EA). 
j=1 OJ J I 

( 15) 

j a no rmaa l imuodonmuut os (venym~ tai puristuma) e t~isyyd e ll ~. yi neu t raal i ­

akse lil ta on (kuva 2.) 

£ • = My . I ( E I ) . . ( 1 6) 
J J I 

yj > 0 ne utraa l i akse l in a l apuolella. J~nnitys sama ssa kohdassa on si ll oin 

a. E. £., kun E. on kohdassa j o l evan mat er iaalin k immokerroin (kuva 2.). 
J JJ· - J 

i. 
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I I 
-

Yo 
CD 

Kuva 2. Normaal ij annityksien muodostuminen 

LEIKKAUSJANNITYKSET 

Leikkausjannitykset 'b os ien rajapinnoissa ovat kiinnostav ia, koska ni i ­

den avu ll a arvioidaan os i en keskinaisia ankkuro inti vo imi a. Ne saadaan vaa­

kasuoran tasapainoehdon perusteella (kuva 3.) 

l:da. A., Ab 
J p J 

(17) 

Normaa lij an nit ys a. on osan j painopisteessa va ikuttava jannitys tai 
JP 

osan j kesk imaara inen normaal ij annitys, 

a . 
JP 

My . E • I ( E I ) . , 
J p J I 

( 18) 

josta 

1 
do. 

'b = - 1: ____1_£_ A. 
bb dx J 

v 
b (E I) l: y. (EA) .. 

b i J p J 
( 19) 

Summaus ulottuu kaikkiin 1 iitospinnan Ab alapuo l isi in os i in. Leikkaus­

jannityksien resultantti po ikkil e ikkauksen l eveyde lt a bb muodostaa l e i kkaus­

vuo n v1 = Tbbb, joka kuvaa suoraan os ien keskinaista ank kuro in titarvetta . 
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Y· J 

__ { ____ _ 

Kuva 3. Leikkausjannityksien muodos tum ine n 1 i i tospi nno i ssa 

PLASTISOITUMINEN 

J os mat er i aa l i t ovat ideaa l ipl astis ia , saadaan plastisen neut raa l iaksel in 

paikka j annitysresu lt anttien tasapainoehdo s ta 

n 
l: f .A. 

j =l YJ J 
0' 

missa f . 
YJ 

on materiaal in j p l ast ine n jannitys. 

(20) 

Kerrosten raj ap intoj en ankkuro inti ja nnit ykset l asketaan (19) perusteel l a, 

kun Von plastisoituneen rakenteen l e ikkausvo ima . 

ESIMERKKI 

Kuva 4 . Esimerkkipoikkileikkaus 
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Ottamatta kantaa kuvan 4 . ratkai.sun luonteeseen, lasketaan normaal ijanni­

tykset yksikkomomentista ja betonin ja teraksen val iset ankkurointivoimat 

pituusyksikol le (1 iitospintojen leikkausvuot) terasosan a la - ja y l a l aipassa. 

Oletetaan, etta teraksen ja betonin kimmokertoimien suhde a = 7. 
e 

Lasketaan betoniosan jaykkyydet halkeilleena. Sit a varten geometrinen 

raudoitussuhde 

p A /bd 
r 

-3 5,86x10 . 

Puristusosan suhtee ll inen korkeus k on 
X 

k 
X 

0,1 . 

(El) = (EA) i(1-k /3)(1 - k) 
C r X X 

2 
33,19 MNm. 

Aksiaal ijaykkyytta arvioidaan l aattaosan perusteella 

(EA) = E h
1
b/a = 14286 MN. 

c s e 

Tera sosan jaykkyydet ovat betoniin verrattuna pienempia, 

( E I) = 
s 

2 
17,12 MNm , (EA) 

s 
1180 MN. 

Summajaykkyydet (EI) . ja (EA). ovat 
n I I 

( E I) . 
n1 17,12 + 33,19 

(EA). 
I 

1180 + 14286 

Li ittoj aykkyysker roin a. 
I 

on 

2 
50,31 MNm , 

15466 MN. 

(e. 
I 

(1-k )d-h /2 
X S 

(EA) (EA) 
c s 1 ,409. 

Taivutusjaykkyys 

(EA). 
I 

(E I). on 
I 

(E I). 
I 

( 1 +a.) (E I) . 
I n I 

2 121,20 MNm . 

0,255 m) 
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Liittopoikki1eikkauksen taivutuksen neutraa1iakse1in sijainti: 

y = [(EA) y + (EA) y ]/(EA). = 0,381 m. 
0 S OS C OC I 

Reunaj~nnitys betonissa (laatan y1~reuna) yksikkBmomentista on 

a E (h 1+h - y )/(El) . = 29,46/m3 . 
C C S 0 I 

Reunaj~nnitys ter~sosassa yksikkBmomentista on 

a E y /(El). = 660,15/m3. 
S S 0 I 

Ankkurointivoima pituusyksikol1e ter~sosan yl~1aipassa on 

y (EA) 
s s 
(E I) . 

I 

2,25/m, 

miss~ ys = ter~sosan painopisteen et~isyys taivutuksen neutraaliaksel ilta. 

Ankkurointivoima ala1aipassa on 

0,98/m, 

miss~ et~isyys neutraal iaksel i1ta alalaipan painopisteeseen, 

alalaipan aksiaal ij~ykkyys . 

Yhteistoiminnan varmistamiseksi yl~- ja aJa1aippaan on j~rjestett~v~ 

liittimet, jotka mitoitetaan esitettyjen voimien mukaisiksi. Suurin liit ­

timien tarve on yl~laipassa, johon vaaditaan hieman yli kaksinkertainen 

m~~r~ alalaippaan verrattuna. 

YHTEENVETO 

T~ss~ kirjoituksessa on esitetty ter~ksen ja betonin 1 i ittopalkin taivu­

tusk~ytt~ytymiseen liittyvi~ tekijBit~ ja havainno1listettu esimerkill~, 

kuinka j~ykkyysominaisuudet paranevat k~ytett~ess~ 1 i ittorakennetta . 

Esitetyl1~ periaattee11a voidaan k~sitel15 kaikki 1 i ittopoikki 1eikkauk­

set eik~ muoto rajoita kaavojen k~yttB~. T~yde1lisen yhteistoiminnan edel­

lytys on, ett~ materiaa1ien 1iitospinnat, joissa esiintyy huomattavia leik­

kausj~nnityksi~, varustetaan 1eikkaus1 i ittimin. N~m~ voivat ol la tappeja 
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tai muita vaarnoja ta i tartuntanauhoja (esimerkiksi laippaan hitsattu har ­

jateras). Tartuntanauhojen kayttoa ja ideoita ei toistaiseksi ole paljoa 

tutkittu. Nama as iat o li si syyta ottaa jatkoselvitysten kohteeksi myohem­

missa 1 i ittorakenteiden tutkimuks i ssa. 
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