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TIIVISTELMA: Artikkelissa esitetaan tavallisimmat menetelmat rakenteen parametrien 
estimoimiseksi. Menetelmatjaetaan kahteen eri luokkaan: Moodianalyysipohjaisiin menetelmiin 
ja tilamallipohjaisiin menetelmiin. Tilamallin parametrien estimointimenetelmista kasitellaan mm. 
ennusteen virheen minimoiminen ja pseudolineaarisen regression kiiytto. Lisaksi esiteti:Hin 
rekursiivisia estimointimenetelmiii ja kaytiinnon algoritmeja. 

JOHDANTO 

Rakenteen identifioimiseksi on olemassa lukuisia erilaisia menetelmia. Useissa eri liihteissii 

viitataanjohonkin menetelmaan nimella, mutta varsinaista menetelmien luokittelua ei ole tehty. 

Esimerkiksi lTD-, STTD-, Kumaresan-Tuft- ja kompleksieksponenttimenetelmissa oletetaan, 

etta systeemin vastetta voidaan kuvata eksponenttifunktioiden summana. Kaikkien 

edellamainittujen menetelmien idea on hyvin tarkkaan sama kuin mita Pronyn menetelmassa 

kaytetaan. Parannuksia tulokseen saadaan siirtymalla todellisen mallin estimoinnista estimointiin 

mittausten avulla muodostetussa aliavaruudessa tai kayttamalla yhden mittaussignaalin sijaan 

useaa mittausta. Samoin ristiriitaisuutta liittyy ARMA-kasitteeseen. Esimerkiksi "1 :st 

International Modal Analysis Conference":n esipuheessa ARMA-malli rajoitetaan kasittamaan 

vain sellaista tapausta, jossa malli muodostetaan satunnaisheratetta kayttaen. Usein ei myoskaan 

tunneta ARMA-mallin ARX-mallin valista eroa. 

Tassa kirjoituksessa menetelmat jaetaan kahteen eri luokkaan: moodianalyysiin perustuviin 

menetelmiin ja yleisiin menetelmiin, riippuen siita, diagonalisoituuko vaimennusmatriisi 

ominaismuotomatriiseilla kerrottaessa vai ei. Paaasiallinen ero niiiden kahden luokan valilla on, 
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etta mikali vaimennusmatriisi diagonalisoituu, voidaan estimoitavina parametreina kayttaa 

ainoastaan ominaismuotomatriiseilla diagonalisoitujen massa-, vaimennus- ja jaykkyysmatriisin 

diagonaalitermeja, mutta jalkimmaisessa tapauksessa joudutaan kaytti:imaan koko matriisej a. 

Edellisessa tapauksessa estimoitavien parametrien lukumaara on verrannollinen vapausasteiden 

lukumaaraan, kun taas jalkimmaisessa se on verrannollinen vapausasteiden lukumaaran nelii:ion. 

Jalkimmaisessa tapauksessa kaytettavat menetelmat soveltuvat tietysti myos moodianalyysin 

yhteydessa kaytettaviksi. 

Artikkelin ensimmainen luku sisaltaa kuvauksen rakenteen mallintamisen periaatteista ja 

erilaisten kuormienluokitteluperusteista. 

Toisessa luvussa on kuvattu tiettyja olennaisia menetelmia, joita tarvitaan varahtelevan 

systeemin ominaisuuksia maaritettaessa. Aluksi esitetaan menetelmia korrelaatio- ja 

impulssivastefunktioiden estimoimiseksi mittaustiedoista. Taman jalkeen esitetaan menetelmia 

taajuudenfunktioiden estimoimiseksi. Koska dynaaminen analyysi tehdaan usein 

elementtimenetelmaa kayttaen, on lisaksi kuvattu, miten elementtimenetelmalla voidaan ratkaista 

rakenteen dynaaminen kayttaytyminen. Elementtimenetelman kaytto edellyttaa kuitenkin, etta 

rakenteen dynaamiset ominaisuudet tunnetaan. Tarkan mallin tekemiseksi ja kuormien 

selviWimiseksi tarvitaan varahtelymittauksista saatavaa tietoa. Lisaksi on mahdollista tasmentaa 

elementtimalli varahtelymittausten avulla ja tutkia, miten hieman modifioitu rakenne toimii 

esimerkiki lisaamillla malliin jousielementteja. 

Kolmannessa luvussa on esitetty aluksi erilaisten moodianalyysiin perustuvien menetelmien 

kaytto. 

Neljannessa luvussa on esitetty, millaisia menetelmia voidaan kayttaa yleisesti en 

systeemiparametrien estimoinnissa. 

RAKENTEEN MALLINTAMlNEN 

Ominaismuotoanalyysi 

Dynaamisen systeemin kayttaytymista voidaan kuvata systeemiyhtalolla 

(1) 

missa [M], [C) ja [K] ovat massa-, vaimennus- ja jaykkyysmatriisi, (x} on siirtymavektori ja 

( f} voimavektori. Ottamalla Fourier-muunnos yhta!On molemmilta puolilta, saadaan 



2 A A 

(- (I) [M] +.i (I) [C] + [K] ) (x) = (f) (2) 

A A 

missa (x) on ( x} :n ja (f) on ( f} :n Fourier-muunnos. Yhtiilo (2) voidaan saattaa muotoon 

2 T T A T• 
(- ro [l]+jro[<t>] [CJ[<t>] + [A])[<t>](x) =[<j>]{f), (3) 

2 
missa [A] on matriisin (- ro [ M l + [ K 1) ominaisarvomatriisi, [I] on yksikkomatriisi ja [<t>] on 

ominaistaajuuksien muodostama diagonaalirnatriisi. Mikiili vaimennusmatriisi diagonalisoituu, 

voidaan systeemin taajuusvastefunktio saattaa muotoon 

HU<(w) =i 2 <l>~r<l> rk 
r=l (I) r- (I) - 2j ~r (I) r 

(4) 

ja edelleen muotoon 

(Sa) 

tai Laplace tasossa muotoon 

(Sb) 

Edellii <1> iron i:nen ominaismuodon r:s alkio, w, on r:s ominaiskulmataajuus, C r:s suhteellinen 

vaimennuskerroin ja A~k on residy navassa s,. 

Yhtiiloita (4) ei kuitenkaan voida kayttaa, jos vaimennusmatriisi ei diagonalisoidu. 

Rakennemallin tekeminen on kuitenkin usein vaikeaa: 

1. Ei tunneta tiismallisesti rakenteen ominaisuuksia ( jaykkyys, vaimennus ja massa ). 

2. Ei tunneta tasmiilleen kuormitusta. 

3. Rakenne on monimutkainen, jolloin tasmallisen mallin tekeminen on suuritoista. 

Tarinamittauksia voidaan kayttaa sekii rakenteen ominaisuuksien etta kuormien ominaisuuksien 

maarittelemiseen. 
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Tilamalli 

Kertomalla systeemiyhtiilo (1) molemmalta puolelta massamatriisin kiHinteismatriisilla saadaan 

(6) 

josta saadaan sijoittamalla 

T 

[/;] = r ~X l (7a) 

[$]=[-~o-~ol (7b) 

T 
[r]= [ o Lo] (7c) 

tilayhtalOksi 

[~]= [$][/;]+ [r][f]. (8) 

Ratkaisemalla saatu differentiaaliyhtiilo ajanhetkilla t= 4 ja t= 4+ 1 saadaan yhtiilo diskretoitua: 

[l;(i+l)]=[A][W)]+ [B][f(i)] , 
(9) 

miss a 

[A]= e {¢]1\ll, (lOa) 

[B] = J 'e {Q}tldt. 

0 

(lOb) 

Saatu yhtiil6 (9) voidaan edelleen johtaa muotoon ( ARX-malli) 

[Y(i)]= [F 1 ][Y(i-1)]+[F2] [Y(i-2)]+[G1] [f(i-1)]+[G1] [f(i-2)]+[W(i)] , (11) 

missa 

(12a) 

rGl] -r I ·0 ][ C ][B] 
G2 - -F 1 I CA . (12b) 
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Sijoittamalla 

T 

[9J =f-Fl-Fz G1 Gzl 

'Y(t) = [ -Y(t-1) -Y(t-2) f(t-1) f(t-2) ] 

voidaan ARX-mallijohtaa muotoon 

T 
{Y(t)} =[9] y(t) + {W(t)} . 

Elementtimenetelma 

Perusteet 

(13a) 

(13b) 

(14) 

Vuonna 1956 Turner, Clough, Martin ja Topp kehittivat kehittivat menetelman tasojannitxstilan 

ratkaisemiseksi kayttaen kolmioelementteja. Vasta 1960-luvulla alettiin kehittaa 

elementtimenetelmaohjelmistoja. Sen hetkisten tietokoneiden laskentakapasiteetin takia 

jouduttiin paahuomio kiinnittamaan ratkaisualgoritmin nopeuteen. Talloin kehittyi erilaisia 

ratkaisijoita, kuten esim. nauharatkaisijat ja erilaisia nauhanleveyden optimointialgoritmeja. 

Kuitenkin jo keskikokoisten mallien ratkaisu voi kestaa useita tunteja. Tietokoneiden tehon 

kasvaessa alettiin yha enemman kiinnittamaan huomiota mallin muodostamiseen. Nykyaan 

useassa CAD-ohjelmassa on elementtiverkon generointimahdollisuus. Lisaksi on yha enemman 

kehitetty menetelmia epalineaaristen on gel mien mtkaisemiseksi. 

Elementtimenetelman avulla voidaan ratkaista osittaisdifferentiaaliyhtaloita. Alue, jossa ratkaisu 

halutaan, jaetaan elementtiverkoksi, jossa jokaisen elementin alueella ratkaisua aproksimoidaan 

muotofunktioiden avulla. Elementit voidaan jakaa erilaisiin ryhmiin mm. niiden dimension 

subteen Uana-, taso-, tilaelementit ), vapausasteiden lukumaaran suhteen (esim. pinta-, laatta- ja 

levyelementit) ja muotofunktioiden ominaisuuksien suhteen . Systeemiyhtali:i saadaan 

kokoamalla yhteen jokaisesta elementista saatavat massan, jaykkyyden, vaimennuksen ja 

kuormien arvot. 

Staattiset onge/mat 

Rakenteiden staattisen analyysin avulla pyritaan selvittamaan erilaisten kuormien ( esimerkiksi 

mekaaniset ja termiset kuormat ) aiheuttamien siirtymien ja jannitysten suuruus. Yleisesti 

syntyvat ongelmat voidaanjakaa kolmeen luokkaan: 
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1. Tasapainotehtavat. 

2. Ominaisarvotehtavat. 

3. Etenemistehtavat. 

Ensimmainen tapaus sisaltaa tavallisimman ongelman: stationaaristen siirtymien laskennan. 

Toinen tapaus tulee statiikassa kyseeseen lahinna nurjahduksia tutkittaessa ja kolmas tapa us 

esimerkiksi lammi:insiirtymisongelmissa. 

Vaikka varahtelymittauksia kaytetaan lahinna dynaamisten parametrien estimoinnissa, voidaan 

varahtelymittauksista saatavan tiedon avulla tasmentaa myi:is staattista ratkaisua. 

Dynaamiset ongelmat 

Lineaarisille rakenteille kaytetaan tavallisimmin moodien superpositioon perustuvia menetelmia. 

Ominaismuotojen ja -taajuuksien ratkaisemiseksi on olemassa useita erilaisia menetelmia 

(Jacobi, Sturm, Householder, Aliavaruusiteraatio, Lanczos ). Naista kaksi viimeiksimainittua 

on tehokkaimpia, kun matriisit ovat suuria ja halutaan vain muutama ominaisarvo. 

Moodianalyysi ei pysty antamaan tietoa sellaisten rakanteiden varahtelyista, joissa vai

mennusmatriisi ei diagonalisoidu muotomatriisin avulla ( engl. nonproportional damping ) tai 

rakenteeseert liittyy ephlineaarisia tekiji:iita. Tietysti voidaan yrittaa linearisoida malliaja iteroida 

kohti epalineaarisen rakenteen ratkaisua, mutta voidaan myi:is kayttaa suoraan aikaintegrointiin 

pohjautuvia menetelmia. Yleisesti kaytettyja menetelmia ovat mm. keskeisdifferenssimenetelma, 

Wilsonin, Houboultin ja Newmarkin menetelmat /5/ ja Runge-Kutta. · 

Kokonaissysteemin ominaisuuksien laskenta 

Kokonaissysteemiin kuuluu yleensii useita erilaisia komponentteja, joiden ominaisuudet ovat 

erilaisia. Talli:iin ei yleensa kannata yrittiiii laskea kerralla koko rakenteen kayttaytymista, vaan 

kiiyttaytyminen kannattaa laskea komponentti kerrallaan. Normaali analyysi voi johtaa 

numeerisiin vaikeuksiin. Yksi usein kaytetty menetelma on alirakenneanalyysi (engl. 

substructure-analysis). 

Alirakenneanalyysia voidaan kayttaa esim. laskettaessa maapohjan ja koneen muodostaman 

kokonaisuuden kayttaytymista. Tiilli:iin lasketaan aluksi maaperan varahtelyt ilman rakennetta. 

Taman jalkeen lasketaan ·v~rahteiyjen k~neeseen aihetittamien kuormierl Suuruui Kuormill 

:mimfetaan yieistetyiksi j~usiksi; jotka liit~taan koneen malliih ja lasket'aan tallaisen rakenteen 

kayttaytyrninen normaaleja menetelmia kaytt~en. ' ·· ' 
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HERATIEET 

Iskutesti 

Impulssivastefunktio on systeemin vaste yksikkoimpulssiin. Iskua voidaan pitiiii likimain . 

impulssina, jolloin mittaamalla rakenteen vlirahtelyt, kun rakennetta on isketty esim. vasaralla, 

saadaan laskettua estimaatti impulssivastefunktiolle. Koska impulssivastefunktion Fourier

muunnos on taajuusvastefunktio, saadaan rakenteen ominaistaajuudet maliriteltya mitatusta 

vasteen spektristli.. Ominaistaajuuksilla vaste saavuttaa likimain maksiminsa. 

Ominaismuodon solmuun kohdistuvan iskun energiatiheys ko. ominaismuodon herattamiseksi 

jaa pieneksi. Siksi rakennetta on iskettava useasta eri kohdasta, jotta kaikki tlirkeimmat 

ominaismuodot saataisiin heratettya. · 

Sinipyyhkli.isy 

Koska usein rakennetta ei voida iskea kovin lujaa, ettei se sarkyisi, iskutestilla saatava 

energiatiheys on usein riittamaton analyysin tekemiseen. Lisli.ksi iskun energiajakautuu usealle 

ominaismuodolle. 

Kayttamalla sinimuotoista heratevoimaa voidaan herattaa yksi ominaismuoto kerrallaan. 

Sinimuotoinen herate saadaan esimerkiksi pyorivasta epli.keskomassan avulla. Muuttamalla 

pyorimisnopeutta saadaan heratevoima pyyhkaisemaan yli koko kiinnostavan taajuusalueen. 

Koska tli.ristin ottaa osaa rakenteen varahtelyihin, on kuitenkin joko laskettava tai mitattava 

todellinen rakenteeseen kohdistuva voima, jotta ominaistaajuudet ja -muodot saataisiin 

maliriteltya. Toisaalta ominaistaajuuden lahella saattaa rakenteen vlirahtelyjen amplitudi kasvaa 

liiankin suureksi ja rikkoa rakenteen. 

Kapeakaistainen herate 

Kayttli.malla kapeakaistaista heratettli., saadaan rakenteeseen siirtymaan riittli.va energia haluttujen 

ominaismuotojen herattamiseksi. Kapeakaistainen herate saadaan aikaan esim. mittaamalla 

rakenteen ja taristimen valinen voima ja muuttamalla taristimen varahtelyja siteni etta 

keskimaarin siirtyva teho on vakio ( tai muuten tunnettu ) tietylla taajuusalueella.Tarvittavan 

tli.ristimen massan ei tarvitse olla suuri. 

Takaisinkytkennan avulla voidaan lisli.ksi pitaa rakenteen vlirahtelyt sallituissa rajoissa. 
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Satunnaisherate 

Mikali satunnaisheriite aikaansaadaan taristimen avulla, tarvitaan riittavan suuret voimat 

tiirkeimpien ominaistaajuuksien herattamiseksi. Tastii syysta voi tiiristimen massa yleisesti olla 

suuri. Kuitenkin luonnossa esiintyviit voimat, kuten tuuli, aikaansaavat usein liki satunnaisen 

heratteen rakenteelle, jolloin tiiristinta ei tarvita. Toisaalta kayttamalla laajakaistaista heratetta, 

voidaan mittausaikaa lyhentaa ja myos pienentiia epaonnistuneen mittauksen todenniikoisyytta, 

koska vain ne ominaistaajuudet eivat heraty, joiden solmuun tiiristin asetetaan. 

Verrattuna muihin heratetyyppeihin satunnaisheratteen kaytto yksinkertaistaa mm. vasteen 

varianssin lauseketta paljon /20/. Esimerkiksi moodianalyysissa tehospektria taytyy yleensa 

pitaa stationaiirisesta tilasta mitattuna. Isku- tai sinimuotoinen herate aiheuttavat transientit 

komponentit vasteeseen, jolloin tehospektrin estimaatti poikkeaa oikeasta arvosta ja joissakin 

tapauksissa saattaa johtaa vaiiriin tuloksiin. 

MOODIANAL YYSI 

Moodianalyysi taajuudenfunktioista 

Taajuusvastefunktion ominaisuuksia 

Yhden vapausasteen viirahtelijan taajuusvastefunktiolla on seuraavat ominaisuudet: 

- Magnitudi saa maksiminsa, kw1 taajuus on likimain ominaistaajuus 

- Siirtyma matalilla taajuuksilla on likimain samassa vaiheessa herattaviin voiman kanssa 

- Ominaistaajuuden kohdalla vaihe-ero on 90° 

- Korkeilla taajuuksilla vaihe-ero on likimain -180° 

- Funktion imaginaiiriosa saa miniminsa likimain ominaistaajuudella 

- Funktion reaaliosa vaihtaa merkkia ominaistaajuudella 

- Suhteellinen vaimennus ominaistaajuudella saadaan likimain jakamalla amplitudista ko. 

ominaistaajuutta vastaavien puoliarvotaajuuksien erotus 2 x ominaistaajuudella. 



Usean vapausasteen viiriihtelijiin parametrien estimointi 

Mikali vaimennusmatriisi diagonalisoituu ominaismuotomatriisien avulla, on usean 

vapausasteen taajuusvastefunktio on summa monesta yhden vapausasteen varahtelijan 

taajuusvastefunktiosta. Siksi esimerkiksi taajuusvastefunktion maksimit vastaavat likimain 

ominaistaajuuksia. Koska rakenteen kaksi ominaistaajuutta voivat kuitenkin olla liihella toisiaan, 

ei maksimi enaa valttamatta ole riittavan tarkka estimaatti ominaistaajuudelle, eika 

vaimennuskertoimen suuruutta saada puoliarvoleveydestli. 

Kertomalla yhtlilossa (4) nimittajlin termit keskenaan, voidaan yhtlilo johtaa muotoon 

2n-2 2n-3 

I 1
2 A1ro + A]W + .. . +A2n+1 

HjjW) = ---"---=------...=..:..:.:...::. 
2n 2n-1 

w + A'PJ + ... +A2n 

(15) 

Sovittamalla taajuusvasteflinktion mittaukset tietylla taajuuskaistalla yhtalOon (15),saadaan 
kertoimat A 1 , ... ,A2n+ 1 estimoitua. Ratkaisemalla nimittajan nollakohdat esimerkiksi 

Bairstowin algoritmia [7] kayttlien voidaan edelleen kehittlia muoto 

n . 
I, Biro' 

2 ~1 
jH·jw)j - .....-------.,..---:--------,-

' - [(w 2-w ~) + 4~~w 2w ~] ... [(w 2-w~ + 4~~w 2w~] , 
(16) 

jossa on ominaistaajuudet ja suhteelliset vaimennuskertoimet saatu estimoitua. Sovitus ei 

kuitenkaan ole tehokas, jos halutaan selvittaa monta ominaismuotoa. Lisaksi tietokoneen 

laskentatarkkuus asettaa rajoituksia juurien ratkaisulle ja mittausvirheet voivat aiheuttaa 

pahojakin virheita estimaatteihin. Menetelma vastaa Pronyn menetelmaa muuten, mutta 

estimointi tehdaan taajuuden- eika ajanfunktiolle. 

Yhtalossa (5b) olevat termit muodostavat Nyquist-tasossa ympyran nlikoisia kuvioita /3/. Koska 

lahella jotakin ominaistaajuutta voidaan muiden termien vaikutusta pitaa likimain vakiona 

(edellyttaen, etta ominaistaajuudet erottuvat toisistaan selvasti), voidaan mitattuun 

taajuusvastefunktioon sovittaa ympyra lahelle haluttuja ominaistaajuuksia. Ympyriin 

ominaisuuksien avulla voidaan helposti laskea estimaatit ominaistaajuudelle, suhteelliselle 

vaimennuskertoimella ja ominaismuodon painoarvolle. Liihella ominaistaajuutta askel ympyrlin 

kehalla on suurimmillaan, joten ominaistaajuuden estimaattia voidaan parantaa tutkimalla 

askelen suuruutta lahella arvioitua ominaistaajuutta. Tarkka kuvaus menetelmasta loytyy rum. 

lahteestli /3/. 
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Kumaresan-Tufts -menetelmassa taajuusvastefunktio korvataan M:sta paakomponentista 

lasketulla funktiolla: Olkoon mitattu taajuusvastefunktio N -alkioinen. Tavoitteena on etsia M:aa 

alinta ominaistaajuutta vastaavat parametrit, missa M on paljon pienempi kuin N. Aluksi 

muodostetaan matriisi A: 

[ 

Y2 

[A]= ,:~., y, 

·· · YL+l l 
YL+2 . . 

YN 
(17) 

Sitten muodostetaan matriisin singulaariarvohajotelma 

[A] = [U] [ A] [V] T , (18a) 

ja asetetaan hajotelmassa [A]:sta M:aa suuremmat ominaisarvot nolliksi ja lasketaan matriisi 

[ A I l = [U] [A'] [V] T (18b) 

singulaariarvohajotelmasta. Saatujen arvojen avulla lasketaan sitten taajuusvastefunktio, josta 

parametrit ratkaistaan etsimalla nimittajan nollakohdat yhtalOn (16) mukaisesti. 

Singulaariarvohajotelman avulla voidaan poistaa muiden kuin alimpien ominaistaajuuksien 

vaikutus. Menettelemalla vastaavalla tavalla myos ympyran sovituksen yhteydessa voidaan 

saavuttaa huomattava parannus sovitukseen. Menetelma parantaa my6s mittauksista tulevan 

kohinan vaikutusten eliminointia. Menetelma on esitetty mm. artikkelissa /16/. Artikkelissa /15/ 

menetelmaa on verrattu Total Least Squares -algoritrniin (TLS). 

Moodianalyysi ajanfunktioista 

Mikali rakenteen viirahtelyt heratetaan iskun avulla, alkaa rakenne viirahdella mittauspisteissa 

likimain yhtalon 

h(t) = Lane -~nrontsin(R 000 t+$0 ) 

n 
(19) 

mukaisesti. Suuretta h(t) kutsutaan impulssivastefunktioksi. Mikali ominaistaajuudet eroavat 

toisistaan riittavasti, saadaan tiettya ominaistaajuutta vastaavat an ja ~n esimerkiksi seuraavalla 

tavalla: 



1. Suodatetaan impulssivastefunktiosta pois muut kuin tutkittavan taajuuden ymparisto. 

2. Muunnetaan amplitudiasteikko logaritmiseksi. 

3. Piirretiian maksimien kautta suora. 

4. Suhteellinen vaimennuskerroin saadaan kaavasta 

(20) 

Pronyn-menetelmii 

Pronyn -menetelrnassa sovitetaan funktioon f(x) muotoa 

(21) 

oleva esitys {7, s. 378/. Koska maaritettavat vakiot voivat olla kompleksilukuja, sanotaan 

menetelmaa myos kompleksieksponenttimenetelmaksi. 

Merkitiiiin fm = f(xm) ja bm = e anJCm. Talloin suureet bm toteuttavat yhtii!Oryhman 

c1 + c2 + + en = fo 

C1b1 + C2b2+ + Cnbn = f1 
2 

C1b1 + 
2 

Czb2+ 
2 

+ Cnbn = f2 
(22) 

N-1 N-1 N-1 
C1b1 + C2b2 + . + Cnbn = fN-1 

Olkoot b1, b2, ... , bn yhtalOn 

n n-1 
b - c1 b - ... - c0 = 0 (23) 

juuret, jossa kertoimet c 1, c2, ... , en saadaan ratkaisemalla yhtalOryhma 

fn-1C1 + fn-2C2 + .. · + focn = fn 

fnc1 + fn-1C2 + ... + f1cn = fn+1 

fN-2c1 + fN-3c2 + .. · + fN-n-1Cn = fN-1 (24) ; 
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Yhtalon (23) juuret voidaan ratkaista nun. kayttaen Bairstowin algoritmia n /. Kun juuret b1, 

b2, ... , bn on ratkaistu, muuttuu yhtali:iryhma (22) lineaariseksi, josta voidaan ratkaista loput 

tuntemattomat kertoimet. 

Koska menetelma on herkka ulkoiselle kohinalle ja voi antaa virheellisia tuloksia tietokoneen 

laskentatarkkuuden puitteissa, voidaan menetelman luotettavuutta parantaa suodattamalla 

naytteista paamatriisiesityksen avulla pois korkeat taajuudet samoin kuin Kumaresan-Tuft

menetelmassa. 

Ibrahim Time-Domain-menetelmii 

Ibrahim Time-Domain-menetelmassa (lTD) kaytetaan rakenteesta useasta eri paikasta ja 

perakkaisina ajanhetkina tehtyjen mittauksien mittausten avulla muodostettua "systee

mimatriisia", josta ratkaistaan ominaisarvot ja -muodot /3/. Systeemiman·iisi liittaa periikkiiisina 

ajanhetkina tehdyt mittaukset toisiinsa: 

[A][x(l)] = [x(t+L'>.t)] (25) 

Matiiisi [A] saadaan ratkaisemalla yhtiilo (25) esimerkiksi pienimmiin nelion sovituksella 

(pseudoinversio). Mikali alkuperaisen systeemin toimintaa voidaan kuvata yhtiilOn (21) 

mukaisella sarjalla, voidaan helposti osoittaa, etta matriisi [A] toteuttaa yhtakin 

(26) 

Yhtii.lostii saadut ominaismvot Ax- liittyvat alkuperiiisen systeemin ominaistaajuuksiin yhtalon 

f1 Im(Ar) 
ro/V 1 ~; = arctan(--) 1 M. 

Re(Ar) (27) 

missa Im ja Re ovat reaali- ja imaginiiiiriosat. 

Menetelmii suodattaa naytteistii pois osan satunnaisesta kohinasta, ja on siina suhteessa parempi 

kuin Pronyn -menetelma. 

Zaghoolin Single-station menetelmii 

Zaghloolin Single-Station -menetelmassii (STTD) sovitetaan yhdesta pisteesta mitattuun tietoon 

muotoa 
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2N 
f(t) = I, ckea~u(t) (28) 

k=l 

oleva funktio, missa u(t) on Heavisiden porrasfunktio. Samoin kuin lTD -menetelmassa 

muodostetaan aika-askeleita yhdistava matriisi. Mitataan vasteet perakkaisilla aika-askeleilla: 

fn (t) = f(t + nT) u(t) 
(29) 

ja muodostetaan aikasatjat 

f n(t) = f(t + nT + ~t) u(t) , (30a) 

fn(t) = f(t + nT + 2~t) u(t) . (30b) 

Systeernimatriisi [A] yhdistaa muodostetut aikasatjat toisiinsa 

[A][B] = [B] , , (31) 

missa [B] on yhtalOita (30a) ja (30b) vastaavien muotoa (29) olevien kertoimien Ck ja (\ 

muodostama matriisi ja [B] on vastaava matriisi ~t:n verran myohemmin. Ominaistaajimdet 

saadaan lTD -menetelmaa vastaavalla tavalla. 

SYSTEEMIN IDENTIFIOIMINEN TILAMALLISTA 

Moodianalyysin kayuo edellyttaa, etta systeemimalli (1) kuvaa tarkasti rakenteen kayttaytyrnista 

ja vaimennusmatriisi diagonalisoituu ominaismuotomatriisien avulla. Malli ei myoskaan sovellu 

transientin tilan tutkimiseen, mikali herate ei ole deterministinen. Heriitetta on pidettava joko 

deterministisena tai laajassa rnielessa stationaarisena, jotta esim. vastetta voitaisiin kuvata 

eksponenttifunktioiden avulla. Tosin esim. lTD - ja STTD -menetelrnissa satunnaisuus pyritaan 

poistamaan yhdistamillla useita eri rnittauksia. 

Tilamallin kaytto ei aseta vastaavia rajoituksia rnittaustiedolle eika vaimennusmatriisille. Talloin 

kuitenkin mittauksien taytyy yleensa olla taydellisempia: niiden avulla pitaa kyeta estimoimaan 

koko systeemin toiminta. Estimointia voidaan nopeuttaa esim. kayttamalla hyvaksi 

etukateistuntemusta rakenteesta tai arvioimalla iteraation alkuarvot esim. moodianalyysin avulla. 

Kaikissa menetelmissa ei tarvitse etukateen tuntea mallin rakennetta, (esimerkiksi vapaus

asteiden lukumaaraa), vaan mittauksiin parhaiten sopiva malli muodostetaan estimoinnin 

yhteydessa. Yleensa sovitusmenetelmat eivat ole herkkia kohinalle. Kuitenkin signaali

kohinasuhteen ollessa pieni, ei esimerkisi pienimman nelion sovitus toimi kovin hyvin. Eras 

mielenkiintoinen tapa kasitella voimakkaasti kohinaista signaalia on esitetty artikkelissa /19/. 
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Esitetyssa algoritmissa tehospektrista muodostetaan pienimman vaiheen signaali, josta 

estimoidaan vaihe. Estimoituun vaiheeseen sovitetaan esim. iteratiivisesti pienimman nelion 

mielessa nolla -malli (engl. all-zero model), joka muunnetaan systeernia kuvaavaksi AR -

malliksi. 

Kirjoituksessa kasitellaan vain ARX-mallin parametrien estimointia. Myos ARMAX-mallien 

parametrien estimoimiseksi on olemassa lukuisia erilaisia tapoja. Osassa naista kaytetaan 

hyvaksi tietoa heratteen todennakoisyysjakaumasta, yleensa tutkitaan laajassa mielessa 

stationaarisen, Gaussin-jakauman tavoin jakautuneen heratteen avulla tapahtuvaa tunnistusta. 

Yleensa myos MA-osa sisaltaa vahemman parametreja kuin AR-osa. Esimerkkeina ARMAX

sovitusmenetelmista mainittakoon Morf, Sidhuja Kailath -algoritrni (MSK) /15/, Li-Dickinson

algoritrni /17 I ja Fast RLS -algoritmi /18/. 

Estimaattien luokittelu 

Ennusteen virheen minimointi ( PEM ) 

PEM-menetelrniksi (engl. prediction-error identification method) nirnitetaan menetelrnia, joissa 

minimoidaan lauseke 

N 
Vfi9,Zw = (1!N)2, l (L(q)e(t,9)), (32) 

t=l 

missa l on skalaariarvoinen funktio ja Lon stabiili, lineaarinen suodatin. 

Mm. pienimman nelion ja suurimman uskottavuuden -estimaatit kuuluvat tiihan luokkaan. 

Ns. pienimman nelion -estimaatti (LS) saadaan minimoimalla lauseke 

( e(t,9)} = ( y(t)} - ( <p(t) )[9] . (33) 

Estimaatiksi [9] :lie saadaan 

lS 
[9]N = [R(N)J

1
[f(N)], 

(34) 

miss a 

N T 
[R(N)] = (11N>2, { <p(t)} ( <p(t)} (autokorrelaatio) 

t=l 
(35a) 

ja 
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N 
[f(N)] = (1/N>I, { cp(t)) (y(t)) T (ristikorrelaatio) . 

l=l 
(35b) 

Dynaamisen systeemin vasteen ennuste on yleisesti muotoa 

y(tl9) = g(t,Z t-1;9) , (36) 

missa zt = [y(1),u(1), ... ,y(t),u(t)]. Ennusteen virheen 

e(t,9) = y(t) - y(tl9) (37) 

todennak:oisyystiheysfunktio on fe(x,t;9) . 

Suurimman uskottavuuden menetelmassa (engl. maximum likelihood, MLE ) pyritaan mak

simoirnaan havaintoja y(i) vastaava uskottavuusfunktio 

N 

fyC9 ,y~ = I,fe(e(t,9),t;9) . (38) 

l=l 

Merkitaan 

l(e,9,t) = -log fe(e(t,9),t;9) . (39) 

Uskottavuusfunktio maksimoituu 9:lla, joka saadaan lausekkeesta 

ML N 
9 N = arg min (1/N) I,l(e,9,t). (40) 

l=l 

Kun vaste rnitataan useasta pisteesta yhtaaikaa, voidaan estimaatti johtaa muotoon 

(41) 

Mikali estimaatin todennak:oisyysjakauma tunnetaan, voidaan havaintojen avulla muodostaa 

Bayesilainen estimaatti, joka parhaiten yhdistiiii havainnot vasteista ja heratteista (Maximum a 

posterio estimaatit, MAP ) 

Mikali jakauma on g(e)(9), niin estimaatille saadaan 

51 



52 

MAP 
8N = arg max fyC8;y~.ge(9). (42) 

Yleensa estimaatin todennak:i::iisyysjakaumaa ei kuitenkaan tunneta, joten Bayesilaista estimaattia 

ei voida muodostaa. 

Akaiken informaatioteoreettinen kriteeri mallille ( AIC ) 

Rakennemallin muodostaminen on yleensa varsin tyi::ilasta, eika mallia useimrniten tarvitsekaan 

tehda siten, etta se sisaltaisi tasmallisen kuvauksen kaikista yksityiskohdista. Useimmiten 

todellisessa systeemissa on paljon enemman vapausasteita kuin mallinnetussa. Kuitenkin 

mittaus saattaa liittya juuri sellaiseen yksityiskohtaan, jota ei ole mallinnettu , jolloin mall in 

estimointi ei liitykaan todelliseen malliin ja tuloksien tulkitseminen vaarin voi johtaa vakaviin 

seurauksiin. Useimrniten mittaukset suunnitellaan tarkoin ottaen huomioon mallistruktuuri. Aina 

ei mallin vapausasteiden lukumaaraa kuitenkaan pystyta arvioimaan. Talloin voidaan 

mittauksien avulla pyrkia selvittamaan mittauksiin parhaiten sopiva malli. Yksi mahdollinen tapa 

on estimoida parametrit useasta eri mallistaja tutkia, mika malleista minimoi parhaiten virheen. 

Akaiken informaatioteoreettisen kriteerin mukainen estirnaatti on 

AIC { N } 9 N = arg min (1/N) ~[ l(e(t,9),9,t)+Dim 9] . (43) 

AIC 
Minimoirnalla 9 N mallin suhteen 

{9,m) = arg min min { (1/N) ~[ I( e( t,e ), e,t)+ Dim 9] } 
(44) 

saadaan estimaatti mallille ja mallin parametreille. Mallin dimension maaraamiseksi on olemassa 

myi::is mania muita menetelmia, kuten esim. erilaisia dimensiomaaritelmia ( Korrelaatio- ja 

Hausdorff -dimensiot ). 

Simuloimalla mallin kayttaytymista ja vertaamalla todellisiin mittauksiin voidaan myi::is pyrkia 

estimoimaan mallin hyvyytta. Tosin mikali mallintamistapa on oikea, ei mallin dimension 

vaihtaminen yhdella juurikaan vaikuta suuren mallin globaaliin toimintaan, vaan virheellinen 

toiminta on lahinna lokaalia, pienissa yksityiskohdissa havaittavaa. Systeemin toiminnan 

kannalta taas yksityiskohtien toirninta voi olla oleellista. Taman takia mallintaminen kannattaa 



suorittaa pienille toiminnallisesti selkeille osakokonaisuuksille erikseen, ja vasta taman jalkeen 

muodostaa koko systeemia kuvaava malli. 

Korrelaation kiiytto 

Korreloimalla ennusteen virhe edeltavan tiedon kanssa saadaan estimaatti [8]:lle ratkaisemalla 

yhtaiot 

frJ8,ZNJ = 0 (45) 

miss a 

N 

frJ8,ZNJ = (1/N) L { \jl(t,8)} a(L(q)e(t,8)) . (46) 

t=l 

'¥ on edeltavasta tiedostaja mahdollisesti [8]:sta muodostettu instrumentointivektori, L.(q) on 

viiveoperaattori ja a(e) on transformaatiovektori ( tyypillisesti valitaan a( e)= e). 

Instrumentointivektori voidaan muodostaa esim. pienimman neliln estimaatin avulla. 

Merkitsemaiia 

(47) 

saadaan uusi konsistentti estimaatti 8:lle (Instrumentointimuuttuja -estimaatti, IV) /1, s. 193/, 

IV 
[8] N = [R(N)T

1 
[f(N)] , (48) 

miss a 

N T 
[R(N)] = (1/N)L {'l'(t) }{'l'(t)} (autokorrelaatio) (49a) 

t=l 

ja 

N 

[f(N) ]= (1/N>L {'l'(t)} (y(t)} T (ristikorrelaatio) . (SOb) 

t=l 

J atkamalla estimointia kunnes virhe ei enaa pienene saadaan parempi estimaatti mall in 

kertoimille. Instrumenttivektorin valinta voidaan tietysti tehda muullakin tavalla /1, s. 402/. 
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Estimaatin ratkaisu 

Yleiset periaatteet 

Pienimman nelii:in estimaatti 

(51) 

Voidaan ratkaista kaantamalla matriisi R- 1(N), mutta paljon tehokkampi tapa on ratkaista 

muotoa 
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LS 
[R(N)](9]N =[f(N)] 

(52) 

olevat yhtiili:it. Ratkaisussa voidaan edeta mmo seuraavasti: Muodostetaan matriisinmatriisin 

R(N) Choleskyn hajotelma, singulaariarvohajotelma tai Householderin QR -hajotelmao 

Choleskyn hajotelma muodostetaan seuraavalla tavallao Ratkaistaan Q yhtiili:isili 

[Q] T[Q] = [R] ' (53) 

missii [Q] on yliikolmiomatriisi. Kun [Q] on ratkaistu, saadaan yhtali:i muotoon 

[Q] T[P] = [f] ' (54) 

josta saadaan ratkaistua P:n arvot. Ratkaisemalla yhtiili:it 

(55) 

saadaan arvot estimaateilleo Erilaisten hajotelmien ratkaisemiseksi on olemassa nopeita ja 

numeerisesti hyvia algoritmeja monessa eri kaupallisessa matemaattisessa aliohjelmakirjstossao 

Levinson algoritmi 

Kayttiimalla toisen as teen statistisia ominaisuuksia voidaan helposti johtaa seuraavat yhtali:it: 

n 

[ R0 R1 ... R".'] 
al 

C'} n 
Rl Ro ooo Rn-2 a2 -R2 

= ' (56) 

Rn-1 Rn-2 Ro n -Rn 
an 



missa R on korrelaatiofunktio ja a:t ARX-mallin kertoimet. 

Kertoimet an saadaan maiiritettya yhtalOista seuraavalla tavalla: 

.....,n+l ,.... n .- ""n 
ak = ak + Pnan-k+l ,k=1, ... ,n (57 a) 

(57b) 

(57 c) 

(~7d) 

(fi7e) 

Lattice -suodatus 

AR-mallissa y:n ennusteelle saadaan 

" ..... n "" """ 
Yn(t19 )=-al)'(t-1) - .. . - arY(t-n) (58) 

ja vastaavasti ennusteelle asteella (n+ 1) saadaan 

~ An+! An+! An+! 
Yn+l(tl9 ) = -a1 y(t-1) - ... - an+ly(t-n-1). (59) 

Kayttamalla Levinsonin algoritmissa johdettua yhteytta 

...., n+l ...... n """"' ""n 
ak = ak+ Pnan-k+l> k=l, ... ,n (60) 

saadaan yhtaloistii (58) ja (59) yhtalo 

(61) 

miss a 

"" .....,n .....,n 

r n(t-1) = y(t-n-1) + al)'(t-n) - ... - arY(t-1) . (62) 
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Koska ennusteen virhe on 

(63) 

saadaan yhtii.lot 

"' n+l ..... n ,... 
e (t)=e (t)+PJ!n(t-1), (64a) 

A A A 

rn+l(t) = rn(t-1) + Pnen(t) , (64b) 

~0(t) = ~ 0(t) = y(t) . (64c) 

Lisaksi seuraavat orthogonaalisuusehdot ovat voimassa: 

N 

(1/N) L.~n<t)~n-k<t-k) == v no<k) • (65a) 

t=l 

N 

(1/N) L~n(t)~k(k) = V no(n-k) , (65b) 

t=l 

(65c) 

"' missa o(k) on deltafunktio. Kertoimet Pn saadaan lausekkeesta 

N 

L~n(t)~ n(t-1) 
t=l 

(66) 

Lattice -suodattirnia kaytetaan pal jon signaalinkiisittelyssa. 

Iteratiiviset menetelmat 

Quasi-Newton 

Virhefunktion minimointiin voidaan hyvin kayttaa iteratiivisia menetelmia. Tavoitteena on 

minimoida lauseke 
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(67) 

T Minimi lOydetaan, kun de(t,8)/d8j = 0. Merkitaan {g(8)} = { de(t,8)/d8 l ... de(t,8)/d8n} 

(Jacobin matriisi ). Jos {g(8)} on differentioituva pisteessa e, niin 

{g(8+h)} = {g(8)} + [J]T{h} + {h} e(h), (68) 

-1 missa [J] on e(t,8):n Hessin matriisi. Minimissa [J]{h} = - ( g(8)}, joten {h} = - [J] {g(8)}. 

Tiilloin iteraatioksi saadaan 

(69) 

Quasi-Newton -menetelmassa ei lasketa Hessin matriisin tarkkaa arvoa, vaan aproksimoidaan 

sita siten, etta [J]j lahenee Hessin matriisin tarkkaa arvoa i:n kasvaessa. 

Marquardtin -menetelma 

Merkitaan {f(8)} = {e1(t,8), ... ,en(t,8)}. Talloin minimissa e(t,8) = [Jf(8)]T{f(8)}, 

missa[Jf(8)] T = [Clf(8)/d8t ... df(8)/d8nl . Marquartin -menetelmassa iteroidaan kaavan . 

(70) 

mukaisesti. Parametria b pienennetaan iteraation kuluessa. Koska matriisi 

{[J ~e)] li ~e i)} t{rJ} on saannollinen, on kaanteismatriisi aina olemassa. Kaanteismatriisia ei 

tarvitse laskea, vaan riittiia yhtiiloryhman ratkaisu jokaisella iteraatiokierroksella. 

Rekursiivinen estimointi 

Ennusteen virheen minimointi rekursiivisesti ( RPEM) 

Rekursiivisissa menetelmissa painotetaan havaittua aineistoa siten, etta myohempana 

ajankohtana mitattu tieto vaikuttaa estimaatin arvoon enemman kuin aikaisemmin mitattu. 

Painotetussa pienimman nelion -estimoinnissa rninimoidaan virhefunktio 
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e (t,k) = b(t,k)((y(k)} - (<p(k)}le]}
2

. 

Jos kaytetylta painofunktiolta vaaditaan 

~(t,k) = A(t)~(t-1 ,k), 1~~t-1 , 

~(t,k) = 1, 

niin saadaan seuraava yhteys periikkaisille estimaateille /1/: 

T 
[R(t)] = A(t)[R(t-1)] + ( <p(k) }( <p(k)} . 

Kayttiimalla matriisin kaant61emmaa, voidaan lauseke johtaa muotoon 

missa 

[L(t)] = ~P(t-1)] { <p(t)})!D(t) , 

[P(t)] = [P(t-1)]- [Q(t)}'D(t)}'A,(t), 

T 
D(t) = A(t) + { <p(t)} [P(t-1)]{ <p(t)}, 

[Q(t)] = [P(t-1)] { <p('t) }{ <p(t) }[P(t-1)]. 

Jos A on vakio, niin saadaan 

t·k 
~(t,k) = A . 

(71) 

(72) 

(73) 

(74) 

(75) 

(76a) 

(76b) 

(76c) 

(76d) 

(77) 

V akiota kutsutaan unohdustermiksi. Unohdusterrnin arvoksi valitaan tyypillisesti arvo valiltti 

0.98 - 0.995. Lausekkeen (77) kaytto yksinkertaistaa rekursiokaavaa /1/. 

Rekursiivinen pseudolineaarinen regressio ( RPLR ) 

Jos vektori (T(t,S)} ei riipu S:sta, niin se on lineaarinen regressiovektori. Mikali vektori 

( T(t,S)} riippuu 8 :sta, joka taas voidaan muodostaa vanhasta tiedosta, niin puhutaan 



pseudolineaarisesta regressiovektorista. Talloin voidaan johtaa rekursiivinen menetelma 

parametrivektorin (ajasta riippuva) muodostamiseksi /1/ : 

G<t)} = { <p(k) }T[e]. (78a) 

{ E(t)} = {y(t)}- {y(t)} , (78b) 

{e t} = {e t-1} + 'Y(tXR<t)r
1{ <p(t) }{ E(t)}, (78c) 

(R(t)] = (R(t-1)] + 'Y(t)( { <p(k)} { <p(k) }T- [R(t-1)]). 
(7&1) 

Rekursiivinen instrumentointimuuttujan menetelma ( RIV ) 

Rekursiivisessa instrumentointimuuttujan -menetelmassa voidaan johtaa lausekkeita (73) ja (74) 

vastaavasti lausekkeet 

missa 

(L(t)]= 1P(t-1)]{'Jf(t)})/D(t), 

[P(t)] = [P(t-1)]- [Q(t)}'D(t)YA(t), 

D(t) = A.(t) + {'Jf(t)}TrP(t-l)]{'JI(t)}, 

[Q(t)] = [P(t-1)] { 'Jf('t) }{ 'Jf(t) }[P(t-1)), 

on edeltavastii tiedostaja mahdollisesti O:sta muodostettu instrumentointivektori. 

Laskentamenetelmat rekursiiviseen estimointiin 

Rekursiivinen Gauss-Newton -menetelma 

Lausekkeen 

N 2 
VJ._O,Z~ = (1/2N)L,{e(t,9)} 

(79) 

(80a) 

(80b) 

(80c) 

(80d) 

(81) 
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gradientti on 

(82) 

Valitaan 

N T 
[R(t)] = 'Y(t) L~(t,k){ \jf(t,O) }{ \jf(t,9)} , 

(83) 

jolloin rekursiiviseksi estimaatiksi saadaan lauseke /1/ 

{e(t)} = (y(t)} - {Y(t)}, (84a) 

{8 t} = { 8 t-1} + 'Y(t)[R(t)r
1{ \jf(t) H E(t)} , (84b) 

[R(t)] = [R(t-1)] + 'Y(t)( { \jf(k) }{ \jf(k)} T_ [R(t-l)J) . 
(84c) 

Lauseke (84c) voidaan helpostijohtaa muotoon 

(85) 

minka ratkaisussa voidaan kliyttiili. esimerkiksi Choleskyn hajotelmaa, ilman etta matriisia R(t) 

tarvitsee kiili.ntaa. Lisliksi yleisesti R(t):ta voidaan pitaa symmetrisena matriisina. Yhtaloryhman 

ratkaisemista varten lOytyy useita valmiita ohjelmia lukuisista eri ohjelmakirjastoista. 
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Eplilineaariset mallit 

Coulomb-vaimennus ja jousen jaykistyminen tai loystyminen ovat kaksi tyypillista rakenteen 

epalineaarisuuden muotoa. Lokaali epalineaarisuus voidaan havaita esim. taajuusvastefunktion 

kayttaytymisestli llihella vastaavaa ominaistaajuutta. Eplilineaarisuuden suuruus voidaan arvioida 

esimerkiksi ominaistaajuutta vastaavan piikin leveydestli. 

Mikali lineaariseen malliin sovitetaan epalineaarisesta systeernista saadut rnittaussignaalit, voi 

tulos olla kayttokelvoton. Siksi jo estimointivaiheessa on pyrittava kayttamaan mahdollisimman 

tarkoin todellista systeemia kuvaavaa mallia. Kuitenkin on huomattava, etta epalineaarisen 

mallin sovitus mittauksiin voi johtaa huonosti kayttaytyvaan estimointiongelmaan, jolloin 

pienikin rnittaussignaalin muutos voi aiheuttaa suuren muutoksen estimoinnin tulokseen. 

Ongelmaa voidaan yrittaa kiertaa asettamalla reunaehtoja epalineaarisuudelle verrattuna 

lineaariseen kayttaytymiseen. Eplilineaarisen mallin parametrien estimoinnissa voidaan myos 



muodostaa muita havainnointimuuttujia kuin mita saadaan Kalman suodattimella ( tilamalli ). 

Eras tallainen on esitetty artikkelissa /21/. Itse asiassa tilamallin muodostaminen useimmille 

epalineaarisille systeemeille lienee hyvin vaikeaa ellei mahdotonta. 

Yksi suurimpia ongelmia epalineaarisia malleja kasiteltaessa on mahdollisten epalineaaristen 

tekijoiden suuri lukumaara. On vaikea tutkia, miten jokin systeemi on epalineaarinen, ellei 

rakenteesta ole riitilivaa etukateistietoutta. 

Linearisoiminen 

Jousen jaykistymista voidaan kuvata lineaarisella mallilla (14), jossa <p(t) on muotoa /1, s. 132/ 

-y(t-n~ u(t-1) 
2 

u(t-n) u (t-1) 

Talloin ratkaisu voidaan etsia vastaavia lineaarisia estimointimenetelmia kayttaen. Kuitenkin on 

huomattava, etta korkeamman as teen termien kasittely voi johtaa numeerisiin vaikeuksiin, kun 

malli on monimutkainen. 

Toinen mahdollinen lahestymistapa on kokeilla eri suuria epalineaarisuutta kuvaavia parametJ:eja 

ja tutkia esimerkiksi Akaiken kriteerin avulla mallin sopimista mittaussignaaliin. 

Epalineaariseksi termiksi valitaan se, joka parhaiten kuvaa rakenteen kayttaytymista /4/. 

Rekursion kdytto ratkaisussa 

Toinen mahdollinen lahestymistapa on estimoida vastaavan lineaarisen mallin parametreja 

rekursiivisesti. Mikali unohdustermi on suuri ja mittaukset on tehty epalineaarisuuden 

aiheuttamaan vaihteluun nahden suurella taajuudella, niin parametrien koko heilahtelee 

epalineaarisuuden mukana. Vertaamalla estimoidun parametrin heilahtelua vastaavaan 

mittausarvoon, voidaan pyrkia lokaalista maaraamaan epalineaarisuuden luonne ja suuruus. 

Menetelma vastaa ekvivalenttia linearisoimista /20/ tietyn aika-askeleen sisalla. Mikali 

epalineaarisuutta kuvaava funktio ei ole jatkuva, epalineaarisuuden vaikutus "suodattuu" 

edellisten estimaattien vaikutuksesta. 

TARKEIMMAT KA YTETYT MENETELMAT 

[ ] -Matriisi 

{ } - Vektori 

{ <p} - Mittausvektori 
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[ ]T - Transpoosi 

(J)* - Kompleksikonjugaatti 

q - Yksikkoviive 

h - Impulssivaste 

H - Taajuusvaste 

P((J)) -Tehospektri 

{ 8} - Parametrivektori 

{E} - Ennusteen virhe 

[R] - Korrelaatio 

VN - Virhefunktio 

[Jr] - Jakobin matriisi 

'A. - Unohdustermi 

{y} - Vaste 

{u} - Heriite 

[I] - Yksikkomatriisi 
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