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Artikkelissa johdetaan sandwich-palkin vapaan varahtelyn yhtalot, kun ote

taan huomioon paarteiden taivutusjiiykkyys, ytimen leikkausjiiykkyys, pitkit

tiiiset- ja poikittaiset hitausvoimat ja rotaatiohitaus, ja esitetaiin kerrospalkin 

ominaistaajuuksien ja -muotojen ratkaisemista elementtimenetelmallii tarkko

ja muotofunktioita kayttaen. Teoria on tarkasti voimassa kaksipaarteiselle ja 

symmetriselle kolmipaarteiselle sandwich-palkille ja likimaiirin myos useampi 

paarteisille symmetrisille palkeille. 

YLEISTA 

Viskoelastisella ytimella ja kimmoisilla paarteilla varustettujen kerrospalkkien 

(sandwich-palkkien) tutkimus liihti liikkelle halusta viihentiiii rakenteisiin koh

distuvan variihtelyn vaikutusta. Whittier (Whittier, 1959) osoitti ensimmaisenii, 

etta rakentamalla palkit taivutusjaykistii paarteista ja leikkausjaykastii ytimesta, 

jolla on korkea leikkausjaykkyys ja jonka taivutusjaykkyys on mitiiton, saadaan 

aikaan rakenne, joka merkitsevasti vaimentaa viiriihtelya. Lisaksi oletettiin, etta 

ydin on riittavan jiiykka estiimiian paarteiden suhteellisen liikkeen poikittaisessa 

suunnassa. 

Analyyttisten ratkaisujen esittamisestii (DiTaranto, 1965, Mead & al., 1969) 

sandwich-palkeille eri reunaehdoilla ollaan siirtymiissa elementtimenetelmiin. 

Viime vuosina onkin esitelty tiettavasti ensimmaiset tarkkaan elementtimene

telmiian (tar kat muotofunktiot) perustuvat laskentaohjelmat. Valmisohjelmissa 

on kerroksellisia kuorielementteja ja ratkaisut perustuvat polynomisiin muoto

funktioihin (ABAQUS, ANSYS). Kerrospalkkien dynamiikan tarkkaan ratkai

semiseen on kehitetty ohjelmia (Rao, 1977), mutta niimii eivat ota huomioon 

rotaatiohitauksia. Tarkkoja elementtiohjelmia on kehitetty sandwich-palkin 

staattiseen analyysiin (Davies, 1986, Heinisuo, 1986, Mottonen, 1987), viskoe-



lastiseen analyysiin (Westerlund, 1987) seka vapaan viirahtelyn ratkaisemiseen 

(Malmi, 1987). 

Tassa artikkelissa johdetaan sandwich-palkin vapaan viirahtelyn yhtalot, kun 

otetaan huomioon paarteiden taivutusjiiykkyys, ytimen leikkausjaykkyys, pit

kittiiiset- ja poikittaiset hitausvoimat ja rotaatiohitaus. Artikkelissa esitetiiiin 

kerrospalkin ominaistaajuuksien ja -muotojen ratkaisemistapa elementtimene

telmalla tarkkoja muotofunktioita kiiyttiien. 

Perusoletukset ovat seuraavat: 

1. Rakenteen massapainopiste ja kimmoinen painopiste ovat samassa pisteessa. 

2. Poikittaiset siirtymat eri kerroksilla ovat yhta suuret 

3. Paarteet ovat suoria, yhdenmuotoisia ja -suuntaisia kimmoisia palkkeja 

4. Y dinkerros ottaa vastaan vain leikkausjannitystii 

5. Paarteet ja ydin ovat liitetyt jatkuvalla liitiinnalla 

6. Materiaali ja poikkileikkaussuureet sailyvat vakioina elementin matkalla 

7. Siirtymat ovat pieniii. 

Kerrospalkin liikeyhtalot asianomaisine reunaehtoineen johdetaan Lagrangen 

formalismin avulla. Tahii.n tarvitaan kimmoenergian ja liike-energian lausek

keet. Taman jalkeen esitetii.an johdettujen differentiaaliyhtaloiden ratkaisut 

ja tarkat elementtiformulaatiot. Lopuksi tarkastellaan menetelmii.lla laskettuja 

esimerkkeja. 

KERROSPALKIN KIMMOENERGIA 

Tiissa esityksessa seurataan Heinisuon (Heinisuo, 1986) kiiyttiimiii. merkintoja. 

Kimmoenergian lausekkeelle U on johdettu kaava (Stamm & al., 1974) 
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ffilSSa 

EA = palkin puristusjaykkyys 

Eio = paarteiden yhteenlaskettu taivutusjaykkyys 

EI. = paarteiden puristus- ja vetojaykkyyden muodostama taivutusjaykkyys 
n 

= L EAiy;, n = paarteiden lukumaara 
i=l 

EI = EI. + Eio = palkin taivutusjaykkyys 

k = ytimen leikkausjaykkyys 

u = venyma 

v = taipuma 

1 = liukuma 

KERROSPALKIN LIIKE-ENERGIA 

J 

Kuva 1. 

~f 
/vf , i 
J ... 

J 

Siirtymakuva paarre i 

(2) 

G 

Tarkastellaan aluksi kuvassa 1 olevia koordinaatistoja. Globaalikoordinaatiston 

suuntavektoreita merkitaan kirjaimilla f ja J ja lokaalikoordinaatiston suun

tavektoreita kirjaimilla i ja ]. Koordinaatistojen valille saadaan yhteys 

i = cos v' f + sin v' J = f + v' J 
..... ,- , - , ..... -
j = -sin v I + cos v J = -v I + J 

(3) 



missii. on oletettu siirtymien olevan pieniii. eli sin v' = v' ja cos v' = 1. Ku

vassa 1 olevia merkinti:ijii. kii.yttii.en oletetaan, etta poikittaiset siirtymii.t ovat 

samat palkin poikkileikkauksen kaikissa pisteissii. ja paarteiden painopisteet Gi 

pysyvii.t samalla su01·alla, jolloin paarteella i olevan pisteen Pi siirtymii. r'p, 

voidaan lausua palkin painopisteen G, paarteen painopisteen Gi ja pisteen Pi 

suhteellisen siirtymii.n avulla seuraavasti 

IDISSa 

ra =uf +vf 

TG; = -yi<pf + y;f 
_,. i ""! i I -+ i _,. 
ri,rel = y J = -y v I+ y J 

Derivoimalla lauseke ( 4) a jan suhteen saadaan pis teen Pi nopeus i: p, 

0 • • • 

rp, = ra + ra, + ri,rel 
. I- . J- . I- i . 'I-= u + v - Yi<p - y v 

= ( u - Yicf - vii/) f + vf 

(4) 

(5) 

(6) 

missii. on oletettu palkin ja paarteen poikkileikkauksen muodonmuutosten rak

enteen poikkisuunnassa olevan nolla eli ii = 0 ja Yi = 0. 

Paarteen i massapisteen Pi liike-energia dTp, on 

1. . 
dTp, = 2rp,. rp,d11p, 

missii. 

= ~ [ (u- Yicf- yiv') f + v~ · [ (u- Yicf- yiv') f + -vf] d11p, 

1[•2 (' . i• t)2]d = 2 v + u - Yi<p - y v /lP; 

= ~pi[v2 + u2 + vlcp2 + yi 2 v'2 
- 2yiucp- 2yiuv' + 2yiyicpv' ]dAidx 

/lP, = Pisteen Pi massa, 

Pi = Paarteen i tiheys. 

(7) 

(8) 

Integroidaan paarteen poikkipinnan yli, jolloin liike-energiaksi saadaan d:c:n 

mittaiselle paarteen i osalle 

dTi = ( dTp, 
}A, 
1 j [ . 2 . 2 2 • 2 i 2 . 12 2 . . 2 i . . I 2 i . . '] dA d = - Pi v + u + Yi <p + y v - YiU<p - y uv + y;y <pv i :c 
2 A; 

1 1 ['2 · 2 2 ·2 i2.,2 2 . ']dAd = -Pi v + u + Yi <p + Y v - YiU<p i :c 
2 A; 

(9) 
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missa on kaytetty hyvaksi paarteen massapainopisteenmaiiritelmaa (fA, yidAi = 

0). Paarteiden yhteenlaskettu liike-energia dTt on 
n 

i=l 

= t ~Pi L, [v2 + u 2 + YN
2 + yi

2 
v'2 

- 2yiuc,O]dAidx 

missa n on paarteiden lukumaiirii,tiissa n =2 tai 3 . 

... 
J 

Kuva 2. Y dinkerroksen j pis teen Pj siirtyma 

(10) 

Vastaavasti johdetaan ydinkerroksen j pisteen Pi siirtyman lauseke. Perus

oletuksen mukaan paarteet ovat yhdenmuotoiset, jolloin tiedetaan (kuva 2) y

dinkerroksen painopisteen olevan paarteiden painopisteiden kautta kulkevalla 

suoralla, joka muodostaa kulman rp pystysuoran kanssa. Taten voidaan pis teen 

Pi siirtyma ip; lausua palkin painopisteen G, ydinkerroksen painopisteen G i ja 

ydinkerroksen pisteen Pj suhteellisen siirtyman avulla seuraavasti 

(11) 

filS Sa 

ra = uf +vi 

ra; = -yirpf + Yij 
. ...,. . ...,. • I _, . I -t 

r';,rel = y3 sin Oii + y 3 cos Oij = y 3 (sin Bi - v cos Bi )I+ y3 ( v sin Bi +cos Oi )J 

= yi(Oi- v')f + yi(v'Bi + 1)f = (yiOi- yiv')f + yi J 
(12) 



missa oletettu siir tymien ja toisen kertaluokan termin olevan pienia eli cos 0; = 

1, sinO; = 0; ja O;v' = 0. Derivoimalla lauseke (11) ajan suhteen saadaan 

pis t een P; nopeus f' P; 

. . . 
rp1 = ia + ia1 + i ;,rel 

= [u - Y; <P + yi8; - yiv'Jf + -v i 

jolloin on otettu huomioon, etta yi = 0 ja iJ; = 0. 

Vastaavasti ydinkerroksen j massapisteen P; liike-energia dTp1 on 

1. . 
dTp1 = 2,i P; · i P; d~tP; 

= ~ [ ( U - y j <j> + yi 0 j - yi v 1 f + v 2 ] d~t P; 

= ~P;[u2 + YJ<P2 + yi28] + yi2-u'2 + v2- 2y;u<P + 2yiu8; 

- 2yiuv'- 2y;yi<i;B; + 2y;yi<i;v'- 2yi
2
B;v'JdA;dx 

Integroidaan ydinkerroksen poikkipinnan yli, jolloin saadaan 

dT; = { dTp
1 jAi 

(13) 

(14) 

= !Pi { [u2 + i? + YJ<i> 2 + yi
2

BJ + yi2_;p - 2yju<j>- 2yi
2
Bjv'JdAjdx 

2 }A; 
(15) 

missa on kaytetty hyvaksi ydinkerroksen massapainopisteen maaritelmaa eli 

JA · yidAj = 0. Kuvasta 2 saadaan selville myos yhteys kulmalle ()j ja liuku-
1 

malle "f, joka on hi()i = an. Sijoittamalla tama yhteys yhtaloon (15) ja 

summaamalla liike-energiat dTj ydinkerroksista j = 1,2, .. ,n -1, missa non 

paarteiden lukumaara, saadaan yhtalo 

n-1 n-1 2 

dTc= L dTi= L ~j Pi[u2+v2+yJ<P2+yi2~~..Y2+yi2vl2 
j=1 j=1 A; J (16) 

2 · · 2 j
2 aj · · 'JdA d - YjU<p - y J:"fV j X 

) 

Kaksipaarteisella sandwich-palkilla j = 1, jonka perustella voidaan merkita 

a1 = a ja h 1 = h. Kolme tai use am pi paarteisena palkki oletetaan symmetriseksi 

poikkileikkauksensa suhteen, jolloin voidaan merkita h; = h ja aj = a. Sum

mataan lopuksi liik~-energiat paarteista ( dTt) ja ydinkerroksista ( dTc) ja inte

groidaan koko palkin yli. Kerrospalkin liike-energian lauseke on 

T = 1L dTt + 1L dTc 

= ~ 1L (~tu2 + fLV
2 + J.<i;

2 + lov'
2 

+leo (~) 2 

1'2 - 21co (~) ..Yv') dx 

. (17) 
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filS Sa 
J.t = Palkin massa pituusyksikkoii. kohti 

n n-l 

= 2::: J PidAi + 2::: J PidAi 
i= l A; j=l A; 

1. = Kerrosten etii.isyyksistii. tuleva Steinerin termi 

(18) 

lo = Kerrosten yhteenlasketut rotaatiohitaudet 

Yhtii.lossii. 17 on kii.ytetty hyvii.ksi palkin massapainopisteen mii.ii.ritelmii.ii. 

n n-l 

2::: J PiYidAi + 2::: J PiYidAi = 0. 
i=l A; j=l A; 

KERROSPALKIN DIFFERENTIAALIYHT AU) 

Kerrospalkille voidaan kirjoittaa Lagrangen formalismilla seuraava yhtii.lo 

J. t. [ d aT aT au] I: 6qj -(-. ) --+- dt = 0 
h . dt 8qj 8qj 8qj 

(19) 

missii. qi on yleistetty siirtymii.. 

Suorittamalla osittaisdifferentointi saadaan Eulerin yhtii.loiksi kii.yttii.en yhtii.loitii. 

(1) ja (17) sekii. lisii.ksi yhteyksiii. v' = cp + 1 

~til- EAu" = 0 

J.tV- lv" + EJvC4
) + 1/r' +leo(~) .:Y'- EI.1"' = 0 

-l.v'- leo (~) v' + EI.v"' + l.,:Y- EI.1" +leo(~) 
2 

,:Y + k1 = 0 

(20) 

(21) 

(22) 

EAu' = 0 V u = 0 (23) 

lv'-Eiv"'-l.,:Y-leo(~).:Y+Eisi"=O V v=O (24) 

Eiv" - EI.1' = 0 V v' = 0 (25) 

-EI.v" + EI.1' = 0 V 1 = 0 (26) 

Yllii. olevista yhtii.loistii. huomataan, etta pitkittii.is- ja poikittaisvii.rii.htely voidaan 

ratkaista erikseen. Tarkastellaan aluksi poikittaisvii.rii.htelyn differentiaaliyhtii.loii. 

ja sen ratkaisua. 



Oletetaan , etta kerrospalkki on harmonisessa liikkeessii, jolloin taipuma v ja 

liukuma 1 voidaan esittaii muodossa v(:c,t) = v(:c)Y(t) ja 1(x,t) = 1(x)Y(t), 

missii v( ;c) ja /( x) ovat taipuman ja liukuman muotofunktioita. Sijoitetaan 

lauseke Y = eiwt yhtiili:iihin (21) ja (22), jolloin saadaan yhtiili:it 

-p,w2 v + lw 2 v" + Efv(4
)- l,w21'- leo(~) w21'- EI,,"' = 0 (27) 

l.w2 v' +leo(~) w2 v' + EI.v"'- leo( ~) 2w21- l.w21- EI.1" + k1 = 0 (28) 

Derivoidaan jiilkimmiiinen yhtiilo kerr an paikan suhteen ja ratkaistaan yhtiiloistii 

(27) ja (28) liukuman derivaatan 1' lauseke, joksi saadaan 

(29) 

rmssa a = k - leo (I) ( ahk) w2 , a f::. 0. Lasketaan lisiiksi liukuman kolmas 

derivaatta ( 1"') ja sijoitetaan derivaattojen (!', 1"') lausekkeet yhtiiloon (27). 

Differentiaaliyhtiiloksi taipumalle v saadaan 

( 
2 lsW4 JL lcoJLIW

4
) 

-{LW + -- + V 
a a 

(l 
2 (l.+lcoi}(lo-lcoi}w4 Ef.JLW2

) 11 + w - + v 
a a 

( 
Efo(l. + lcoi}w2 EJ.(lo- lcoi}w2

) ( 4) + EI- - v 
a a 

(30) 

_ ( EI.Eio )v<6 ) = O 
a 

Nain saadaan vakiokertoiminen kuudennen kertaluvun yhtalo. Taman yhtiilon 

erikoistapaus l = l. = lo = leo = 0 on esitetty aiemmin kirjallisuudessa 

(DiTaranto, 1965). 

Jaetaan yhtiilo (30) korkeimman termin kertoimella, jolloin saadaan 

(31) 

ffilSSa 

Yhtali:in (31) muokkaamiseen kiiytetaiin sijoitusta v = er"', missii r 2 = .X, ja 

saadaan 

(33) 
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Yhtiilon (33) ratkaisemiseksi tehdiiiin sijoitus z = A+ 7, jolloin tiima muuttuu 

muotoon 

z3 + 3pz + 2q = 0 (34) 

llilSSa 

(35) 

Yhtiilon (34) ratkaisu riippuu diskriminantin D = p3 + q2 etumerkista. Diskri

minantin lau~ekkeeksi saadaan 

(36) 

Kun diskriminantti on positiivinen, loydetiiiin yhtiilolle (34) yksi reaalijuuri (z1 ) 

ja kaksi imaginaiiristii juurta ( z2 , z3 ) 

1 . v'3 . 
Z2 =- 2(uo + V0 ) + T(u0 - v0 )~ 

1 v'3 . 
Z3 =- 2(uo + Vo)---: T(uo- V0 )t 

llilSSa 

Diskriminantin ollessa negatiivinen, saadaan kolme reaalijuurta 

llilSSa 

1T-<p 
z2 =- 2..j=pcos --

3 
1T+<p 

z3 =-2..j=pcos--
3 

p 
<p =arccos---..;epa 

(37) 

(38) 

(39) 

(40) 

Diskriminantin ollessa nolla, saadaan kolme juurta, joista joko kaksi tai kolme 

ovat yhtii suuria. Juuret ovat 

z1 = 2qjp, z2,3 = -qjp, kun q =f. 0 

·z1,2,3 = O, kun q = 0 
(41) 



Yhtali:in (33) juuret saadaan edelleen yhtali:ista 

r -± ~ 1,2,3,4,5,6 - v "1,2,3 

m1ssa 

Homogeenisen yhtali:in ratkaisu on 

6 

v = L G;er;:c 
i=1 

missa vakiot 0; saadaan reunaehdoista. 

Pitkittaisvarahtely voidaan ratkaista yhtali:istii. (20) 

p:ii - EAu" = 0 

(42) 

(43) 

(44) 

(45) 

Oletetaan rakenteen olevan harmonisessa vii.rii.hdysliikkeessii., jolloin u(x, t) = 

-w2u( X), ja otetaan kaytti:ii:in yrite u( X) = er'". Sijoitetaan nama yhtii.li:ii:in 

( 45), jolloin saadaan 

- pw2u- EAu" = 0 

=?( -pw2 - EAr 2 )er:c = 0 

2 JLW2 

=?r =- EA 
(46) 

Yhtiili:iista (23), (24), (25) ja (26) saadaan lausekkeet normaalivoimalle N, 

leikkausvoimalle Q, kokonaismomentille M = M. + Mo ja paarteiden nor

maalivoimien aiheuttamalle momenttille M., jotka tii.yttii.vii.t reunaehtoyhtii.li:in 

/~(Nu + Qv- Mv' + M•r) = 0 (47) 

Tii.ssii. on oletettu, etta keskitettyjii. massoja tai rotaatiohitauksia ei ole palkin 

pii.issii.. Reunaehtojen antaminen kokonaisuuden k~nnalta on helpompaa, jos 

reunaehtoyhtii.li:i (47) muokataan muotoon (Stamm & al., 1974, Heinisuo, 1986) 

/~(Nu + Qv- M<p- Mo'Y) = 0, (48) 

23 



24 

missii kokonaiskiertymii <p on miiiiritelty <p = v'- I · Normaalivoiman N, leik

kausvoiman Q, kokonaismomentin M ja paarteiden yhteenlasketun momentin 

M 0 lausekkeet ovat 

N = EAu' 

Q = - Eiv"' + EI./11 + Jv'- (J. + Jco (~)) 1' 

(49) 

(50) 

(51) 

(52) 

M = -Eiv" + EI.1' 

M 0 = -EI0 v 11 

KERROSPALKIN OMINAISTAAJUUDET JA -MUODOT 

Taipuman lauseke voidaan edellisen luvun perusteella kirjoittaa muotoon 

6 

v = L:civi (53) 
i=l 

missii vakiot Ci saadaan reunaehdoista ja muotofunktiot Vi, kun >.i:t eiviit ole 

nollia , tarkastelemalla lohkokaaviota kuvassa 3. 

Kuva 3. 

V;+2 = z cos .;-::>:;z 
Vo +S = Z tin ~Z 

Lohkokaavio Vi:n ratkaisuista 

A - .\1 

·- .nJ>.l+~ 
Jlt+~ 

A, ~ ,fi 

Kun Aj = 0, saadaan muotofunktioiksi vi = X ja vi+l = x2
• Mikiili myos 

seuraava >.i+I = 0, saadaan muotofunktiot Vi+2 = x3 ja Vi+ 3 = x4
• Jos .:\ 1 = 



>.2 = A3, muotofunktioiksi saadaan 

~ vl = cosh v - 3x, 

~ V3 =X cosh v - 3X' 

2~ V5 = x cosh y - 3 x, 

Derivoimalla 1':n lauseketta (29) kerran ja sijoittamalla se yhtaloon (28) 

saadaan liukumalle 1 lauseke 

_ EI. Eia (s) (EI.(Jo-lcaVw 2 
_ EI.) ,, 

1 - a{3 v + a{3 {3 v 

-(EI.pw
2 

(J.+JcoVw
2

) '=~(j . r! . 
a{3 + {3 v ~ .~, 

t=l 

(54) 

ffilSSa 

(55) 

Kokonaiskiertymalle cp saadaan lauseke 

6 

cp = v' - 1 = L G;(V~ - 9;) 
i=l 

6 
(56) 

= LG;F; 
i=l 

ffilSSa 

;: .. = _ EI.EiaV~s) _ (EI.(Jo- lcaVw
2 

_ EI.) V!" 
t a{3 . , a{3 {3 , 

( 
EI8 pw2 (J. + lco~)w2 ) V' 

+ 1 + a{3 + {3 i 

(57) 

Kokonaismomentti M saadaan yhtaloista (29) ja (53) 

M = -Eiv" + EI.1' 

= EI:Iov<4 > + ( EI.(Jo ~Jco~)w
2 

_ EI) v" _ EI:_w
2 

v 
(58) 

6 

= LG;M; 
i=l 
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nus sa 

Leikkausvoima Q lasketaan yhtalosta (50) 

Q = -Eiv"' + EI.1" + Jv'- (Js + lco~),:Y 
6 

= M'- Jw 2v' + (J. + lco~)w2 { = ~ C;(M~- Jw2 VI + (J. + lco~)w2 (li 
i=l 

6 

= ~C;Q; 
i=l 

(60) 
IDlSSa 

(61) 
ja viimeisenii paarteiden yhteenlaskettu momentti M 0 on 

6 6 

Mo = -Eiav" = ~ 0;( -Eia VI') = ~ C;Mo; (62) 
i=l i=l 

Siirtymii.vektori {D} ja voimavektori {F} voidaan nyt muodostaa, kun otetaan 

lisii.ksi huomioon kaytetyt voimien positiiviset suunnat (kuva 4). 

Kuva 4. Voimien positiiviset suunnat elementin piiissa 

Vektorit ovat muotoa 

{D} = 

v(O) 
cp(O) 
!(D) 
v(L) 
cp(L) 
!(L) 

(63) 



{F} = 

-Q(O) 
M(O) 
Mo(O) 
Q(L) 

-M(L) 
-Ma(L) 

Koska tunnetaan yhteydet 

filS Sa 

[K]= 

{D} = [K]{O} 

{F} = [K]{O} 

[K]= 

V1(0) 
F1(0) 
Q1(0) 
V1 (L) 
F1(L) 
Q1(L) 

-Q1(0) 
M1(0) 
Mol(O) 
Q1(L) 

-M1(L) 
-Mol(L) 

V2(0) 
F2(0) 
Q2(0) 
V2(L) 
F2(L) 
Q2(L) 

-Q2(0) 
M2(0) 
Mo2(0) 
Q2(L) 

-M2(L) 
-Mol(L) 

voidaan muodostaa yhtiili:i {F}:n ja {D}:n viilille 

{F} = [K]{D} 

missii jiiykkyysmatriisi on 

[K] = [K][K]-1 

V6(0) 
F6(0) 
96(0) 
V6(L) 
F6(L) 
96(L) 

-Q6(0) 
M6(0) 
Mo6(0) 
Q6(L) 

-M6(L) 
-Mo6(L) 

(64) 

(65) 

(66) 

(67) 

(68) 

(69) 

Ominaisarvojen etsiminen liihtee liikkeelle jiiykkyysmatriisin [K] determinan

tista, jonka nollakohtia etsitiiiin. Niiiden kohtien etsintiiiin kiiytetiiiin Sturmin 

jonosaiintoon perustuvaa menetelmiia (Williams & al., 1970), jota on muokattu 

tiihiin tehtiiviiiin sopivaksi (Howson & al., 1973). Tallii menetelmalla voidaan 

miiarittaii tietyn kulmataajuuden alapuolella olevien ominaiskulmataajuuksien 

lukumaara ilman, etta yhtiikiian ominaistaajuutta jaisi pois valista. Talla 

menetelmalla voidaan etsia mikii. tahansa ominaiskulmataajuus ilman, etta 

tarvitsisi tuntea kaikki alimmat ominaiskulmataajuudet. Menetelma perustuu 

Rayleigh'n lauseen hyviiksikii.yttoi:in. 

Ominaistaajuuden haku johtaa iteraatioprosessiin, jolloin jokaisella lasken

takierroksella muodostetaan uusi jii.ykkyysmatriisi. Konvergointia on nopeutettu 
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Sturmin jonosaannon avulla. Ominaismuodot saadaan tekemalla origon siirto 

ominaisarvon viereen ja ratkaisemalla yhtalo 

[K(w)]{D} = {F} (70) 

jossa {F} on sopiva voimavektori (Howson, 1979). Ratkaisun tuloksena saatu 

vektori normeerataan itseisarvoltaan suurimman alkionsa suhteen. Voimavek

tori {F} valitaan esimerkiksi siten, etta sen alkiot ovat valillii. (-1,+1]. 

Siirtymii.n u lauseke voidaan yhtalon ( 46) perusteella kirjoittaa 

2 

u = l:G;U; (71) 
i=1 

missa vakiot G; saadaan reunaehdoista ja U1 =cos .;;ifx ja U2 =sin .;;ifx. 
Normaalivoiman N lauseke on 

2 2 

N = EAu' = 2::: EAU} = 2::: C;M 
i=1 i=1 

Kuten edellii. voidaan nytkin muodostaa yhtalo 

missii. jaykkyysmatriisi on 

{F} = (K]{D} 

(K] = [K][K]-1 

[K] = [ U1(0) U2(0)] 
U1(L) U2 (L) 

{F} = ( -N(O) ) 
N(L) 

suorittamalla matriisien [K] ja [K]-1 kertolasku saadaan edelleen 

.jEA{Lw2 [cos .;;iJL [ K] = -'------='==-
sin ~L -1 vn 

-1 l 
cos .;;iJL 

(72) 

(73) 

(74) 

(75) 

(76) 



ESIMERKKEJA 

Ensimmaisessa laskuesimerkissa tutkitaan kaksipaarteisen vapaasti tuetun sand

wich-palkin ominaiskulmataajuuksia, joille voidaan loytaa analyyttinen lauseke. 

Taipuman lauseke v = sin n~"' toteuttaa reunaehdot ja differentiaaliyhtalosta 

(31) saadaan 
n6~6 n4~4 n2~2 

- [;6 + ---y;4a1 - --vaz + a 3 = 0 (77) 

m1ssa a 1, a 2 ja a 3 saadaan yhtiiloistii (32) . Ratkaistaan yhtaJosta (77) w:n 

lauseke, joksi saadaan 

w= ~ ± ~(~) 2 
+C 

2A V 2A 

A= n2~2 (JJco~7 + (J. + lco~)(Jo- lcoV) + J.l(J. + Jco(I}
2

) 

L2 EI. Eio EI.Eio 

B = n4~4 (EIJco~7+Efo(J. +JcoV+EI. (Jo-JcoV) 
V ELE~ 

(78) 

n2~ 2 EI. ~~+Jk 11k + _ . _ r + -=:':r--=c::-
p EI. Eio EI. Eio 
n6~6 n4~4 Elk 

C = V + V EI. Eio 

Nyt voidaan tutkia rotaatiohitauden vaikutusta ominaistaajuuksiin vertaamalla 

saatua ominaiskulmataajuuden lauseketta ominaiskulmataajuuteen w, jossa ro

taatiohitautta ei ole otettu huomioon. Tamii. voidaan laskea kaavasta (77) aset

tamalla J = J. = Jo = leo = 0. 

Rotaatiohitauden vaikutusta tarkasteltiin laskemalla virhetermi ( w - w )/w 
muuttaen palkin geometria- ja materiaaliparametreja. Palkin jii.ykkyyden muu

toksen vaikutusta tarkasteltiin muuttamalla ydinkerroksen liukumodulin G 

ja paarteiden kimmokertoimen E suhdetta. Palkin massajakautuman muut

tumisen vaikutusta tutkittiin muuttamalla ydinkerroksen ja paarteiden tiheyk

sien (P/ p) suhdetta. Palkin poikkileikkauksen muuttumisen vaikutusta tutkit

tiin muuttamalla paarteiden ja ydinkerroksen korkeuden (t / h) suhdetta. Nii.ita 

muutoksia tutkittiin myos eri palkin korkeuden H ja pituuden L suhteilla. 

Palkin leveytta pidettiin vakiona (paarteet ja ydin olivat yhtii. leveii.t ). 

On selvii.a, etta jos kasvatetaan parteiden ja ydinkerroksen korkeuksien suhdetta 

tai paarteiden ja ydinkerroksen tiheyksien suhdetta tai palkin korkeuden ja 

pituuden suhdetta tai paarteiden kimmokertoimen ja ydinkerroksen liukumo

dulin suhdetta, rotaatiohitauden vaikutus kasvaa. Edella olevien suhteiden 
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vaikutusta rotaatiohitauteen kaikkien suhteiden muuttuessa yhtaaikaisesti on 

vaikeampi paatella suoraan. Analyyttisten lausekkeiden pohjalta on tehty 

laskentaohjelma, joka vertaa ensimmiiiseen ominaiskulmataajuuteen muodos

tuvaa virhetta, kun palkin rotaatiohitautta ei ole otettu huomioon (Malmi, 

1987). Virhetarkastelu on suoritettu palkin pituuden L ja korkeuden H suh

teen funktiona korkeuden pysyessii vakiona. Laskennassa muutettiin paarteiden 

ja ydinkerroksen korkeuksien tl h suhdetta, paarteiden kimmokertoimen E ja 

ydinkerroksen liukumodulin G suhdetta ja paarteiden tiheyden p ja ydinker

roksen tiheyden p suhdetta. Rotaatiohitauden vaikutusta kulmataajuuteen on 

selvitetty kuvissa 5 - 8. 

Kuvassa 5 nahdiian tyypillinen virhekuvaaja, kun G IE ~ O.Ol.Virhe on pieni 

ja se ei muutu palkin pituuden L tai paarrelydin -suhteen (tlh) muuttuessa. 

Myoskaan paarteen ja ydinkerroksen tiheyksien suhteen (f51 p) muutos ei kasvata 

virhetta tassii. tapauksessa kovinkaan paljoa. Vasta kun palkin pituuslkorkeus 

-suhde (LIH- suhde) on pienempi kuin kolme, virhe kasvaa voimakkaasti 

paarteen ja ydinkerroksen korkeuksien suhteen muuttuessa. Havaittavissa on 

kuitenkin, etta virhe voi kasvaa hetken aikaa LIH-suhteen kasvaessa. Tama 

tulee niikyviin selvemmin jaykkyyssuhteen G IE suuremmilla arvoilla. 

Kuvista 6, 7 ja 8 huomataan, miten tiheyksien suhteen 751 p muutos ja korkeuk

sien suhteen tlh muutos vaikuttaa suurilla jaykkyyssuhteen arvoilla. Tarkaste

lut on tehty jaykkyyssuhteen arvolla G IE = 0.1. Ensimmiiisenii. kiinnittaii. 

huomiota kayran tlh = 0.2 erilaisuus verrattuna muihin tlh-suhteen kayriin. 

Kayriin maksimi ei olekaan kohdassa L I H = 1, vaan virheprosentti kasvaa 

Ll H -suhteen kasvaessa. Samanlainen vaikutus nakyy heikosti viela suh

teella tlh = 0.6 kuvassa 6. Palkin pituuden kasvattaminen voi lyhyella ohut

paarteisella sandwich-palkilla muuttaa rotaatiohitaustermin merkitsevan su

ureksi. Toiseksi voidaan tarkastella tiheyksien suhteen pf p muuttumisen vaiku

tusta. Kuvista 6 - 8 voidaan paii.tella, etta tlh-suhteen kasvaessa tiheyksien 

suhteen pIp muuttumisen vaikutus virheprosenttiin pienenee. Y dinkerroksen 

tiheyden pienentaminen ohutpaarteisella sandwich-palkilla voi vaatia rotaatio

hitaustermin huomioon ottamisen. Paksupaarteisella palkilla ydinkerroksen ti

heyden pienentaminen tai suurentaminen ei paljoakaan muuta rotaatiohitauden 

vaikutusta ominaiskulmataajuuteen. 
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Toisena laskentaesimerkkina on Rosmanin (Rosman, 1965) esittama kerrostalo, 

jonka viisi ensimmaistii ominaistaajuutta on laskettu taulukkoon 1 ottaen 

huomioon rakenteen rotaatiohitaus. Tuloksia on verrattu ominaistaajuuksiin, 

joissa ei ole huomioitu rotaatiohitauden vaikutusta (Heinisuo & al., 1988). 

Alkuarvot ovat esillii kuvassa 9. 

STRUCTURE (R ATHAUS IN ZAGREB, ROSMAN 11J65 ) 

o. o:n. i Cl"'i r-J : EfJ t•1'\r.-:: : : 5 [Ht,;- . .._ [MI, 
" 

01 5 22 43, 38 3829D 64! 21 , 

0.20 30 67633 596273 1008 22 5 

0.25 30 84541 745341 ,260 23 9 

0.3J 40 117143 1032775 1746 2S 1 

E=:J 
E = 5000 {( !FinniSh code ~ , .. .. , 

I , 12 E1 a2 . . 

( 
K = ~ 1 11 2-1-h1- I Chole "' "k' 19~ 5 ) 

~ , = 0.7273 

~,= 1. 0 

4.2m h =3 4.2m 

11,4 m 

Kuva 9. Toisen laskentaesimerkin lahtotiedot 

Virheprosentti on alimmilla ominaistaajuuksilla pieni, mutta kasvaa nopeasti 

parillisilla ominaistaajuuksilla. J os kiiytetiiiin tarkkoja muotofunktioita esi

merkiksi siirtymiivasteen laskemiseen, kannattaisi ottaa myos rotaatiohitauden 

vaikutus mukaan laskettaessa ominaistaajuuksia ja muotofunktioita. 

Ominais- fn fn L..::..b. . 1 00% 
fn 

taajuus 

1 0.4687 0.4676 0.24 
2 1.8117 1.7946 0.95 
3 3.8735 3.8232 1.32 
4 6.4680 6.3046 2.59 
5 9.5689 9.2762 3.16 

Taulukko 1. Toisen laskentaesimerkin ominaistaajuudet ja niiiden virheprosentit 
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YHTEENVETO 

On selviiii, etta rotaatiohitaust.ermien vaikutus ominaistaajuuksiin riippuu voi

makkaasti uuman leikkausjiiykkyydestii, mutt a ominaistaajuuksiin syntyvii vir he 

voi riippua vahvasti myos muiden parametrien yhteisvaikutuksesta. Tiilloin on 

mahdollista valita sopivasti materiaalit ja rakenteen poikkileikkaus ja saada 

malli, jossa rotaatiohitauden vaikutuksen unohtamisella on tehty usean pro

sentin virhe jo ensimmaisissii ominaistaajuuksissa, sillii suurin virhe ei viilttii

miittii muodostu esimerkiksi pituuden ja korkeuden suhteella L/ H = 1, vaan 

virhe voi kasvaa L/ H-suhteen kasvaessa. Vapaasti tuetun kerrospalkin omi

naistaajuuden analyyttisestii lausekkeesta voidaan tarkistaa rotaatiohitauden 

vaikutuksen suuruusluokka. 

J atkossa on tarkoituksena tarkastella epiisymmetrista kaksi paarteista sandwich

palkkia, jossa otetaan huomioon mos paarteiden leikkausmuodonmuutokset. 

Lisiiksi on tarkoitus tarkastella vaimennettua viiriihtelyii ja transienttien kuor

mien huomioon ottamista. 
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