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YHTEENVETO: FEM-laskennan graafiset esitykset palvelevat ensisi
jaisesti lahtotietojen tarkistuksessa ja tulosten havainnollista
misessa. Tulosten osalta niista voidaan nopeasti kartoittaa 
tarkeat alueet, jonka jalkeen tarkat lukuarvot joudutaan kuiten
kin joskus etsimaan tuloslistoilta tai -tiedostoista. Monipuoli
set, luotettavat ja tarkat graafiset esitykset vahentavat tulos
tiedostojen selailu- ja tallennustarvetta seka sopivat erinomai
sesti nykyisin yleistyvien julkaisujarjestelmien aineistoksi. 
Tassa kirjoituksessa esitetaan tasa-arvokayraalgoritmi, jonka 
tarkkuus on kayttajan kontrolloitavissa. Sen lisatavoitteena on 
tuottaa tasa-arvokayraesitys mahdollisimman vahan vektoreita seka 
tietokoneresursseja kayttaen. Algoritmi on selkeasti ohjelmoita
vissa. Rekursiota tukemattomiakin kielia voidaan kayttaa, koska 
rekursio ei kaytannon tapauksissa ulotu 3-6 tasoa syvempaan. 
Kirjoituksessa esitetaan lisaksi joitain tulostussuureita ja esi
tystapoja, joita yleisohjelmat eivat tavallisesti tue. 

JOHOANTO 

Tasa-arvokayrien perinteisin sovellus lienee maaston korkeuskay

rien esittaminen; kayran pisteiden korkeus tietysta vertailuta

sosta mitattuna on vakio. Vastaavasti FEM-laskennassa havainnol

listetaan useiden suureiden jakaumia tasa-arvokayrin. 

Valitaan sopiva taso (20-tapauksissa perustaso, 30-tapauksissa 

usein jakin leikkaustaso), talta tasolta alue A seka esitettava 

suure f (kuva 1) . Tasa-arvokayra on niiden pisteiden ura, joissa 
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suureella on sama ennalta valittu arvo. 

Seuraavassa tehtavaan keskitytaan FEM-laskennan kannalta, 

vaikkakin esitettavaa algoritimia voidaan kayttaa muissakin so

velluksissa, esim. analyyttisten ja mitattujen funktioiden 

havainnollistamisessa, pintoje n tasoleikkauksissa jne . 

Te rmilla tarkkuus tarkoitetaan tassa seuraavaa: mita parempi 

tarkkuus, sita paremmin algoritmin tuottama tasa-arvokayra seuraa 

kaytetyn interpolaation mukaista tasa-arvokayraa. Toisaalta saa

tujen tasa-arvokayrien kulku voi antaa viitteita myos varsinaisen 

ratkaisun tarkkuudesta. 

FEM-INTERPOLAATIO 

Funktiota kuvataan jakamalla tarkasteltava alue osa-alueisiin eli 

elementteihin. Kunkin elementin alueella funktiota approksimoi

daan elementtityypille ominaisilla interpolaatiofunktioilla, 

lahde /1/. 

Tavallisesti vain funktio, eivat enaa sen derivaatat, on jat

kuva kahden vierekkaisen elementin yhteisella reunalla. Tassa 

esityksessa kasitellaan 6- ja 8- solmuisia isoparametrisi.a kol

mio- ja nelikulmioelementteja. Monille muille elementtityypeille 

tehtava voidaan kasitella vastaavaan tapaan. 
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6- ja 8- solmuiset 
elementit 

Kuva 1. Funktion f tasa-arvokayria alueessa A ja tyypillinen ele

menttijako. 

Mikali piirrettava suure on analyysin perustuntematon, esim. 

siirtymasuure tai lampotila , sita interpoloidaan isoparametrisis

sa elementeissa samoilla funktioilla kuin elementin geometriaa-



kin. Johdannaissuureita, esim. jannityskomponentteja, kuvaavat 

interpolaatiofunktiot ovat kaarevareunaisissa elementeissa yleen

sa luonnollisten koordinaattien r ja s suhteen korkeampiasteisia 

murtofunktioita. Tavallisesti yleisohjelmissa interpoloidaan 

kaikkien suureiden tasa-arvokayrat samalla tavalla, perustuen 

solmupisteissa maarattyihin keskiarvoihin ja elementtien jakami

seen sopiviin alikolmioihin. Nain esitetyt tasa-arvokayrat ovat 

jatkuvia, mutta saadaan ehka liian optimistinen kuva ratkaisun 

tarkkuudesta. Mikali suureet esitetaan ilman tasoituksia ja 

"todellisia" interpolaatiofunktioita kayttaen, voidaan elementin 

reunoilla esiintyvasta epajatkuvuudesta arvioida myos ratkaisun 

tarkkuutta ja havaita alueita, joissa verkon tihentaminen on 

tarpeen, lahde /2/. 

Tassa esityksessa tarkastellaan ensisijaisesti suuretta, jota 

voidaan interpoloida isoparametrisesti. Muiden interpolaatio

funktioiden kaytto ei aiheuta periaatteellisia muutoksia algorit

miin. Talloin tarvitaan vain luotettava korkea-asteisten polyno

mien juurten ratkaisija, ja muotofunktioiden osittaisderivaatto

jen (kantakoordinaattien x ja y suhteen) lausekkeet on tallennet

tava kertoimittain, jotta esim. jannityskomponenttien lausekkeet 

voidaan kirjoittaa ainoastaan toisen luonnollisen koordinaatin 

funktiona, kun toista pidetaan vakiona. 

PERUSALGORITMIN KUVAUS 

Kutakin tasa-arvokayraa etsitaan elementtikohtaisesti, eli hae

taan kayran kaikki osat yhden elementin alueelta ja siirrytaan 

sitten kasittelemaan seuraavaa. 

Mikali tasa-arvokayralla on useampi kuin yksi osakayra elemen

tin alueella, ei voida suoraan paatella, mitka tasa-arvokayran ja 

elementin reunojen leikkauspisteet kuuluvat samalle osakayralle. 

Kayran seuraaminen tasta tilanteesta lahtien on joskus 

epaluotettavaa, esim. iteratiivinen elementin reunalta lahteva 

algoritmi voi erikoistapauksissa harhautua vaaralle kayran os

alle. 

Ongelma voidaan ratkaista rekursiota kayttaen. Nelikulmioele

mentti jaetaan neljaan osanelikulmioon ja kolmioelementti vastaa-
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vasti neljaan osakolmioon (kuva 2) . Jako on edullista tehda 

luonnollisten koordinaatti e n suuntaisesti, koska talloin tasa

arvokayran ja osa- alueen reunojen leikkauspisteet ratkeavat hel 

p ommin . Toinen tuntematon on vakio, joten tassa kaytetyssa iso

parametrisessa interpolaatiossa tarvitaan vain toisen asteen 

yhtalon ratkaisu yhden tuntemattoman suhteen . 

Osa-alueiden jakoa jatketaan, kunnes tasa-arvokayra leikkaa 

alueen reunat vain kahdessa pisteessa. Taman jalkeen tutkitaan 

kayran esitystarkkuus ko. osa- alueessa . 

s 
s 

Tasa-arvokiiyrii 
Tasa- arvokayra 

Kuva 2 . Elementin jakaminen osa- alueisiin. 

ESITYSTARKKUUDEN KONTROLLOINTI 

Kun kayra leikkaa osa-alueen reunaa vain kahdessa pisteessa, vas

taavat kantakoordinaatiston pisteet voidaan laskea ja esittaa 

kayra karkeasti vain yhdistamalla pisteet. Nain tapahtuu myos 

esitettavassa algoritmissa, jos kaytetaan hyvin loysaa tarkkuus

vaatimusta . . 

Tarkkuutta voitaisiin parantaa yksinkertaisimmin jatkamalla 

rekursiivista aluejakoa, kunnes asetettu tarkkuusvaatimus saav u

tetaan. Menettelytapa tuottaa kuitenkin paljon vektoreita esi

tystarkkuuteen verrattuna, ei ole kovin edullinen tietokoneajan 

suhteen ja lisaksi rekursio ulottuu tarpeettoman syvaan. 

Kayralta edellytetaan, ettei minkaan osajanan keskipisteen 

etaisyys keskinormaalin suunnassa todelliselta kayralta ole an

nettua toleranssiarvoa suurempi. Kokeiltiin algoritmia, jossa 

Newton iteraatiota kayttaen haettiin lahin keskinormaalin suun

nassa oleva todellinen tasa- arvokayran piste. Se johti lahes 

samaan vektorimaaraan kuin seuraavassa esitettava tapa (vain n. 



1-2% vahemman), mutta vaati testitapauksissa n. 50% enemman 

tietokoneaikaa. Koska Newton iteraatio ei myoskaan valttamatta 

aina suppene, sen kaytosta luovuttiin. 

s 
s s 

Kuva 3. Osakayran tarkkuus ja tarkentaminen. 

Valitussa menetelmassa lasketaan kaanteisen isoparametrisen 

kuvaksen avulla luonnollisten koordinaattien pisteita A ja B vas

taavat arvot. Kuvassa 3 asiaa on havainnollistettu kayttamalla 

osa-alueena nelikulmioelementin "oikeata ylaneljannesta" ja kol

mioelementin "ylinta kolmannesta". Edelleen lasketaan funktion 

arvot em. pisteissa. Mikali haettava tasa-arvo sijoittuu naiden 

arvojen valiin, esitystarkkuus hyvaksytaan. Ehto ei kuitenkaan 

ole aina taysin tyydyttava. Korkea-

asteisen interpolaation yhteydessa 

voi esiintya esim. kuvan 4 mukainen 

tilanne, jolloin kayra ei ole riit-

tavan tarkka, eika algoritmi sita 

havaitse. Asia voidaan korjata suo

rittamalla tarkistus useammassa jan

teen pisteessa. Nain voidaan tehda , 

koska tarkistus on hyvin nopea. 

Paraboliselle isoparametriselle ku

vaukselle tarkistus vain janteen 

keskipisteessa on yleensa hyvaksyt

tavaa. 

s 

Kuva 4. Korkea-asteinen 

interpolaatio. 

r 
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OSAKAYRAN TARKENTAMINEN 

Kuvassa 3 on esitetty osakayran tarkentamisen periaate. Osa-alue 

"halkaistaan" pitaen vakiokoordinaattina sita luonnollista koor

dinaattia, jonka koordinaattiero janteen paissa on suurin. Hal

kaisu tapahtuu janteen keskipisteen kautta. Leikkauspisteet rat

keavat jalleen isoparametriselle kuvaukselle yhden tuntemattoman 

toisen asteen yhtalosta. 

Myos tama vaihe on rekursiivinen, esim. kuvassa 3 jana 0-x on 

jouduttu puolittamaan ja edelleen janaa 0-1 jakamaan pisteeseen 3 

saakka. Jos jana 0-3 tayttaa tarkkuusvaatimuksen, se esitetaan. 

Seuraavaksi tarkistetaan jana 3-2. Tarvittaessa sita jaetaan 

edelleen ja jatketaan samoin janojen 2-1 ja 1-x kanssa. 

Tasa-arvokayrien lisaksi samaa algoritmia voidaan kayttaa myos 

elementtien reunakayrien esittamiseen. 

Algoritmi tuottaa osa-alueen janat jarjestyksessa, mika hel

pottaa mahdollisesti tarvittavaa lajittelua. 

KORKEAMPIASTEISET FUNKTIOT 

Jannityskomponentit voidaan esittaa Hooken lain ja siirtymaderi

vaattojen avulla. Jos kirjoituksessa esitetyille kaarevareunai

sille elementtityypeille johdetaan tasojannitystilan jannityskom

ponenttien riippuvuus solmusiirtymista luonnollisten koordinaat

tien avulla lausuttuna, paadytaan murtofunktioihin, joiden seka 

osottaja etta nimittaja ovat neljannen asteen polynomeja. Mikali 

toista koordinaattia voidaan pitaa vakiona, asteluku on kolme. 

Kirjoitettiin rutiinit, jotka suorittavat polynomiaritmetiikan 

pitaen kunkin polynomin termin "erillaan". Nain jannitysjakauma 

voidaan lausua suoraan luonnollisten koordinaattien funktiona. 

Kuitenkin jannityskomponenttien laskenta tata funktiota kayt

taen edellyttaa enemman laskutoimituksia, kuin tavanomainen muo

tofunktiokutsuun perustuva. Tat~ havainnollistaa seuraava liuku

lukuprosessorilla va·rustetulla tietokoneella laskettu taulukko. 



Taulukko 1. Tasojannitystilakomponenttien ratkaisuaika 8-solmui

sessa kaarevareunaisessa elementissa kahdella eri menetelmalla. 

1 Tavanomaisten muo- Murtofunktion ! 
tofunktioalioh- avulla laskien l 

Samasta elementista jelmakutsujen tarvittava 
1 

laskettujen janni- edellyttama aika aika 1 Aikojen 

::::__~stei:e~-- lkm. __ 

1 

_r_s_J __ 0_.00~---------l - -l-~l __ 
0
_._

0
_
66 

____ -f -s::~: 
5 0.012 0.078 6.72 

10 0.023 0.093 4.08 
50 0.115 0.218 1.90 

100 0.229 0.374 1.63 
500 1.140 1.620 1.42 

1000 2.280 3.173 1.39 
10000 - 22.801 - 31.180 1.37 

Vaikkakaan menetelma ei nayta tarjoavan teholisaysta janni

tyskomponenttien laskentaan, se on silti hyodyllinen algoritmeis

sa, joissa tuntemattomien erottelusta on etua. Kirjoituksen me

netelmassa tama mahdollistaa korkea-asteisissa polynomeissa yhden 

tuntemattoman kasittelyn kahden yhtaaikaisen sijaan. 

MAHDOLLISIA ERIKOISTAPAUKSIA 

Eras algoritmin tarkeimmista vaiheista on tasa-arvokayran ja osa

alueen reunojen leikkauspisteiden luotettava maarittaminen. 

Kuvassa 5 on esitetty kaksi erikois-

tapausta. Kayra 1 leikkaa alueen 

reunan ja kulkee yhden sen kulmapis

teen kautta. Algoritmin on nainollen 

hyvaksyttava leikkauspisteina myos 

reunan paatepisteet ja suodatettava 

paallekkaiset pois. Kayra 2 puoles

taan havainnollistaa tapausta, jossa 

kaksi leikkauspistetta eivat viela 

takaa sita, etta kayra olisi alueessa. 

\ 
I 

\ 2 

Kuva 5. Erikoistapauksia. 

Erikoistapaukset voidaan ohjelmoida hyvin, mikali lisaksi on 

kaytettavissa myos luotettava polynomin juurten ratkaisija. Tes

tiohjelmassa on tarkoituksellisesti kaytetty sopivia tasa-arvo

kayrien kokonaislukuarvoja, jotta vaikeimmat mahdolliset tapauk-
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set saataisiin nakyviin. Kaytannon tapauksissa nama tilanteet 

esiintyvat harvoin. 

VEKTOREIDEN LAJITTELU 

Kayttaja saattaa "varmuuden vuoksi" valita tarpeettoman tiukan 

toleranssiarvon, mika ei valttamatta paranna esityksen selkeytta, 

mutta lisaa aina vektorimaaraa (kayran kuvaamiseen tarvittavia 

janoja) ja tietokoneen prosessointiaikaa. 

Kun tulostuslaitteen erotuskyky ylitetaan, esitys voi esim. 

kynapiirtureiden osalta jopa huonontua lisaantyvien kynan nosto

jen ja laskujen takia. 

Viimeksimainittua haittaa voidaan korjata huomattavasti jo 

lajittelemalla vain elementin alueen osajanat. Mikali samalla 

esitetaan myos elementtien reunaviivat, kynan nostot ja laskut 

sijoittuvat elementtien reunoille, eivatka nainollen erotu. 

Esityksen selkeyden lisaksi lajittelu on edullinen myos tiedos

tokoon suhteen. Jatkuvalle murtoviivalle tallennettavia koordi

naattipareja tarvitaan vahemman. 

Ohjelmassa voidaan myos tarkistaa kayttajan antama tarkkuus

vaatimus ja saataa se tulostuslaitteen tarkkuutta vastaavaksi, 

jos tama ylitetaan. 

MUITA TULOSTUSSUUREITA JA ESITYSTAPOJA 

Yleiskayttoisten FEM-ohjelmien tasa-arvosuureiden valikoima on 

joskus liian suppea kattaen esim. vain lampotilan, jannityskom

ponentit ja vertailujannitykset. Usein esim. siirtymat puuttu

vat. Varsinkin pinnan normaalisiirtymat ovat hyvin hyodyllisia 

kuorirakenteiden siirtymatilan ja lommahdusmuotojen tarkasteluis

sa. 

Mallin tasoleikkauksista havaitaan nopeasti pintojen muotovir

heet ja -epatarkkuudet. Talloin itse asiassa on kysymys mallin 

geometrian tasa-arvokayrista. 

Kolmidimensioisten elementtien tasa-arvokayrat esitetaan 

tavallisesti valitsemalla leikkaustaso ja tarkastelemalla tasa-



arvosuureen kayttaytymista tassa tasossa. Jois sakin tapauksissa 

luontevampi ja parempaan l opputu l okseen johtava tapa olisi valita 

kerros toisiinsa liittyv ia e lementteja , es im. rakenteen pintaan 

rajautuvat elementit. Mikali pinnan normaalia vastaava luonnol

linen koordinaatt i saa kussakin elementissa vakioarvon, syntyy 

mallin muot oa myotai l eva pinta. Nyt voidaan tutkia tasa-arvosuu

r een kayttaytymista talla pinnalla vain kahden luonnollisen koor

dinaatin funktiona. Lopullinen esitys olisi taman pinnan sopiva 

pro jektio. 

Isoparametrisessa kuvauksessa kayrat voidaan laskea aivan vas

taavaan tapaan kuin tassa kirjoituksessa kasitellyille elemen

teille, jopa muotofunktiotkin ja niiden derivaatat voidaan rat

kaista vain 2 x 2 Jacobin matriisia kayttaen, lahde /3/. 

Elementin solmussa lasketun jannityseron itseisarvo vastaavan 

solmun keskiarvojannityksen itseisarvoon verrattuna tuottaa tasa

arvoesityksen, josta havaitaan selkeasti verkon epatarkat alueet. 

On ymmarrettavaa, ettei kaikkia kayttajien toiveita kyeta 

tayttamaan suoraan ohjelman suurevalikoimalla. Kuitenkin tilan

netta voitaisiin ehka korjata sallimalla kayttajan aliohjelma, 

joka saa FEM-ohjelmasta parametreikseen laajan perussuureiden va

likoiman. Kayttajan tulisi maaritella oma suureensa perussuure i

den avulla, jolloin samalla maaraytyisi myos ko. suureen interpo

laatiofunktio. 

Esityksen havainnollisuutta voidaan lisata esim. piirtamalla 

positiivisia ja negatiivisia arvoja vastaavat kayrat eri vareilla 

tai viivatyypeilla (kuva 6). Kayrat voidaan myos esittaa kolmiu

lotteisina projisoimalla ne halutulle tasolle (kuva 7) . 

Kolmiulottei set kayrat voidaan nayttaa myos animaationa. 

Mikali eri katselupisteista piirretyt projektiot ladataan 

tyoaseman eri muistitasoille tai -segmentteihin, niita voidaan 

vaihdella hyvin nopeasti ja nain esittaa animaatio kiertyvasta 

kohteesta . 

OHJELMOINTIIN LIITTYVAA 

Parhaiten algoritmin ohjelmointiin sopinevat joko C-kieli tai 

Pascal, koska ne jo nyt tukevat rekursiivisia funktiokutsuja. 
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Algoritrnin perusvers io on kuitenkin ohjelrnoitu Fortran77-kie

lella varautuen rekursiotasoon 7 saakka , rnika on kaikissa testi

tapauksissa hyvin ri ittanyt . Mikali rekursio ulottuu syvernpaan 

elernentin osa-aluejaon yhteydessa kyseisissa osa-alueissa olevat 

tasa-arvokayrien osat jaavat kokonaan es ittarnatta . Jos taas yli

tys tapahtuu osakayran tarkentarnisvaiheessa , kayra esitetaan si l

la tarkkuudella, kuin syvin rekursiotaso sen sallii. 

Rekursiotason syvyys asetetaan Fortranilla ohjelrnoitaessa koo

din kirjoitusvaiheessa, ja se vaikuttaa koodin rnaaraan. 

Kuvan 6 tasa-arvokayrat on esitetty tarkkuusparametrin tol ar

volla kuvan sivumitta I 27000; kuvassa on 3530 vektoria. La sken

ta ja es itysaika n. 1 Mips tehoisella tyoasematietokoneella on n. 

55 sek . 

Kuva 6. Tasasivuisen kolmio- ja suorakaideprofiilien vaantokay

ristymisfunktion tasa-arvokayrat, lahde /4/. 

Kuva 7. Projisioidut tasa-arvokayrat (kuvaa on rnuokattu CAD

ohjelrnalla) . 



Kaytannossa nain suurta esitystarkkuutta tuskin tarvitaan. 

Usein on tarkeampaa, kuinka hyvin elementtien muotofunktiot in

terpoloivat todellista funktiota. Esim. kuvassa 6 nakyvissa 

tasa-arvokayrissa on lievaa aaltoilua; kaytetty elementtijako on 

suhteellisen harva. 

Kokeneellekin kayttajalle em. mahdollisuudet saattavat lisata 

tulosten tulkintanopeutta, mutta parhaimmillaan ne lienevat ra

portoitaessa ja esiteltaessa laskentoja muille henkiloille. FEM

laskentaahan pidetaan joskus hieman "etaisena" asiana. Syy voi 

joskus olla myos esitystekninen. 
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