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TIIVISTELMA: Artikkelissa kasitellaan elementtimenetelman perustana 
olevien heikkojen muotojen johtamista kahden yksinkertaisen esimerk
kiprobleeman avulla. Osittaisintegroinnissa tavallisesti poisjate
tyt sijoitustermit otetaan huomioon. Tasta aiheutuu muutoksia myos 
formulaatioiden lahtokohdiksi valittuihin tavanomaisiin yhtaloihin . 
Esitettya johtamistapaa suositellaan kaytettavaksi sen elementtime
netelman ymmartamista lisaavien piirteidensa vuoksi. 

JOHDANTO 

Tarkastellaan esimerkkina differentiaaliyhtaloa 

- Q___(k Q_p_) - Q 
dx dx 0 1 0 < X < 1 ( 1) 

reunaehtoineen 

4> ( o l = 4> 0 I ( 2) 

Kyseessa vo1si olla vaikka tavanomainen stationaarinen yksidimensi

oinen lammonjohtumistehtava: lj>(x) on tuntematon lampotila ja k(x) 1 

Q(X) 1 4>o ja 4> 1 ovat annettuja 1 tutun merkityksen omaavia suureita. 

(Yhtalon (1) vasen puoli on varustettu ehka luonnottoman tuntuises 

ti miinusmerkeilla. Taman tarkoituksena on pelkastaan valttaa muu

toin myohemmin tarvittava merkinvaihdos.) 

Likiratkaisujen pohjana kaytettava 1 systeemia (1) ja (2) vastaa

va heikko muoto johdetaan alan oppikirjoissa tavallisesti seuraavas

ti . Yhtalo (1) kerrotaan puolittain paino- eli testifunktiolla w(x) 

ja suoritetaan integrointi puolittain valin (0 1 1) yli: 
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fl d ~ 
ow[ - dx(k dx) - Q]dx = 0 . ( 3) 

Taman jalkeen kaytetaan hyvaksi osittaisintegroinnin kaavaa 

fl dh 11 (ld g -- dx = gh - ~ hdx 
0 dx 0 J 0ctx 

( 4) 

seuraavasti sovellettuna: g - w, h - kd~/dx, jolloin termi 

J
flw dd (k ~d )dx = llwk ~d - J(lddw k ~d dx . 
OX X O X OX X 

( 5) 

Osittaisintegroinnin tarkoituksenahan on tunnetusti alentaa funkti

oon ~ kohdistuvien derivaattojen kertalukua. Reunaehtojen (2) pe

rusteella vaaditaan viela, etta 

w(O) 0 , w( l) = 0 , ( 6) 

jolloin tuntemattomat kd~/dx(O) ja kd~/dx(l) haviavat formulaatios

ta ja saadaan haluttu heikko muoto 

l 
( (k dw ~ - wQ)dx 
)

0 
dx dx 0 • 

Esimerkiksi elementtimenetelmaa sovellettaessa otetaan sitten 

kayttoon tuttu approksimaatio 

( 7) 

<P=L:N.(x)~., (8) 
j J J 

joka sijoitetaan yhtaloon (7). Tavallisesti kaytetaan lisaksi 

Galerkinin keinoa, jossa testifunktiot otetaan yritefunktioiden Nj 

joukosta, joten tyypillinen lopullinen diskreetti yhtalo tulee ole

maan tyyppia 

(l dNi dN. fl 
l: J k a--~ dx~. - N.Qdx = 0 
j OX X J Ol 

( 9) 

Tarkkaavaista lukijaa jaa jakin kaivertamaan: Eiko matkan varrel-
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la ole harrastettu alyllista eparehellisyytta? Jos nimittain funk

tio ~ on vain c0-jatkuva - kuten on asian laita tavanomaisen esi

tyksen (8) yhteydessa - ei manipulointien tuloksena enaa synnykaan 

muotoa (7)! Tama ongelma pyritaan yleensa kuittaamaan suunnilleen 

seuraavasti. Ajattelemme ko. suureet manipulaatioiden ajaksi riit

tavan jatkuviksi, jolloin saadaan yhtalo (7). Tata pidetaan sitten 

tavallaan uutena matemaattisena totuutena ja unohdetaan sen synny

tystapa. 

Ennen jatkamista otetaan kayttoon merkintoja, joita voidaan so

veltaa tarvittaessa mahdollisimman vahaisin muutoksin myos useampi

dimensioisissa tapauksissa. 

Jaetaan avoin vali (0,1) eli~ sisapisteiden I= 1,2, ... avulla 

avoimiin osavaleihin e li elementteihin ~e, e = 1,2, .... Kaikki 

integroinnit suoritetaan kaytannossa elementeittain, joten esimer

kiksi heikko muoto (7) on nain allen 

L J (k dw 91 - wQ)d~ 
dx dx 

e ~e 

0 • 

Kaytettyjen merkintojen sisalto lienee ilmeinen. 

KORJAUSYRITYS 

(10) 

Tarkastellaan askeista johtoa nyt hieman tasmallisemmin. Lahto

kohtana oleva yhtalo (3) on elementeittain integroituna 

0 . ( 11) 

Osittaisintegrointia (4) sovelletaan vastaavasti paloittain muodossa 

( 12) 

Merkinta re viittaa elementin e reunaan, joka muodostuu tassa siis 

aina vain kahdesta pisteesta. Otaksutaan, etta ~' w ja k ovat kun

kin elementin sisalla niin jatkuvia, etta kaavaa (12) voidaan sovel

taa. Kun kaytetaan tavanomaista polynomiesitysta, ~ ja w ovat itse 
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asiassa C
00

- jatkuvia elementin sisalla. Jos suureen k arvossa tapah 

tuu hyppayksia, elementtien rajat pannaan yhtymaan naihin kohtiin, 

joten myos funktio k saadaan kaytannossa riittavan sileaksi element

tien sisalla. Kun yhtalot (12) summeerataan puolittain yli kaikki

en elementtien, saadaan ensin tulos 

I J eg ddhx d~ =I I gh- L J 2g hd~ . 
e ~ e re e ~edx 

(13) 

otetaan viela kayttoon merkinta 

[f] + -= f - f . ( 14) 

Talla tarkoitetaan suureen f arvon tietyssa pisteessa saamaa hyp

paysta. Merkinnat - ja + viittaavat vastaavasti vasemman- ja oike

anpuoleiseen raja-arvoon. Osittaisintegrointikaava (13) voidaan 

kirjoittaa taten myos muotoon 

I J e g ~~ d~ = I gh - I IT gh] - I ( 2g hd~ . 
e ~ I r I I e J ~e dx 

(15) 

Sijoitustermissa oleva merkinta r viittaa alueen ~ reunaan eli siis 

tassa pisteisiin x = 0 ja x = l. 
Kaavan (5) tasmennetyksi versioksi saadaan nyt (g- w, h- kd~/dx) 

I J w dd ( k d~ )d~ 
e ~e x dx 

I wk d~ - I w [k 9.1] - I J dw k dd> d~ 
r dx I I dx I e ~e dx dx 

( 16) 

Kuten huomataan, on lisaksi otaksuttu, etta testifunktio on c
0
-jat

kuva elementista toiseen siirryttaessa, jolloin kussakin sisapis

teessa I w = w+ = w- . 

Kun kaavaa (16) sovelletaan yhtalossa (11) ottaen viela huomioon 

valinnat ( 6), paadytaan - luuloteltuun tasmennettyyn - heikkoon 

muotoon 

l: J (k dw 9.1 - wQ)d~ +I wi[k ~]I 
e ~e dx dx I 

0 • ( 17) 
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Vertailu tavanomaisen muodon (10) kanssa osoittaa hyppytermeihin 

liittyvan eron. Uusi versio on saatu ilman alyllista vilppia ja 

tuntuisi siten oikealta lahtokohdalta. Kuitenkin ottamalla esimer

kiksi tapaus k = vakio, Q = 0 seka kayttamalla kaksisolmuisia line

aarisia elementteja ja Galerkinin keinoa paadytaan tyyppia 0 = 0 

oleviin diskreetteihin yhtaloihin. Taten rehellisyyden yritys pal

kitaan umpikujalla. 

LOPULLINEN KORJAUS 

Askeiseen probleemaan on kuitenkin loydettavissa kunniallinen 

ratkaisu. Kontinuumisysteemi (1) ja (2) voidaan taydentaa ainakin 

lammonjohtumistulkinnassa seuraavalla hyppy- tai pikemminkin jatku

vuusehdolla 

(18) 

eli 

[k ~] O, O<x<l. ( 19) 

(Lammonjohtumisessa ns. lampovuo q = -kd~/dx on fysikaalisista syis

ta jatkuva. Jos lammonjohtavuus k saa tietyssa pisteessa tietyn 

hyppayksen k+-k-, saa siis myos derivaatta d$/dx vastaavan hyppayk

sen niin, etta ehto (19) toteutuu.) 

Yhtalon (17) perusteella on nyt helppoa tehda tarvittava modifi

ointi. Kerrotaan yhta1o (19) puolittain kussakin sisapisteessa I 

testifunktiolla -wi ja lisataan kaikki nain saadut identiteetit puo

littain yhtaloon (11), jolloin saadaan yhtalo 

Kun tahan sitten sovelletaan paloittaista osittaisintegrointia, jou

dutaan juuri oikeaan muotoon (10). 

Lahtokohdan (20) kayttoa lahtokohdan (11) sijasta heikon muodon 

johdossa voidaan hyvinkin pitaa juuri elementtimenetelman luonteen 

huomioon ottavana versiona. Muistaen elementtimenetelman paloittai-
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sen approksimaation on pelkan kenttayhtalon lisaksi tarpeen painot

taa myos ratkaisun tietynlaista jatkuvuutta approksimaation "sauma

kohdissa". 

Paadyi mme siis vanhaan tuttuun lopputulokseen, mutta lahtokohta 

ja valiaskeleet poikkesivat tavanomaisista . Vaikka lopputuloksen 

johtaminen vie enemman riveja kuin tavanomainen tapa, elementtime

netelman kunnollisen ymmartamisen saavuttamiseksi olisi mielestani 

syyta suosia tassa esitettya versiota. Tama merkitsee, etta normaa

li probleeman kuvaaminen pelkkina kenttayhtaloina ja reunaehtoina 

tulisi heti karkeen taydentaa vallitsevilla jatkuvuusehdoilla. 

Jatkuvuusehtojen merkitys tulee korostetusti esille myos ns. 

SUPG-menettelyssa, jota selostetaan hieman seuraavassa. Olen 

paatynyt edella esitettyihin tulkintapainotuksiin juuri tutustues

sani SUPG-menettelya koskevaan kirjallisuuteen. 

SUPG-MENETTELY 

Tarkastellaan yhtalosysteemia 

dA> d d.~> v ~ - --(k -~) - Q = 0 
dx dx dx ' 0 < X < l ( 21) 

[ k d¢] = 0 
dx ' 0 < X < l (22) 

¢(OJ = <Po , ¢(1) ( 23) 

Kyseessa on muuten sama asetelma, jota on kasitelty edella paitsi, 

etta yhtalo (1) on taydennetty osuudella vd¢/dx ja jatkuvuusehto 

(19) on kirjattu heti mukaan tarkeana systeemia kuvaavana ominai

suutena. 

Yhtalo (21) on pe1kistetty yksidimensioinen versions. yleisesta 

konvektio - diffuusioyhtalosta (engl. convection-diffusion equation, 

advection-diffusion equation, convective transport equatioD). En

simmaisen kerta1uvun derivaattaan liittyva osuus vd¢/dx on ns. kon

vektiotermi ja toisen kertaluvun derivaattaan liittyva osuus 

d(kd¢/dx)/dx ns. diffuusiotermi. Yhtalo (21) voidaan tulkita ede1 -

leen lammonjohtumisyhtaloksi, jossa vain on otettu huomioon nopeu

della v virtaavan valiaineen liike. Konvektio-diffuusioyhtalolla on 
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erittain keskeinen asema virtausmekaniikassa, koska miltei kaikki 

sen yhtalot ovat luonteeltaan tata yhtalotyyppia. 

Dimensioton suure 

Pe vl 
k ( 24) 

ns. Peclet'n luku, kuvaa tietylla tavalla konvektion ja diffuusion 

voimakkuuksien suhdetta. Elementtimenetelman soveltaminen konvek

tio-diffuusioyhtalon yhteydessa tuotti aluksi ongelmia, kun Pe:n 

arvo (maariteltyna elementin kokoon liittyvan referenssipituuden 

avulla) kasvoi riittavan suureksi. Tarkea lapimuoto ongelman pois

tamisessa oli ns. SUPG-menettelyn (engl. streamline-upwind I Petrov

Galerkin method) kehittyminen. Suomeksi voitaisiin ehka puhua vir

taviiva- ylavirta I Petrov-Galerkin-menettelysta (VYPG ) . (Lahteet 

111 ja 121 antavat hyvan kuvan SUPG-menettelyn synnysta ja nykyti

lasta.) Menettelyn nimessa esiintyvat termit viittaavat seuraavaan. 

Sana ylavirta korostaa, etta valituissa testifunktioissa on tietyn 

pisteen kannalta voimakkaampi painotus yla - kuin alavirran puolella. 

Sana virtaviiva osoittaa, etta painotuksen tulee tapahtua juuri 

virtaviivan osoittamaan suuntaan. Nykyaan on muodostunut melko 

yleiseksi tavaksi puhua Petrov-Galerkin-keinosta, jos yrite- ja 

testifunktiot ovat eri funktiojoukoista. Esimerkiksi lahteissa 111 
ja 121 kaytetaan jatkuvia yritefunktioita, mutta epajatkuvia testi

funktioita. 

Johdetaan nyt lahteessa 111 esitetyn heikon muodon yksidimensioi 

nen versio. Systeemista (21), (22) ja ! 23 ) synnytetaan aluksi esi

tys 

( - d"' d deb deb 
1.: w [ v ~ - - ( k - ) - Q] dll - 1.: w [k -] 
e Jlle dx dx dx I I dx I 

0 • ( 25) 

se poikkeaa hengeltaan yhtalosta ( 20 ) siten, etta kenttayhtaloa on 

painotettu eri funktiolla kuin jatkuvuusehtoa. Lahteen 111 mukai

sesti otetaan 

w ::: w + p , ( 26 ) 

jossa w on tavanomainen c0- jatkuva Galerkinin keinoon liittyva tes

tifunktio ja p c- 1 -jatkuva hairiotermi, joka asetetaan haviamaan, 
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kun Pe ~ 0, mutta jolla on oleellinen merkitys, kun Pe on suuri. 

Testifunktion osuuden p suhteen ei harrasteta lainkaan osittaisin

tegrointia, vain osuuden w ja diffuusiotermin tulon suhteen suori

tetaan samoin kuin edella osittaisintegrointi. Nain paadytaan SUPG

menettelyn heikkoon muotoon 

~ I (wv ~ + k dw ~! - wQ)dQ + 
e Qe x dx 

+ ~ I p(v ~ - ~x(k ~) - Q)dQ = 0 . 
e Qe x 

( 27) 

Kun v = 0 ja siis p = 0, joudutaan takaisin tavanomaiseen muotoon 

(10). Kirjallisuudessa on annettu ohjeita testifunktion p valin 

noille ja aiheeseen ei puututa tassa. 

LOPPUTOTEAMUKSIA 

Kirjallisuudessa toimitaan usein siten, etta hyvaksi havaittu 

heikko muoto annetaan tylysti suoraan ja taman jalkeen mahdollises 

ti suoritetaan manipulaatioita, joiden perusteella differentiaaliyh

taloformulaation nahdaan olevan seurauksena. Kyseessa on siis tas

sa esityksessa selostettujen askelien kulkeminen kaanteiseen suun

taan. (Variaatioperiaatetta sovellettaessa toimitaan samaan tapaan: 

Funktionaali annetaan ja seurauksina saadaan Eulerin yhtalot ja 

luonnolliset reunaehdot . ) Ymmartamisen kannalta tassa artikkelissa 

esitetty kulkusuunta saattaa kuitenkin olla suositeltavampi. 

Tarkastellut probleemat on helppo laajentaa koskemaan kahta ja 

kolmea dimensiota. Kaavan (15) vastineiksi saadaan esimerkiksi ta 

sotapauksessa 

l: I n ghdr - l: ( n [gh]dr - ~ I ~ hdQ 
re x J r~ x eax ' e ext I 1nt e Q 

( 28) 

~ 
( Clh d Q 

e JQeg Cly 
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l: I n ghdr - l: I In [gh]dr - l: I ~ 9 hd!t . 
e re Y I r . Y e lle Y 

ext lnt 

Tassa l1 on avoin tasoalue ja r sen reuna. Elementtien valiset raja

viivat muodostavat sisaisen reunan rint' joka kertyy siis paloittai

sista osista rint Merkinta r:xt viittaa elementin e siihen reunan 

osaan, joka on mahdollisesti r:lla. Suureet nx ja ny ovat reunan 

yksikkonormaalin komponentit. Osalla r kyseessa on ulkoinen normaa

li. Sisaisen reunan eri puolet varustetaan kullakin osalla rint 

mielivaltaisella tavalla - ja + merkeilla. Yksikkonormaali on otet

tu kaavoissa (28) osoittamaan miinuspuolelta pluspuolelle pain. 

Myos mukaan otettavien reunaehtojen suhteen voidaan tehda tarvit

taessa laajennuksia. 

Taman artikkelin aihepiirin kannalta on kysymys aina kulloinkin 

vallitsevista hyppy- tai jatkuvuusehdoista selvastikin aivan oleel

linen. Miten jatkuvuusehdot saadaan? Mekaniikan sovellutuksissa 

tama kysymys ei muodosta yleensa erityista ongelmaa . Kontinuumime

kaniikan aksioomat koskevat alkuperaisissa muodoissaan aarellisia 

kappaleita. Aksioomista saadaan sitten johdettua matemaattisin 

keinoin tunnettuun tapaan paitsi kenttayhtalot ja reunaehdot myos 

kappaleen sisalla vallitsevat hyppyehdot. Taten syntyy esimerkiksi 

lujuusopin probleemeihin liittyva traktion eli jannitysvektorin 

jatkuvuusehto, jota voidaan hyodyntaa, jos virtuaalisen tyon peri

aate (eras heikko muoto) halutaan johtaa edella suositellulla taval

la. 
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