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TIIVISTELMA: Artikkelissa tutkitaan yleisen yksiaskelmenetelmaper­
heen parametrien suhdetta menetelman ominaisuuksiin rakenteiden 
transienttianalyysissa. Tarkastelu rajoittuu lineaarisiin 1 symmet­
risiin ja vaimentamattomiin systeemeihin. Tarkasteltavia ominai­
suuksia ovat stabiilius 1 suppenevuus 1 tarkkuus ja yliampuminen. 
Parametreille j ohdetaan ehdot 1 j otka niiden on taytettava 1 j ott a 
menetelma olisi toista astetta 1 ehdoitta stabiili 1 ylimpia ominais­
muotoja vaimentava ja tarkasti alimpia ominaismuotoja integroiva. 
Naiden kriteerien suhteen arvioidaan menetelmaperheeseen kuuluvia 
tunnettuj a menetelmia 1 kuten kollokaatio- j a a - menetelmia 1 seka 
eraita uusia menetelmaperheen jasenia. vertailun perusteella opti­
maalisia menetelmia ovat a-menetelmiin kuuluvat seka esitetyt uudet 
menetelmat. Wilsonin e ja Newmarkin menetelmat eivat sensijaan 
osoittaudu suositeltaviksi. 

JOHDANTO 

Tama tyo on suoraa jatkoa artikkelille / 1/ jossa esitettiin 
painotettujen jaannosten menetelmaan ja ns. Newmarkin approksimaa­
tioon perustuva yksiaskelmenetelmaperhe rakenteiden transienttiana­

lyysiin. Esitetty menetelma yhdistaa artikkelisarjassa / 2 1 3 1 4 1 5 / 

esitetyt SSpj ja beta-m menetelmat 1 joista ensimmainen on painotet­
tujen jaannosten menetelman yleistys aikaintegroinnissa sovellettuna 

yksiaskelproseduuriksi j a j alkimmainen Newmarkin menetelman yleistys. 
Tassa tyossa tutki taan SS5 menetelmaperheen parametrien vaikutusta 

menetelman tarkkuuteen 1 stabiiliuuteen ja yliampumiseen (engl. 
overshoot ) systeemin p1s1mman ominaisvarahdysajan merkittavasti 
ylittavilla aika-askeleilla. Tarkastelu rajoittuu lineaarisiin 
symmetrisiin systeemeihin ja se seuraa lahteissa / 6/ ja / 7/ kaytettya 
metodia. 
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Rakenteen 1ineaariseen 1iikeyhta1oon 

= f (t ) (1 ) 

sovel1ettuna sss menete1maperhe johdettiin 1ahteessa / 1/ . Hieman 

toisin merkinnoin tarkeimmat tu1okset ovat: 

Algoritmi 

Parametrit ai I i=l ••• sl sl yl 

D= a3M + a4lltC + a 5t~t2K 1 ( 2b ) 

v1 vo + llt [( l - Y) a 0 + Ya1 J I 
( 2c ) 

u1 = uo + t~tv0 + llt2 [( .l - s ) a:0 + sa1 J ( 2d ) 
2 

p = (1 - a 1 ) fo + a 1fl ( 2e ) 

jossa a "" ql v ""ql u "" ql lit = ti +1 - ti ja 1iiketi1avektoreiden 
a1aindeksi 0 1 1 vii ttaa vastaavasti integrointiaskeleen .alku- j a 
1oppupaahan. Kuormitus on interpo1oitu aika-aske1een alueessa 1ine­

aarisesti reuna-arvoistaan. Tau1ukossa 1 on esitetty muutamia t un­
nettuja menetelmia 1 jotka sisa1tyvat sss menetelmaperheeseen. 

Lahempi tarkastelu osoittaa 1 etta Ray1eighin vaimennuksen 1 c = 

aM + bK 1 tapauksessa yhtalon (1) ominaismuotoihin jako OJ ja aika-

diskretisointi AD kommunikoivat kuvan 1 mukaisesti. Taten integroin­

timenete1man analyysi voidaan keskittaa yhden vapausasteen yhta1oon 

.. • 2 
1> + 2 E;wcp + w cj> = '¥ ( t ) 1 ( 3 ) 

Esitetaan yhtalon (3) aikadiskretisointi tavanomaisessa muodossa 

( 4 ) 
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Taulukko 1. SSS perheen vastaavuudet muihin menetelmiin . 

Mer:.ete1rna ja 

pararnetrit 

SS32 /2/ 

-Kollokaatio ­

menete1rnat / 6/ 

s k 

Wi1sonin 6 

rnenete1rna 
1 1 

8k=6 rk=z 6k= 6w 
Tr.apetsisaanto 

1 1 
8k'=4 rk=z 6k= 1 

(beta-2 rnenete1rna 

/ 3/ ) Newmarkin 

rnenete1rn~ 

f\= eN yk= YN 
ek=l 
a- rnenete1rnat / 6/ 

Brn Ym am 

1 s=.,. 
() 

B 

Vastaavan SSS mencte1rnan pararnetrien 

arvot 

1 
r=z 

1 
B = 4 

= BN y = 

1 
= 2 
as = 

YN CXJ=1 

= 62 a2 k 

= -1 

~ az = 1 a3 = -1 

a4 =-yN as= - BN 

e. = Bm y = ')' CIJ=1+ am a2= ex 1 rn 
ex, = , u4=-(l+a )y exs=-(1+ exm)Bm - ... m rn 

Huomautus: sss menetelmaperhe antaa taulukon mukaisilla parametrin 

sovituksilla a-menetelmaa vastaavan menetelman vain, kun vaimennus 

c = o. Lahteessa / 6/ on kuitenkin osoitettu, etta a - menetelma on 

lokaalin diskretointivirheen suhteen toista astetta ainoastaan 

tassa tapauksessa. sen sijaan taulukon 1 mukainen sss perheesta 

saatava modifioitu -menetelma on toista astetta myos vaimennetuille 

systeemeille kuten jaljempana ilmenee. 

25 



M~ + cq + Kq = 1 i5 Ca 1-a o) = - - 1 7-(M+a
1

6tc+ 2a
2
6t-K )a

0 
+ 

AD + (C+a
1 
MK)v

0 + Kto - p 

i5" = a 3M + a4Mc + a5M 2K 

OJ OJ 
.. rt "~ ¢ + + = -'I' o' Cai -a0) = cT+a1 6tr+~a 2 6t 2 A ) a 0 + 

- AD + (f+ a
1 

M A)'v 0 + "A- · - p' r =rz~ . w . J u o 
1 1 

ii r 2 TI • = a
3
T + a

4
M"f + a

5
M 2A = w. J 

1 

I = r 1 J 

-Kuva 1. Operaattoreiden OJ ja AD kommutointi. Matriisit I, r ja A 
ovat diagonaalimatriiseja. 

.. 
jossa Xi = (ui l'ltvi l'lt2ai ) T, jossa U"" ~ , V""' ~ ja a<><~ ja vektori Li 
on riippuvainen ulkoisesta kuormituksesta o/ (t ) . Tarkastel1aan homo­
geenista tapausta o/ (t ) =O; Li = o. Eri yksiaskelmenetelmia voidaan 
nyt tutkia tarkastelemalla niiden vahvistusmatriisia (engl. ampli­
fication matrix) a. sss menetelmille matriisi A on 

1 
,2 t;·L 

1 lji 1 
+ a- 1 + a- 2 + 8-D D D 

p; n2 lji2 lji 1 
( 5 ) y- + y- 1 + y-D D D 

Q2 lji2 
1 

lji 1 
D + D D 



jossa on kaytetty merkintoja 

c\tw 1 

' 2 

Nopeudet ja kiihtyvyydet voidaan eliminoida yhtalosta (4) sovel­
tamalla sita toistuvasti perakkaisille aika-askeleille. Talloin 
saadaan ekvivalentti moniaskelmenetelma (homogeeniselle yhtalolle 1 

"E "" OJ 

(6) 

jossa kertoimet A11 A2 ja A3 ovat matriisin A invariantit 

A 1 trace (A) 1 

A2 matriisin A paaalideterminanttien summa 

A3 "" det (A). 

Niille saadaan lausekkeet 

1 n2 W~ 
A1 2 + (Y - -)- + _L. + A31 2 D D 

A2 1 + (y J n 2 
+ 

1jl2 
+ 2A3 1 - -z)j) D 

AJ 1 + (8 
1 n2 ljil 

(y 1) !2 - y + 2)- + - + -
D D '"' 

27 



KONSISTENSSI 

Maaritelman mukaisesti (ks. 171) menetelman lokaali diskretointi­

virhe 

Kehittamalla $ t:n suhteen Taylorin sarjaksi saadaan 

a = T Tillti"72<j> (i } (t ) 
i= O 

jossa 

+ 

i > o. 

( 7 ) 

( 8 ) 

Menetelma ( 6 ) on konsistentti astetta k j os a -+ 0 ( lltk) kun lit-+ 0 

ja k > o. Menetelman konsistenssi takaa siis diskretisoinnin lokaa­

lisen, asymptoottisen lahestymisen kohti oikeaa ratkaisua kun aika­

askelta rajatta pienennetaan. Dahlquist on osoittanut lahteessa 

191, etta lineaarinen moniaskelmenetelma , kuten (6) joka on ehdoitta 

stabiili ei voi asteeltaan ylittaa kahta. Tarkastellaan vahintaan 

toista astetta olevia menetelmia ja asetetaan m = 3 yhtalossa (8 ) . 

Virheelle a saadaan lauseke 

( 9 ) 

Sijoittamalla Ti:n, i = 1. •• 3 lausekkeet yhtaloon (9 ) saadaan 
ehto , joka parametrien on toteutettava, jotta menetelma olisi toista 

astetta: 

(10) 

Kollokaatiomenetelmilla ehto (10 ) saadaan taulukon 1 sijoitusten 

avulla lahteissa 161 j a 171 esi tettyyn muotoon y = i· Taul ukon 1 
1 mukaisille modifioiduille ., -menetelmille ehto on v + a m = 2 . 
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STABIILIUS JA SUPPENEVUUS 

Menetelma (4) on ehdoitta stabiili jos ratkaisux ei kasva rajatta 
kun t + "'ja nE(O,c:O). Tunnetusti tama ehto toteutuu vain jos matrii­

sin A spektraalisade 

P = ·max { I A 1 I , I A 2 I , I A 3 I } .::. 1 ( 11) 

ja ·yhtasuuruuden tapauksessa maksimi on yksikasitteinen. 
Edella A1 , A2 ja AJ ovat matriisin A ominaisarvot, jotka saadaan 

karakteristisen yhtalon 

ratkaisuina. Jos yhtalossa (11) yhtasuuruutta ei sallita, on mene­
telma asymptoottisesti stabiili ja ratkaisu x + o, kun t + "'. Jos 
ehto (11) on voimassa vain kun rl<n0 , jossa n c on stabiiliusraja, on 
menetelma ehdollisesti stabiili. 

ll'utkitaan menete1man parametrien suhdetta stabiiliuuteen. A:n 
ominaisarvot ovat yleensa kompleksisia, joten stabiiliusehto (11) 

edellyttaa ominaisarvojen sijaitsevan kompleksitason yksikkoympyras­
sa . 'Muunnos 

A = (1. + z) I ( 1-z) (13) 

kuvaa kompleksitason yksikkoympyran kompleksitason vasemmalle puo-
1iskolle ja stabiiliusehto saadaan muotoon Re(z).2_0. Karakteristinen 
yhta16 (12) muuttuu muotoon 

1 

(1-z ) 3 

+ (3 - A1 - A2 + JA3)Z + (1 - A1 + A2 - A3)] = 0 

(14) 

Koska nimittajan nollakohta z = 1 ei sijaitse komp1eksitason 
vasemma11a puo1itasolla, riittaa kun tarkastel1aan yhtalon (14) 
vasemman puo1en osoittajaa. Hurwitzin kriteerin mukaan osoittaja11a 
on juuret, joi11a on negatiivinen reaa1iosa vain jos ehdot 
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1 - A1 + A2 - A3 > 0 ' (15a) 

1 + A1 + A2 + A3 > 0 ' (15b) 

3 + A1 - A2 - 3A3 > o, (15c) 

3 - A1 - A2 + 3A3 > 0 ' (15d) 

i - A2 + A1A3 - A~ > 0 (15e ) 

toteutuvat. Vaimentamattomassa tapauksessa, E; =0 , stabiiliusehdot 

(15 ) toteutuvat kaikille r.E ( O,oo ) (ehdoitta stabiilius ) , jos paramet­

reille on voimassa epayhtalot 

4a5 + 2(3 - y + a2 + 2r c< 1 - Ll 1 :._ 0 , (16a ) 

(16b ) 

(16c ) 
+ yS - y 2 + y - !_ B- !_ .:_ 0 . 

2 4 

Jos yhtaloihin (16 ) sijoitetaan taulukon 1 mukaisesti kollokaa­

tiomenetelmaa vastaavat parametrien arvot , saadaan lahteessa /71 
esitetty stabiiliusehto ( y = ~ ) 

2e~ - 1 ek 
---::,..---- < (3 < __ .:..:..____ 

4 ( 28~ - 1) - k- 2 (ek + 1) 
(17) 

l 
Jos edelleen asetetaan Wilsonin 8 menetelmaa vastaavasti Pk = -6-, 

saadaan ehto 8 8~ - 128~ + 2 .:_ o, josta saadaan r atkaistua tunnettu 

ehdoitta stabiiliuden kriteer i Wilsonin e menetelmalle: 'Jw > 1 , 366 0 . 

~-menetelmille stabiiliusehdot saadaan muotoon 0 ~ am ~ - ~ , 
1 a 

Sm ~4 - 2• 

Menetelman globaali diskretointivirhe. 

a (t ) = 4> (t ) - u (t ) . 
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Menetelman sanotaan olevan suppeneva astetta k, jos kiintealle 
ajan hetkelle t 6 + O (ll tk) , kun l'l t + 0 ja k > 0. Suppenevuus on 

siis olennaisen tarkea aikadiskretisoinnin ominaisuus 7 se takaa 

diskreetin ratkaisun globaalin, asymptoottisen lahestymisen kohti 

tarkkaa ratkaisua aika-askelta rajatta pidennettaessa. Edellisessa 

kohdassa maaritelty konsistenssi takasi lahestymisen ainoastaan 

lokaalisesti. Lahteessa / 8/ on osoitettu , ettamenetelman konsistens­

sista ja stabiiliudesta seuraa suppenevuus. Suppenevuuden asteluku 

on talloin sama kuin konsistenssin asteluku. 

TARKKUUS JA NUMEERINEN VAIMENNUS 

Yhtaloiden ( 6 ) ja (12 ) perusteella diskreetti ratkaisu voidaan 
esittaa muodossa 

3 
Un = E 

i=l 
(19 ) 

jos ominaisarvot ovat erilliset. Kertoimien Ci , i = 1. •• 3 , arvo 

maaraytyy alkuarvojen perusteella. Yhtalon (19 ) perusteella voidaan 

paatella , etta menetelman asymptoottinen kayttaytyminen kun t + " ' , 

riippuu spektraalisateesta p 7 mita pienempi p sita nopeammin ratkaisu 

lahestyy nollaa. 

Rakenteiden dynamiikassa diskreettiin n vapausasteiseen liike­

yhtaloon (1) paadytaan, kun jatkuvan rakenteen liiketilaa approksi­

moidaan n-ulotteisessa funktioavaruudessa. Useimmiten tama tehdaan 

kayttamalla elementtimenetelmaa , jolloin kantafunktiot ovat paloit­

tain jatkuvasti derivoituvia polynomeja. Ainoastaan alimmat ominais­

taajuudet ja -muodot vastaavat talloin kohtuullisen tarkasti jatkuvan 

rakenteen ominaisparej a. Aikaintegroinnissa pyri taan integroimaan 

mahdollisimman tarkasti vain alimpien ominaismuotojen osuus vasteesta 
ja ylimpien, virheellisten ominaismuotojen osuus vasteesta pyritaan 

numeerisesti vaimentamaan mahdollisimman tehokkaasti. Spektraali­
sade kuvaa taman numeerisen vaimennuksen tehokkuutta. 

Tutkitaan toista astetta olevia, ehdoitta stabiileja menetelmia , 
kun t~t, ja siten n , lahestyy nollaa tai aaretonta. Yksinkertaisuu-
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den vuoksi raj oi tutaan vaimentamattomaan tapaukseen , t; = o. Kun ,\2+0 

j atetaan invaranttien Ai lausekkeista rl : n suhteen toisen a steen 
termit pienina suureina pais, jolloin saadaan 

Huornataan, etta pararnetri a 3 maarittaa rnenetelrnan asymptoottisen 

kayttaytymisen aika- askelta rajatta pienennettaessa. Sijoittamalla 
ylla olevat lausekkeet karakteristiseen yhtaloon ( 12 ) nahdaan, etta 

\1,2 + 1 ja >- 3 + 0 kun a3 + - 1. Menetelma Hihestyy tiilloin aika­
askelta pienennettaessa trapets isaantoa, jolla on lahteessa / 9/ 

todistettu olevan pienin lokaali virhe ehdoitta stabiilien moniaskel ­

menetelrnien joukossa. Koska pienilla aika- askeleen arvoilla mene-

telrnan tarkkuus on oleellinen kriteeri, tarkastellaan jatkossa vain 

rnenetelrnia, joille a 3 = - 1. Talloin ehto (10) I joka maaritteli 
rnenetelrnan olevan toista astetta sen toteutuessa, saadaan rnuotoon 

y ( 2 0) 

Ehdoitta stabiiliuden ehdot (16 ) rnuuttuvat rnuotoon 

( 21a ) 

1 3 2 
a 5 + 2 a 2 + f3 + 2 a1 - a 1 - 1 ~ 0 • { 21b) 

Kun rl + oo, ovat invarianttien Ai lausekkeissa rnerkitsevia vain 

r~:n toista astetta olevat terrnit ja saadaan 

1 + ( P - 1 )/a 5 , 

jossa 

Stabiiliusehdoiksi ( 21 ) saadaan ylla olevin rnerkinnoin 

a 5 .::_ - {, 1 - P ::._ a 5 ::._ ~ - ~P. Taulukossa 2 on esitetty spektraali­
sateen rninirniarvo Prn i. n ja sita vastaava P:n arvo Prnin pararnetrin a 5 
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funktiona. Spektraa1isatee11e saadaan pienin arvo kun a 5 ~ 0,3 . Kun 

~ s 1ahestyy stabii1iusrajaa - 0,25 tai miinus aaretonta, kasvaa 

spektraa1isade kohti ykkosta ja menete1ma ei vaimenna numeerisesti 

y1impien ominaismuotojen osuutta vasteesta. 

Tau1ukko 2. Spektr~a1isateen minimiarvo p min j a si ta vastaava P: n 

arvo Pmin parametrin a 5 funktiona. 

as Pmin 
p . 

m1n 

- 0,25000 1,00000 1,25000 

- 0,26000 0,91971 1,26960 

- 0,27000 0,83734 1,28839 

- 0,28000 0,74891 1,30633 

- 0,29000 0,64241 1,32331 

- 0,30000 0,50622 1,33891 

- 0,31000 0,52242 1,35420 

- 0,35000 0,57986 1,41824 

- 0,50000 0,71667 1,68405 

-0,75000 0,81853 2,16130 

- 1,00000 0,86676 2,65117 

Suppenevi11e menete1mi11e on o1emassa positiivinen vakio·~ siten, 
etta kun n((O, ~) niin matriisi11a A on komp1eksikonjugaatti ominais­
arvopari Al 2 ja reaa1inen ominaisarvo A3 , jotka toteuttavat epa-

' yhta1on A3 < A1,2 ~ 1 /7/. Ratkaisu (19) voidaan ta11oin kirjoittaa 

muotoon 

(22) 
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missa 

Al,2 = A ± Bi I 

w = n f lit 1 

n = arctan (B/ A) • 

Pienilla aika- askelen arvoilla diskreetin ratkaisun voidaan 

katsoa vastaavan tarkkaa ratkaisua systeemille 1 jolla on hieman 

suurempi vaimennus ja jaykkyys kuin alkuperaisella systeemilla. 

Numeerinen vaimennussuhde ~ ja suhteellinen jakson ajan virhe (T­
T)/T, jossa T = 2nj w ja T = 2nj w 1 ovat yleisimmin kaytetyt suureet 

menetelman tarkkuuden kuvaamiseen pienilla aika- askelen arvoilla 

(Q<Q ) 1 jolloin tarkkuus on oleellinen. 

YLIAMPUMINEN 

Yleensa usean vapausasteen systeemeissa aika-askel valitaan 

siten, etta korkeimmilla taajuuksilla suhde llt/ T on huomattavasti 

suurempi kuin yksi. Edellisessa kohdassa todettiin spektraalisateen 

maarittavan ratkaisun kayttaytymisen suurilla aika- askeleen arvoilla. 

Spektraalisateen ollessa pienempi kuin yksi ratkaisu lahestyy nollaa 

kun t + oo, Wilsonin e menetelman yhteydessa on kuitenkin huomattu 

ensimmaisten aika- askelten aikana huomattavaa yliampumista , eli 

varahtelyn amplitudi on monisatakertainen tarkkaan arvoon verrattuna. 

Menetelman yliampumisella tarkoitetaan tassa juuri tata amplitudin 

menetelmasta johtuvaa vahvistumista tarkkaa arvoa suuremmaksi /7/ . 

Talloin ensimmaisten aika-askelten aikana ylimpien ominaismuotojen 
osuus vasteesta 1 joka pyrittiin virheellisena laskennallisesti 
kokonaan suodattamaan pois 1 saattaa olla huomattava ja siten vaikut­

taa ratkaisevasti koko laskennan tarkkuuteen. Vaikka yhtalon (19 ) 

mukaisesti spektraalisateen ollessa pienempi kuin yksi tama virheel ­
linen osuus vasteesta melko nopeasti suodattuu, niin transientti­
analyysissa, jossa juuri ensimmaisten aika- askelten osuus on kiin-
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nostavin, ei voida kayttaa voimakkaasti yliampuvaa menetelmaa, kun 
halutaan kontrolloida virhetta. 

Lahteesta / 71 on todettu ehdoitta stabiilien menetelmien yli ­
ampumisen selittyvan silla, etta vahvistusmatriisin A normi kuvaa 
ratkaisun kayttaytymista ensimmaisten aika-askelten aikana suurilla 
nt:n arvoilla. Koska stabiililla matriisilla voi olla mielivaltaisen 
suuri normi, ei menetelman stabiilius esta sen yliampumista. Tarkas­
tellaan yliampumista ensimmaisen, merkittavimman aika-askeleen 
aikana. Yhtaloiden (4) ja (5) perusteella saadaan ratkaisu ensim­
maisen aika-askeleen jalkeen 

n2 ~1 2 • 

2 
-Gj:) n )uo + (1 + Yi)2 ) ntv0 

g2 ~'1 ;jJ 

v1 = '(Yo - n2 - Y0 n2)uo/ nt + (1 + Y"j} )v0 

Kun n + "' saadaan 

Menetelma ei nain ollen ole yliampuva, jos ehdot 

B = 

CL5 

CL2 

CLS 
-a-

1 

1 3 
ets = 2 (et1 - 2 )a2 

(23a ) 

(23b) 

(24a ) 

(24b) 

(25a ) 

(25b) 

(25c) 

ovat voimassa. Ainoa ehdoitta stabiili, toista astetta oleva kasitel­
tavan menetelmaperheen jasen, joka ei ole yliampuva on siten trapet­
sisaanto. Koska trapetsisaanto ei kuitenkaan vaimenna ylimpia omi­
naisumuotoja , vaan sen spektraalisade on yksi kaikilla aika-askeleen 
arvoilla, tarkastellaan menetelmia , jotka eivat ole neliollisesti 
yliampuvia. Talloin on ehdon (25a ) ja toisen ehdoista (25b ) tai 
(25c ) oltava voimassa. Modifioidut et-menetelmat ovat tata tyyppia: 
ne toteuttavat ehdot (25a) ja (25b ) . Kaytannossa myos naita lahella 
olevat menetelmat , joissa ehdot (25b ) ja (25c ) toteutuvat molemmat 
likimaaraisesti voivat tulla kysymykseen. Kuvassa 2 on esitetty 
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rnuutarnien rnenetelrnien antarna ratkaisu yhtalolle ( 3) 1 kun 1; = o I 

'l' (t) = o ja llt/T = 10. Menetelrnien pararnetrit on annettu taulukossa 

3. 

Taulukko 3. Vertailtavien SS5 rnenetelrnien pararnetrit. 

nro Ctl a2 . 03 as B y 

1 0,541822 0,542697 -1,000000 -0,260000 0,479089 0,958178 

2 0,836052 0,903685 -1,000000 -0,300000 0,331974 0,663948 

3 0,588532 0,592451 -1,000000 -0,270000 0,455734 0 '911469 

4 0,900000 0,900000 -1,000000 -·o, 272250 0,302500 0,600000 

( a-menete1ma a = -0,1 ) 

5 0,700000 0,700000 -1,000000 -0,295750 0,422500 0,800000 

( a-menete1ma a = -0,3 ) 

6 1,000000 1,000000 -1,000000 -0,250000 0.250000 0,500000 

( trapetsisaanto ) 

7 1,420000 2,016400 -1,420000 -0,477215 0,166661 0,500000 

( Wi1sonin 8 menete1ma 8 = 1,42 ) 

8 1,000000 1,000000 -1,000000 -0,302500 0,302500 0,600000 

( Newmarkin menete1ma 6 = 0,3025 
' 

y = 0,6 ) 

Koska aika-askel on kyrnmenkertainen jaksonaikaan nahden, oleel­
lista ei ole tietenkaan rnenetelrnan tarkkuus 1 vaan sen nurneerinen 
vairnennus ja yliarnpurninen. Kuvissa yliarnpurninen tapahtuu, kun vasteen 
logaritrni on positiivinen. Menetelrnan nurneerisen vairnennuksen tehok­
kuus nakyy siina nopeudessa 1 jossa vasteen logaritrni pienenee. 

Kuvista 2a) voidaan paatella 1 etta Wilsonin e rnenetelma (rnenetelrna 
nurnero 7) on ainoa rnenetelrna 1 joka on vahvasti yliarnpuva siirtyrna­
vasteen osalta, kun alkuarvoina on annettu siirtyrna. Nopeusvaste on 
talloin lievasti yliarnpuva rnyos rnenetelmilla 4, 5 ja s, joskin 
tassakin suhteessa Wilsonin e rnenetelrna on huonoin. Parhaiten nurnee­
risesti vairnentavia nailla alkuarvoilla ovat rnenetelmat 2 ja 5. 
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Kun alkuarvona on annettu alkunopeus nahdaan kuvista 2b), etta 
Wilsonin a menetelma on tassakin tilanteessa pahiten yliapuva siir­
tymavasteen suhteen. Lievasti yliampuva on myos menetelma 2, jota 
saattoi odottaa, koska menetelman parametrit eivat tayta ehtoa 
(25b ) . Nopeusvasteen osalta mikaan menetelmista ei ole yliampuva. 
Parhaiten numeerisesti vaimentavia ovat jalleen menetelmat 2 ja 5. 

MENETELMAPERHEEN PARAMETRIEN VALINTA 

Valittaessa optimaalista menetelmaa liikeyhtalon (1) ratkaisemi­
seksi kaytetaan edella olevan analyysin perusteella seuraavia kritee­
reita: 

1. Menetelma on toista astetta. 

2. Menetelma on ehdoitta stabiili. 

3. Menetelma vaimentaa tehokkaasti ylimpien omianismuotojen osuuden 
vasteesta. 

4. Menetelmalla on pienilla aika-askeleilla mahdollisimman pieni 
numeerinen vaimennussuhde ~ ja jaksonajan suhteellinen virhe 
(T - T) / T. 

5. Menetelma ei ole neliollisesti yliampuva. 

Nama kriteerit eivat ole toisistaan riippumattomia ja ne ovat 
osittain ristiriitaisia. On myos huomautettava, etta ne ovat tarkoi­
tetut kaytettaviksi lahinna elementtimenetelmalla syntyvien suurien 
ja ainoastaan alimpien ominaismuotojen osalta tarkkojen systeemien 
integrointiin: yhden tai muutaman vapausasteen systeemeille ainoas­
taan kriteeri 4 on relevantti ja integrointiin voidaan kayttaa 
ehdollisesti stabiileja korkea-asteisia menetelmia. Edella esitetyn 
perusteella on kasiteltavan menetelmaperheen parametrien toteutettava 
seuraavat ehdot, jotta kriteerit toteutuisivat: 
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2. Ehdot (21 ) . 

3. as ~ - 0,30 ja p ~ 1,34. 

4. a 3 = - 1. 

5. Ehto (25a ) ja toinen ehdoista (25b ) tai (25c ) . 

Kuvassa 3 on esitetty spektraalisade, kuvassa 4 nurneerinen vairnen­
nussuhde ja kuvassa 5 suhteellinen jakson ajan virhe rnuutarnalle 
optirnaaliselle rnenetelrnalle ja vertailun vuoksi rnyos eraille rnuille 
tunnetuille rnenetelrnille. 
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Kuvasta 3 voidaan nahda jo kuvissa 2 ilmennyt menetelmien 2 ja 5 

hyva numeerinen vaimennus. Trapetsisaanto (menetelma numero 6 ) ei 

ole lainkaan numeerisesti vaimentava, vaan sen spektraalisade on 

yksi kaikilla aika-askeleen arvoilla. 

Kuvista 4 ja 5 nahdaan, etta Wilsonin menetelmaa ja Newmarkin 

menetelmaa (menetelma numero 8 ) lukuunottamatta muut menetelmat 

ovat kohtuullisen tarkkoja, jos suhde ll t / T on pienempi kuin 0,1 

jota voidaan pitaa kyseisen subteen ylarajana pyrittaessa tarkkaan 

integrointiin . Vertailemalla kuvia 3, 4 j a 5 nahdaan myos, etta 

menetelman parempi numeerinen vaimennus saavutetaan tarkkuuden 

kustannuksella: tarkin menetelma on trapetsisaanto , joka ei ole 

lainkaan numeerisesti vaimentava. Taulukon 3 mukaisen Newmarkin 
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t 1 ·· ametrit e 1'va"t toteuta ehtoa (10) , eika menetelma nain mene e man par 
ol1en ole toista astetta , mika nakyy myos kuvasta 4. 

"' N 

cO 

(-. 

'"' ;:-: ,o 
t: 

YHTEENVETO 

0.0 0. 1 0.2 

.oUT 

Kuva 5 

Tyossa on analysoitu lahteessa / 1/ esitetyn menetelmaperheen 

parametrien suhdetta menetelman ominaisuuksiin rakenteiden transient­

tianalyysissa. Esitetyn perusteella voidaan vertail1a tunnettujen 

kollokaatio- ja a - menetelmaperheiden ominaisuuksia, seka naihin 

kuulumattomia perheen menetelmia. Ensinnakin tassa tyossa , samoin 

kuin lahteissa / 6/ ja / 7/ , on kaynyt ilmi, ettei Wilsonin o-menetelma 
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monessakaan suhteessa veda vertoja a-menetelmille tai edes kaikille 

kollokaatioperheen menetelmille . Onkin katsottava lahinna perusteet­

tomaksi sen edelleenkin suuri s uosio rakenteiden dynamiikan yleisena 

integrointimenetelmana. Toiseksi on huomattava, ettei myoskaan 
toinen yle i sesti kaytetty menetelma, Newmarkin menetelma, ole kovin 

suositeltava, koska se palautuu trapetsisaannoksi niilla parametrien 

l.l N j a Y N arvoilla j j a i , j oilla se on toista astetta j a ehdoi tta 
stabiili, eika nain ollen vaimenna lainkaan ylimpia ominaismuotoja. 

Menetelmaperheesta ovat sen s ijaan suositeltavia taulukon 3 viisi 

ensimmaista menetelmaa, joista menetelmat numero 4 ja 5 ovat tunnet­
tuja - menetelmia ja kolme ensimmaista uusia menetelmia. 

Tassa tyossa on paaosin tutkittu vain vaimentamattomia systeemeja. 
Talloin parametrin a 4 arvo ei vaikuta menetelman ominaisuuksiin. 
Vaimennetuille systeemeille voidaan parametreille a4 valita arvo 

•l - menetelmien mukaisesti a 4 = - a1y. 
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