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TIIVISTELMA:Artikkelissa kiisitelliiiin taivutetun palkin probleeman avulla hyb­

ridi- ja sekaelementtimenetelmiii. Sekamenetelmien stabiiliusanalyysissii keskei­

sellii sijalla olevaa Babu!!ka-Brezzi ehtoa on tarkasteltu lyhyesti. Numeerinen 

suppenemisnopeustesti on suoritettu joillekin esitetyistii menetelmistii. Yksinker­

tainen a posteriori virhe-estimaatti on johdettu sekaelementille ja tuloksia ky­

seiseen virhe-estimaattiin perustuvasta adaptiivisesta menettelystii on esitetty. 

JOHDANTO 
Hybridi- ja sekamenetelmiit muodostavat Jaajan ja monimuotoisen osan 

elementtimenetelmistii. Niiden tiismiillinen miiiirittely on kuitenkin hankalaa. 

Professori T .H.H. Pian, joka on suuresti vaikuttanut niiiden menetelmien kehit­

tymiseen, on esittiinyt seuraavan historiallis-mii<iritelm<illisen niikemyksen /1/ . 

Termi hybridimenetelmii on tullut elementtimenetelmiin mukaan kiinte<in aineen 

mekaniikasta m<iiiritell<ikseen duaaliset menetelm<it, joissa otaksutaan yhteensopi­

vat siirtym<it (vastavuoroisesti jilnnitystraktiot) elementtien rajoilla lisilyksenii 

tasapainoehdot toteuttavaan jilnnitystilaan (yhteensopivaan siirtymiltilaan) ele­
mentin alueella. Tilllilisten hybridijiinnitys- ja hybridisiirtymiielementtien for­

mulaatio perustuu vastaavasti modifioidun komplementaarisen muodonmuutos­

energian tai modifioidun potentiaalienergian periaatteisiin, joissa elementtien 

villisiii jilnnitystraktioiden ja siirtymien yhteensopivuusvaatimuksia on lievennetty 

ottamalla kilyttoon lisiituntemattomia Lagrangen kertojamenettelyllil. Hybridi­
mallin variaatioformulaatiossa otaksutaan riippumattomiksi kenttiisuureet ele­

mentin alueella ja elementin rajoilla, kun taas sekamalli perustuu useamman kuin 

yhden kenttilsuureen samanaikaisesti toisistaan riippumattomaan approksimaa­

tioon. Elementtimallia kutsutaan seka- hybridimalliksi, mikilli siinil on enemmiln 
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kuin yksi kenttiisuure elementin alueella ja mikiili se sisiiltiiii lisiiksi riippumatto­

mia muuttujia elementin reunoilla. 

Kuva 1 pyrkii havainnollistamaan seka- ja hybridimenetelmien viilistii suhdet­

ta . Tiissii artikkelissa liihinnii voimamenetelmiiii (tasapainomallit) olevat menetel­
miit j iitetiiiin kiisittelyn ulkopuolelle. 

Yhteeruopivuuamalli 

-viztuaali!en lyon periaate 

/ -potentiaalienergian min. per. Ilp(u) 

~ Hybridi!iirlymamalli 
-mod. pot. energlan per. 

rr~·d(u,>.) "" Hybridi!ek&malll 
-mod. Hellingerln-Rei!anerln per. 

------------- rij7~d(C7, u, >.) Sekamalli I 
1. . -- - ---- - 'i 

-Helllngerln_-Ret..ncrin per. 
. . 

IInR(.,,u) 
nmf( ... u,p) 

/ 
I 

.. .. .. 
Hybrid(jii.nnilyamalli 
-mod. komplernentaarienergian per. 

n~•d(.,,p) 

~ 
Taaapalnomalll 
-komplementaari!en viztuaali!en lyon per. 
-komplernenlaarienerglan min. per. ric(") , 

Kuva 1. Vuokaavio eri elementtimenetelmiiformulaatioista. Tiissii artikkelissa 

kiisitelliiiin katkoviivan yliipuolella olevia tapauksia. 



VARIAATIOPERIAATTEISTA 
Lineaarisen kiinmoteorian probleema voidaan esittiiii seuraavasti /2/ 

V·D'+p=O 

£ = ~(Vu + VuT)} 0: ssa 

0' =a: e (1) 
r (T : lla 

U=U r": lla 

an= r.,. u r .. 

jossa 0', e, u ovat jiinnitys- ja muodonmuutostensori sekii siirtymiivektori, jotka 

ovat probleeman tuntemattomat. Materiaalitensori a ja kuormitusvektori p ovat 

tunnettuja suureita. T on tunnettu jiinnitysvektori reunalla r u ja vastaavasti u 
on annettu siirtymii reunan osalla r u· 

Probleemaan (1) liittyvii potentiaalienergian funktionaali on /2/ 

Ilp(u)= f (~ e :a: e-p ·u)dn- f T·udr, 
ln 2 lr, (2) 

rajoite-ehtona 

U=U r": lla. (2') 

Rajoite-ehto (2') voidaan sisiillyttiiii Lagrangen kertojien avulla suoraan funktion­

aaliin (2). Niiin saatu laajennettu muoto ei vaadi lisiiehtoja, mutta sisiiltiiii toisis­

taan riippumattomina varioitavat funktiot u, .X. 
Hellingerin-Reissnerin variaatioperiaatteen funktlonaali on /2/ 

rajoite-ehtona 

U=1l r": lla. (3') 

Varioitavia suureita ovat nyt 0' ja u. Geometriset reunaehdot voidaan sisiillyttiiii 
Lagrangen kertojien avulla suoraan funktionaaliin (3). 

Variaatioperiaatteiden funktionaaleja muodostettaessa on kyseisten integraa­
lien oltava iiiirellisiii. Tamii rajoittaa sitii funktioluokkaa, johon hyviiksyttiiviit (lu­
valliset) yritefunktiot voivat kuulua. Mikiili funktionaalissa esiintyvii korkeimman 
kertaluvun derivaatta on kertalukua n, tiilloin on yritefunktioiden oltava sellaisia, 
ettii niiden (n - 1):s derivaatta on jatkuva. 
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Elementtimenetelmiissii alue n jaetaan osiin, "elementteihin", ne (termi 

elementti pitiiii sisiilliiiin geometrian lisiiksi myos kantafunktiot ja vapausasteet). 

Edellii esitetyn perusteella, on elementtien viilisilli.i rajoilla yritefunktioiden 

toteutettava jatkuvuus aina derivaattoihin ( n - 1) saakka. Ti.imi.i johtaa 

esim. ohuiden laattojen tapauksessa melko monimutkaisiin muotofunktioihin. 

Niiitii jatkuvuusvaatimuksia voidaan kuitenkin lieventiiii. Ti.illoin joudutaan 

modifioituihin variaatioperiaatteisiin, joissa rikotut yhteensopivuusehdot otetaan 

huomioon Lagrangen kertojien avulla. 

MODIFIOIDUISTA VARIAATIOPERIAATTEISTA 
Olkoon alue n jaettu osa-alueisiin ne, e = 1, ... , N. Kahden osa-alueen na ja 

nb yhteistii raja-aluetta merkittiikoon r ab:lli.i. 
Mikiili yritefunktiot ue toteuttavat vaadittavat jatkuvuusehdot sekii rajoite­

ehdot (2'), saadaan potentiaalienergian lauseke suoraan summana elementtien 
potentiaalienergioiden lausekkeista 

N 

Ilp(u) = 2:::: Ilp(ue), (4) 
e=l 

missii varioitavina suureina ovat ue, e = 1, ... , N. Funktionaali (4) on perusta 
elementtimenetelmiiformulaatioille, joita kutsutaan yhteensopivuusmalleiksi. 

Mikiili nyt yritefunktiot u• eiviit toteuta kaikkia yhteensopivuusehtoja, 

voidaan puuttuva yhteensopivuus ottaa variaatioformulaatioon mukaan Lagrangen 
kertojien .>.; avulla, jotka ovat miiiiritellyt elementtien raja-alueilla, eli 

Ilp0 d(u,.>.;) = Ilp(u) + 2:::: r Aab(Va -vb)dr. (5) 
lrGb 

YhtiilOssii (5) 2:: tarkoittaa summausta elementtien raja-alueiden ylitse. Funktio­

naali IIP'od muodostaa perustan hybridisiirtymiimenetelmiille. Symboli v tarkoit­

taa nyt siti.i suuretta, jonka jatkuvuusvaatimuksia yritefunktiot ue rikkovat, esi­

merkiksi v voi olla v = u tai v = ouj on. 
Vastaavasti voidaan muodostaa modifioitu Hellingerin-Reissnerin variaatiope­

riaate. 

EULERin - BERNOULLin PALKKITEORIAN ELEMENTTEJA 

Tavallinen C 1 - elementti 

Taivutetun palkin potentiaalienergian funktionaali saadaan (2):sta kun ote­

taan huomioon, ettii c:11 = -v"y ja suoritetaan integrointi palkin poikkileikkaus­

alan yli 1lb lb lb Ilp(v) =- EI(v") 2dx- pvdx + (Qv- Mv'). 
2 a a a 

(6) 



Oletetaan sellaiset reunaehdot jolloin viimeinen sijoitustermi funktionaalista 

Ilp ( v) hiiviiiii. Jotta potentiaalienergialla olisi minimiarvo, on sen funktionaalin 

ensimmiiisen variaation hiivittiivii, eli 

(7) 

josta saadaan ib Elv"v"dx- ib pvdx = o. (8) 

Jakamalla villi I = [a, b] osaviileihin 1• = [xi, x~ ] ja kiiyttiimiillii yritefunktioina 

C 1 jatkuvuuden toteuttavia polynomeja 

cp1W =1-3e+ze, 
cp2(E) = (E- ze + e)h", 

cpa(e) = 3e - ze, 
cp4(e) = (-e + e)he, 

(9) 

jossa h" = x~-x1ja E = (x -x1) jh•. Talloin taipuman v approksimaatio osavalilla 

eon 

ve = cp1v(x1) + <p2v'(x1) + <pav(x~) + cp4v'(x~). 
Kun testifunktioille v valitaan myos kanta (9), saadaan tuttu yhtaiO 

joss a 

K' ~ [12EI/h'' 

ve = [ v1 v~ v2 

p• = [Pl P2 Pa 

Pi = { pcpidX. 
lr· 

C 0 - hybridielementti 

Keve=pe, 

-12EI/h" 3 

-6EI/h" 2 

12EI/he3 

6EI/h"
2

] 
2EI/h" 

-6EI/he 2 

4EI/he 

(10) 

(11) 

(11') 

Mikiili yritefunktioina kiiytetiiiin globaalisti C 0 funktioita, on kiiytettiivii 
modifioitua potentiaalienergian funktionaalia 
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jossajalkimmainen summaus suoritetaan kaikkien elementtien rajapisteiden yli, ja 

vi+ = lim v'(x; + IJLI), 
p.--+0 

vi_ = lim v'(x;- IJLI) . 
p.--+0 

(12') 

Funktionaalin Ilf.'od stationaarisuusehto voidaan symbolisesti kirjoittaa 

OITp0d(v,..\;v,~) = (:E + d~)Ilp0d(v+Etj,..\+TJ~)IE=f1=0 =0, (13) 

josta seuraa 

L[~;(vi_ -vi+ )] = 0. 
i 

Valitaan ve :lie esitys 

ve = cp1 v(xi) + cpzv(x2) + cpav (x~), 

jossa cp; ovat tavanomaiset isoparametriset muotofunktiot, eli 
1 

cpl(e) = 2e(e -1), 

cpz(e)=1-e, 
1 

cpa (e)= 2e(e + 1), 

e _ 2(x- x~ ) 
- he ' 

e 1( e e) Xz = 2 xa- xl , 

r = [xi,x~]. 

jolloin yhdelle elementille saadaan 

joss a 

Ve = [ V1 Vz Va f , 
..\e = [..\1 ..\a]T; 

(14) 

(15) 

(15') 

(16) 

(16') 



C 0 - E-B elementti Timoshenkon palkkiteorian avulla 

Leikkausmuodonmuutokset huomioonottavan Timoshenkon palkkiteorian po­
tentiaalienergian funktionaali on 

(17) 

Ottamalla huomioon, ettii M = - E/81 ja Q = kGA"f sekii v' = 8 + "{, voidaan 
funktionaali (17) kirjoittaa muotoon 

Ilp (v,8) = .!_ {b [E/(8') 2 + kGA(v'- 8) 2Jdx - {b pvdx. 
2 fa fa 

(18} 

Lisiitiiiin funktionaaliin rajoite v' - 8 = 0 Lagrangen kertojan viilityksellii, jolloin 
saadaan modifioitu funktionaali 

IIptod (v,8,>.) = Ilp(v,8 ) + ib >.(v'- 8)dx. (19) 

Stationaarisuusehdosta 

oiipt0 d(v, 8, Aj v, 8)) = ( :E + d~ + :~ ) IIpt0d (v + ev, 8 + 118, A+ ~~)1 •='1=~=0 = 0 
(20) 

saadaan aysteemi 

ib[EI8'0' + kGA(80- v'O)- >.O]dx = o, 

lb[kGA(v'v' - Ov') + >.v' - pv]dx = o, 

ib ~(v'- 8)dx = 0. 

(21) 

Nyt voidaan aekii v:lle etta 8:lle valita lineaariset muotofunktiot, jolloin yhden 

elementin yhtiili.iryhmii on 

[ kGA 

kG A kG A kG A 

-· l r l r l h• 2 -,.....- 2 
EI + kGAh• kG A _ EI + kGAh• 

~;: ~ ~ i . h• 3 --2- h• 6 
kG A kG A (22) ,.....- --2-

EI + kGAh• 
h• 3 

symm. 

Sekaelementit 
Hajoitetaan E-B palkin differentiaaliyhtii!O EJv (4 ) = p kahden yhtiilon 

systeemiksi seuraaVa.sti 
M 

v"=--
EI (23) 

-M" = p. 
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Variaatioformulaatio saadaan kun kerrotaan ylempi yhtaloista testifunktioilla 

M ja alempi vastaavasti v:lla ja suoritetaan integrointi valin I = [a, b] yli. 

Integroimalla kerran osittain saadaan 

ib ~1 dx- ib v'M'dx = 0, 

-ib M'v'dx + ib pvdx = o. 
(24) 

Suorittamalla elementtimenetelman mukainen approksimointi 

(25) 

saadaan yhta!Osysteemi 

[ 
H~ 
-c~T 

-c~J { M~} { o } 
0 v• = -p~ ' (26) 

joss a 

(261
) 

Kaytettaessa lineaarisia funktioita seka ~:ssa etta tjJ:ssa ovat matriisit H~ ja c~ 

H~= ~ [2 
6El 1 ; ] ' c• = _!_ [ 1 

h~ -1 
-1] 1 . (27) 

Vastaavasti parabolisilla muotofunktioilla (15) saadaan 

h' [ 4 
2 -1] c• = _1_ [ !. -8 

~·]· H~ = 30El !
1 

16 2 ' 3h~ 
16 (27') 

2 4 1 -8 

Matriiseista (27) ja (27') havaitaan, etta H• on saannollinen mutta c• singulaari­

nen. 

Mikali taipumalle v otaksutaan kuubiset C0 muotofunktiot ja momentille M 

lineaarinen approksimaatio, on matriisi c• 

c~ = _!.._ [ 1 o o 
h~ -1 0 0 

-1] 1 . 

Kuten myohemmin todetaan, ei talliiinen approksimaatio toimi. 

(28) 

Johdetaan seuraavaksi sekaelementti liihtien Hellingerin-Reissnerin funktio­
naalista (3), joka E-B palkin tapauksessa on 

rb 1M2 
liHR(M,v) = Ja (-Mv"- 2 El - pv)dx, {29) 



ja jossa varioitavia suureita ovat M ja v. Stationaarisuusehdosta 

A d d A 

6IIHR(M,v;M,v) =(de+ d
71

)IIHR(M + eM,v + 71v)l•='1=0 = 0 (30) 

saadaan systeemi 

1b A MM 
a (v" M + EI )dx = 0, 

lb (Mv" + pv)dx = o, 

joka diskretoinnin jiilkeen on muodossa 

joss a 

[ He ce] { M" } { 0 } 
ceT 0 v• = -p• ' 

He _ J tPitPkd 
lk- I• EI x, 

(31) 

(32) 

(32') 

Jos taivutusmomenttia M approksimoidaan lineaarisilla polynomeillaja taipumal­

le kiiytetiiiin C 1 jatkuvia muotofunktioita (9) saadaan matriisiksi ce 

e _ _!_ [-1 -h0 

c - h• 1 0 
1 0] 
-1 h0 ' 

(33) 

Suorittamalla lausekkeissa (31) osittaisintegrointi, saadaan samat yhtiilot kuin 

(24):ssii, jolloin diskretoinnin tuloksena piiiidytiiiin systeemiin (26) . 

Hybridisekaelementti 

Variaatioperiaatteen (29) soveltaminen vaatii taipuman yritefunktioilta C 1 

jatkuvuutta. Mikiili halutaan kiiyttiiii C 0 muotofunktioitajoudutaan modifioituun 
Hellingerin-Reissnerin funktionaaliin 

(34) 

Stationaarisuusehdosta 

(35) 

saadaan systeemi 

""' r A MM ~ }1.(v"M+ EI )dx=O, 
e 

L J (Mv" + pv)dx + L .>.i(vL - v~+) = o, 
e Je i 

(36) 
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Valitsemalla taipumalle v ja taivutusmomentille M sop iva approksimaatio saadaan 

yhden elementin yhtaloiksi 

(37) 

Elementtimatriisin diagonaali sisaltaa useita nolla-alkioita. Tiimii saattaa vaikeut­

taa yhtaloryhman suoraa ratkaisua. Systeemin globaali matriisi on samanmuotoi­

nen kuin (37). Talloin systeemin (37) ylinta yhtaloa vastaa 

HM+Cv =0, (38) 

ja koska matriisi H on saiinnollinen, voidaan sen kaanteismatriisilla operoida 

vasemmalta. Sijoittamalla nyt M:n lauseke keskimmiiiseen yhtiiloistii (37) saadaan 

(39) 

Taipumien v kerroinmatriisi on edelleen siiiinnollinen, joten se voidaan eliminoida 

ja sijoittaa alimpaan yhtiiloistii (37), jolloin saadaan systeemi, josta viimein 

voidaan Lagrangen kertojat ,\ ratkaista 

(40) 

Kun Lagrangen kertojat on ratkaistu yhtiilosta (40), saadaan taipumat ja 

taivutusmomentit maiiritettyii yhtiiloiden (38) ja (39) avulla. Kuvattu menettely 

systeemin (37) ratkaisemiseksi on hyvin tyoliis .. 

BABUSKA-BREZZI STABIILIUSEHTO 
Tarkastellaan aluksi variaatiomuotoa (8) 

lb Elv"v"dx- lb pvdx = o, 

Kiiytetiian sille lyhennysmerkintiia 

a(v, v) = L(v). 

Yhtiilon (8) on oltava voimassa kaikille testifunktiolle v, jotka kuuluvat prob­

leemalle ominaiseen Hilbert-avaruuteen V ,ja jonka normia merkittiiki:ion /1 · /lv . 



Suoritetaan elementtimenetelman mukainen approksimaatio eli etsitaan rat­

kaisua V:n aarellisulotteisesta aliavaruudesta Vh, ja kaytetaan Vh:n kantafunk­

tioita myos testifunktioille v. Probleema (8) voidaan nyt formuloida: etsi Vh E vh 

siten, etta 

{41) 

Menetelman stabiiliuden osoittamisessa oleellista on bilineaarimuodon a(·,·) V -

elliptisyys (koersiivisuus), eli etta on olemassa positiivinen reaalilukuvakio a siten, 

etta 

a(v, v) ~ all vii~ Vv E V. 

Talloin yhdessa funktionaalin L jatkuvuusolettamuksen avulla saadaan 

a(vh,vh) = L(vh) 

aiivhll~ ~ IL(vh)l 

allvhll~ ~ C1llvhllv 

llvhllv ~ c2, 

jossa vakiot Ci riippuvat kuormituksesta p mutta ovat riippumattomia ratkaisusta 

Vh• 

Sekamenetelmalle (24} ei stabiilius seuraa yht1i helposti. Kiiytetaan seka­
menetelmiiformulaatiolle 

ly hennysmer kintiiii 

0 lettamuksilla 

VMEW 

a(M,M) + b(v,M) = o 
b(v,M) = -L(v). 

a) 

b) 

c) 

a(M,M) ~ aiiMII~ 
b(v,M) 

!ulo IIMIIw ~ .BIIvllv 

IL(v)l ~ Cllvllv, 

(42} 

jossa a, .8 ja C ovat positiivisia reaalilukuvakioita, voidaan elementtimenetel­

maapproksimaation stabiilius osoittaa. Olettamus b) on Babuska-Brezzi ehto, 

jota voidaan pitaa eraanlaisena bilineaarimuodon b(·, ·) "elliptisyysominaisuuden 

korvikkeena" . 
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Yhtiiloistii ( 42) saadaan elementtimenetelmiiformulaatio, kun korvataan M -+ 

Mh ja v -+ Vh· Jiitetiiiin mukavuussyistii alaindeksi h merkitsemiittii seuraavassa 

osoituksessa. 

Valitaan (42) :ssa M = M, v = v,ja viihennetiiiin alempi puolittain ylemmiistii 

yhtiilastii, jolloin saadaan 

aiiMIIw $ a(M,M) = L (v) $ Cllvllv· 

Babu§ka-Brezzi ehto voidaan kirjoittaa muodossa / 3/ : 3M s.e. 

b(v,.M) ~ .BIIvll~ 

IIMIIw $ Cllvllv· 

Valitaan nyt M = M + 6M, jossa 6 on reaaliluku ja v = v ja sijoitetaan 
yhtiiloihin ( 42), jonkajiilkeen viihennetiiiin alempi puolittain ylemmiistii yhtiilostii. 
Ottamalla huomioon a(·,·):nja b(·,·):n bilineaarisuus,saadaan 

a(M,M) + 6a(M,M) + 6b(v,M) = L(v). 

Nyt yllii olevan yhtiilOn vasenta puolta voidaan arvioida alaspiiin 

a(M,M) + 6a(M,M) + 6b(v,M) 

~ aiiMIIrv + 6,BIIvll~ + 6a(M,.M) 

~ aiiMII~ + 6,BIIvll~- 6~ (~:IIMII~ + ~IIMII~) 
~ (a -

6~€)11MIIrv + o(,B- ~)llvll~· 

Ensimmiiiselle sulkulausekkeelle piitee (a - 6~E) ~ "i , jos 6 < CE ja toiselle 

(,B - ~) ~ ~ , jos 1: ~ ~. Nyt on siis saatu epiiyhtiilo 

Ct(IIMII~ + llvll~) $ L(v) $ C2llvllv 

$ c2(llvll~ + IIMIIrv) ! , 

josta viimein saadaan toivottu tulos 

llvllv + IIMIIw $Ca. 

Babu§ka-Brezzi ehdosta seuraa, etta probleemalla (42), matriisimuodossa (26) 
tai (32), on oltava voimassa seuraava ehto. Systeemillii 



ei ole ratkaisua, ts. cT :n pystyvektoreiden on oltava lineaarisesti riippumattomia. 

Esimerkiksi matriiseista (28) koottu globaali matriisi ei toteuta tiitii ehtoa. 

ESIMERKKI 
Tarkastellaan kuvan 2 mukaista rakennetta. 

~· p(x) = p(f)3 

~ EI = vakio 
0 l 

Kuva 1!. Jiiykiisti kiinnitetty tasajiiykkii palkki. 

Taipuman v analyyttinen lauseke on 

( ) pL
4

[ 1 ( x )7 1 ( x )3 1 ( x )2] 
v X = EI 840 L - 168 L + 210 L ' 

ja taivutusmomentin lauseke on 

Kiiytettaessii normaalia C 1 palkkielementtiii {11') saadaan taipuman arvot tar­

kasti solmupisteissii. Tong /4/ on osoittanut, etta yksidimensioiselle skalaariselle 

probleemalle,jonka positiivisesti definiitin funktionaalin Eulerin yhtiilon homogee­

nisen osan ratkaisuja kiiytetiian interpolaatiofunktioina, saadaan solmupisteissii 

tarkka ratkaisu riippumatta elementtien lukumiiiiriista tai yksityisratkaisun muo­

dosta. 
Mitataan virhettii L 2 -normin mielessii sekii taipumalle etta momentille 

e(v) = !foL (v - vh) 2dxJ!, 

e(M) = [foL (M - Mh) 2dxJ!, 

jolloin vastaavasti suhteelliset virheet ovat 

e(v) 
er(v)=100 L J.' 

[fo v2dxJ• 
e(M) 

er (M) = 100 L J. • 
[fo M2dxJ• 

15 
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Taulukossa 2 on esitetty suhteellisen virheen arvoja C 1 elementille (11'), C 0 hyb­

ridielementille, lineaariselle sekaelementille (27) sekii paraboliselle sekaelementille 

(28). Kuvaan 3 on piirretty numeerisen suppenemisnopeustarkastelun tulokset. 

Taulukko 1. Suhteellinen virhe, t asaj akoinen elementtiverkko 

Cl- elem. co_ hvbr. 

N er (tl) er (M ) er ( tJ) e. (M ) 

2 10,92 41,2 100 100 

4 0,79 11,7 30,4 63,4 

10 0,02 2,0 4,2 27,2 

40 0 00 01 03 70 

0 

parab. 

e. (v) 
10,11 

1,82 

0,13 
0 00 

tD 

.:t 
···;!·· 

I 

l: -en 
0 ·-

1 .... 

sekael. lin. 

er (M ) er (v) 
11,57 16,62 

1,62 9,82 

0,11 1,93 
000 0 12 

sekael. 

e. (M ) 

47,98 

14,07 

2,34 
015 

7 

N+-~--.-~-,--~-,--~~ N4-~--.-~~~~----~~ 
0 0.5 1 

- log h 
1.5 2 

Kuva 9. Numeerinen suppenemisnopeustesti. 

0 0.5 1 
- log h 

1.5 2 

Viimeisen vuosikymmenen aikana on a posteriori virhearvioita ja niihin perus­

tuvaa adaptiivista menettelyii tutkittu intensiivisesti / 5/ . Perusajatuksena niiissii 
menetelmissii on kyetii saadusta elementtiratkaisusta arvioimaan virheen suuruut­

ta halutuissa suureissa, ja tihentiiii verkkoa tai korottaa approksimaation astetta 
niissii elementtiverkon osissa, joissa edeltiikiisin annettu virhetoleranssi ei toteudu. 
Esitetiiiin nyt yksinkertainen tapa arvioida virhettii sekamenetelmiissii (26), jossa 



.--. o 

"'-d. Ill 
":'o 1' 
.::::::..~ 

~ I 
~ 
I 

')' 

~ 
7,_~~-r~r--.~~-.~~-,~~~ 

.--. o 

"-cl. Ill 
<;'0 1' 
~~ 

1 
')' 

~ 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 
x;l 

7~~~~~~-r~~~~~~~~~ 

0 

.--.Ill 
.. -d. 1' 
1o ­
.:;::..I 

~ ~ 
I 

')' 

~ 

0 0.2 M 0.6 0.8 

x;l 

7,_~~-r--~-r--~-.--~-.--~~ 
0 0.2 0.4 0.6 0.8 

x;l 

Kuva 4. Momentin approksimaatio kahdella ja neljiillii C 1 elementillii sekii 
kymmenellii C0 hybridielementillii. 

on kiiytetty lineaarista approksimaatiota. Otetaan kiiyttoon hierarkinen muoto­

funktio IPa = 1 - e2 , ks. kuva 6. Tiilloin yhtiilo (26) muuttuu muotoon 
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0~~---r--~-r--T-~--~----~~ 
0 0.2 0.4 0.6 0.8 

x;l 

Kuva 5. Taipuman approksimaatio kymmenellii C 0 hybridielementillii. 

lP, ~ ~ 
~·~·~ 
1 21 213 2 

M, 

1 3 2 

Kuva 6. Parabolinen hierarkinen- ja tavanomaiset lineaariset muotofunktiot. 

- Css 
0 
0 
0 

(43) 

jossa alaindeksi S viittaa standardi ja H hierarkisiin muotofunktioihin. Hierarki­

nen muutos Me = {.6.M3} voidaan miiiirittiiii suoraan systeemin (43) alimmasta 

yhtiilostii. Nyt voidaan miiiiritellii elementtikohtainen virhe-estimaatti taivutus-



momentille 

ja sen tehokkuusindeksi 
ee 

8=-- . 
e~:z:act 

V ~. f1.(M - Mh) 2dx 
ee = 100 . 

e:z:act J& JIM2dx 

(44) 

(45), 

Sovelletaan adaptiivista menettelyii esimerkkitapaukseen. Kiiytetiiiin verkon 

tihennystii ja pidetiiiin polynomiapproksimaation aste samana (h-refinement). 

Liihdetiiiin liikkeelle kahdella elementillii ja vaaditaan (44):n mukaisesti 20 %:n 

tarkkuus. Kuvassa 7 on esitetty verkon tihennysprosessi ja estimoidun virheen 

suhde todelliseen virheeseen. 

1. verkko 

e 7,2 129,0 o/o 

eexact 29,6 61,0 o/o 

() 0,24 2,11 
2. 

e 7,9 19,8 53,7 o;o 

e •• act 6,7 12,4 23,7 o/o 

() 1,18 1,59 2,27 
3. 

e 8,0 20,0 10,7 16,5% 

e •• act 3,3 9,7 6,9 6,9% 
() 2,44 2,05 1,56 2,39 

Kuva 7. Adaptiivinen verkontihennys. 
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~ ... 
,..__) 

,_a. 
'0 
o=N 
> 

0 

If) 

0 

0 

.---."1 
"'__! 0 

a. I ... 
•o~ c. I 
~~ 

I 
N 
I 

"1 
N 
I 

"' I 

If) 

~ 

~ ... 
""__! 
,_a. 
'0 
C.N 

> 

0 

"1 
0 

0 

.---.,.. 
N_J Q 

a. I 
.-< •o ~ o= I 

~~ 
I 

'i' 
"1 
N 
I ..., 
I 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 

e,=14,1 •;. 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 

e,= 6,4°/o 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 

x/L 
Kuva 8. Taipumanja taivutusmomentin kuvaajia laskettuna tasaviilisellii verkolla 

ja adaptiivisesti pyrittiiessii 20 %:n tarkkuuteen taivutusmomenteissa. 



Laskelmista havaitaan, etta momentin suppenemisnopeus paranee tasaiseen 

tihennykseen verrattuna, mutta taipuman suppeneminen vastaavasti hidastuu. 

Tama on kuitenkin selvio, kun tarkastellaan momentinja taipumaviivan muotoja. 

Momentin muutokset ovat suurimmat oikean tuen Iaheisyydessa, jolloin momentin 

kuvaamiseen lineaarisella approksimaatiolla vaaditaan tiheampaa solmujakoa. 

Vastaavasti vasemman tuen Iaheisyydessa saadaan momentti kuvattua hyvin 

tarkasti lineaarisella approksimaatiolla, mutta taasen taipuman kuvaaminen 

jaykan tuen liiheisyydessa ei onnistu hyvin lineaarisilla muotofunktioilla. Kuvissa 

8 on esitetty momentin ja taipuman kuvaajia, ja kuvassa 9 on numeerisen 

suppenemisnopeustestin tulokset. 

IX) 

J 
>~ 

' > 
="' C'l 
0 

I 

.... 

0 0.5 1 
-log h 

1.5 2 

<D 

~ 
~ 
' l: 

c;; 
~ 

.... 

0 0.5 1 
-log h 

1.5 2 

Kuva 9. Numeerinen suppenemisnopeustarkastelu lineaariselle sekaelementille. 

Ympyroidyt pisteet ovat laskentatulokset tasavalisella verkollaja kolmiot 

vastaavasti tulokset adaptiivisesta verkon tihennysmenettelysta, jossa 

tihennys ·perustuu virhe-estimaattiin taivutusmomentin suhteen. 

Kuvasta 9 havaitaan etta adaptiivisella menettelylla saavutetaan momentille 
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suppenemisnopeus, joka noudattaa ehtoa 

kun optimaalinen tulos tasavaliselle verkolle on 

Mikali virhetta arvioidaan pelkastaan taipuman osalta, hidastuu momentin sup­

peneminen. Tarkkailtaessa molempia suureita yhtaaikaa saadaan likimain sama 

tulos kuin tasavalisella verkon tihennyksella kyseisessa esimerkkiprobleemassa. 
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