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RAKENTEEN JALKIKRIITTISEN TILAN MAARITTAMINEN 
ELEMENTTIMENETELMALLA 

Reijo Kouhia Rakenteiden Mekaniikka, Vol. 20 
Nro 1 1987, s. 12 ... 30 

TIIVISTELMA:Artikkelissa t.arkast.ellaan dement.t.imenet.elmalla diskret.oit.njen 

geometrisesti epalineaarist.en rakennemallien kriit.t.ist.en pist.eiden ma.arit.ysmene­

telmiii ja tapoja. rakenteen jiilkikriittisen vasteen analysoimiseksi. Esimerkkeinii 

on laskettu muntamia yksinkertaisia kehiirakent.eita. 

JOHDANTO 
Tarkasteltavana on rakenteen tasapainoyht.iiloiden diskret.oinnin t.uloksena 

syntynyt epaJineaarinen algebrallinen yhtiilosysteemi 

F(u, A) = 0. (1) 

Systeemissii (1) on n yhtiiloii, joka on myos siirtymiivekt.orin u komponent.t.ien 

lukumaarii. Paramet.rivekt.orin A dimensio on m :;::: 1. Nama paramet.rit 

voivat kuvata esimerkiksi rakenteen kuormituksen suuruutt.a ja vaikntussuuntaa. 

Yhtiilon (1) tot.euttavaa pint.aa n+m nlott.eisessa avaruudessa kut.sutaan rakent.een 

t.asapainopinnaksi . Tiissii kirjoituksessa rajoit.ut.aan knit.enkin t.apauksiin, joissa 

parametrivekt.ori koostuu yhdest.ii ainoast.a komponent.ist.a. Tiit.ii parametria >. 
kutsut.aan kuormaparamet.riksi ja yht.alo ( 1) voidaan kirjoit.t.aa nyt. nmodossa 

F(u, A) = APref - R(u) = O, (2) 

joss a P ref on kuormaparamet.riu arvoa ,\ = 1 vast.aava referenssikuormavr>kt.nri ja 

R on sisiiisten voimien vekt.ori. 

Yhtiiloa (2) rat.kaist.aan usein lisa.iimiilla kuormaa askeleit.t.ain ja rat.kaisenwl­

la yhtiilost.a (2) mnoclost.et.t.u linearisoit.u yht.ii!i-isyst.eemi. Lin<'arisoinnist.a a.ihen­

t.uvaa virhet.t.a voidaan korjaJa esim. Newt.on-Raphson t.yyppisellii. it.eraat.iolla. 



Lii.hestyttaessa tasapainopolun kriit.t.isiii. pist.eita, joissa syst.eemin (2) t.angentti­

jay kkyysmatriisi 

(3) 

on singulaarinen, on turvaudut.tava lisiikeinoihin kriittisen pisteenmaarittii.miseksi 

ja jalkikriittisen tilan seuraamiseksi. 

Rakenteiden stabiiliust.eoriassa kriit.t.iset. pist.eet. jaot.ellaan rajapisteisiin ja 

haarautumis- eli bifurkaatiopisteisiin. Haarautumispisteet. voidaan vielii jakaa kol­

meen luokkaan /1/: synunetriseen stabi iliin, symmetriseen epiistabii liin ja anti­

symmetriseen ha.arautumiseen. Periaat. teellinen esitys erit.yyppisist.ii singulari t.ee­

teista on kuvassa 1. 
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Kuva 1. Kriitt.isten pisteiclenluokit.telu: a) rajapist.e, b) symmet.rinC'n st.ab iili hao­

rautuminen, c) symmet.rinen epii.st.abiili haaraut.umin C'Il ja d) nnti sym­

met.rinen ha.araut.uminen. I\ uvassa yht.eniiiuen vi iva merkil.f'f'e st.aJ,iili a 

tasapainopolkua ja kat.koviiva epiist.abii lia polkua. 

Alkeellisimpia menet.elmiii. rajapi st.eiden nh it.t.amiseksi oval ylimiiiirii.ist.en jou­

sien menetelmii. /2/,/3/, joss a liipilyont.iongelma. poist.et.a.a.n sijoi t. t.ama.lla. rakent.ce-
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seen ylimiiariiisia lineaarisia jousia, jotka pita vat tangent.t.ijiiykkyysmatriisin posi­

tiivisest.i definiit.t.inii, seka Berganin /4/ ehdot.t.ama menet.tely luopua it.eroinnista 

rajapisteen liiheisyydessii. Kehittyneenpiiii tapaa edustaa siirtymaohjaus /5/,/6/, 

jossa yksittiiinen siirtymakomponentti (tai joukko siirtymiivapausasteita) on valit­

tu kontrolliparametreiksi ja kuormaparametri on siirretty tuntemattomien jouk­

koon. Menetelman kiiyton onnistuminen riippuu siitii, onko osattu valit.a siirtyma, 

joka kasvaa monotonisesti deformaation edetessii. Riks /7/,/8/ ja Wempner /9/ 

ovat esittiineet yleispateviimmiin menet.elman rajapisteiden seka myos haarautu­

mispist.eiden miiiirittiimiseksi ja jiilkikrii t.t.isen t.asapainopolun seuraamiseksi. 

MENETELMIA RAJAPISTEIDEN OHITTAMISEKSI 

Siirtymaohjaus 

Oletetaan, et tii rakent.een kuonni !.us annet.aan pakkosiirtymana.. Tiilloin 

i terointiyhtaloksi saadaan 

(4) 

jossa .6-uc on etukiiteen tunnettu osa siirtymavektorista. Ensimmiiisellii it.eraatiol­

la ratkaist.aan tuntematon siirtymiinlisa.ysvektori d yhtiilostii 

( .5) 

Seuraavilla iteraatioilla kiiytetaiin samaa yhtiiloii, joss a .6. Uc = 0, ja iteraat.ion 

konvergoitua saadaan siirtymiitilaa vastaava kuorma yhtalostii 

(6) 

Yksinkertainen yhden vapausasteen siirtymainkrementointialgoritmi saadaan 

seuraavasti. J aet.aan iteratiivinen siirtymiinlisaysvektori iteraatiolla i + 1 kahteen 

osaan 
di+ 1 = Ki 1F; = Ki 1F(u;, .A;+ b.A;+I) 

= Ki 1 [F(u;,.A;) + b.Ai+lPreJ] 

= D;+l + 5.Ai+l qi+l· 

(7) 

lnkrementaalinen siirtymiinlisiiys vapausast.eelle J., ( mmPt.tu siirt.ymii.komponf'nl.ti) 

on .6.1ik·· Ensinunaisellii it.eraat.iokierroksella saadaan kuorman muut.okseksi 

.6. li!, 
=--, 

( qk)l 
(8) 



jonka jiilkeen kuorman muutos saadaan kaavast.a 

(9) 

N ormaalitasomenetelmat 

Muodostettaessa yht.aloa kuormaparametrin muutoksen laskemiseksi vaadi­

taan tangenttitason vektorin t ja normaalit.ason vektorin n kohtisuoruus /10/ (ks. 

kuva 2): 

joss a 

tfn;=O, 

t; = [~u; a~.A;f, 
ni = [di+l a.5Ai+l]T. 

(10) 

(11) 

Skalaari a on kerroin, joka voidaan maaritella ensimmaisen askeleen ensimmaisella 

i teraat.iolla ehdost.a 

(12) 

(vasen ylaindeksi ilmoitt.aa askeleen ja oikea alaindeksi iteraatiokierroksen) t.iilloin 

saadaan kuormaparametri skaalattua samaan suuruusluokkaan siirtymiisuureiden 

kanssa. 

Sijoitt.amalla maaritelmat. (11) ja iteraatioaskeleen lauseke (7) yht.aloon (10), 

saadaan kuormaparamet.rin muutos ratkaistua yhtalosta 

(13) 

Tata algoritmia kutsut.aan paivitet.yksi normaalitasomenetelmaksi , ja sen havain­

nollinen esitys yksidimensioisessa t.apauksessa on esit.et.t.y kuvassa 2a. 

Mikali tangentt.itason vektori pidet.iiii.n vakiona askeleen ajan, eli aset.t.amalla 

(14) 

saadaan kuormaparamet.rin mu u tos lausekkeest.a 

(1!5) 

Tata t apaa kut. sutaan pelkastaii.n normaalitasomenetelmaksi ja sit.a on havainnol­

listett.u kuvassa 2b. 
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Kuva 2. Pii.ivitetty normaalitasomenetelm ii (a) ja normaalit.asnmenef.elmii. (b) 

yhdist.ettynii. modifioit.uun N ewt.on-R a. phson i t.eraat.ioon . 

Kaarenpit uusmenetelmat 

Kaarenpituusmenet.elmissii. on rajoit.eyht ii.lo kuorma-siirt.ymii. avaruudessa 



neliollinen 

(16) 

jossa II· II on tavallinen Euklidinen vekt.orinormi llu II = (uTu) ~ / ll/. Mikali 

siirtymavektori u sisiilt.iiii sekii rot.aatio- etta t.ranslaat.iovapausasteit.a, ei Euklidi­

nen normi ole paras mahdollinen. Tiilloin on syyt.ii kiiyttiiii painotett.ua normia 

llullc = (uTCu)t, jossa diagonaalimatriisi C valitaan sopivasti yht.eismit.allista­

maan siirtymiivektorin alkiot. /12/. Tiitii matrii sia voidaan pit.iiii vakiona koko 

laskennan ajan tai piiivittiiii jokaisen askeleen alussa, jolloin algorit.Jnin voisi olet­

taa parenunin sopeutuvan ratkaist.avaan prohleemaan, erit.yisesti mikiili ratkai sun 

kiiyttiiytymisessii tapaht.uu paikallisesti sum·ia muut.oksia. 

Sijoittamalla yhteydet t.u; = 6u;_1 + D; + o>.;q; ja 6>.; = 6>.;_1 + 
o>.; yhtiiloon (16), saadaan toisen asteen polynomiyhtiilo kuormaparametrin 

muutoksen ratkaisemiseksi: 

joss a 
a.;= a2 + qfCq;, 

b; = (t.ui-1 + D;fCq; + a 2 6>.;_1,. 

c; = (26u;-I + D;)TCDi 

(17) 

(18) 

Mikiili yhtiilossii ( 16) kiiyt.etiian Euklidista vekt.orinormia, on mat.riisi C t.iet.enkin 

korvat tava identi teett.imatriisilla yhtiiloissii ( 18 ). 

Matriisi C miiaritetiiiin ensimmiiisen i t.eraat. ion jiilkeen y htiili:ista 

(19) 

P iii vi tetyssii muodossa si tii mu u tetaan vekt.orin 

8u 
V = -

OS 
(20) 

avulla yhtiiloistii 

( :21) 

jossa kerroin ~ miiiiritet.iiiin ehdost.a 

(22 ) 
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Yhtiilostii. (17) seuraa kuormaparametrin muut.okselle kaksi arvoa. Sopiva 

junri Yalitaan ~it. en, etta kyseisellii askeleella iteraa.t.ioilla ·i - 1 ja i synt.yneiden 

inkrementaalisten siirtymii.vektoreiden viilinen kulma 8 = L:l. uT_1 L:l. Ui on posi tii vi­

nen. Mikii.li molemmat kulmat ovat positiivisia valitaan se juuri, joka on lii.hinnii. 

yhtiilostii (17) muodostettua lineaarista ratkaisua /11/. 

Numeerisissa laskelmissa on havaittu tilanteita, joissa yhtiilolla (17) ei ole 

reaalisia ratkaisuja. Talloin voitaisiin palata askeleen alkuun ja pienent.iiii 

kaarenpituutta (polkuparamet.rin inkrementtiii.) esimerkiksi puoleen. Toinen 

mahdollisuus on ajatella kaaren pit u u tt.a i teraat.ion aikana mu u t t u van a su ureena. 

Osoitetaan, etta on olemassa kaarenpituuden L:l.s arvo, jolloin yht.alollii. (17) on 

reaaliset ratkaisut. Tiilloin rajoiteyhtii.lo on muotoa 

joss a 
f:l.ui = f:l.ui-1 + Di + 8>.iqi, 

f:l.),i = f:l.).i - 1 + 8>.; 

L:l.s; = (f3i-I + 8{3; )L:l.s1. 

(23) 

(24) 

Uusi parametri f3 siiiitelee nyt kaarenpituuden muuttumist.a iteraation aikana. 

Yhtiilon (17) kertoimet a.; ja b; pysyviit samoina, mutta kerroin c; on 

Yhtiilon (17) diskriminantti on nyt 

Di = b7 - a.ici 

= ai(L:l.s1 )2 (8{3;/ + 2a.;f3i - I(L:l.s!) 2 8{3; + b~ - a.;ci, 
(26) 

joss a 

(27) 

Diskriminantin (26) lauseke on siis toisen asteen polynomi 8f3i:n suhteen, ja jonka 

neliollisen termin kerroin on aina positiivinen. Tiit.en diskriminantti (26) on joko 

aina positiivinen V 6{3 t.ai loytyy iiiirellinen viili I = ( 8{3; 1 , 8~~;2 ) jolloiu se on 

negatiivinen. Yhtiilostii D; = 0 saadaan 

('28) 

Kun 8{3; valitaan 8{3; = max{ 8f3il, 8[~; 2 } loydet.iiii.n yhtiilolle ( 17) reaalinen rat.kaisu 

ja laskentaa voidaan jatkaa. It.eraation aikana mmtt.!.uvaa kaarenpit.uut.t.a voida.a.n 



myos kiiyttiiii, mikiili halut.aan kohdi st.aa kuormat.aso t.iet.t.yyn arvoon esun. 

t.ulost.ust.a vart.en. 

Muita menetelmia 

Karamanlidis & al /13/ samoin !win Bathe & al /14/ ovat. kiiyt.tiineet. ulkoisen 

t.yon vakioinkrementt.iii 

jota pidetiiiin vakiona it.eraat.ion aikana eli 

jost.a seuraa kuormapa.ramet.rin it.erat.iiviseksi muut.okseksi 

p;cfD; 
8>..; = ··r - . 

p rcfq; 

(29) 

(30) 

(31) 

Liihellii rajapistett.ii vakiotyoinkrement.in kiiyt.t.o voi joht.aa hyvin suuriin muut.ok_~ 

siin siirt.ymissii (~>. ~ 0). Tiimii hait.ta voidaan viiltt.aii, kun siirtymiinlisiiykset. 

lasketaan ensimmaisella iteraatiolla kiiyt.t.iien rajoi t.eyhUiJoii ( 16). Mikiili ulkoi­

nen kuormavekt.ori P ref sisiiltaa vain yhden komponentin, kontrolloivat. yht.iilot. 

(29)-(31) vain yhden vapausast.een suureiden muut.t.umist.a. 

SINGULARITEETTIEN MAARITYS 
Tarkastellaan yhtiilosyst.eemiii (2). Viilt.t.iimiit.(jn ja riit.tava eht.o syst.eemin 

st.abiilille t.asapainotilalle on se, etta ominaisarvot.eht.iiviin 

Kif>; = w;if>;, i = 1, · · · ,n (32) 

kaikki ominaisarvot w; ovat. positiivisia ja nollasta poikkeavia. Stabiiliusraja on 

saavutettu kun 

(33) 

Tassii esityksessa rajoit.ut.aan yksinkertaisen kriit.t.isen pist.een t.apauksiin eli 1.: = 1. 

Sovellut.ust.en kannalt.a t.ii.rkea ehto kriit.t.isen pist.een olema.ssanlolle on 

11 

det(K) = I1 W; = 0. 
i = l 

Det.erminantt.i voidaan helpost.i laskea K:n kolmioha.jotelmast.a K = LDLT 

II 

dd(K) = IJ d;;, (:l!i) 
i = l 
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missii. d;; on diagonaalimatriisin D i:s t.ermio Kut.en yhtii.lostii. (34) voidaan 

t.odetn, voi drtPrmin antti Silnda arvon nolla f'simerl<iksi t.ilant.eessn jossa "-'! <w2 = 
0<w3 ~ o o o ~ Wno Tii.t.en ehtoa (35) voidaan luonnehtia vii.lttii.mii.ttomii.ksi 

mutta ei riitt.ii.vii.ksi ehdoksi kriit.tiselle pisteelleo Tii.mii. vaikeus voidaan unohtaa 

mikaJi kriittinen tila on saavut.ett.u stabiilist.a t.asapainot.ilasta lii.ht.ien ( esikriitt.inen 

tasapainopolku )o 

Vii.lttii.mii.t.ontii. on myos erottaa raja- ja haaraut.umispist.e t.oisistaano Tii.ssii. 

tehtii.vii.ssii. on polkuparametri s hyvin kii.yt.tokelpoinen suure, 

Rajapist.ettii. karakterisoi ehto 

j . "'k ls = L OD..s o 
k=l 

[)/\ 
- =Oo as 

Haarautumispistettii. kuvaa vastaavasti yhtii.lo /1/ 

oF T 
( 8>.) 'l> l = 0, 

(36) 

(37) 

(38) 

jossa '1> 1 on yhtii.lon (32) alinta ominaisarvoa w 1 = 0 vast.aava ominaisvekt.orio 

Koska ominaisarvoteht.ii.vii.n rat.kaisu on t.yolii.s t.oimenpicle, pyrit.ii.ii.n sit.ii. 

vii.ltt.ii.mii.ii.no Mikii.li askelten j ja j + 1 viilillii t.angentt.ijii.y kkyysmat.riisin merkki 

on vaihtunut, eli 

(39) 

eikii. fakt.oroidun jii.ykkyysmatriisin K = LDLT cliadonaalit.ermeistii loydy parillis­

ta mii.ii.rii.ii.negat.iivisia alkioit.a, t.arkast.et.aan t.iilloin ensin yht.ii.lon (37) t.ot.enhuni­

neno Jos nyt Joyt.yy Sen joka t.ot.eut.t.aa yht.aJon (37) ja jolie piit.ee 

js ~ Scr ~j+l s, (40) 

on rakenteen tasapainopolulla rajapisteo Mikii.li yhtii.lot. (37) ja ( 40) t.ot.eut.tavaa 

arvoa Scr ei loydy, ratkaist.aan linearisoit.u ominaisarvoteht.ii.vii. /l o5/ 

(41) 

joss a 
D..K =.i K _.i-I-I K, 

Ja t.ut.kit.aan ehdon (38) t.ot.ent.umist.ao i\Iikii.li yht iili-i (:38) t.ot.eut.11n, saadaau 

krii t.t.inen kuorma lausek !west. a 



joss a w 1 on yhtalon ( 41) alin ominaisarvo. 

Haarautuminen sekundaaripolulle 

Siirtyminen sekundaariselle tasapainopolulle bifurkaatiopist.een jalkeen vaat.ii 

hiemanlisatoimenpiteita. Otaksutaan, etta kriittiselle pisteelle on loydet.t.y tyydyt­

tava approksimaatio (ucr, >.a)· Ilmaistaan (u, >.) kriittisen pisteen laheisyydessa 

parametrin r pot.enssisarjana 

U = llcr + L V ;Ti. , 

( 44) 

ja vastaavasti 

EJF [)2F 2 
F(u,>.) = F(u ., Ac,· ) + -;:;- r + -,:;-2 7' + · · · = 0. 

c 1 ur ur 
(45) 

Ketjuderivoimalla saadaan lausekkeet 

Derivaattojen ( 46) ja ( 47 ) 011 havit.tava, jolloin ( 46):sta saadaan 

(48) 

Yhtalo ( 48) on ratkaistavissa, mikali mat.riisi K ei ole singulaariueu. Kaytaunossa 

n iiin voidaan olettaa tapahtuvan. R.ajat.apauksena, mikiili K on singulaarine11, on 

yhtalolla Kq = P ref ratkai su vai11 mikali vektori P ref 011 kohtisuorassrt. matriisin 

K viili ttiiman lineaarikuvauksen ydinjoukkoa vastaan,eli 

Pre fl_J( er( K ) = {x E R"I Kx = 0}, (49) 

joka toteutuu bifnrkaation tapauksessa yhtiilon (38) mukaan. Ratkaisu q 1 on viela 

yksikasit.teinen, mikali vaadit.aan, etta q1 l_ <I> 1 . Derivaa t.an (47) hiiviiimisest.ii 

saadaan 

ja jotta yhtalo (.50) olisi ratkais t.avissa on myi:is sulkulausekkeen hii.vit.f.a\·ii .. 

Yhtalost ii ( 49 ) havaitaan , e t.t.ii vekt.ori v 1 on muot.oa 
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Sijoit.t.amalla (.51) yhtali:in (.50) sulkulausekkeeseen ja ott.amalla pist.et.ulo 1>1 :n 

kanssa saadaan yhtii.lci skalaarikertoimien ~ 1 ja 17 1 ra.t.kaisemiseksi 

(52) 

joss a 
T (JZF T 

al = q.l ( 8u2 q.l q.l ), 

T a2F T 
a2 = q.l ( 8u2 q.l ql ), (53) 

T 82F T 
a3 = q.l ( ou2 qlql ). 

Edellii. mainittujen lausekkeiden muodost.aminen kii.yt.tii.en hyvii.ksi F:n toisia 

derivaattoja ei ole mielekii.st.a. Kertoimille (53) voidaan muodost.aa approksimaa-

tioita kii.yttii.en hyvii.ksi raja-arvoja 

2 I
. 1>fF(ucr + {I'I>J) 

al = 1111 2 ' 
!l ---< 0 11-

21
. 1>fF(ucr + {tql) 

a3 = 1111 2 , 
i-L ---< 0 Jl· 

(.54) 

a2 = lim 1>fF(ucr+~(.PI +ql)) -- ~(al +aJ). 
1-' ---. o J1 2 

Esimerkiksi a2 :n lauseke saadaan kehit.t.amii.llii. F( ucr + Jl( tJ> + q)) Taylorin sarjaksi 

F( ucr) :n ympii.rist.i:issii. 

Koska F;(Ucr) = 0 ja F;,j(Ucr)¢j = 0 ja ¢;F;,j(Ucr)qj = Osaadaan yht.ii.li:istii. (55) 

lauseke (54 h. 
Kertoimesta a.1 nii.hdii.ii.n onko bifurkaatio symmetrinen vaiko ant.isymmet.ri­

nen. Mikii.li a1 = 0 /1/,/7/ on kyseessa symmetrinen haaraut.tuninen ja t.ii.lli:iin 

voidaan valit.a 171 = 0 ja 6 = D.s. Mikii.li a1 f= 0 et.sit.ii.ii.n rat.kaisua muodossa. 

Negatiivista q1 :n et.umerkkiii. voidaan perus t.dla. ~illii. , ett.ii ant.isymnwf.ri sen 

bifurkaation jalkeinen sekundaaripolun t.asapainotila on epast.abiili. Sijnit.f.anmlla 

(56) yht.ali:ii:in (.52) sa.adaan ~1 ra.t.kaisfua 

(57) 



josta valitaan it.seisarvoltaan suurempi junri. Vekt.orin d 1 pit.uuden miiii.rit.t.ava 

kerroin E saadaan rajoiteyht.ii.losta 

(.58) 

jolloin kuormaparamet.rin muut.os on 

o>q = -E =-
( lls )2 

(.59) 

Askelkoon miiiirittaminen 

Ensiuunaisen askeleen ensimmiiisella i teraat.iolla mii.ii.ri tetaii.n kaarenpi t uuden 

alkuarvo 

(60) 

Jotta rakenteen vastet.ta pystyttii.isii11 seuraamaan tarkasti, ja algoritmin toimin­

nan luotett.avuuden ja laskentat.yo11 maii.rii11 ka11nalta 011 usei11 edullista muutt.aa 

kaarenpituuden arvoa laskennan aikana. 

Yksinkertainen ja usein hyvii.ksi havaitt.u keino seuraavan askeleen j + 1 kaa­

renpituuden maarittii.miseksi on sitoa se edellisen askeleen tasapainoit.eraatioiden 

lukumaaraan /10/. Kaavan muodossa 

'+1 . {{id 1 lls = 1 lls -,--, 
1[ 

(61) 

jossa Id on halutt.u iteraatiomiiii.rii askelta !whelen ja j I on iteraatioiden lukumiiii.rii 

askeleella j. 

Lahestyttiiessii. tasapai11opolun si11gulaarisia pisteitii, 011 havait.tu hyvii.ksi pie­

nentii.ii. askelpituutta. Kriit.tisen pistee11 lii.heisyyt.tii. voidaan estimoida esimerkiksi 

ekstrapoloimalla jii.ykkyysmatriisi11 determi11anti11 ja polkuparametri11 viilistii. riip­

puvuutta. 

NUMEERISET ESIMERKIT 

Yleista 

Esimerkkei11ii on analysoitu tasokehiii, ja eleme11t.tinii. on kii.ytet.ty Tinw~lwn­

ko11 palkkiteoriaa11 perustuvaa kehii.sanvae lement.tiii, jossa siirt.ymiii 11, I' ja r/• on 

approksimoitu li11eaarisilla poly11omeilla /lo/. Materiaali11 otaks utaan nondatta­

van Hooken lakia. Eleme11t.i11 tasapai11oy h t.iiJl)t on muoclostet. t.n pii.i vi td.yn (ink re­

mentaalise11) Lagra11gen tarkastelutavan mukaan. Esimerkkil askelmat. on suorit.et­

t.u opetusministerion VAX 8600 tiet.okoneella. 
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Syvii kaari 

Eri norm<Hllitnso- jn lmnrt>npih111Sillf'llf'telmien m11ot.oja on vt>rtnilt.u nnnlysoi­

malla syvaa ympyrankaarta 117 I. Laskent.a suoritettiin jakamalla kaari seka. 16 

etta 64 element.tiin. Tiheammalla element.t.ijaolla analysoit.una kayt.et.tiin myos 

pienta askelkokoa 0 ,0.). = 0, .5EI I R 2
• Kaarenpit.uusmenet.elmiit. (KP) ja normaa­

litasomenetelma (NT) t.oimivat. t.alloin hyvin, mutt.a paivit.et.ylla norma.a.lit.asome­

netelmalla la.sketta.essa. (PNT) t.apaht.ui t.oisen rajapisteen jiilkeen yllat.t.ava poik­

keama tasapainopolulta (ks. kuva 3b). 

0 
~ 

1 /%?/ R•100 
N 
ci 

~·215' I 
OJ 

E•12· 106 '<!; 
&.~:0 

0 
I j // co H•l co 

ci 

I~ /y/• ~ 
GJ I 
;;"IX! 

oc"' g:'i' o._ II I/,/ I •<>ti" • N ~v;o = KP 64 elem.~A.=0,5 ~ 
I b\ x = PNT 64 elemhl=2,0 

0 
kaartn pl. • = KP 16 elem. 0Ll.A=0,5 

"': 
~~H I • b = NT 16 elem. ~.:1.=2,0 
'H "! • = KP 16 elem. ~.:1.=2,0 

N I I 
0 0.5 1 1.5 2 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 

v/R v/R 

Kuva 3. Syva kaari: a) lakipist.een pyst.ysiirt.yma. Yhtenii.inen v11va: 64 

element.tia, alkuaskel 0, .5EI I R 2
, ketjuviiva 16 element.t.iii, alkuaskel 

2, OEI I R 2
• b) Yksit.yiskohta t.oisen rajapisteen laheisyydest.ii. 

Kayt.ett.aessii suurta askelkokoa 0 6.>. = 2EI I R 2 ja harvempaa element­

tiverkkoa saavut.et.t.iin paras t.ulos yllat.t.aen NT-menet.elmallii, kun t.aas PNT­

menetelmalla lasket.t.una iteraat.io hajaant.ui ennen t.oist.a rajapistettii .. Suppene­

mistolera.nssina on kii.ytet.t.y TOLD = 10- 4 ja suppenemist.a t.es t.at.t.in epii.yhtiilijllii 

jossa 



KP-menet.elmissa jouclut.t.iin t.oisen rajapist.ePn laheisyydessii. t.ilant.eisiin joissa 

kuormapnramf't.rin nmut.okselle ei ollut. rPaalist.a rat.k<tisua. l\1ikii.li t.iilloin 

palat.t.iin askeleen alkuun j<t pienennet.t.iin kaarenpit.uuden inkrement.t.iii. puoleen, 

johti menettely hyvin pieniin askeliin. Kun diskriminantin (26) negat.iivisuus 

valt.et.tiin kasvattamalla kaarenpit.uuden arvoa iteraatioprosessin aikana, t.apaht.ui 

yllattava poikkeama tasapainopolulta (ks. kuva 3b ). Kaytettii.essa yhtiiloiden 

(30) ja (31) mukaist.a menettelya, hajaantui iteraatio askelkoosta riippumatt.a 

hieman ensinuuaisen rajapist.een jiilkeen. Varmimpaan tulokseen pii.ii.stiin kun 

kaarenpituuclen inkrementtia pienennettiin lahestyttiiessii rajapist.et.t.ii. ja sen 

jalkeen asteittain kasvattamalla. Lyhyt yhteenveto on esit.et.ty t.aulukossa 1. 

Tauluklw 1. Syva kaari, eri menetelmien vertailua,16 elementtia. 

n1en. o6.>. [EILR2] N I q;~u [s ] ND !mom. 

KP(I) 0,5 153 709 142 29 

KP(C) 0,5 104 530 106 l.'i 

NT 0,5 div. askel. 141 jalk. 

PNT 0,5 210 973 191 ajaut. pais tsp. pol. 

KP(I) 2,0 39 256 49 3 ajaut. pais t.sp. pol. 

KP(C) 1,5 35 254 49 2 ajaut. pois tsp. pol. 

NT 2,0 .50 345 64 

PNT 2,0 cliv. askel. 31 jalk. 

KP(I) 1,5 51 314 61 4 

KP(C) 1,0 50 313 61 2 

Non askelten ja I vastaavast.i iteraa.tioiclenlukumaara. ND on niiden i teraatioiclen 

lukumaara, joilla havai t.tiin negatii vinen diskriminant.ti . 

Nurjahdussauva 

Yksinkertainen testiesimerkki symmetrisesta stabiilista haarautumisest.a on 

ulokepalkki, jot.a kuormit.et.aan pistekuormalla pa.lkin akselin suunn<tssa sen 

vapaassa piiiissii. Rakenne jaettiin neljiian yht.ii.suureen element.t.iin. Alkunskf·leenn 

kaytettiin ° 6.>. = 0, 3P/ Per ja kaarenpituut.t<t muutettiin kn.avan (fll) mukaisesti, 

jossa Id = 4. Maksimiaskelkooksi aset.et.t.iin ~AmnJ' = 4P/ P,., .. l\Jinilllinsh·llwkon 

ei rajoit.ett.u. 

Laskent.a maksimikuorman arvoon :u)n· v·aat.i 102 nskelt.a ja 361 Ne\\'t.on-­

Raphson iteraatiot.a kun TOLD = 10-4 . Mikiili kaarenpit.uuden inkremeut.tiii ei 

olisi mmt!.ett.u laskennan aikana, olisi laskenta vaat.inut useit.a tuhansia askeleita. 
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Kuva 4. Nurjahdussauvan vapaan paan vaakasiirtyma ja rakenteen t.aipumamuo­

toja jalkikriittisessa t.ilassa. 

Nurjahduskuormaksi saatiin 1, 026Pcr, ja virhe vapaan paan vaakasiirt.ymassii 

kuorma arvolla 2, 541Pcr oli aile 2%. 

Roordan kehii 

Tasapainopolun antisynunetrista haarauhunismuotoa edust.aa kuvan 5 nivel­

pii.isen suorakulmakehan vast.e. Kyseist.a kehii.a on Roorda 111 t.ut.kinut. seka 

kokeellisesti etta t.eoreett.isest.i. Mikali sauvojen aksiaalijiiykkyys olet.et.aan iiii­

rettomiin suureksi, on tasapainopolulla haarautumispist.e kuorman arvolla Per = 

13, 886EI I L2 • Todellisissa rakent.eissa, kuten myos t.iissii esitetyissa laskelmissa on 

aksiaalijiiykkyydellii iiiirellinen arvo . Tama johtaa ideaalit.apauksen bifurkaat.ion 

muuttumiseen rajapisteeksi. Rakenne on hyva t.est.iesimerkki numeerisen algorit­

min kyvystii erot.taa raja- ja haarautumispiste t.oisistaan tapauksissa, missii niiden 

ero on hyvin pieni. 

Numeeriset laskelmat suorit.ett.iin jakamall a kehii 20:een yht.iisuureen ele­

ment.ti in . Alkuaskel oli 3EI I L2 ja Id = 4. Tnsapainopolun stahiilii iP hnaralle 

piiiistiin aset tamalla nurkkapisteeseen (kuvassa 5 myot.ii.pii.i vii.ii.n pyi"iri Hii.vii.) hiii riii­

momentt.i !11 = eP ,missii epii.keskisyydeksi e vali I. t ii 11 t ' == If 1200 ( H sau van 

poikkileikkauksen korkeus,H = L I GO) . Epiikeskisyys f = H l 2000 ei riittiin~· t 

kompensoimaan pilarin kokoonpurishtmis<"sl.a oiheu!.ttvaa vnst.apiiiviiiin kicrtiiviiii 

hairiomomenttia, ja t.iilloin rakenket t t.asapoinol.ila muut.t.ui ra.japi s teen lmutta 

stabiilist.a epiistabiiliksi , samoin !win hairionwment.i t.t.aki n. 
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Nurkan kiertymo asteina 

Kuva 5. Roordan kehii.n tasapainopolkuja. 
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Mikii.li vaakapalkin pystytuki poist.etaan (kuva 5, tapaus b) saadaan rakenne, 

jossa esiint.yy symmetrinen epii.st.abiili haaraut.uminen. Tii.llii.isen rakenteen 

kriittinen kuorma on Per = 7l'
2 EI I L 2

• Vasemmanpuoleisen ta.sapainopolun haara 

on saatu kii.yttii.mii.llii. yhtii.lossii. (.51) omina.isvektorina sen vast.alukua. 

Kaksinivelkaari 
K uvassa 6 on esit.et.t.y kannoistaan niveli::iit.y ympyrii.nkaari, jot. a kuormitet.aan 

lakipist.eestii. pist.ekuormalla. Mikiili rakennet.ta ei t.ueta sivusuunnassa, esiint.yy 

epa.lineaarisen esikriit.t.isen t.asapainopolnn jii.lkeen ant.isymmet.rinen bifurkaatio 

kuorman arvolla Per = 13, OEI I R 2 1181. Sivusuunnassa tuet.t.ua. kaarta. vnicl aa.n 

kuormittaa vielii. tii.mii.n arvon yl i , kunnes rakenl.et>n t.asapainot.ila munt t.uu 

epii.stabiiliksi lii.pilyonnin seurauksena kuorman arvolla P,.,. "'"' Vi , '2E I / 1?2
. 

Rakenne jaet.t.iin 30:een yhtiisuun'C'Il ele t!l !"lllli in ja. allomskel oli 11 ~ .\ = 
3EIIR2

, TOLD = 10- 5 ,Id = 4. Difurlwat.io saav nt.dt. iin 10 askPken jiilkeen 

kuonnan arvoll a P = 13, 08EI I R 2 • Symmet.ris t.ii. lii.pi lyont.iii. analysoit. iin kii.yttii.en 

ka.aren puolikkaalle 15 element.t.iii.. Raja.pist.e saavut.ett.iin samaa a.lkuaskelt.a 
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Krtva 6. Kaksinivelkaari, geomet.riatiedot ja lakipisteen pyst.ysiirt.ymii.. St.ahiili 

t.asapainotila on merkitty ehyellii. viivalla. Ant.isymmet.risen nurjahclns­

muodon epii.stabiili haara on piirret.t.y lmt.koviiva.lla, ja symruet.ri sen 

lii.pilyonnin jii.lkeinen epii.st.abiili polku pi st.e lmt.lwvii v<~lla. 

kii.ytt.ii.en 12 askeleen jaJkeen kuonnan ollessa P = 1!), 45EI / R 2
. 
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[{uva 7. Kolmikerroskeha, rakennet.iedot. ja dement.t.iverkko seka keskipilarin yla­

paan vaakasiirt.ymat. 

Kolmikerroskeha 

Viimeisena esimerkkina tarkastellaan kolmikerroksist.a ja kaksilaivaist.a kehaa, 

jot a kuormit.t.avat pistekuormat. pilareidPn ylapaassa. N urjahd uskuormaksi 

saadaan Per = 5, 31El I L2
, kun rakenne on jaet.tu 7.5 element.t.iin knvan 7 

mukaisesti. Ero laht.eessa 1191 esitet.tyyn arvuon on n . 6%. 

Muutt.amalla keskipilarin toisen kerroksen osan jaykkyyt.t.a arvosta 0, 91 --+ 

0, 11 saadaan aikaan t.ilanne, jossa taman ra.kenneosan st.abiiliudenmenet.ys on 

miiaraava rakenteen kant.okyvyn. Kut.en kuvasta ,7 havait.aan alkavat. siirt.ymat 

kasvaa huomattavasti jo kuorman arvosta P "'= 3, .5EI I L 2 laht.ien. 
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