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TIIVISTELMA: Artikkelissa tarkastellaan epalineaaristen rakentei 
den elementtimenetelmaanalysoinnissa esiintyvien epalineaaristen 
algebrallisten yhtalosysteemien ratkaisua. Erityisesti keskitytaan 
kvasi-Newton tyyppisiin iteraatioihin . Ne asettuvat konvergenssi 
nopeudeltaan taydellisen Newton- Raphson iteraation ja sen modifioi 
dun version valiin, mutta ovat usein kumpaakin edellamain~ttua 
standardimenetelmaa taloudellisempia . Paivityskaavat on johdettu 
myos rajapisteiden ohituksiin kykenevan kaarenpituusmenetelman ta
pauksessa, jossa konfiguraation muutosta rajoitetaan kuorma- siirty
ma avaruudessa elliptisella rajoite - ehdolla . Menetelmien suoritus
kykya on vertailtu muutamien yksinkertaisten esimerkkilaskelmien 
avulla. 

JOHDANTO 

Epalineaarisen 

probleeman 

F'<iil = o 

yhtiilosysteemin ratkaisemisella tarkoitetaan 

( 1 ) 

ratkaisemista, missa kuvaus F:Rn+Rn on u:n epalineaarinen funktio 

(pystyvektoria merkitaan tassa kirjoituksessa asettamalla kyseiselle 

symbolille ylavii va) . Koska yhtalon ( 1 ) analyyttinen ratkaisu on 

aivan yksinkertaisimpia tapauksia lukuunottamatta mahdotonta, on 

turvauduttava numeerisiin menetelmiin. Oden /1/ luokittelee ratkai

sualgoritmit jonomenetelmiin (sequential methods) jasatunnaishakume

netelmiin (nonsequential methods) . Jonomenetelmissa maaratyilla ope-
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raatioilla muodostetaan ratkaisua kohti suppeneva jono iui~ Satun
naishakumenetelmissa poimitaan ratkaisukandidaatit menetelman nimen 

mukaisesti satunnaisesti. Tyypillisesti jonomenetelmissa joudutaan 

ensimmainen testipiste u
0 

valitsemaan, ja tarkennettu arvio ratkai

sulle saadaan iteroimalla 

u. 
~ 

( 2) 

missa ui on yhtalon (1) ratkaisun estimaatti i:nnen iteraation 

jalkeen. Joissain lahteissa kaytetaan merkintatapaa 

u.=u. 1 +a. 1 , (3l 
~ ~- ~ -

ja sanotaan, etta ui on ratkaisun estimaatti ( i-1) :nnen toisto

askeleen eli iteraation jalkeen. Nain ajatellen pidetaan askelta 

u
0

+u1 funktiosta F muodostetun vastaavan lineaarinen tehtavan rat

kaisuna, jota taman askeleen jalkeisilla "varsinaisilla" iteraa

tioilla tarkennetaan vastaamaan F:n oikeata ratkaisua. Tassa artik

kelissa kaytetaan kuitenkin yhtalon ( 2) mukaista merkintaa ja sen 

ohessa selvitettya merkitysta sanalle iteraatioaskel. 

Tarkeimmista jonomenetelmisa voidaan mainita inkrementaalisen 

ratkaisun periaate, Newton-Raphson tyyppiset iteraatiomenetelmat 

j a vektorimuuttujan skalaarifunktion minimointialgori tmeihin perus

tuvat ratkaisutavat. Epalineaarisen yhtalosysteemin ratkaisu on 

laheista sukua optimointitehtavalle: etsi xEDcRn, kun vaaditaan 

h(xl !> h(ul, Vu ED, ( 4 ) 

. ja kuvaus h:Rn+ R on annettu. Voidaan tyytya minimointitehtavaan, 

silla max(h(u))=min(-h(u)). Muodostetaan funktiosta F lauseke: 

h(u) F(u)TF(u), ja todetaan, etta h(uh:O, ja h:n pienin arvo 

saavutetaan kun F( u) =0 . Epalineaaristen rakenteiden analysoinnissa 

yhdistetaan inkrementaalinen menettely usein Newton-Raphson tyyppi

siin iteraatioihin, ja tassa artikkelissa keskitytaankin naihin 

menetelmiin. Myos numeerista integrointia voidaan monin tavoin kayt

taa staattisen probleeman analysointiin. Ratkaisumenetelmien luokit

telua ja keskinaista suhdetta havainnollistaa kuvan 1 kaavioesitys. 
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Kuva 1 . Epalineaarisen yhtalosysteemin 
ratkaisumenetelmia . 
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INKREMENTAALINEN MENETTELY 

Tarkastellaan aluksi inkrementaalista menetelmaa. Oletetaan 

konservatiivinen kuormitustapaus, jolloin ulkoisten kuormien vek

tori P on riippumaton siirtymatilasta u ja on esitettavissa yhden 

parametrin eli n. s. kuormaparametrin >.. funk tiona. Tal loin kuvaus 

~. joka merkitkoon tasapainoa ulkoisten ja sisaisten voimien valil

la, voidaan kirjoittaa muodossa 

~ (u) = >..P t- R(u), re 
( 5) 

miss a R on sisaisten voimien vektori j a P ref on kuormaparametrin 

arvoa A.=1 vastaava referenssikuorma. 

Inkrementaalisessa menetelmassa jaetaan tutkittavan tapauksen 

haluttu kuormitusvali (>..min' >..max) sopiviin askeliin, eli 

( 6) 

Kaytannossa joudutaan, ainakin ensimmaisella laskentakerralla, 

aloittamaan laskenta kuormittamattomasta tilasta >..=A. =0 . Talloin 
0 

on mahdollista loytaa ratkaisumenetelmien suppenevuuden saavutta-

miseksi vaadi ttava rii ttavan hyva alkuarvaus ratkaisulle. Kyseessa 

on siirtymaton alkutila u =0. 
0 

Inkrementaalisessa menetelmassa haetaan ratkaisua kohti maksimi-

kuorman arvoa >..max linearisoimalla F paloittain. Ratkaisuyhtaloksi 

saadaan 

missa toistoaskel aj maaritetaan kaavasta 

\ -1 -
l>A:K. 1p f' J-J- re 

<lR 

aul-u .. 
J -1. 

a~ 

au -I u. 1 ]-

ja _jossa kuormainkrementtien on toteutettava ehto 
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Matriisia .!5_ nimitetaan tangenttijaykkyysmatriisiksi, joka on muo 

dostettu yhtalossa (9) siirtymien uj _1 arvolla . Viiva symbolin 

alla identifioi jatkossakin neliomatriisia . Kuten kuvasta 2 voi 

daan havaita, etaantyy ratkaisu todelliselta tasapainopolulta 

kuorman kasvaessa . Jot ta tarkkuus pysyisi hyvana suurillakin kuor

man arvoilla, joudutaan kokonaiskuorma jakamaan hyvin pieniin 

osiin, jolloin laskenta-ajat myos vastaavasti suurenevat . 

p 

u 

Kuva 1 . Inkrementaalinen menetelma. 

STANDARDI NEWTON-RAPHSON ITERAATIOT 

Jotta numeerinen ratkaisu ei etaantyisi todelliselta tasa 

painopolulta sovelletaan Newton-Raphson (N - R) iteraatiota jokaisel 

la kuorma - askeleella tarkentamaan paloittaista menettelya. Talloin 

toistoaskeleen lausekkeeksi saadaan askeleella j 

( 11 ) 

ja kokonaissiirtymiksi 
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j - j - j -u+liU.+d . 1 , 
0 l. l.+ 

missa on oletettu, etta askeleella j - 1 

ulkoisten voimien valilla on saavutettu 

tasapa ino 

k : nnella 

( 1 2) 

sisaisten ja 

iteraatiolla. 

Merkinta j llu. tarkoi ttaa inkrementilla j iteraat ioon i mennessa 
l. 

syntynytta siirtymanlisaysta. Sekaannuksen valttamiseksion kuorma-

askelta osoittava indeksi j kirjoitettu symbolin vasempaan yla

nurkkaan (poiketen kaavoista 6-10) ja iteratiivista toistoaskelta 

osoittava indeksi i oikeaan alanurkkaan. Tata merkintatapaa nouda 

tetaan jatkossa, tosin kuorma-askelta osoitta va indeksi jatetaan 

use in mer kitsematta , mikali operoidaan vain saman tilan suureilla. 

Yhtalossa (11) olevaa kaanteismatriisia (kuten myos yhtalossa 

(8)) ei kaytannossa tarvitse muodostaa, kun lisaykset. 

j -- u. 
l. 

lasketaan yhtalosta 

j ja j - - j -K. . 
1 

= P- R ( u. ) , 
-]. l.+ l. 

kayttaen hyvaksi Gaussin algoritmia, Choleskyn 

~=~ Q, tai modifioitua Choleskyn hajotelmaa ~=LDU. 

( 1 3) 

( 1 4) 

dekompositiota 

Menetelman etuna on nopea konvergenssi, tietyin otaksumin / 2 / 

suppenemisnopeus on kvadraattista eli on voimassa ehto 

( 1 5) 

· missa 13 on vakio ja x tarkoittaa yhtalon ( 1) ratkaisua. Lisaksi 

menetelma on itsekorjaava, mika tarkoittaa sita, etta u. 1 riippuu 
l.+ 

vain kuvauksesta F ja pisteesta u .. Tal loin edellisen iteraation 
l. 

mahdolliset huonot vaikutukset eivat ulotu eteenpain. 

Newton - Raphson iteroinnin pahin haittatekija on sen vaatima 

suuri laskutoimitusten maara. Jokaisella iteraatioaskeleella on 

muodostettava tangentiaalinen jaykkyysmatriisi ja suoritettava 

sen hajotelma . 

Modifioidussa eli yksinkertaistetussa N-R menetelmassa muodoste 

taan tangenttijaykkyysmatriisi vain esimerkiksi kerran jokaisen 

kuorma - askeleen alussa . Talloin laskentatyon maar a useissa 
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tapauksissa pienenee vaikka suppeneminen hidastuu . Ratkaisuyhtalok

si saadaan nyt yhtalo 

( 1 6) 

Menetelmia on havainnollistettu yhden vapausasteen systeemille ku

vassa 3. 

p 
p 

j -1u iu u iu 

(a) (b) 

Kuva 3 . Newton-Raphson- (a) ja modifioitu Newton-Raphson 
iterointi (b) . 

u 
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KVASI-NEWTON. MENETELMAT 

Perusperiaatteet 

Kvasi-Newton menetelmissa pyri taan parantamaan modifioidun 

Newton - Raphson (mN - R) iteraation suppenevuusominaisuuksia ja vahen

tamaan ratkaisun tyomaaraa taydelliseen N-R iteraatioon verrattuna. 

Perusajatuksena on kyeta paivittamaan tangenttijaykkyysmatriisia 

siten, etta uuden iteraatioaskeleen muodostamiseen tarvittava 

laskentatyo olisi huomattavasti uuden jaykkyysmatriisin kokoamista 

ja sen kolmiohajotelman suorittamista pienempi. Taten paivitysta 

ei milloinkaan suoriteta eksplisiittisena operaationa paivitetta

vaan tangenttijaykkyysmatriisiin. 

Ongelmana on nyt miten maarittaa hyva approksimaatio tangentti

jaykkyydelle. Luonnollinen valinta on vaatia sekanttiyhtalon 

( 1 7) 

toteuttamista . Yhtaloiden yksinkertaistamiseksi kaytetaan myos 

lyhennysmerkintoja 

( 1 8) 

Yhtaloa (17) kutsutaan myos kvasi-Newton yhtaloksi. 

Yhden vapausasteen systeemille yhtalo (17) maaraa yksikasittei

sesti R:n, joka talloin on skalaari, mutta kun systeemin tuntemat

tomien lukumaara n kasvaa yli yhden, vaaditaan lisaehtoja yksi

kasi tteisyyden saavuttamiseksi. Tal loin on luontevaa vaatia, etta 

paivitetty matriisi K on lahella alkuperaista matriisia ~i- 1 • 

Tata laheisyytta mitataan normeilla ja ongelmana on nyt loytaa 

ehdokas, joka toteuttaisi yksikasitteisesti ehdon 

( 1 9) 

Yhtalossa (19) esiintyvana normina kaytetaan kvasi-Newton menetel

mia johdettaessa usein Frobeniuksen normia 
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2 T ll!llp = tr (.!5_ .!5.), (20) 

tai painotettua normia 

II!IIM,F = II MKMII F' ( 21 ) 

missa matriisi ~ on ei - singulaarinen ja symmetrinen. 

Soveltuakseen kaytettavaksi elementtimenetelma sovellutuksiin, 

on kvasi - Newton paivi tyksen toteutettava viela perinni::illisen sym 

metrisyyden ja positiividefiniittiyden vaatimukset, eli 

.!S.i-1 
T + K KT = .!S.i-1 ( 22) 

ja 

- T -
x .!5.i-1x > 0 + - T- -

X Kx > 0, vx ~ o. (23) 

Parhaiten vaatimukset (17), (19), (22) ja (23) toteuttavia 

menetelmia ovat Davidonin-Fletcherin- Powell'n (DFP) paivitys (24) 

ja Broydenin-Fletcherin-Goldfarbin- Shannon (BFGS) paivitys (25), 

joista jalkimmmaista pidetaan yleisesti parhaimpana kvasi - Newton 

paivityksena /3/ . 

- 1 ) • 

K --i-1 

- -T G.G. 
~ 
-TG.d . 

1 1 

Pelkistetysti voidaan yhtali::it (24) ja (25) esittaa muodossa 

.!5.
1
· K . 1 + ~K . ( K . 1 , a . , G . l 

-1- -1 -1- 1 1 

i 

.!S.o+k: 1 ~.!5_k(.!5_k-1 ,dk, Gk). 

(24) 

(25) 

( 26) 
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Yhtalon (26) · soveltaminen johtaa kuitenkin matriisin ~i kolmiohajo

telman suorittamiseen. Jotta talta valtyttaisiin on paivityskaavan 

oltava esitettavissa korjauksena kaanteismatriisiin, eli 

- 1 -1 
~i = ~i-1 

(27) 

- 1 
% 

DFP-paivityskaava (2 4 ), lausuttuna operoimaan kaanteismatriisiin, 

on /3/ 

-1 
~DFP 

- 1 
.!S.i-1 

ja vastaavasti 

- 1 - 1 
~BFGS ~i-1 

BFGS-paivitys 

- -T -1 
diGi~i-1 
-T-
Gidi 

on 

- -T d.d . 
1 ) ~__!. 

G~d. 
l l 

(28) 

(29) 

Kaavoista (24), (25), (28) ja (29) havaitaan, etta DFP - ja BFGS

paivitykset ovat yhteydessa toisiinsa muunnosten 

ja (30) 

valityksella. Taman vuoksi naita paivityksia kutsutaan duaalisiksi

tai komplementaarisiksi paivityksiksi . 

Kaava (27) ei viela sellaisenaan sovellu kaytettavaksi element

timenetelman yhteydessa, koska kaanteismatriisi ei yleensa ole 

nauhamainen vaikka itse matriisi olisikin . Lisaksi kaanteismatrii 

sin muodostaminen on huomattavasti normaalia lineaarisen yhtaloryh

man ratkaisua tyolaampi toimenpide . Voidaan osoittaa / 4 / , etta 

paivitykset (28) ja (29) ovat esitettavissa tulomuodossa 

- 1 K. 
- l 

- -missa vektorit wi ja vi maaritellaan kaavoissa (35). 

( 31 ) 

Yhtalosta (31) huomataan, etta jos .!S.i~ 1 on positiivisesti definiit

ti niin K~ 1 on positiivisesti definiitti, jos ja vain jos toteutuu 
- l 
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ehto 

- - T det(I+w.v.) 
- 1 1 

koska determinantille patee 

- 1 det(K . ) 
- 1 

( 32) 

( 33) 

Sekanttiyhtalon (17) toteuttava a menetelmaa on havainnollistettu 

yksidimensioise s s a tapauksessa kuvassa 4 . 

p 

I 

I 
I 
I 
I 
I 
I 

I I 
I I I 

I I I 
I I I 

I I I R 
I 

I I I 
I I I 

I I I 
I I I 

I 
jd1 I 

jd2 jd3 
I 

Hp I I 
I 

j6U I 
I 
I 

j-1u iu u 

Kuva 4 . Kvasi - Newton iteraatio (sekantti 
menetelma). 

BFGS - paivitys 

Ratkaistavana on nyt yhtalosysteemi (5): F(u) =P-R(u). Kaytetaan 

BFGS-paivitysta, joissa korjaus operoidaan tangenttijaykkyys 

matriisin kaanteismatriisiin . Talloin saadaan /5/ 

- 1 K. 
- 1 

missa 

( 34) 
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v . 
1 

- -T 
.!+Wi Vi' 

/i/~ (F . 
1 

- F. ) 
_.; l. l.- l. J - F. 

V - T- l. 
diF i - 1 

( 35) 

Kaanteismatriisia K- 1 ei muodosteta eksplisiittisesti vaan 
-i 

askel d. 1 saadaan seuraavasti 
l.+ 

1 -1 i T - -
( 11 Q.)K ( 11 Q.)F(u.) 
j=i-J -o j=1-J 1 

[ 1 - -T J -1 [ i - -T J- -= 11 (I +w.v.) K 11 (I+v.w.) F(u. ) • 
. . -JJ -o '1-JJ 1 
J =1 J = 

Menetelman haittapuolena 

tiedon tarve jokaisella 

on vektoreiden wj ja 

iteraatiokierroksella, 

(36) 

vj 
j olloin vektorit 

joudutaan varastoimaan keskusmuistitilan saastamiseksi ajonaikai

seen levytiedostoon. Tallainen tiedonsiirto kuluttaa suhteellisen 

paljon keskusyksikkoaikaa. 

BFGS-menetelma toteuttaa vaatimuksen muodostaa perinnollisesti 

positiivisesti definiitteja matriiseja vain, jos matriisi Qi ei 

ole singulaarinen, eli kun 1+wTv .4 0. Numeerisissa laskelmissa 
1 l. 

on epatodennakoista etta nain tapahtuisi, mutta tilanteissa joissa 

. matriisi Q on huonokuntoinen, lahes singulaarinen, on syyta pidat 

taytya kaavan (34) paivitykselta, ja kayttaa edellisen iteraation 

jaykkyysmatriisia. Ehto paivitykselle voidaan antaa rajoituksena 

matriisin .Q hairioalttiudelle . Lahteessa /4/ on osoitettu, etta 

patee 

-1 
missa c2 (_Q) = IIQ 11 211 .Q II 2 

normissa II· II 2 • Matriisin 

lauseke /4/ 
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( 37) 

on matriisin .Q hairioalttius spektraali

.Q=I+wvT hairioalttiudelle on johdettu 



QTQ:n suurin ominaisarvo , 
=[ -T- ]2 

Q Q:n pienin o~in~isa~vo 

t (\:?w )-! ( vTv) -!+ [(\:?w) (vTv ) +4 ( 1 +vTv l] -!} 2 
(38) 

4 ( 1 +vTw) 

MODIFIOIDUT KVASI-NEWTON MENETELMAT 

Perusteet 

Modifioituja BFGS-paivityskaavaan perustuvia kvasi-Newton algo

ritmeja on ensimmaisena johtanut ja kayttanyt Crisfield / 5,7 / . 

Perusajatuksena naissa menetelmissa on valttya vektoreiden wj 

ja vj, j=1 , ••• , i-1, kaava (35), kayton haitoilta. Paivitysta 

ei kohdisteta edelliseen paivitettyyn matriisiin vaan esimerkiksi 

askeleen alussa muodostettuun tangenttijaykkyysmatriisiin . Modi

fioiduille kvasi - Newton menetelmille saadaan siis yhtalot 

K. = K + lS.i ( lS.o' Cii, Gil, ( 39) 
-1 -o 

-1 -1 K-:-1 (K-1' 2i .• Gil, ( 39 I) K. = K + 
-1 -o -1 -o 1' 

-1 -1 T (39") K. = QilS.o Qi. -1 

Modifioidut BFGS-iteraatiot 

Kayttamalla paivityskaavaa (29) periaatteen (39') mukaisesti, 

saadaan uuden iteraatioaskeleen lausekkeeksi 

missa 

-1-K. F. 
-1 1 

-1-
lS.o Fi' 
-Td.F. 

1 1 

-T- ' G.d. 
1 1 

(40) 
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( 41 ) 

2 a. 
1 

- 1] -

Yhtaloa (40) kutsutaan modifioidun BFGS - paivityksen kolmiparametri 

seksi muodoksi, josta jatkossa kaytetaan kirjainlyhennetta mBFGS3. 

Tekemalla yhtaloissa ( 40 ), ( 41 ) approksimaatio 

saadaan yhtalo 

missa 

-2 a. 
1 

a~ + a~ 
1 1 

- T-G. D. 
1 1 1+ ) - 1 . 

-T-
Gidi 

(42) 

(43) 

( 44) 

Yhtalo (43) on modifioidun BFGS - paivityksen kaksiparametrinen 

muoto (mBFGS2 ) . Yksiparametrinen muoto (mBFGS1) saadaan kun jate
-2-taan termi aidi pois, jolloin iteraatioaskeleen lausekkeeksi seuraa 

(45) 

Yksiparametrisessa versiossa tarvitaan ainoastaan yhden lisavekto

rin tila (F. 1 ), kun taas kaksi - ja kolmiparametrisissa versioissa 
1 -

tarvitaan vastaavasti tila kahdelle (F . 1 , d.) tai kolmelle 
1- 1 

(t . 1, a., 5.) lisavektorille . 
1- 1 1 

Kaksi- ja kolmiparametriset muodot saattavat joissain tapauksis-

sa toimia huonommin kuin 
- 1 
Di+ 1 kerroin ai poikkeaa 

mien 6. ja d. kertoimet 
1 1 

Tamantapaisia tilanteita 

epayhtalot 

28 

mN - R iteraatio . Nain tapahtuu, jos termin 
1 

huomattavasti arvosta ai=1, tai jos ter-

ovat suuria Di+ 1 :n kertoimeen verrattuna. 

varten paivitysta suoritetaan vain, jos 



2 3 
Ct.+Ct. 

l l 
- 1-

Ct. 
l 

( 46) 

toteutuvat. Kaytettyihin katkaisuparametrien R1 ja R2 arvoihin 

palataan numeeristen esimerkkien yhteydessa . 

Modifioidut DFP - menetelmat 

Vastaavasti kuin BFGS - iteraatiolle, voidaan DFP - iteraatiolle 

johtaa yhtalosta ( 28) lahtien periaatteen ( 39') mukaiset versiot. 

Uuden iteratiivisen siirtymanlisayksen 

(kolmiparametrinen muoto mDFP3) 

missa 

Ct~ 
l 

1 
Ct. 

l 

2 
Ct . 

l 

-TG.D .. 
l l+l 

1 - Ct ~ 
l 

lausekkeeksi saadaan 

(47) 

(48) 

Tekemalla approksimaatio (42) yhtaloihin (47, 48), saadaan kaksi 

parametrinen muoto (mDFP2) 

missa 

- T - -G. (d . -D. 1 ) 
l l l+ 

(49) 
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~2 
Ct. 

l (50) 

Modifioidun DFP iteraation yksiparametrinen muoto mDFP1 on 

(51 ) 

Samasta syysta kuin modifioiduissa kaksi ja kolmiparametrisissa 

BFGS-iteraatioissa, on kaksi ja kolmiparametrisissa DFP-menetelmis

sa syyta pidattaytya paivityksesta, mikali epayhtalot 

R1 > -1 > 1 
Cti R1 

, 

Ct~+Ct~ (mDFP3) (52) 

R2 > l l > 1 
R2' - 2 

a1 
l 

R1 > 
_1 

> -Cti R1 
, 

_2 (mDFP2) (53) 

R2 > 
Cti 

> ~ R2 :1 -

Cti 

eivat toteudu. DFP-paivityksessa (28) tulee lisaksi olla voimassa 

ehto 

(54) 

jotta paivitettava matriisi sailyttaisi positiivisen definiittiy

tensa. 

VIIVAHAKU 

Viivahaulla (l ine search) tarkoitetaan menetelmaa: 

(55) 

Tavoitteena on parantaa modifioidun Newton-Raphson tai kvasi-Newton 
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menetelmien suppenevuutta. Viivahakua suoritetaan kunnes ehto 

I G ( n l I < TOL VH I G ( o l I ( 56 l 

toteutuu, missa haun toleranssi TOLVH ( 0,1) . Menetelma on kaksi 

vaiheinen: 1) etsitaan arvot n1 ja n 2 , joille patee G(n 1 )•G(!l 2 l <0, 

2) etsitaan valilta ln1, n21 parannettu arvo n* siten, etta epayhtalo 

(56) toteutuu . Haussa kaytettyja lineaariseen interpolointiin 

pohjautuvia menetelmia on esitetty lahteissa /5,8,9/ . 

MUITA MENETELMIA 

Modi f ioidun Newton - Raphson i teraa tion suppenemis ta voidaan 

hyvin yksinkertaisesti tehostaa esimerkiksi Aitkenin kiihdytys 

menetelmalla /10/ 

(57) 

missa diagonaalimatriisin ~ k:s lavistajaalkio on 

(58) 

Kaavalla (58) pyri taan approksimoimaan sekanttij aykkyytta. Yksidi

mensioisessa tapauksessa approksimaatio on tarkka, mutta useampi 

dimensioisessa tilanteessa saadaan vain likiarvo sekanttij aykkyy 

delle . Tasta aiheutuvia virheita pyritaan vahentamaan soveltamalla 

kiihdytysta vain joka toisella iteraatiolla . Kiihdytysta voitaisiin 

myos suorittaa yhtalolla 

(58 I) 

(Dk)i-(Dk)i+1 

Numeerisissa laskelmissa ei kuitenkaan ole havaittu eroa eri 

Aitkenin kiihdytystapojen valilla. 

Nayak ja Zienkiewicz /11 I ovat esittaneet miltei samanlaisen 

menetelman, jota he kutsuvat a-vakiojaykkyysmenetelmaksi. 
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KAARENPITUUSMENETELMA 

Analysoitaessa hoikkia rakenteita epalineaarisilla menetelmilla, 

muodosta vat monet stabiiliusongelmat ylitsepaasemattoman esteen 

normaaleille inkrementaalisille iteratiivisille 

Kaarenpituusmenetelma on eras yksinkertainen tapa, 

menetelmille . 

joka kyke -

nee rajapisteiden ohituksiin ja siten tamantyyppisen singularitee 

tin jalkeisen jalkikriittisen tilan seuraamiseen . 

Muodostettaessa algor itmia joka pystyy seuraamaan systeemin 

vastetta rajapisteiden jalkeen, on kayttokelpoista pitaa kuorma 

parametria A myos muuttujana . Talloin systeemissa (1) on n+1 tunte 

matonta, mutta vain n yhtaloa, joten tarvitaan ylimaarainen sidos 

yhtalo ratkaisun loytamiseksi . Kaarenpituusmenetelmissa rajoitetaan 

siirtymia jokaisella askeleella yhtalon 

(59) 

mukaisesti, missa (j~s) on ns . kaarenpituus (ks . kuva 5) . Kerroin 

e pyritaan valitsemaan siten, etta saavutetaan paras numeerinen 

stabiilius . Tassa esityksessa on e:lle kaytetty arvoja 

e 0 (60) 

tai 

e ( 60 I) 

Kaavaan (60') paastaan, kun vaaditaan yhtalon (59) vasemman puolen 

termien yhtasuuruutta ensimmaisen askeleen alussa, eli 

1 -T 1 - 2 
~u 1 ~u 1 = e(~A) • ( 61 ) 

Tarkastellaan nyt tilannetta askekeella j ja iteraatiolla i+1 . 

Epatasapainokuormalle F saadaan lauseke (ks . kuva 6) 

( 62) 
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p 

j+ 1p 1--------

jPt-----

u 

Kuva 5 . Kaarenpituusmenetelman periaate . 

p 

i.sp, 

i~p 

l 
R 

Hp jd1 idz 

ic.u 

j-1u iu u 

Kuva 6. Kaarenpituusmenetelma yhdistettyna 
Newton - Raphson iteraatioon . 
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Siirtymanlisays ky s eisell e iteraatiolle on 

- 1 - -
.!5.i F(ui' \i +1) ( 6 3 ) 

missa 

- 1 - - \ K. F(u., ".), - l l l 

( 6 4 ) 

Kokonaissii r tymien j a askelee lla j muodostuneiden siirtymien lau 

sekkeet ovat 

j -flu. 
1 l+ 

Sijoitettaessa (66) yhtaloon (59) muodostuu 

( 65) 

( 66) 

lausekkeesta kuor -

maprametrin muutoksen o\i+1 suhteen kvadr aattinen polynomiyhtalo 

2 a. 1 (o\. 1 ) +2b . 1 (o\ . 1 )+C. 1 = 0, l+ l+ l+ l + l + (67) 

miss a 

(68) 

Ll\ . j\ .- j - 1\ . 
l l 

Yhtalosta (67) seuraa o\i+ 1 :lle kaksi arvoa o\i+ 1 , 1 ja o\i+
1

,
2

• 

Sopiva juuri valitaan siten, etta kyseisella askeleella iteraa 

tioilla i ja i +1 syntyneiden inkrementaalisen siirtymavektoreiden 

valinen kulma on positiivinen /12/ . Iteraatiolla i+1 kaksi mahdol -
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lista inkrementaalista siirtymavektoria ovat 

~'~u · 1 1 l+ , l'lu.+D. 1+6>.. 1 1q. 1' l l+ l+ , l+ 
( 69) 

l'lu · 1 2 l+ , 
( 69') 

Vastaavasti kulmat ylla esitettyjen ja edellisen iteraation i 

inkrementaalisen siirtymavektorin valilla ovat 

e. 
l 

- Tl'l-l'lu. u. 1 1, l l+ , 

-T -
l'lu . l'lu. 1 2. l l+ , 

( 70) 

( 70') 

Jotta valtyttaisiin siirtymasta taaksepain tasapainopolulla, on 

valittava se 

Jos molemmat 

j uuri, 

kulmat 

jota 

ovat 

vastaa positiivinen kulma 

positiivisia valitaan se 

6 . , i=1,2. 
l 

juuri, joka 

on lahinna yhtalosta (67) muodostettua lineaarista ratkaisua -
6>.i+ 1 , eli talloin valitaan 

min {16>-. 
1 1 -6~. 1

1,16>- . 
1 2 -o~. 1

1\ l l+ , l+ l+ , l+ ) ( 71 ) 

missa 

Kaarenpituuden alkuarvon maarittaminen suoritetaan ensimmaisen 

askeleen ensimmaisella iteraatiolla yhtalosta 

missa alkuaskel 0 !'1>. annetaan lahtotietona . Useissa tapauksissa 

on edullista muuttaa kaarenpi.tuuden arvoa paremman suppenevuuden 

aikaansaamiseksi, eli asetetaan 

( 7 4) 

missa parametri R pyrkii ennakoimaan analysoitavan kohteen kayttay

tymista niiden tekijoiden osalta, jotka vaikuttavat ratkaisun 
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suppenemiseen. Koska analysoitavan kohteen kayttaytymisen ennakoin

ti on hankalaa, turvaudutaan informaatioon, jota on saatavilla 

edellisilta askeleilta. Yksinkertaisin tapa konstruoida parametri 

R on 

j R = ;;r;d· , 
J- IT 

(75) 

missa j- 1 T on iteraatioiden lukumaara askeleella j-1 ja ITd on 

haluttu iteraatiomaara askelta kohden . Kun kaarenpituus on maarat 

ty, saadaan kuorman lisaykseksi askeleella j 

( 76) 

KVASI - NEWTON ITERAATIOT YHDISTETTYNA KAARENPITUUSMENETELMAAN 

Iteraatioaskeleen lauseke kaarenpituusmenetelmassa on muotoa 

missa 

- 1- -
K. F(u . ,A..) 
-~ ~ ~ 

(77) 

(78) 

Kaavat (77) ja (78) ovat kirjoitetut Newton-Raphson iteraation 

mukaisesti, mutta jaykkyystermina voidaan 

·askeleen alun tangenttijaykkyytta K tai 
-* -o 

ja qi+ 1 kvasi-Newton menetelmia kayttaen. 

myos kayttaa esimerkiksi 
-* muodos taa vek tori t D. 

1 ~+ 

BFGS - iteraatiossa kaavat (78) ovat muodossa 

1 -1 i T - -
7T Q.)K ( 7T Q.)F(u.,A. . ), 

j=i-J -o j =1-J ~ ~ 

1 - 1 i T -
( 7T Q. )K ( 7T Q. )P f' 
j=i-J -o j=1-J re 

(79) 

missa matriisi 2 saadaan yhtalosta (35) . 
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Modifioidun BFGS-iteraation kolmiparametriselle muodolle saadaan 

vastaavasti yhtalot 

(80) 

missa 

0i +1 
- 1 -

.!S.o Fi ' 

- K- 1p q ref' -o 
( 81 ) 

a~i? 
(3~ 1 ref (3 ~ - !3~ = ----

l - '1' - l l 
Gidi 

- T - - - T-

(3~ (3~ 
Gi(Di +1- Di) Giq 

l l 

G~d. G~d. 
l l l l 

ja termit J., j =1,3 ovat esitetyt kaavoissa (41) . Kaksiparametrinen 
1 

muoto saadaan kun tehdaan approksimaatio Di ~ di (42), josta seuraa 

(82) 

missa 

( 83) 

G~d. 
l l 

Jotta menetelma olisi numeerisesti stabiili on paivityksesta syyta 

pidattaytya mikali ehdot 

(84) 
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-2 -2 
a.i+o>..isi 

1 . 1 
a.i+o>..isi 

> - ~ R 2 1 ( mBFGS 2 ) 1 

eivat toteudu. 
Modifioiduille DFP-iteraatioille vastaavat kaavat ovat 

-* 1- 2- 3-
D i + 1 a. i D i + 1 +a. i d i +a. i D i I 

j 
missa a.il 

(3~ 
l 

(3~ 
l 

- 1- 2- 0 3-q+S.D. 1+S.d.+f.J.D. 1 
l l+ l l l l 

j=1 13 on maaritelty yhtaloissa (48)1 ja 

-T-
Giq 

s~ = - s~ 
l l 

Kaksiparametriselle muodolle johdetaan yhtalot 

1 -2 
missa a.i ja a.i saadaan kaavoista (50) ja 

(85) 

(86) 

(87) 

(88) 

Ehdot paivityksen suorittamiselle saadaan vastaavalla tavalla 

kuin modifioidulle BFGS iteraatiolle kaavoissa (84). 
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ITERAATION SUPPENEMISKRITEERIT 

Iteraation lopettaminen voi perustua siirtymien, epatasapaino

voimien tai naiden skalaaritulon muutosten seuraamiseen . Ehka 

yleisin ja samalla siirtymamenetelmaan perustuvassa elementti 

formulaatiossa luontevin on tarkastella muutosta siirtymatilassa . 

Iteraatio lopetetaan kun 

( 89) 

missa · TOLD on suppenemistoleranssi, II • II sopiva vektorinormi, 

joka usein on euklictinen normi II • 11 2 ja u:ret on vertailusiirtyma

vektori, jolle hyva valinta on 

(90) 

Suppenemistoleranssi tulisi valita siten, etta iteroinnin lopetta 

misen jalkeen jaava virhe olisi samaa suuruusluokkaa diskretointi 

ja inkrementointivirheiden kanssa. Naiden virheiden suuruutta 

ei yleensa tiedeta, joten iteraation suppenemistoleranssi vali taan

kin usein kokemuksen perusteella. 

Euklidinen vektorinormi ei ota huomioon sita, etta siirtymavek

tori sisaltaa erilaatuisia suureita: siirtymia ja kiertymia. Mah

dollisesti luotettavamman kuvan tasapainotilan saavuttamisesta 

antaisi seuraavanlainen skaalattu ehto 

( 91 ) 

jota Bergan /13/ on kayttanyt. Eras mahdollisuus yhteismitallistaa 

siirtymavektorin alkiot on kertoa ne askeleen alun tangenttij ayk

kyysmatriisin diagonaalitermeilla. 

Lopetuskriteeriin voidaan myos liittaa kontraktiotekija, jotta 

valtyttaisiin iteraation lopettamiselta liian aikaisessa vaiheessa 

sellaisissa tilanteissa, joissa on siirtymissa pienet mutta tasai

set muutokset. Talloin ehto on 
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(92) 

missa q on kontraktiotekija ja maaritellaan /5/ yhtalolla 

q ja q e:a,1). ( 93) 

Lopetusehto (92) on tietysti konservatiivisempi kuin ehto (89). 

Epatasapainon suuruuteen yhtalossa ( 1 ) · perustuvat lopetusehdot 

ovat muotoa 

(94) 

missa vertailukuorma Fref voidaan valita seuraavasti 

(95) 

( 95') 

Energiakriteeriksi kutsutaan seuraavanlaista lopetusehtoa: 

(96) 

NUMEERISET ESIMERKIT 

· Yleista 

Tassa artikkelissa esitetyt numeeriset esimerkit ovat tasokehia, 

joita on analysoitu Timoshenkon palkkiteoriaan perustuvalla keha

sauvaelementilla /14/ . 

Siirtymia u, v ja ~ approksimoidaan lineaarisilla polynomeilla. 

Elementin tasapainoyhtalot on muodostettu paivitetyn (inkrementaa 

lisen) Lagrangen tarkastelutavan mukaisesti . 

Materiaalia on kuvattu ideaalikimmoisella tai kimmoplastisella 

mallilla, jossa materiaalilaki on inkrementaalisen J
2 

teorian 

mukainen. Jaykkyysmatriisissa on otettu huomioon vain geometrisesta 

epalineaarisuudesta aiheutuvat tekijat, eli 
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K f~T (u)CB(u)dV+_!S(_~), (97) 
v 

missa B on siirtymista riippuva muodonmuutosmatriisi, c on elasti

nen materiaalimatriisi ja .!S_(.§.) on jaykkyysmatri i sin jannityksista 

.§. riippuva osa . 
Geometrisesti epalineaarisissa laskelmissa on iteraatiokierros -

ten maksimimaaraksi asetettu 20 ja esimerkeissa, joissa on otettu 

huomioon myos fysikaalinen epalineaarisuus, iteraatioiden maksimi

maara on ollut 100. 

Kaikki esimerkit on laskettu opetusministerion VAX8600 tieto

koneella ( sananpituus 32 bi ttia) kayttaen reaaliluvuille kaksin 

kertaisen tarkkuuden esitysta. 

Kuusikerroksinen keha 

Ensimmaisena esimerkkina laskettiin kaksilaivaista ja kuusi

kerroksista tasajaykkaa kehaa . Rakenne jaettiin 324 : n yhtasuureen 

elementtiin jolloin malli kasitti 315 solmupistetta ja 945 vapaus

astetta. Jaykkyysmatriisin puolinauhanleveys, mukaanlukien diago

naali, ali 27. Kuvassa 7 on esitetty rakenteen geometria, mate

riaali- ja poikkileikkaussuureet seka kuormaparametrin arvoa A=1 

vastaava kuormitus. Menetelmat mBFGS2, mBFGS3 ja mDFP2 osoittautui

vat tassa esimerkissa tehokkaimmiksi. Suppenemista testattiin 

epayhtaloiden (89) ja (90) avulla ja TOLD=10- 4 . 

P1 
Q1 

Q2 
P2 

Q2 
P3 l 1 1 1 l 

Q2 
P4 

Q2 
PS 

Q2 
P6 

"'"' """ 

1 ! 1 1 _1 

1 l 1 

.,;,. 

E = 210 GPa; v=O 
A = 8446mm2 

I = 231,3 ·106 mm4 

L = 9000 mm 

P1 = B,3 kN 
P2 = 16,9 kN 
P3 = 20,5 kN 
P4 = 24,2 kN 
PS = 27,8 kN 
P6 = 31,4 kN 
Q1 = 45.72 kN/m 
Q2 = 50,4 kN/m 

Kuva 7. Kuusikerroskeha; materiaali, rakenne ja kuormitustiedot 
•vastaten kuormaparametrin arvoa A=1 ). Elementtien pi
tuus on 500 mm. 
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Taulukko 1. Eri iteraatiomenetelmien vertailua . Vakio kuorma -
askel 1'1\ =0 . 5, \ =8 . 0 . max 

men . IT JMM ITU ITO CPU* ) huom . 
·---·-~-

_____ __ ... ______________ 

N- R 55 55 1, 72 

nN - R 91 1 6 1, 00 

Aitken 81 1 6 0,99 1 ) 

mBFGS1 80 1 6 64 0 0,97 2) 

mBFGS2 68 1 6 52 0 0,92 2) 

0 0, 92 
I 

2) mBFGS3 69 1 6 53 I 
mDFP1 82 1 6 66 0 1 , 00 

I 
2) 

mDFP2 68 1 6 52 0 0,92 2) 

mDFP.3 74 1 6 58 0 0,93 J 21 BFGS 90 1 6 7 57 1,22 2) 

--- - - ·--·--- - -- -

*) Keskusyksikkoaika on normeerattu mN-R menetelman (67,8 sek) 
suhteen . 

1) Aitkenin kiihdytysten muodoilla (58) ja (58') ei ollut eroa . 

2) Katkaisuparametrien arvot : R
1

=4,0; R
2

=3,0 . Nailla arvoilla ei 
ollut tassa esimerkissa merk1tysta. 

3) Max c2 (Q)=10 8 , kaytettaessa viivahaulle toleranssia TOLVH=0,5 ei 
hakua tarvita. 

IT iteraatioita yhteensa 

JMM = jaykkyysmatriisin muodostamisia 

ITU= kvasi - Newton paivityksia 

ITO= paivityksesta pidattaytymisia 

Williamsin taitepalkki 

Tata esimerkkia ovat analysoineet myos Virtanen ja Mikkola 

/15/ kayttaen elementtia, jossa taipumaa 

tioilla . Palkki on erityisen hyva testi 

systeemin ratkaisualgoritmille, silla 

kuvataan Berryn funk

epalineaarisen yhtalo

kuormitusta kasvatetta -

essa rakenne ens in "loystyy" j a lopuksi "j aykistyy" . Jaykkeneva 

systeemi on usein modifioidulle Newton - Raphson iteraatiolle ylivoi

mainen tehtava ratkaistavaksi, ellei kayteta hyvin pienta askelta . 

Taulukossa 2 on esitetty tuloksia laskelmista. Kuorma pidettiin 
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vakiona askeleen ajan ja kaikki askeleet olivat yhtasuuria . 

Taul·ukko 2. Eri iteraatiomenetelmien vertailua . 

I 
·- I 

I men t:.t.. /lb IT JMM ITU ITO CPU/sek huom . 
I , _ _____ 
i 
l N- R 3 79 79 16.6 

jmBFGS3 3 94 20 74 1 5 . 7 

! BFGS 3 11 4 20 52 42 21 • 4 
i 
iBFGS+vh 3 1 02 20 44 38 21 • 2 1 ) 

lmuut 3 eivat supenneet maksimikuormaan asti 

I N-R 2 11 0 11 0 20 . 6 

lmBFGS2 2 1 41 30 111 1 9 . 2 

1

mBFGS3 2 135 30 105 19 . 7 

:BFGS 2 150 30 49 71 23.7 
! 
!BFGS+vh 2 145 30 45 70 23 . 1 

:mDFP1 2 1 71 30 1 41 19.2 

•mDFP2 2 1 34 30 103 19.2 

:muut 2 eivat supenneet maksimikuormaan asti 

max c2 (Q)=108, TOLVH=0,5, TOLD=10- 4 , R1 =4.0, R2=3.0 

1 ) Lisaksi kaksi sisaisen voimavektorin muodostusta viivahaun 
yhteydessa. 

Matala kaari 

Padovan ja Moscarello /16/ ovat analysoineet matalaa jaykkakantais

ta ympyrankaarta kayttaen 12 isoparametrista 8 - solmuista taso-
jannitystilan 

riaalitiedot 

elementtia. Kaaren 

selviavat kuvasta 

geometria, 

9 . Esimerkki 

kuormitus ja mate

ei ole ratkaisu -

algoritmille erityisen vaativa, mutta modifioitujen kvasi-Newton 

iteraatioiden tehokkuus kimmoplastisen materiaalimallin tapauksessa 

on huomattava verrattuna mN-R- menetelmaan. Laskenta suoritettiin 

myos erilaisilla katkaisuparametrien R 1 ja R 2 arvoilla . Taulukossa 
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0 

g~----~------.------r----~.-----.---~-, 

oo 
E g+------+------+-----~~~~L-----J-----~ 
0 

~ 

E = 10,3 ·106 lb/ in
2 

h = 0,243 in 
b = 0, 753 in 

0 v=o 
04---~-+--~--~~--~~~~--~--~--~~ 

0.0 0.1 0.2 O.J 0.4 0.5 0.6 

Lokipisteen pystysiirtyma / in 

Kuva 8. Williamsin taitepalkki . 

3 ja 4 on esitetty muutamia iteraatioon liittyvia tunnuslukuja . 
Kaaren puolikas analysoitiin kayttaen 24 elementtia . 

Taulukko 3. Kimmoinen materiaali, -4 TOLD=10 • 

···- - .. - . - ~- . ------!-
men. IT JMM ITU ITO CPU/sek huom. 

.. -- ------ . --- -· -- - --· -- -- ----- - -- . . 

: mN-R 195 I 41 23 
mBFGS2 192 41 11 5 37 24 R1 =3,0; R2 =o,8 
mBFGS3 194 41 111 42 23 II 

mDFP2 II 1 ) 

mDFP3 186 41 80 65 23 II 

- -; 
. MBFGS2 198 41 1 22 35 24 R1 =4,0; R2 =3,o I 

l 

mBFGS3 287 41 212 34 26 II 

mDFP2 II 1 ) 
mDFP3 215 41 148 26 24 II 

mDFP2 186 41 1 45 23 ehtoa katkaisu -
mDFP3 21 5 41 1 7 4 24 parametreilla ei 

testattu 
-- -- -- · -· 

1 ) Suppeni vain 7 askelta. 
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~I' ~ 
E = 69 GPa a 
Ep=O 

-1 ~ v = 0,3 l.u ~I ay = 82,74 MPa 
·=h 
I b R 

I 
R =3383,5 mm 

I b = 25,4 mm 

I I h = 4.7625 mm 

I I 
[J= 7,3397° 

b 
rfJ:V 

-I lY ' -==-

0 

8~--------~--------,---------,---------.----.~--.---,----, 
N 

z 
......... 
co 
§8+--+-----1----~---r-4~--~r--------r.r---.r~r-------~ 
0~ 

~ 

o = ideoofikimmoinen mot. 
• = kimmoplostinen mot. 

0 

0~--~----~--~----,_--~----+---~----~--~----~--~----; 
0.0 10.0 0.0 30,0 40.0 

Lokipisteen pystysiirtyma I mm 
50.0 60.0 

Kuva 9 . Matala kaari; rakennetiedot, taipumamuotoj a alkutilassa 
ja kuorman arvoilla 100 N: a) ideaalikimmoinen materiaa
limalli b) kimmoinen ideaaliplastinen malli . Alinna 
on esitetty kaaren lakipisteen pystysiirtymat. Ympyra 
ilmoittaa kuorma-askelten paikan . 
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Taulukko 4 . Matala kaari, elastoplastinen materiaali, - 4 TOLD=10 • 

IT JMM I TU ·. _i:r~ .. ] c~~~ seki huom . 

~ mN -R 11 61 51 l I 
103 ! 

I 
· mBFGS2 743 52 404 287 I 80 R1=3,0; R2=0,8 

I 2 46 
I 

75 " mBFGS3 711 52 413 I I i I 

" mDFP2 ! 
I I - I - I 

i I I 

.mDFP3 1134 51 i 1 36 
I 

947 104 " 1 ) 

I i 
mBFGS2 668 51 487 1 30 72 jR2=40,0; R2=30,0 

mBFGS3 762 51 494 217 77 I " 
I i " mDFP2 ) - 1 ) 

mDFP3 968 51 I 329 588 94 " ! 

I 
I 

mBFGS2 692 51 6 41 78 !ehtoa katkaisuparamet-
I 

;mDFP2 706 52 654 i - 75 !reille ei testattu 

~ mDFP3 922 57 865 92 
i 
I 

1 ) Suppeni vain 7 askelta . 

Syva ympyrakaari 

Viimeisena esimerkkina analysoitiin syvaa ympyrankaarta (kuva 

10), jonka analyyttisen ratkaisun ovat esittaneet DaDeppo ja 

Schmidt /17/. Kyseista kaarta ovat monet elementtimenetelman 

tutkijat kayttaneet esimerkkinaan mm. Wood ja Zienkiewicz /18/. 

He ovat testanneet silla paralineaarista isoparametrista tasojanni 

tystilan elementtia . 

Rakenteen kayttayminen on jo aivan pienillakin kuorman arvoilla 

hyvin epalineaarista, jolloin mN - R menetelma vaatii hyvin pienen 

askelkoon supetakseen . Laskettaessa taydellisella N-R iteraatiolla 

alkuaskeleen ollessa o6A=4EI/R2 , saavutettiin rajapiste 15 askeleen 

jalke en kuorman arvolla 9,326 EI/R2 (16 elementtia) . Analyyttinen 

rajapisteen kuorma on 8,97 EI/R2, joten virhe oli noin 4,0% . 

Suppenemista testaattiin yhtalon ( 92) avulla toleranssin ollessa 
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TOLD=10 - 4 Laskenta-aika oli 18 CPU - sekuntia (30 askelta) ja ite 

raatioita tarvittiin yhteensa 147 . Voima - siirtyma riippuvuudet 

on tasta laskelmasta esi tetty kuvassa 9 . Taulukossa 5 on esi tetty 

eri menetelmista muutamia iteraatioon liittyvia tunnuslukuja . 

Kuten taman ja edellisen matalan kaaren esimerkeista havaitaan, 

toimivat modifioidut DFP paivitykset vahintaan yhta hyvin kuin 

mBFGS menetelmat, kun katkaisuparametrien R1 ja R2 arvoja ei miten 

kaan rajoiteta . 

Taulukko 5 . syva ympyrakaari, eri menetelmien 

1 0 t:,>.. /EIR- 2 IT JMM ITU ITO men .j 

I I N-R l 4 . 0 147 1 4 7 

mN ~R~ --l -- - ·--··--· 

0 . 08 i 

-- --------·· -- ·- ___ l _. 

mN - R i 0 . 05 4315 460 

mBFGS2 l 0 . 05 6099 1000 3891 1208 

mBFGS3 I 0 . 05 6099 1000 3891 1208 

mDFP2 l 0.05 3987 547 3440 

mDFP3 I 0 . 05 4274 536 3738 ! 

l 
jmBFGS2 0 . 15 1 01 7 92 2 

imDFP2 0.15 123 . 8 11 5 

a) R1=4,0; R2 =3,0 

b) Ehtoa katkaisuparametreille ei testattu . 

1) Ei supennut . 

2) Suppeni kuorman arvoon >..max =8,51 EIR -2 

vertailua . 

------

CPU/sek huom . 

1 8 

1 ) 
·-. - - ·-- .. 

172 2) 

338 3) a) 

331 3) a) 

1 94 4) b) 

1 89 5) b) 

6) a) 

7) b) 

3) Maksimiaskelten maaraksi oli asetettu 1000, talla askeleella 
kuorman arvo oli A=8,51 EIR - 2 . 

4) >.. =0 49 EIR-2 
max ' 

5) A 9 44 EIR - 2 
max ' 

6) >..max 0,97 EIR-2 

7)A 1,09EIR- 2 max 
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~ ... ------r-----,------r----~-----.------.-----, S! 

R=100 
¢=215° 

E=12·106 

v=O 

kaaren pl. H= 1 

~ lH -H 
0.0 0.2 0.4 0.8 0.8 1.0 1.2 1.4 

u/R, v/R 

Kuva 10. Syva ympyrakaari; lakipisteen vaaka- ja pystysiirtymat, 
seka rakennetiedot. 

JOHTOPAATELMAT 

Kvasi-Newton menetelmat osoittautuivat modifioitua Newton-

Raphson iteraatiota paremmin suppeneviksi ja sallivat usein huo

mattavastikin suuremman kuorma-askeleen kayton kuin mita mN - R 

menetelmaa kaytettaessa olisi ollut mahdollista. Modifioidut kvasi

Newton iteraatiot ovat usein myos edullisempia kuin molemmat 

standardimenetelmat. Siirtymarajoitteen lisaaminen yhtalosysteemiin 

parantaa suppenemisominaisuuksia ja mukauttavat kuorman inkremen

toinnin rakenteen epiUineaarisuuden mukaan . Kvasi-Newton algorit

mien kaytto kaarenpituusmenetelmien yhteydessa parantaa suppenemis-
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ominaisuuksia mN-R iteraatioon verrattuna, mutta laskenta-ajan 

pieneneminen ei ole aivan selvio. 

Vahvasti geometrisesti epalineaarisissa tapauksissa ei kvasi

Newton menetelmilla saatu toivottua tulosta, vaan taydellinen 

Newton-Raphson i teraatio vaadi ttiin suppenemisen saavuttamiseksi. 

On ilmeista etta tangettijaykkyyden paivittaminen kvasi-Newton 

yhtaloilla ei j ohda niin suureen laskenta-aj an vahenemiseen, etta 

epalineaaristen tehtavien kasittely tulisi normaalin insinoorityon 

piiriin. Ilmeisesti hierarkisen lahestymistavan ja dynaamisen 

tai viskoosin relaksaation kaytto epalineaarisen systeemin ratkai

sussa tuo huomattavasti suuremman parannuksen kuin kvasi-Newton 

algoritmeilla voidaan saavuttaa . 
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