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Elementtimenetelman yksinkertaisin jaykkyysmatriisi lienee Hooke'n lakia 

noudattavan suoran tasoristikkosauvan jaykkyysmatriisi . Se luotiin 50-luvulla, 

Argyris /1/ ja sita kaytettiin paljon ns. matriisimenetelmien, Livesley /2/ yhtey

dessa. Jaykkyytta maaritettaessa huomioidaan siina vain aksiaalinen puristus

ji:iykkyys EA/L, jossa E on kimmomoduli, A poikkipinta-ala ja L pituus. Kuvassa 

1 on puolestaan naytetty ne voimat U 1> U 2• V 1 ja V 2• jotka sauvan paihin -

solmuihin 1 ja 2 kohdistuvat. Samoilla, mutta pienilla kirjaimilla on merkitty 

solmujen siirtymat x- ja y-koordinaattien suunnissa. 
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X 

Kuva 1. Tasoristi kkoele mentti. 

Sauvan tasapainoyhtali:i on 

(1) 
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Sarna yhtiili:i komponentit eriteltynii on 

fl~ EA 

1 0 -1 0 ul 

0 0 0 0 VI 
(2) 

u2 L -1 0 1 0 u2 

v2 0 0 0 0 V'} 

Jaykkyysmatriisin merkinnassa [K El on kiiytetty alaindeksiii korostamaan pienten 

muodonmuutosten elastisuutta. Tiitii yhtiili:iii kiiytetiiiin staattisesti miiiirattyjen 

tai miiiiriiiimiitti:imien ristikoiden laskennassa. Luonnollisesti on ensin suoritetta

va asianmukainen koordinaatiston muunnos /2/. 

Ristikkosauvoista voi I<Oota ki:iyden rakennemallin sauvajonona. Kuitenkin ki:iysi

rakenne - myi:is verkko - poikkeaa toiminnaltaan ratkaisevasti ristikosta. Raken-

teen jiiykkyysmatriisin determinantti on ki:iysissii yleensii nolla, eikii (2):n avulla 

muodostettua jaykkyysmatriisia voi siten kiiiintaa. Ki:iysirakenteiden ratkaisemi

seksi ainakin siina tapauksessa, kun jiiykkyysmatriisin kiiiinteisarvo puuttuu, 

on kaytettiivii muita menetelmia tai ainakin koetettava etsia sellaisia jiiykkyys

ominaisuuksia huomioitavaksi, etta jiiykkyysmatriisi saadaan kiiiinnettya. Talli:iin 

on muistettava ki:iysirakenteiden tutkimuksessa tyi:iskennelleet pohjoismaiset 

tutkijat H.A. Buchholdt /3/ ja H. Mi:illmann /4/, jotka ovat kehittaneet sovellu

tuskelpoiset teoriat ki:iysiverkkojen statiikan laskentaan. 

Tiissii kirjoituksessa halutaan liihteii kiiyttiimiiiin hyviiksi perusristikkosauvaa 

(2) ja johtaa lyhyesti jiinnityksen vaikutus ristikkosauvan jiiykkyyteen. Tiilli:iin 

voi pysyttiiytya ki:iysirakenteen analyysin kohdalla standardinomaisten FEM

proseduurien ratkaisumalleissa esim. dynaamisen relaksaation, Lewis, Jones 

ja Rushton /5/tapaan tai simuloinnin tapaan, Aula /6/, antaen rakenteen viiriihte

lyn vaimentua staattiseen lepotilaan. 

JANNITYKSEN MERKITYS 

Jiinnitettyyn lankaan kuuluu poikittainen jiiykkyys, kuten lukijakin on voinut 

esim. kitaran kielen viiriihtelyii tarkastellessaan todeta. Ilman jiinnitysta puuttuu 

poil<ittaisjiiykkyys (kuva 2). 



{F)= {o){o) 

Kuva 2. Poikittaisjiiykkyyden puuttuminen. 

Vetojiinnitys ei ole ainoa jiiykkyyden osatekijii. Aksiaalisen jiinnityksen ohella 

vaikuttaa ilmeisesti koydessii oleva taitekulma jiiykkyyttii lisiiaviisti kuvan 

3 tapaan. Tata ominaisuutta hyodynnetiiiin koysivet·koissa . 

a > 0 ; {F) = [KJ{ 8) 

Kuva 3. Taitekulma ja poikittaisjaykkyys. 

Kun pyritiiiin saamaan koysiverkosta riittavan jiiykkii rakenne esimerkiksi kate 

on asennuksessa saadetty jiinnitys muodon ohella keskeinen tekija. Mielikuvan 

muodostamista koysiverkon toiminnasta auttanevat kuvat 4 a ja 4 b. 

Kuva 4a. Koysiveri<On muodonmuutoksia /3/. 
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Kuva 4b. Esimerkki koysiverkosta 141. 

Abrate ja Sun /7 I ja Godbole, Krishna ja Jain 181 ovat johtaneet samasta koko

naismuodonmuutosenergian lisiiyksen lausekkeesta 

u f 
v 

o+ Ea 
f 

E 
odE) dV 

0 
E 

(3) 

liihtien jiinnityksestii riippuvan geometrisen jiiykkyysmatriisin huomioimalla alku

venymaii E 0 lisiiiiviin inkrementaalisen venymiin Ea. 

GEOMETRINEN EPALINEAARISUUS 

Liihteissii /7 I ja 181 on mukana sauvan suuri rotaatio ja pieni venymii venymiin 

lausekkeeseen on otettu mukaan kohtisuorasta poikittaisliikkeestii aiheutuva 

rotaatio inkrementaalisen venyman 

E a = du/dx + t (dvldx)2 (4) 

toisena terminii. 

Voimassa on Hooke'n laid 

0 (5) 

ja venymii E = E 0 
+ Ea. 



Molemmissa liihteissii /7 I ja /8/ on sitten muotofunktioiden kautta laskettu jiiyk

kyysmatriisit. 

Geometrinen jiiykkyysmatriisi voidaan johtaa kuitenkin lyhyesti, Aula /9/. Kun 

sauvan kiertymii one (ks. kuva 5), saadaan 

-sine· o A ja 

V2 sin 8· oA 

y 

2 

Kuva 5. Elementin kiertyma. 

Koska kulma e on pieni, on e ~ v2/l eli 

v2 . o A -sin -
1

-

v2 
sin · o A 

oA 

oA 

Siinii sini-ilmaisu on kehitetty sarjaksi 

sin v2 
-1- + ••• 

ja on huomioitu vain sen 1. termi. 

(6) 

X 

(7) 
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Koska mukaan otetaan vain geometrisen epalineaarisuuden aiheuttava inkremen

taalinen venyma , on tassa tarkastelussa U 1 = 0 ja U 2 = 0. Nyt voidaan (7):n 

avulla edella sanottu huomioiden kirjoittaa elastista yhtaloa (2) vastaava geomet

rinen tasapainoyhtalo 

u1 0 0 0 0 u1 

v1 a A 0 1 0 -1 v1 

u2 0 0 0 0 uz 
(8) 

L 

v2 0 -1 0 1 v2 

eli lyhyemmin merkittyna 

{F) (9) 

Kokonaisjaykkyys on sitten elastisen ja goemetrisen jaykkyyden summa 

[K] (10) 

GEOMETRISEN JAYKKYYSMATRIISIN MERKITYS 

Kun tarkastellaan jaykkyysmatriisia 

EA EA 
0 

L 
0 

L 

a A a A 
0 0 

L L 

[K] EA (11) 
EA 

0 0 
L L 

aA a A 
0 

L 
0 

L 



on nahtavissa, etta siinii kaikkia solmuvoimakomponentteja vastaa nollasta 

eriava jaykkyysarvo. Kertoimet 
0t diagonaalilla edustavat nimenomaan 

poikittaisjaykkyytta. Tata matriisia kayttamalla on muodostettavissa jannitetyl

le, jannittamattomanii labiilille koysiverkolle kiiannettiivissa oleva jaykkyysmat

riisi . Positiivisilla o :n arvoilla on sen determinantti positiivinen. Tamii merkit

see , etta esimerkiksi kuvan 4a jannitetyn koysiverkon siirtymat voi ratkaista 

kaantamalla jaykkyysmatriisi. Ilman geometrista jaykkyytta se ei missiian 

tapauksessa olisi mahdollista. 

Seuraavassa luvussa tarkastellaan lopuksi numeroesimerkein geometrisen jayk

kyysmatriisin kiiytostii saatuja kokemuksia . 

ESIMERKKEJA 

Ensimmaisenii esimerkkinii on kehittiimalliini tietokoneohjelmalla GERDA 

I laskettu Pietrzakin /11/ tehtava: koysiverkko (kuva 6). Pietrzak laski staattiset 

voimat ja siirtymiit matriisimenetelmiilla. Sarna esimerkki on laskettu tassa 

dynaamisena efektiivisen massan menetelmiilla /10/. Kayttiimiillii vaimennusta 

on saatu staattinen lopputila vaimenevan variihtelyn tuloksena. 

y 

7 • 
II 12 

6 10 I I 2 • 9 

• 2~ 

• 9 • ' ' 6 101 

I 
• 7 EA•6~\N 

lnltlOI Sft1, trru 

12 II IOfcHP0•25«N 

I.Om 1.0 "' t.Om 

Kuva 6. Esimerkkiverkko /11/. 

Esimerkissii on suorakulmainen tasoksi jannitetty verkko (kuva 6). Esijiinnitysvoi

ma on 25 I<N kussakin 12 elementissa. Yerkon jiinnemitta on 3 m kummassakin 
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suunnassa.Elementtien pinta-alat ovat 32,5 mm2. Kimmomodulin ja alan tulo 

EA = 6500 kN. Omapaino on 0,039 kg. Kuormituksena on solmuun 2 vaikuttava 

kohtisuora 5 kN:n voima. 

Taulukossa 1 on esitetty GERDA I:lla elementin geometrinen jaykkyys huomioiden 

lasketut luvut. Suluissa on Pietrzakin /11/ tulokset. 

Taulukko 1. Verkko, GERDA I /6/. Suluissa, lahde /11/. 

Elementti Voima [kN] Solmu Suunta Siirtymii [em] 

1 29,324 (29,266) 1 X 

3 1 z 1,52 (1,514) 

4 25,379 (25,370) 2 X 

6 2 z 5,02 (4,999) 

9 
I 

25,391 (25,387) 3 z 1,52 (1,514) 

10 29,283 (29,228) 4 X 

11 25,367 (25,363) 4 y 

12 29,376 (29,321) 4 z o, 76 (0, 753) 

Simuloimalla lasketut tulokset ovat valituilla vaimennusarvoilla muuttuneet 

laskettuna ajanjaksona t = 1,024 s vakiintuneiksi - voimat 1 N:n ja siirtymat 

0,01 cm:n tarkkuudella. Aika-askel oli 0,0512 s ja integrointimenetelmii ehdoitta 

stabiili. 

Tata kirjoitusta laadittaessa testattiin vertailun vuoksi jaykkyysmatriisia, 

josta puuttui geometrinen jiiykkyys. Huolimatta ehdoitta stabiilista integrointi

menetelmasta EI aika-askelta pienennettaessii SAATU niinkiian pienellii askeleel

la kuin 0,0004 s LAINKAAN STABIILEJA TULOKSIA! Kun geometrinen jaykkyys 

oli huomioitu, ei suurella aika-askeleella 0,2048 s tullut esiin stabiliteetti

vaikeuksia. Numeerinen laskutarkkuus oli n. 7 merkitseviiii numeroa. 

Vaikuttiko rakennetyyppi geometrisen jiiykkyysmatriisin merkitykseen? Sen 

toteamiseksi on seuraavana toinen esimerkki hoikasta ristikosta (kuva 7). Nume

rotulokset ovat taulukossa 2. Siina on ensimmiiisen vaimentamattoman heilahduk

sen arvot. 



Kuva 7. Ristikkoesimerkki. 

Taulukko 2. Ristikkoesimerkki. Taipuma ja voima ajan funktionta. 

Taipuma Yl [m] Voima s1 [NJ 
AIKA [s] --

E+o E E+o E 
-· 

0 0 0 0 0 

0,0032 - 0,0593 - 0,0593 2483 2483 

0,0064 - 0,2007 - 0,2014 8846 8883 

0,0096 - 0,3342 - 0,3402 13854 14164 

0,0128 - 0,3758 - 0,3924 14487 15183 

0,0160 - 0,3039 - 0,3268 11967 12796 

0,0192 - 0,1675 - 0,1826 7484 8199 

0,0224 - 0,0534 - 0,0466 2820 2079 

0,0256 - 0,0327 - 0,0009 1255 132 

0,0288 - 0,1144 - 0,07 32 4798 3131 

Liihinna taipumahuippua olevan hetken t = 0,0128 s taipumien suhde on 1,044 

ja voimien suhde 1,048. Geometrisen jaykl<yyden huomioiminen lisaa tassa 

jiiykkyytta liihes 596. Esimerkkiristikon ylasauvan jannitys on tosin korkea 

446 N/mm2 eikii sikiili voine vastata kiiytantoa. 
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YHTEENVETO 

Lyhyessa kirjoituksessa on haluttu tuoda esiin kokemuksia mahdollisuuksista, 

joita ristikkosauvan jaykkyysmatriisin taydennys jannitystilasta riippuval

la geometrisella jaykkyysmatriisilla tarjoaa. Taydennys antaa mahdollisuuden 

kayttaa elementtia jannitettyjen koysien ja koysiverkkojen analyysiin ja muutoin 

rakenteen jaykkyysmatriisin kaanteismatriisin puuttumisesta aiheutuvat vaikeu

det ovat valtettavissa. 

Kirjoituksessa on esimerkki koysiverkon analyysista dynaamista simulointia 

kayttaen. Esimerkissa ei ainakaan efektiivisen massan menetelmalla saada 

lainkaan ratkaisua ellei geometrista jaykkyysmatriisia huomioida. 

Jatkotutkimuksissa olisi selvitettava, voiko geometrisen jaykkyysmatriisin 

puuttuminen aiheuttaa stabiiliuden menetyksen muutoin ehdottomasti stabiilissa 

vasteen integrointimenetelmassa. Onko vaimennuksen mukanaololla tassa esimer

kissa vaikutusta? 

Toisena esimerkkina lasketun hoikan ristikon tulosten perusteella voi arvioida, 

etta geometrisen jaykkyysmatriisin huomioiminen ei ristikkotyyppisen rakenteen 

kohdalla ole tavallisesti tarkkuuden takia tarpeen. Hoikan puristetun ristikon 

kohdalla tilanne voi o1.la toinen. 
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