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Tl IVISTELM~: Artikkel i pyrkii valaisemaan elementtimenetelman yhteydessa usein 
melko intuitiivisesti kaytettyjen kasitteiden solmuvoima ja solmuvirta teoreet 
tista taustaa. · Erityisesti maaritellaan solmuvoimareaktio- ja solmuvirtareaktlo
kasitteet seka selos t etaan niiden hyvaksikayttoa traktion ja jannityskomponent 
tien t a i virran tiheyden ja vuokomponenttien maarittamisessa. Solmuvoimakasitetta 
tarkastellaan ensin ja saatuja tuloksia hyodynnetaan sitten analogioiden avulla 
solmuvirtakasitteen selostamisessa. Esitysta havainnollistetaan kahden yksinker
taisen numeerisen esimerkin avulla . 

JOHDANTO 

Elementtimenetelmaa kaytettaessa operoidaan rakenteiden mekaniikan tehta

vissa usein kasitteen solmuvoima (engl. nodal force) ja esimerkiksi li:Vnmonjoh

tumis - ja suotovirtaustehtavissa kasitteen solmuvirta tai solmuvuo (engl . 

nodal flow, nodal flux) avul Ia. Naiden termien ilmeisena tarkoituksena on 

pyrkia palauttamaan kontinuumin analyysi muodollisesti vastaavaksi kuin mihin 

on totuttu jo alkuaan diskreettien fysikaal isten systeemien kuten esimerkiksi 

ristikoiden ja kehien stati ikan tai putkiverkostovirtausten analysoinnissa. 

Asetelmaa on kuvailtu symbolisesti kuvassa 1 eraiden esimerkkitapausten avulla . 

Etenkin rakenteiden mekani ikassa solmuvoimia kasitel laan usein kuin todel -

1 isla voimia melkein unohtaen, etta kyseessa on kuitenkin fiktio. Jo "finite 

element"- termin kayttoonottaja R. Clough tot eaa lahteessa /1/ v. 1965, etta 

jos e lementit vaikuttaisivat toinen toisiinsa todella pelkastaan solmujensa 

valityksilla, voimakkaita jannityskeskittymia syntyi s i ja mallin jannitysja 

kautuma muistuttaisi hyvin vahan tod e ll isen rakent een jannitysjakautumaa. 

(Kuvaan 1 liittyen voitaisiin he ti tietenkin todeta, etta tarkasti ottaen e i 

ole olemas sa alkuaan diskreetteja systeemeja, sil Ia esimerkiksi ristikkora 

kenne s ynnytetaan kontinuumi s ta tietyn mallituspros essin avulla.) 

Taman artikkel in tarkoituksena on pyrkia valaisemaan use in melko intuiti i 

visella tasolla kaytettyjen solmuvoima - ja solmuvirta- termien sisalt oa etenkin 

kontinuumin reunaa koskevia pi irteita korostaen . Tarkeimmat tulokset kerataan 

erityisiksi lauseiksi. 

14 



Alkuaan diskree tti systeemi 

R is t i kko Putk iverkosto 

X 

Tietyn nurkan tasapaino Ma ssaviitatase tietyss~ haarautu 
massa 

-c:: 

0 0 

Diskretoitu systeemi 

Padon j~nnitysanalyysi Suotovirtaus padossa 

...... z~~~ .. 
X 

Tietyn solmun tasapaino Massavirtatase tietyss~ solmussa 

0 0 0 

Kuva 1. Esimerkkeja alkuaan diskreeteist~ sek~ diskretoiduista systeemeist~. 
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Vaikka solmuvoima on varmaankin yleisemmin tunnettu termi kuin solmuvir t a, 

jalkimmaiseen liittyva matematiikka on kuitenkin itse asiassa yksinkertaisem

pa a kuin edel I iseen. Toisaalta solmuvoima - kasite palautuu klassill isesta me

kaniikasta tutun yleistetyn voiman erikoistapaukseksi. Taten on perusteltua 

t a rkastella solmuvoimia ja solmuvirtoja rinnakkaisesti, jolloin esi intyvat 

analogiat vahvistavat ko. kasitteiden merkityksien oivaltamista. 

Tarkastelua on vaikea suorittaa ymmarrettavasti, ilman etta pidetaan mie 

lessa elementtimenetelmassa esiintyvien diskreettien yhtaloiden syntymistapa. 

Taten esityksessa joudutaan toistamaan alkuvalmisteluna melko paljon tavan

omaista elementtimenetelmaan I i ittyvaa standardimateriaal ia. 

Taulukossa 1 esitetaan aluksi rinnakkain esimerkkeina tyypillinen rakentei 

den mekaniikan probleema seka yhta muuttujaa koskeva ns. kenttaprobleema. 

Taulukko 1. Vast inlausekkeita. 

Jannitysprobleema Kenttaprobleema 

X X 

Vastinsuureet 

u,v (siirtymakomponentit) 

ax,ay''xy = 'yx (jannityskomponentit) 

tx, ty (traktiokomponentit) 

bx, by ( t i I avuu svo imakomponent it) 

E,v (kimmokerroin, Poissonin suhde) 
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T ( lampot i Ia) 

qx,qy (lampovuokomponentit) 

Yx•Yy (lampotilagradienttikomponen

t it) 

q (lampovirran tiheys) 
n 

S (lampolahteen antoisuus) 

k (lammonjohtavuus) 



Vall it sevat yhtalot 

Tasapa i no 

aox a'xv 
- + ~ + 
ax ay 

a'xy + ~ + 
ax ay 

bx = 0 l 
b = 0 y 

Traktio - jannitysyhteys 

t = n• +no y x xy y y 

Venyma - siirtymayhteys 

av 
£Y = ay 

Konsti t utiivinen yhteys 

o = _ E_(£ +V£ ) 
X 1_V2 X y 

E a = - -
2

(e: +v£ ) 
Y 1-v Y x 

E 
T X y = 2(""i"'+'VT y X y 

l 
} 

En erg i at a se 

( 1 I ) ( 1 ) - aqx -Ill_ + s = 0 
ax aY 

Lampovirran t iheys - lampovuoyhteys 

(2) ( 2 I) 

L~potilagradientti-lampotilayhteys 

(31) (3) aT aT 
Yx =a; YY = ay 

Konstitutiivinen yhteys 

(41) 
qx = -k yx 

l (4) 

qy = - ky 
y 

Heikko muoto 

Kerrotaan yhtalot (1) puolittain mie 
livaltaisilla testifunktioilla wx 
(x,y) ja wy(x,y), integroidaan yhta 
lot puolittain alueen A ylitse ja 
lasketaa n saadut yhtalot puol ittain 
yhteen, jolloin saadaan yhtalo 

f [w (~crx + a:xy + b ) + 
A X aX ay X 

a, acr l 
+ w (~ + __.:t. + by) JdA = 0. (5) y ax ay 

Kerrotaan yhtalo (1 1
) puol ittain 

mielivaltaisella testifunktiolla 
w(x,y) ja integroidaan yhtalo puo -
1 ittain alueen A yl itse, jolloin 
saadaan yhtalo 

f 
aq aq 

w( - -2,- _:.:1 + S)dA = 0. 
A ax Cly 

(51) 
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Osittaisintegroimal Ia jannityksia 
sisaltavat termit saadaan 

- .2. a + ____:t a + (___y + J r
aw Clw (lw 

ALax x ay y ax 

+ ~wx)T ldA + J (w b + 
ay xyJ A x X 

+ w b )dA + I (w t + w t )ds 
y y S X X y y 

= 0 , (6) 

jossa on lisaksi kaytetty hyvaksi 
kaavoja (2). Jos testifunktioille 
otetaan tulkinnat wx = ou, wy = 6v, 
saadaan 

virtuaal isen tyon periaate (vaihde
taan merk it) 

I (6c a +6£ a +oy T )dA + 
A X X y y xy xy 

- I (oub + vb )dA - J (outx+ 
A X y s 

+ovt )ds = 0 . y 
(7) 

Tama on viela -merkitykseltaan il
meisia - matri isimerkintoja kayttaen 

0 . (8) 

Osittaisintegroimalla lampovuokompo
nentteja sisaltavat termit saadaan 

I (aw aw ) - q +- q dA + 
A ax x· ay y 

+ J wSdA - ( wq ds = 0 , 
A J s n 

jossa on lisaksi kaytetty hyvaksi 
kaavaa (2 1

). Jos testifunktiolle 
otetaan tulkinta w = oT, saadaan 

"virtuaal isen Iammon periaate" 
(vaihdetaan me rkit) 

-f (oy q +oy q )dA + 
A X X Y· Y 

( 6 I) 

- IAoTSdA + J
5

oTqnds 0 . (71) 

Tama on viela - merkitykseltaan il 
meisia - matriisimerkintoja kayttaen 

0 . (8 I) 

Taulukko vaatii tiettyja lisakommentteja. Vasemman puolen yhtalot liitty

vat tasojannitystapaukseen ja oikean puolen yhtalot tasolammonjohtumistapauk-
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seen. Jatkossa ko. tapauksista tai niiden yleistyksista tullaan kayttanaan 

yleisnimityksia jannitysprobleema ja kenttaprobleema. Kenttaprobleema kuvaa 

tunnetusti matemaattisessa mielessa hyvin yleisesti esiintyvaa tapausta, jos 

tunnuksill e annetaan va in sopiva t uud e t fy s ikaal is e t me rkitykset. Etenkin 

kenttaprobleemaan I i ittyva terminologia vaihtelee pal jon. Termin virran 

tiheys tavanomaisimpia englanninkielisia vastineita ovat "normal flux" tai 

vain "flux". 

Reunaehdoissa esiintyvat ylaviivat viittaavat annettuihin suureisiin. Huo

mautettakoon viela, etta lanmonsiirrossa ei ole yleensa tapana kayttaa eril 

lisia tunnuksia y jay termeille aT/ax ja aT/ay. Neon otettu tassa mukaan 
X y 

vain, koska rakenteiden mekani ikassa taas on tapana merkita au/ax = Ex jne. 

Yhtalot (6, 6') esittavat matemaattisen terminologian mukaan yhtaloista 

(I, I') ja (2, 2') synnytettyja ns. heikkoja muotoja (engl. weak form). 

Maarattyina integraaleina esiintyvan heikon muodon oleellinen ero differenti 

aal iyhtaloina esi intyvaan muotoon nahden on si ina, etta ri ippuvi in muuttujiin 

kohdistuvien tiettyjen derivaattojen kertaluku on alentunut osittaisintegroin

tien kautta. Tana merkitsee diskreettien I ikiratkaisujen etsimisen kannalta 

ratkaisevaa helpotusta ja esimerkiksi elementtimenetelman lahtokohtana on 

saannonmukaisesti aina sopiva heikko muoto (tai variaatioperiaate) eika val-

l itseva dif.ferentiaal iyhtalo. Kun si irrytaan I ikiratkaisuihin, heikon muodon 

kayttoa nimitetaan usein jaannosmenetelmaksi (engl. method of weighted 

residuals). Taulukossa on lopuksi osoitettu, kuinka virtuaalisen tyon peri

aate voidaan myos ajatella tasapainoyhtaloita koskevaksi heikoksi muodoksi. 

Kun muistetaan virtuaal isen tyon periaatteen erinomainen kayttokelpoisuus, 

voidaan siis hyvalla syylla otaksua myos yhtalon (6') tai "virtuaalisen Ianman 

periaatteen" (Tallaista nimitysta ei yleensa kayteta. Esimerkiksi lahteessa 

/2/ termilla "principle of virtual heat" taas tarkoitetaan aivan muuta kuin 

tassa.) (7') antavan hyvan lahtokohdan likiratkaisuille. Huomattakoon, etta 

heikkoja muotoja johdettaessa ei tarvita viela konstitutiivisia yhteyksia. 

lsotrooppinen Hooken laki (4) ja isotrooppinen Fourierin laki (4') ovat mukana 

eraina - tosin hyvin tavallisina - esimerkkeina. 

SOLMUVOIMAT 

Diskreetit yhtalot 

Tarkastel laan taulukon 1 jannitysprobleemaa. Tehdaan tavanomaiset element -
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timenetelman mukaiset siirtymakomponenttien elementtiapproksimaatiot 

~ = l_N. u. , 
j J J 

v = l_N .v. 
j J J 

eli matri isimerkinnoin 

u = N a 
~ I'd~ 

(I) 

( l ' ) 

Tassa siis suureet N.(x,y) ovat muotofunktioita ja suureet u. ja v. siirtyma-
J J J 

komponenttien arvoja solmujen kohdilla eli ns. solmusiirtymia. Kaavan (1'} 

muoto vastaa elementtimenetelmassa yleisesti kaytettya merkintatapaa /3/, jos

sa diskreetit muuttujat on keratty pystyvektoriksi ~ ja ~on ns. muotofunk t io

matriisi. (Tarkastelussa esitellaan syntyvia kaavoja tarpeen mukaan seka yk 

sitellen taydellisina kirjoitettuina etta elementtimenetelman yhteydessa ta 

vanomaista matriisiformal ismia kayttaen. Vaikkakin teksti nain pitenee, sen 

ymmarrettavyys toivottavasti myos samalla paranee.) 

Siirtymia (.1) vastaavat likimaaraiset venymat ovat taulukon 1 kaavojen (3) 

perusteella 

( 2) 
aN. aN. 

yxy = L ~ vj + L ~ u. 
j j y J 

eli /3/ 

( 2 I) 

Olipa konstitutiivinen yhteys mika hyvansa siirtymia (1) vastaavat likimaa

raiset jannitykset a =~(a), a =a (a), i = i (a) tulevat olemaan funk-x x ~ y y ~ xy xy ~ 
tioita muuttujista ~ - ja tietenkin myos paikkakoordinaateista x jay. Jos 

erityisesti otaksuttaisiin taulukon 1 konstitutiivisen yhteyden (4) pitavan 

paikkansa, saataisiin 

E ( aN. aN. ) a =-- L-Lu.+vL~V.' x 1 2 • ax J J. a y J -v J 



0 
y 

e 1 i /3/ 

E ( aN. aN. ) 
--2 \}: ~ v. + v}: ~ u. • 
1- v j Y J j x J 

( 3) 

(3') 

Approk s imaatioiden ox' oy ja ' xy sijoitus t au1ukon 1 yhta1oon (7) antaa 

tu1oksen 

f (6~ 0 +O~ a +oy T )dA - J (oub +ovb )dA + 
A x x y y xy xy A x y 

- J (out ; ov t )ds - 1J (out +ov t )ds '1 = 0 . 
S X y S X y I 

(4) 
t u 

Vastaavasti matri isimerkintoja kayttaen tau1ukon yhta1o (8) muuttuu muotoon 

J 
T . I T J T 'f T \ o~z dA - o~ 2 dA - o~i ds - t o~ ~ ds 1 

A A s \ s I 
t u 

0 . (4') 

Yhta1oihin (4) tai (4') siirryttaessa on sama1 1a tau1ukon 1 yhta1on (7) tai 

(8) vi ivaintegraa1itermi esitetty erikseen osan st ja su y1 itse otettuna ja 

osa11a st on kaytetty hyvaksi tau1ukon 1 kuvassa esitettyja traktioreunaehtoja 

t = t , t = t e1 i t = t. Osan s y1 i otettu integraal i on merkitty katko-x X y y ~ ~ U 

kaarisu1kujen sisaan siita syysta, etta taval 1 isesti se jatetaan kokonaan pois 

nakyvista. Normaa1isti nimittain virtuaaliset si irtymat rajoitetaan reunalla 

su toteuttamaan ehdot ou = 0 , ov = 0 e1 i o~ = ~· Tarkoituksena on estaa osal -

1a su etukateen tuntemattomien traktioiden ilmestyminen mukaan yhta1oihin. 

Taman artikkel in aiheen kannalta on kuitenkin o1ee1 1 ista muistaa tietyissa 

yhteyksissa suluissa olevien termien o1emassaolo. Tasta kohta enemman. 

Tyypilliseen solmuun i liittyvat diskreetit yhtalot saadaan valitsema11a 

perakkain virtuaa1iset siirtymat ja niista seuraavat virtuaa1iset venymat seu

raavast i : 
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6u 

6e: 
X 

ja 

6u 

6e: 
X 

oe: y 

N. 6u . 6v 
I I 

~ r aN. 
_a_u_u = _. _ 1 ~Su 
ax ax i 

a6v 
ay 

= 0 

0 ' 

a6v a~Su aNi 
-- + -- =- 6u. ay ay ay 1 

0 ' N. 6v. 
I J 

6v 

aou ax-= o , 

a6v ClN i 
= -- = -- ov. 

ay ay J 

( 5a) 

( 5b) 

Virtuaaliset siirtymat on siis otettu esityksista (1) varioimalla ensin vain 

muuttujan ui ja sitten vain muuttujan vi arvoa. (Ei ole kuitenkaan s yyta mer-

kita esimerkiksi 6u, koska virtuaaliset siirtymat valitaan; niihin ei liity 

suoranaisesti mitaan approksimaatiota.) Valintojen (5) sijoitukset yhtaloon 

(4) antavat kaksi yhtaloa 

- f N.~ ds - (J N.t ds~] 0 , 
I X \SIX 1 5

t u 
(6) 

6u . ( F ) . - 6v. -
1 a + -

1 T dA - N. b dA + [f (
aN . aN. ) J 

1 y 1 1 A a y y ax x y A 1 y 

- f N.~ ds - :J N. t ds\] 0 . 
I y \ I y 1 

5 t su 

Koska variaatiot 6ui ja 6vi ovat miel ivaltaisia, askeisissa yhtaloissa maari -
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te I tyjen kertoimien ( F X) i ja ( F ) . tu I ee hav ita eli 
y I 

J [3 aN. 
(Fx) i o (a) I ~ (a) ]dA - JN.bds + - +-

A ax X ~ ay xy ~ A I X 

- J N.~ ds - (J N.t ds\ 0 , 
IX ,

5
1X I 

5
t u 

1 ,2,.. . (7) 

I faNi aNi , ] J 
(Fy) .

1
- l- o (a)+ -~ - T (a) dA - N. b ds + 

A ay y ~ oX xy ~ A I y 

Nama ovat diskreetit systeemiyhtalot (tarkennus myohemmin). Kaavoihin on nyt 

myos merkitty mukaan jannitysten ri ippuvuus muuttuj ista ~ muistuttamaan si ita, 

etta systeemiyhtalot koskevat suureita ~· (Periaatteessa myos suureet bx ja 

b seka t ja t voivat olla funktioita suureista a.) y X y ~ 

Matriisimerkintoja kayttaen saadaan lahtemalla yhtalosta (4') ja ottamalla 

lausekkeiden (1') . ja (2') variaatiot 

(5') 

lopuksi yhtalo 

(6') 

Koska variaatiot oa ovat mielivaltiais, askeisessa yhtalossa esi intyvan vaaka 

vektorin o~T kert~ana olevan pystyvektorin I tulee havita eli 

J T J T J T 'J T ' £ :: ~ ~(_e)dA - !L~ dA - ~ i, ds - I ~,! ds} = .Q, • 
A A st ' su 

(7•) 

Nama ovat diskreetit systeemiyhtalot (tarkennus myohemmin). 

Jos tarkastellaan erityisesti Hooken lakia noudattavaa ainetta,kaavaa (3') 

soveltamal Ia saadaan tavanomainen I ineaarinen systeemiyhtaloryhma 

( 7'') 
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Viela toisin merkittyna tama on 

0 ' k 1 ,2, .. . (7"') 

jossa Kk 1 on jaykkyysmatriisin alkio, (F ext)k on tunnetuista u1koi sista 

voimista kertyva kuormitusvektorin a 1kio ja Rk termi, johon pala taan 

myohemmin. (Yhta1ois sa (7"') on kaytetty solmunumerointiin 1ii ttyvien 

indeksien . ja j sijasta pystyvektorin ~ a1kioiden numerointiin 1 iittyvi a 

indekseja k ja 1. ) 

Kaytannossa diskreetit yhta1ot kootaan elementeittain kertyvi sta osuuksi.s

ta (F )~ ja (F )~ tai f.e. Taten systeemiyhta1ot (7) e1 i (7') voidaan esit taa 
X I y I 

myos muodos sa 

1, 2, .. . (8) 

- }:( F ) ~ 
e y I 

e1 i 

(8•) 

Suur'eiden (F)~, (F): tai Fe 1ausekkeet saadaan tavanomaiseen tapaan 131 
X I y I ~ 

kaavoissa (7) tai (7') esiintyvista 1au sekke ista tekema11a vain muutokset 

N. + N~, A+ Ae jne. Siis vie1a 
I I 

aN~ aN~ 
(F ) ~ f[I A e l A e ] -a - a (a ) + -a - T (a ) dA + 

X I X X ~ y Xy ~ 
Ae 

- J N~b dA - J N~t ds 
1 J e ' - 1 N. tdsl 

I X I X \ e I X I 
Ae e 

st s 
u 

(9) 

aNe 
aNe 

(F ) : f [- j a ( ae ) +- ~ (a e) ]dA + 
y I ay Y ~ ax xy ~ 

Ae 

- f N:b dA - J N:t ds 
If e ' - 1 N. tdsl 

I y e I y \ e I y I 
Ae st 5 u 



eli 

{ 9') 

Mikaan ei nyt esta meita nimittamasta edel Ia maariteltyja erilaisia suurei 

ta F vaikka solmuvoimiksi. Tata terminologiaa kayttaen systeemiyhtalot {8) 
eli {8') voidaan ni in haluttaessa tulkita muodoll isesti tasapainoyhtaloina: 

kuhunkin solmuun eri elementeista _ } 

kertyvien solmuvoimien summa on nolla. 
{ 1 0) 

Tulos muistuttaa esimerkiksi ristikkorakenteen nurkil le kirjoitettuja tasa 

painoyhtaloita. Tahan tulokseen ei 1 iity tietenkaan ainakaan tassa vaiheessa 

mit.aan erityisen syvallista, koska kyseessa oli vain tiettyjen termien nimit

taminen sopivasti. Elementtimenetelmassahan diskreetit yhtalot kootaan aina 

tyypillisesti kaavan {8) tapaisel.la esityksella oli sitten kyseessa mika hy

vansa probl eema. 

Solmureakt iot 

Tassa keskitytaan tarkastelemaan kappaleen reunapintaan 1 i ittyvia solmuvoi

mia. Naiden avul Ia voidaan tunnetusti saada tietoa kappaleeseen vaikuttavista 

tukivoimista {tai kaantaen voimi'sta, joilla kappale vaikuttaa ymparistoonsa). 

Tama on aihepiiri, jota ei ole m.ielestamme yleensa kasitelty kovinkaan selke

asti alan oppikirjoissa. 

Samoin kuin diskreetin elementtirakenteen elementtien ajatel laan usein ole

van vuorovaikutuksessa toistensa kanssa pelkastaan solmuissa vaikuttavien sol

muvoimien valityksella samoin rakenteen ajatellaan olevan tuettu ymparisti:ion

sa reunoi 1 laan olevien solmujen kohdi I Ia miltei fyysisten pistemaisten tukien 

tai laakerien avulla. Tamahan on tietenkin jalleen pelkka fiktio. 

Tarkastellaan nyt aikaista huolellisemmin diskreettien systeemiyhtaloiden 

{7) eli {7') muodostamista. Lahtokohtana oleva yhtalo {4) eli {4') esitetaan 

yleensa ilman katkosulkulausekkeessa olevaa termia, koska virtuaaliset siirty

mat ajatel laan rajoitetuiksi etukateen toteuttamaan ehdot ou = 0, ov = 0 eli 
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6.!:!, = .Q. su:lla. Jos solmu ion r eunalla su' ei siis talloin saada suorittaa 

variaatioita <Sui ja 6vi. Tarvittavat kaksi yhtaloa synnytetaankin suoraan 

kinemaattisina ehtoina ui = ui ja vi= vi. Kaytannossa yhtalot muodoste taa n 

kuitenkin yleensa varioimalla ensin kaikkia solmumuuttujia, jolloin saadaan 

systemaattinen esitys. Tal loin si is 

tietokoneohjelma synnyttaa aluksi reunalla su 

olevi in solmuihin 1 iittyvat diskreetit yhtalot 

virheellisesti , 
) ( 11) 

koska tuntemattomista traktioista t ja t eli~. kertyvat termit (ks. yhtalot 
X y ·-

(7) eli (7')) 

ta i 

_ J N.t ds 
I X 

5 
u 

- J N.t ds 
I y 

su 
( 12) 

R _ J ~Tl ds (12') 

su 

eivat tule mukaan . Mitaan pysyvaa virhetta ei kuitenkaan aiheuteta, koska 

seuraavassa vaiheessa ohjelma ottaa huomioon reunalla su vallitsevat kinemaat

tis~t ehdot ja korvaa virheell iset yhtalot yhtaloilla ui = ui ja vi = vi. 

Kaytannossa t&na tapahtuu katevasti ns. suuren luvun keinon /3, s. 11/ avulla, 

jolloin tietokone itse asiassa sailyttaa edelleen tiedon virheellisten yhta 

loiden eri termeista. Voimme nyt ajatel Ia nama yhtalot taydennetyiksi viela 

tuntemattomilla termeilla - (R ). ja - (R ) . tai - R. Kun sitten solmusiirtymien 
X I y I ~ 

a arvot on maaritetty systeemiyhtaloista, voimme jalkikateen laskea naista 

yhtaloi s ta ko. termien arvot seuraavasti (ks . yhtalot (7) tai (7')): 

tai 

(R)i 

(R ) . 
y I 

I [aNi , aNi , ] J I -a - o (a)+ -~- T (a) dA - N.b dA- N.t ds 
A X X ~ oY xy ~ A 1 X 1 X 

st 

J [
aN. aN. ] J I -~ - 1 a (a) + ~ T (a) dA - N . b dA - N. t d 5 • oy y ~ oX xy ~ A I y I y 

A st 

( 13) 

( 13 I) 



Hooken lakia noudattavalle aineelle saadaan viela yhtaloista (7") tai (7"') 

vastaavasti tulokset 

J T J T J T-~ = ~ !?, ~ dA ~ - ~ ~ dA - ~ ~ ds 
A A st 

( 13") 

tai 

k 1 '2, .... (13"') 

Solmuvoimia R tul laan nimittamaan tassa solmuvoimareaktioiksi tai lyhyemmin 

vain solmureaktioiksi.(Tiimantyyppinen nimitys ei ole yleisessa kaytossa. Lah 

teessa /4/ kyllakin korostetaan termien "nodal reaction" ja "nodal force" 

eroa.) Lausekkeiden (12) tai (12') perusteella 

solmureaktiot antavat tietynlaista 

keskimaaraista diskreettia tietoa 

rakenteen tuetulla reunalla vaikut 

tavien traktioiden jakautumasta. l (14) 

Solmureaktio-termi voi aiheuttaa . sekaannusta si ina mielessa onko kyseessa voima, 

jolla rakenne vaikuttaa ymparistoon vai voima, jolla ymparisto vaikuttaa ra 

kenteeseen. Kaavojen (12) tai (12') mukaisesti tassa tarkoitetaan jalkimmais-

ta ja voimien positiivisten arvojen ajatellaan liittyvat x- ja y-akselien po

sitiivisiin suuntiin . Kaavat (13) .. .. (13"') antavat luonnollisesti arvon nolla 

ni issa solmuissa, jotka eivat ole r.eunalla su. Samoin tiettyyn solmureaktioon 

kertyvat termit lasketaan kaytannossa vain ni ista elementeista, joihin ko . 

solmu liittyy. Annetusta traktiosta t tulee mukaan osuus vain solmuissa, jot -

ka ovat osien su ja st yhtymakohdissa. 

Solmureaktioiden resultantti ja momentti 

Kappaleen tasapainon valttamaton ehto on tunnetusti, etta kappaleeseen vai 

kuttavien ulkoisten voimien resultantti ja ulkoisten voimien momentti miel i

valtaisen pi steen suhteen haviavat eli toisin sanottuna ulkoiset voimat muo

dostavat nol lavoimasysteemin. Tasoprobleemassamme nama ehdot voidaan kirjoit

taa 

I b dA + I txdA 0 , 
A X s 
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I b dA + f t dA 
A y 5 y 

0 • 

I (xb - yb )dA + I (xt - yt )d5 = 0 . 
A y X 5 y X 

Vi imei5e55a yhtalo5sa momenttipi5teek5i on otettu koordinaati5ton origo. 

Todettakoon, etta nama tutu t yhtalot 5aadaan myos taulukon 1 yhtalo5ta (6) 

tekemalla va -l innat: en5in wx = 1, wy = 0, sitten wx = 0, wy = 1 ja lopuksi 

wx = - y, wy = x o 

( 15) 

Ratkai5taan yhtaloista (15) osal Ia su esiintyvien tuntemattomien traktioi 

den ·resultantti (RX, RY) ja momentti RM origon 5Uhteen ottamalla huomioon , 

etta s = 5t + su: 

( 16) RY _ I t dA = - I b dA - I t d5 
sy Ay sy 

u t 

RM - - I (xb - yb )dA - I (xt - yt )ds . 
A y X y X 

5t 

La5ketaan nyt vastaava5ti 5olmureaktioiden (ajatellen nama 5ii5 va5taavasti 

x - ja y- ak5elin suuntaisiksi pistevoimik5i) resultantti ja momentti origon 

suhteen: 

RX-L(R). 
o X I 
I 

f [ 
aN. aN. ] 

A 
(~1 -;-flo)~) + (L -~ -1 )T (a) dA + 

o i oy xy ~ 

-I (LN.)b dA - f (LN. )t ds 
A .I I X I X 

st 

- f b dA - f t ds , 
A X X 

s t 



RY - L(R ). 
j y I 

I[ 
aN . aN. ] (I ~) o ( a) + (L ~) ~ ( a) dA + 

A i Y Y ~ i x xy ~ 

-I (IN . ) b dA - I o: N . ) t d s 
A i 1 Y sti 

1 
Y 

( 17) 

-I b dA - I t ds , 
A y s y 

t 

RM - I [X. ( R ) . - y . ( R ) • ] 
j I y I I X I 

J [ 
<lN. ( <lN. <lN.) 

(L~ · ~)cr (a) + I x. ~ - LY · ~ T (a) + A j I Y Y ~ j I X I y xy ~ 

aN . ] J - (LY· ~)o (a) dA - (Ix.N . )b dA + 
I oX X ~ A I I Y 

+ J( o: y. N . ) b dA - I (LX • N . ) t d s + I (h. N . ) t d s 
A 

.
1 

I I X • I I y . I I X 
st 1 st 1 

-I (xb - yb )dA - I (xt - yt )ds 
A y X y X 

st 

Edellii on kaytetty hyvaksi kaavoj a (13) seka muotofunktioiden ominaisuuksiin 

perustuvia tuloksia 

IN . = 1 
• I 
I 

X = IN.x . ( 18) 
• I I 
I 

y = }:N.y. 
• I I 

, 
I 

joista seuraa 1 i saks i 

29 



30 

aN. t- }:N. 
a 1 }: I 

0 ax- = ax , 
i 

X . I 
1.. 

aN. t- }:N. 
a1 L I 

0 a;- = y . I ay- = , 
I 

aN. a ax }:x . I LX.N. 1 
. I ax- = ax . I I ax = , 
I I 

( 19) 
aN. t- }:x. N. ax LX· I 

0 
• I a;-= y . I I ay-= , 
I I 

aN. t- h.N. 2_y _ Lv · I 
0 

• I ax= X • I I ax 
I I 

(lN. t- }:y.N . l:i= Lv· I 1 
• I ay- = y j I I ay 
I 

Normaalisti kaytetyt muotofunktiot toteuttavat nimittain yht a lot (18), koska 

tavanomaiset suppenevuusvaatimukset edellyttavat, etta e l ementtiapproks im aa 

ti on tu lee pystya es it tamaan eksakt i sti lineaarista muotoa a
0 

+ a1x + a
2

y 

oleva fu nktio , jossa a
0

, a 1 ja a 2 ovat miel ivaltaisia /3, s. 169/. 

eli 

Lausekkeiden (16) ja (17) vertai lu osoittaa, etta 

RX = RX , RY = RY , RM = RM 

so lmur eaktio iden muodostama voi masysteem i 

on tasmal leen staattisest i samanarvo inen 

rokenteen tuetu lla reunal Ia val 1 itsevan 

t:a_rk<Efi;. -t r akt.i ovo ima s ys teem i n kans sa. 
) 

( 20) 

( 21 ) 

Kuten pe ~usmek~ikasta muistetaan, kahta voimasysteemia sanotaan staatt i sesti 

samanarvoisiksi (engl. equipol l ent / 5, s . 47/), jos niilla on sama resu lt a ntti 

ja moment t i. 

Lause ( 21) tarkoittaa viela toisin tulkittuna, etta so lmureaktio t plus 

e lement ti ma lliin vaikuttavat muut ulkoiset voimat (jo tka si is tunnetaan etu -



kateen) muodostavat yhdessa nol lavoimasysteemin. Todel I isel Ia tasapainossa 

olevalla rakenteella tukivoimat plus annetut ulkoi s et voimat - koska ne esit 

tavat yhdessa koko ulkoisten voimien systeemin - muodostavat luonnol 1 isesti 

aina nollavoimasysteemin. Mutta lauseen (21) kautta havaitsemme siis, etta 

vastaava tulos patee myos rakenteen elementtimal I i lle kun operoidaan kuvitel 

tujen solmuvoimien avulla. (Jos elementtimallissa lasketaan annetuista ulkoi 

sista voimista kertyvat solmuvoimat josta~n syysta I ikimaaraisesti, solmureak

tiot muodostavat nol lavoimasysteemin juuri naiden solmuvoimien kanssa ja lause 

(21) ei pade enaa taysin tarkasti.) 

Traktion jakautuma ja jannityskomponentit 

Reunalla s vallitseville tuntemattomille traktiokomponenteille t ja t 
U X y 

saadaan solmusi irtymien ~ maarittamisen jalkeen ensinnakin (tassa tapa 1) suo-

raan taulukon 1 kaavojen (2) perusteella 1 ikiarvot 

t 
y 

~ 

n a + n 1: 
X X y xy 

n 1: + n a x xy y y l (22) 

jossa jann i tyskomponent it a (a), cr (a) ja .f (a) on maar i tetty va IIi tsevan x ~ y ~ xy ~ 
konstituti ivisen yhteyden perusteel la. Hooken lain tapauksessa kaytetaan kaa-

voja (3) eli (3'). 

Toisaalta tulos (21) osoittaa, etta solmureaktiot antavat ainakin kokonais

vaikutukseltaan taysin tasmal lista tietoa traktioista. Luonnol linen vaihtoeh

toinen tapa (tassa tapa 2) maarittaa tuntematon traktiojakautuma on talloin 

seuraava. Tehdaan reunalla su approksimaatio 

t* IN. ( s) ( t ) . 

) 
X • J X J 

J 

t* IN.(s)(t ) . , y j J y J 

(23) 

eli 

t* N b 
Rl ~ 

( 23 I) 

jossa suureet (t ) . ja (t ) . eli koottuna b ovat viela tuntemattomia traktio-
x J y J ~ 

komponenttien solmuarvoja. Muotofunktiot N. ovat (ei taysin valttamati:.inta) 
J 

siirtymien approksimaatiossa kaytettyjen muotofunktioiden arvoja reunalla su 
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Tassa s i is summeeraus suoritetaan tal Ia reunalla olevien solmujen yl i. Vaadi 

taan ny t, etta approksi maat io (23) e li ( 23 ') antaa kaavojen (1 2) tai (1 2' ) 

mukaisesti samat solmureaktioiden arvot kuin mita on saatu kaavojen (13) tai 

(1 3') avulla. Saadaan I ineaarinen yhtaloryhma 

J N.t*ds - LI N.N.ds(t ) . (R ) . 
' I X , I J X J X I 

su J su 
1 '2, ... (2 4) 

J N.t *ds - 'i.f N.N .d s (t ) . (R ) . 
S I y jsiJ YJ y I 

u u 

ta i' 

J NTt*ds :: JNTN ds b = R , 
RJ~ Rj Rj 

su su 

(24') 

josta so lmuarvot (t ) . ja (t ) . el i b voidaan maarittaa. Tamanhenkinen menet -
x J y J ~ 

telytapa on esitetty a inaki n jo l aht eessa /6/ v. 1969, jossa sita on nimitetty 

tavaks i "method 2b of nodal forc e concentrat ion s" . Uihteessa / 4/ vastaavaa 

menettelya on selvitetty pe rus tee lli semmin . 

Huomattakoo n, e tta matri i se il Ia ~ ja ~on tietenkin er i koot kuin edel Ia 

koko rakennetta koskevina, koska nyt kasitellaan vai n tietylla viivalla olevia 

so lmuja . Tassa ei ole kuitenkaan katsottu tarpeel I is eks i kayttaa uusia mer 

kintoj a. 

Yh ta loryhmi en (24) eli (24') kerroinmatriisit ovat tyypiltaan massamatri i 

seja . Massamatriisien yht e yd essa kaytetaan usein ns . kesk itt am ista (eng! . 

lumping /3, s . 535/), jolloin matriisi muunn e taan lavistajamatriisiksi. Jos 

nain menete ltaisi in tassakin, yhtaloryhman ratkaisu muuttuisi helpoksi, koska 

kaikki tuntemattomat solmuarvot saataisi in suoraan omista yhtaloista an . Ta

mantapainen menette lytapa on esitetty myos mm . laht eessa /6/, jossa s it a on 

nim i tetty tavaks i "method 2a of nodal force concentra t ions". (Lah teessa /7/ 

v. 1985 on nimenomainen mainint a keskittamismahdoll i suudesta tosin 1 i ittyen 

vain ke nttaprobleemaan. Lahteessa /6/ ja myos a ikaisemmassa lah teessa /8/ 

v. 1964 keskittaminen suoritetaan itse as iassa fysikaal is est i suoraan assosi 

oimal Ia tiettyyn so lmureaktioon tietty pinta-a la, jolla solmureaktio sitten 

jaetaan ko. traktiokomponentin arvon maarittamiseksi . ) On ilmeista, etta t ie

tyssa solmussa val I itsevat traktion solmuarvot maa raytyvat voimakka immin taman 

solmun laheisimmista solmureaktioiden a rvoista. Taman perusteel Ia voidaan 



yhtaloryrrnien (24) tai (24') kokoja tarvittaessa pienentaa aina tietyn solmun 

traktioita laskettaessa katkaisemal Ia kytkenta kaukaisten solmuarvojen suhte en 

maarittamalla ni iden arvot vaikka keskittamalla. 

Edel Ia on tarkasteltu koko ajan vain reunaa su, jolla si irtymat ovat anne

tut . Mutta kun rakenteen solmusiirtymat on ensin maaritetty, raken t een siir 

tymat tiedetaan kaikkialla . Jaetaan nyt kappale mielivaltaisesti valitulla 

(kaytannossa elementtirajoja seuraavalla) viivalla kahteen osaan . Tarkastel 

laan jompaa kumpaa naista uutena osarakenteena. Si irtyma tunne t aa n val itulla 

jakovi ivai Ia, joka muodostaa si is osan osarakent een reunasta. Osarakenteen 

kannalta tama vi iva on tyyppia su. Toisin sanoen 

osarakenne on vuorovaikutuksessa ymparistonsa 

kanssa jakovi ivan kautta solmureaktioiden 

val ityksella aivan vastaava s ti kuin alkupe

rainen rakenne on vuorovaikutuksessa 

osan s kautta. 
u 

(25) 

Viela voidaan sanoa, etta osarakenne ei tieda, onko sen jakoviivaan liittyva 

osa varsinainen tuki vai elementtimal I i. 

Kun nyt lasketaan jakoviivalla oleviin solmuihin liittyvat solmureaktiot, 

saadaan siis tavalla 2 maaritettya myos tahan viivaan liittyva traktiojakau 

tuma·. Solmureaktioita ei saada enaa koko alkuperaisen yhtalosysteemin hyla

tyista yhtaloista, vaan keraamalla kaavojan (13) tai (13') tyyppiset termit 

a ina ni ista elementeista, jotka liittyvat ko. solmuun jakoviivan osa- alueen 

puolel ta. 

Kappaleen sisal Ia ei olla kuitenkaan yleensa ki innostuneita niinkaan trak

tioista tietyilla viivoilla kuin jannityskomponenteista. Tavallisestihan jan 

nitykset lasketaan suoraan approksimaatioista a =a (a) jne. ko. pisteessa 
X X~ 

kayttaen mahdollisesti lisaksi jotain tasoitusmenettelya. Nimitetaan tata me-

nettelya tassa tavaksi 1. Eras toinen mahdoll isuus (tassa tapa 2) on seuraa 

va. Tarkastel laan esimerkkina kuvan 2 (a) esittamaa solmua, jossa jannitys 

komponentit on maaritettava. Val itaan kuvien 2 (a) esittamat kaksi ko. solmun 

kautta kulkevaa jakovi ivaa. Maaritetaan kuvien 2 (b) ja (c) mukaiset traktio

jakautumat ja erityisesti ko. solmussa vall itsevat arvot (t 1)* ja (t 1)* seka 
X y 

(t 2)* ja (t 2)*. Ylaindeksit 1 ja 2 viittaavat ulkoisten yksikkonormaalivekto-
• X .... 1 . X2 . I . . . I k . . . k . . k . . h. T I k r1en n Jan 1 ma1Sem1ssa pinta-a IOISSa va1 uttav11n tra t101 1n. au u on 

1 kaavojen (2) mukaisesti saadaan yhtalot 
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(a) 

(b) 

(c) 

C1B 
) 

\mn:ll/illlr II I ,.( 
-+2 
n 

Kuva 2. (a) Rakenne. (b) Ensimmainen osarakenne; jakovi ivai Ia vaikutta
vat solmureaktiot ja traktiot. (c) Toinen osarakenne; jakoviivalla vai 
kuttavat solmureaktiot ja traktiot. 



1 
0 

1 

l:t) 
( t 1) * n n 

X y X 

0 
1 1 ( t 1) * (26) n n 
y X y 

2 
0 

2 (t2) * n n 
X y X 

0 
2 2 (t2) * n n 
y X y 

eli 

A o* = c 
~- ""· 

(26') 

Yhtalosysteemi on yl imaaraytyva (nelja yhtaloa ja kolme tuntematonta), joten 

tuntemattomat o*, o* ja T* on luontevaa maarittaa pienimman nel ion keinol Ia . · x y xy 
(Lahteessa /8/ vastaavaan tehtavaan on sovellettu Mohrin jannitysympyraa.) 

Jos kaytetaan samaa painotusta kaikkien yhtaloiden suhteen, lopulliseksi yht a

losysteemiksi saadaan 

( 27) 

Jos ko . solmun kautta asetetaan enenman kuin kaksi jakovi ivaa, saadaan enem 

man yhtaloita (26), mutta jal leen voidaan kayttaa pienimman nel ion keinoa. 

(a) 

l~ 111 2a 

I • 

(b) 

Kuva 3. (a) Kimmoinen palkki. (b) Palkin paan tuenta. 
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Tarkaste11aan sove11utuksena kuvan 3 esittanaa esimerkkia. Kyseessa on 1e

vymaisen kimmoisen homogeenisen isotrooppisen pa1kin taivutus. Lahteessa /9, 

s. 325 ... 329/ on esitetty Airyn jannitysfunktion kayttoon perustuva ana1yytti 

nen s i irtyma - ja jannityskentan ratkaisu 

F 2 2 2 u = -
3
- [ (2+v)y(a -y) - 3(21x- x )y] , 

4Ea b 
(28) 

F 2 2 3 2 v = --
3
- [3v(1 - x)y + (31x -x) + (4+Sv)a x] 

4Ea b 

j a 

(29) 

Si irtymakentta (27) vastaa kuvan 3 (b) mukaista jaykan kappa1een 1 iikkeen esta 

vaa tuentaa, jossa pa1kin y1a- ja a1areunan vaakasiirtyma on asetettu no11aksi. 

Pal kin vapaaseen paahan vaikuttava resu1toiva pystyvoima F on 1uonnol 1 isesti 

ajate1tava jakautuneeksi vi imeisen kaavan (29) esittana11a tava1 Ia parabo1 ises -

ti poikki1eikkauspinna11e. 

Esimerkki on laskettu tapauksessa 1 = 4a ja v = 0,3 4- so1muisilla Lagrange

nelioe1ementei1la·kuvan 4 esittlimaa verkkoa kiiyttaen. Reunaehdot on otettu tar 

kan ratkaisun mukaisesti siten, etta reuna x = 0 on tyyppia su ja muu reuna 

tyyppia st. Reuna11a su so1musiirtymat on si is otettu tarkasta ratkaisusta. 

ly 

/st 
A~~~--~~~~t 

~ 
+-~~~~-4~~~~t 5

t 

t--+-+-+--+-+-1--+---tt~ 
su ~~-+--.--+--1-~~~~~~t x 

B ._._._~~c ~~~~-t 

Kuva 4. 4x8 e I ement t imerkko. 
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(a) 

I~ (b) I 
- 1~~----------~y 

----lt4 

t ;...3 __ _ 

X 

-----·2 ~ ' 

1 
----~ 

Kuva 5. (a) Reunan su solmureaktiot. 

(b) Normaal ij~nnityksen ax jakautuma. 

Analyyttinen 

Tapa 

Tapa II 

(c ) 

(c) Leikkausj~nnityksen 1 jakautuma. xy 
X 

a /a 
X 0 

X 

M 6F 
W = ab 

T IT xy o 

+1 

1 0 5 

Kuvassa 5 on esitetty reunaan su I i ittyvi~ elementtilaskelmien tuloksia. 

Kuvassa (a) n~kyv~t saadut solmureaktiot. Niiden arvot ovat (pal kin leveytt~ b 

koht i) 
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(R) 1 - 1,268998·F/b (Ry)1 ., -0,060329·F/b 

(R)2 - 1 ,462237·F/b (Ry)2 -0,261768·F/b 

(R)3 -0,000001 • F/b (R)3 - 0,355875 •F/b (30) 

(Rx)4 1 ,462235 •F/b (Ry)4 - 0,261768 •F/b 

(Ry) 5 1 ,268996•F/b (R ) = y 5 - 0,060328·F/b 

Luvut on esitetty monel la desimaal illa, jolloin saadaan kuva symmetriaa rikko 

vien pyoristysvirheiden suuruusluokasta . Laskelmat on suoritettu yksinkertai

sella tarkkuudella tietokoneella VAX - 11/780. Ei ole vaikea todeta, etta tu 

lokset ovat - pyoristysvirheita lukuunottamatta - toteamuksen (21) mukaisia. 

Kuvissa 5 (b) ja (c) on esitetty tavoilla 1 ja 2 lasketut normaalijannityk 

sen o ja leikkausjannityksen T jakautumat. (Tassa n = - 1, n = 0. 
X XY X y 

taulukon 1 kaavojen (2) perusteella t = -o, t = - T ja si is kaantaen 
X X y XY 

- t T - t .) Tapaan 2 1 i ittyvat yhtalot (24) ovat x' xy · y 

0 0 0 

0 0 

a ITo 0 

(t) 1 

( t) 2 

( tx) 3 

0 0 (t) 4 

0 0 0 2 ( tx) 5 

2 0 0 0 ( t y) 1 

4 o o (t) 2 

t
2 

o 4 o (ty) 3 

0 0 4 

lo o o 

I
-~ 1 , 268998 

1,462237 

0,000001 

1,462235 

1. 268996 

- 0,060329 

- 0,261768 

F 
b' 

- 0,355875 -6-

- 0,261768 

l- 0,060328J 

Taten 

(31) 

Voidaan heti todeta, etta keskittamalla ei saataisi ainakaan paatesolmuissa 

hyvia leikkausjannitysten arvoja. Tapa 2 antaa etenkin leikkasjannitysten 

suhteen huomattavasti tarkempia tuloksia kuin tapa 1. Tavan 1 yhteydessa lopul 

liset solmuarvot otetaan yleensa keskiarvoina eri elementeista saaduista ar

voista. Tama menettely ei kuitenkaan auta osan paatepisteissa. 



(a) 

----, 
I 

'
' X I 

...................... ~~~--_j 

I c +1 ' n 
Jakovi iva 

(b) I y 

rr~~~~-r~~~ 

I 
Jakov i iva +2 

n 

Kuva 6. (a) Ensinunainen osarakenne. (b) Toinen osarakenne. 

X 

Kaavojen (26) sovellutuksena on lopuksi laskettu jannityskomponentit pis 

teessa P (x = 2a,y =-a). Kuva 6 esittaa valittua kahta P- pisteen kautta kul 

kevaa jakovi ivaa ja syntyvia osarakenteita. ltse asiassa jalkil1l11aisessa ta 

pauksessa traktiojakautuma tx = 0, ty = 0 tunnetaan suoraan reunaehtojen perus -

11 T.. .. · · 1 1 1 0 2 0 2 1 . h "I" (26) tee a. assa s11s nx , ny = , nx = , ny =- Jay ta ot saavat 

muodot 

0 0 

{i} 
3' 1138 

0 0 0, 14586 
F 

ab 

0 0 -1 0 

0 - 1 0 

Yhtaloiksi (27) 

0 

0 l{
o~ 

0 o* 
y 

2 T* xy 

0 

saadaan 

0 ..£.... 

{

3, 1133 ) 

0,14586 ab 

(32) 

(33) 

Ratkaisu (tapa 2) on esitetty taulukossa 2. Siina nakyvat myos tavalla 1 (kay-

tetty keskiarvoja) saadut tulokset seka tarkat arvot. Jann it yskomponent t i o 
. X 

saa tavassa 1 kahdesta pisteeseen P I i ittyvasta elementista laskettuna arvot 

2,5842·F/ab ja 3,3842·F/ab, joista laskettu keskiarvo antaa hyvan tuloksen. 

Komponenttien o ja T suhteen keskiarvon ottaminen ei auta paljonkaan ja y xy 
tapa 2 on talloin selvasti tarkempi. (Osittainen selitys askeiselle on 
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seuraava. ax:n arvo riippuu paaas i assa suureesta Ex = au/ax, joka on deri 

vaatta reunan suunnassa. Tal loin kolmen perakkaisen reunan solmun (kahteen 

e lementti in liittyvat reunasolmut) u-a rvot antavat tavallaan mahdol 1 isuuden 

keskeisdiffe renssityyppiseen approksimaatioon. Suureiden a ja ' yhteydessa y xy 
joudutaan laskemaan oleellisia reu nan normaa lin suun ta i s i a der ivaattoja ja 

approksimaatio on toispuoleista ja siten epatarkempaa.) 

Taulukko 2. Jannityskomponentti en arvot pistees sa C. 

a /(Flab) 
X 

a/(F/a~) T /(F/ab) xy 

Tapa 1 2,9842 0,2401 0,2538 

Tapa 2 3,1133 0 0,07293 

Tarkka 3 0 0 

Vaikka askeisessa esimerkissa tavoilla 2 saadut traktioiden ja jannitysten 

arvot ol ivatkin hyvin tarkkoja, nama tavat sisaltavat tiettyja heikkouksia sen 

lisaksi, etta ne luonnoll isesti vaativat aika paljon jalkikasittelytyota. 

Useat kirjall isuudessa esitetyt tasoitusmenettelyt - kuten esimerkiksi /10/, 

/11/ ja /12/ - otaksuvat jannityskomponentit paikan suhteen jatkuviksi . Ele 

menttimenetelmaa sovelletaan kuitenkin kaytannossa yleensa monimutkaisissa 

tapauks issa, joissa rakenne muodostuu erilaisista materiaaleista ja kuormitus 

on epajatkuva. Tunnetusti tal loin tarkan ratkaisun mukaiset jannityskomponen

tit ja traktio (tietylla jakovi ivai Ia) eivat ole val ite ttavast i jatkuvi a ja 

ko. tasoitusmenettelyt ovat ainakin naiden epajatkuvuuskohtien laheisyydessa 

ar voltaan kyseenalaisia ja vaativat modifikaat ioita. Tassa esitetyis sa tavois 

sa 2 on si i s vastaava puute . 

Muitakin ongelmia esi intyy. Kun val itulla jakovi ivalla on karkia (kuten 

usein on asianlaita elementtirajoja seuraavalla jakoviival Ia) , traktiokompo

nentit ovat epajatkuvia karjen kohdalla vaikka itse jannityskomponentit ol isi

vat jatkuvia. Karkia on tarkasteltu kenttaprobleeman yhteydessa lahteessa /7/. 

Solmureaktio -kas itteen ymmartaminen auttaa kuitenkin esimerkiksi seuraamaan 

lahteen /13/ esitysta, joka sisaltHa erittain mielenki intoisen paikall isen jan-



nitysten tasoitusmenettelyn. Tasoitus suoritetaan elementeittain . Koska ele 

mentit valitaan yleensa siten, etta niiden reunat seuraavat mahdollisia mate

r i aa liominaisuuksien ja kuormituksien epajatkuvuuskohtia, on todennakois t a, 

etta jannityskomponentit ovat jatkuvia kunkin elementin sisalla. Puuttumatta 

lahemmin lahteen /13/ esitykseen todetaan vain, et t a siina kaytetaan hyvaksi 

kunkin elementin solmureaktioita. (Niista kaytetaan ko. lahteessa nimitysta 

"node point generalized force".) 

Ottamal la nyt vuoronperaan kukin elementti osarakenteeksi, voimme ymmartaa 

toteamuksi~n (14) ja (21) perusteella, etta elementin solmureaktiot sisalta 

vat arvokasta tietoa elementin reunaan vaikuttavista traktioista ja etta tata 

tietoa voidaan hyodyntaa kaanteisesti elementin jannitystilan maarittamisessa. 

Yleistetyt voimat 

Klassillisessa mekaniikassa toimitaan tunnet!JSti usein ns. yleistettyjen 

koordinaattien (engl. generalized coordinate) qj, j = 1,2, ... ,n ja yleistetty

jen voimien (engl . generalized force) Q., j = 1,2, ... ,n avulla. (Yleistetty -
J 

jen koordinaattien sijasta puhutaan vaihtoehtoisesti myos yleistetyista siir -

tymista . ) Luku non tassa kyseessa olevan mekaanisen systeemin vapausasteiden 

lukumaara. Systeemi on talloin tavallisesti partikkelien ja jaykkien kappa 

leiden muodostama kokonaisuus, jolla on luonteensa perusteel Ia jo automaatti 

sesti aarell inen maara vapausasteita. Yleistettyjen voimien tarkea maaritte -

lyka?va on /5, s. 264/ 

(34) 

eli 

T o_s .S , ( 34') 

jossa tW systeemi in vaikuttavien voimien (seka sisaisten etta ulkoisten) teke

ma virtuaal inen tyo ja jossa suureet oq ovat ylei stettyjen koordinaattien ar

vojen variaatioita eli ns. virtuaal isia siirtymia. (Merkintaa ~Won kaytetty 

tavanomaisemman merkinnan oW sijasta korostamaan sita, etta kyseessa ei ole 

yleensa suureen W variaatio vaan eras infinitesimaal inen lauseke /14, s. 18/.) 

Koska virtuaaliset siirtymat voidaan val ita mielivaltaisesti, mm. valinnalla 

oqj * 0, ka i kk i muut oq = o, saadaan tulos 

Qj 
.gw 
oqj (35) 
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Tama ilmaistaan use in sanoin suunnilleen muodos sa: "Tiettya yleistettya koor

dinaattia vastaava ylei stett y voima on se vir t uaa l inen tyo joka seuraa vastaa

vasta yksikon suuruisesta virtuaalisesta siirtymasta." Tamantapainen toteamus 

- vaikkakin pa ljon kaytossa- on tietenkin tar kas t i ottaen vaar a, koska vir 

tuaaliset s iirtyma t on t unnetusti ajateltava aaretteman pieniksi eika suinkaan 

kul loi senkin yksikon suuruisiksi. Oikea tasmallinen tulkinta nakyy suoraan 

kaavasta (35).: kyseessa on kahden infinit es imaal is en suureen suhde. 

Tasapa inos sa olevalle systeemille patee virtuaali sen tyon peri aate eli 

~w = o (36) 

jokaisen virtuaalisen siirtymatilan suhteen. Koska variaatiot oq voidaan va 

lita mi e livalta i sest i, yhtalosta (36) saa daan lausekkeen (34) perustee l Ia yh

talot 

0 , j 1 ,2 , ... , n . (37) 

Nama ovat systeemin tasapainoyhtalot eli kunkin yleistetyn voiman tulee havita . 

Dynaamisessa tapauksessa systeemin I i ikeyhtalot voidaan kirjoittaa muotoon 

j 1, 2, ... ,n (38) 

jossa Ton systeemin 1 iike -e ne rgia . Naita yhtaloita nimitetaan kehitt a jansa 

mukaan Lagrangen yhtaloiksi, Lagrange v. 1788 /14 , s. 347/. Tasapainoyhtalot 

(37) saadaan yhtaloista (38) asettamalla T = 0. 

Kun rakenteiden mekani ikassa ratkaistaan jannitysprobleemaa tavanomaista 

s i irtymaformulaatiota ja elementtimenetelmaa kayttaen, syntyvat diskreetit 

yhtalot voidaan johtaa niin halut taessa suoraan kla ss illisten Lagrangen yhta 

loiden (38) tai (37) erikoistapauksina. Diskre t oinnin jalkeenhan kontinuumi 

on it se asiassa mal l i nnettu muuttujilla ~· joita on aarellinen maara . Solmu

si irtymat ~ ovat si is nyt mall in yleistettyja si irtymia. 

Taulukon 1 yhtalon (7) eli (8) vas emman puolen havaitaan esittavan kontinuu 

min virtuaalisen tyon lauseketta miinusmerkkisena. Vastaavasti yhtalon (4) eli 

(4') vasen puoli esittaa diskreetin mall in virtuaalisen tyon lauseketta miinus 

merkkisena . (Miinusmerkki johtuu vain siita, etta elementtimenetelman yhtaloi 

ta synnytettaessa on yleensa tapana kirjoittaa virtuaal isen tyon periaate muo 

dossa -~w = 0. Tama siksi, etta lopull iset diskreetit yhtalot saadaan tal loin 
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suoraan haluttuun standardimuotoon ilman myohempiii:i merkin vaihtoa.) Esimerkik 

si yhtalo (Li•) kehitettiin lopuksi muotoon (6') eli siis siina 

-tw oaT F· 
~ ~ 

Vertailu maarittelykaavan (34') kanssa osoittaa si is, etta 

solmuvoimat ovat solmusiirtymia vastaavia 

mi inusmerkkisia yleistettyja voimia. } 

( 39) 

(40) 

Saatu klassill iseen mekani ikkaan pohjautuva tulos tukee si is yhtaloiden (7), 

(8) ja (9) yhteydessa kayttoon otetun solmuvoimatermin mielekkyytta. Jos suu 

reilla ~on pituuden dimensio (kuten edel la kasitellyssa esimerkkitapauksessa 

on ol lut asianlaita), solmuvoimilla on maaritelman (34) perusteel la juuri ta 

vallisen voiman dimensio . (Tarkasti ottaen olemme kasitelleet esimerkkitapauk

sessamme aina suureita poikkileikkaussuuntaa kohtisuorassa olevaa pituutta koh

ti, joten kaavojen (7), (8) ja (9) solmuvoimien dimensio on itse asiassa voi 

man dimensio I pituuden dimensio.) Jos taas jokin ~on esimerkiksi kulma 

(kiertyma), vastaaval la yleistetyl Ia solmuvoimal la on moment in dimensio. 

(a) 

L 
X 

Kuva 7. (a) Solmu i . (b) Solmun vapaakappalekuvio. 

Mutta miten pitaa ymmartaa lauseessa (40) mainittu mi inusmerkki? Tama 1 i it 

tyy vanhaan tuttuun ongelmaan si ita, pitaako voimaa ja sen vastavoimaa merkita 

eri tunnuksilla vai ei. Tarkastellaan esimerkkina kuvassa 7 (a) esitettya 
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solmua i, johon yhdistyy kolme elementtia. Kuvassa 7 {b) on esitetty solmun 

vapaakappalekuvio. Jos er il I i sten e lementti e n so lmuihin vaikuttavien lau sek 

keissa {9) esitettyjen solmuvoimien { F )~ ja {F)~ ajatellaan vaikuttavan ku -
x I y I 

van {b) mukai sesti positiivisina positiivisen x- ja y-a kselin suunnissa, it se 

so lmun i vapaakappa lekuviossa voimat va iku ttavat voiman ja vastavoiman lain 

perusteella {on kai loogista ajatella kuviteltujen solmuvoimienkin toteuttavan 

taman la in) vastakka i s iin suunti in. Kuvassa 2 {b) on sii s sovel lett u esitysta, 

jossa vastavoimakomponente il leon kaytetty samoja tunnuksia kuin ennen ja suun-

ta on otettu huomioon kuv a n mukaisesti. ltse solmuun vaikutt avat voimat ova t 

s ii s positi ivi s ia x- ja y- akselin negatiivissa suunnissa. Tama tarkastelutapa 

an taa kohtuullisen vastauksen edella esitettyyn .kysymykseen. Kl as sillisen me

ka niika n kann a l ta elementtimall ion korvattu partikkel isysteemilla : elementti-

mallin solmut, joihin vaikuttavia voim!a tarkastellaan. ltse yh ta lo t {8) eli 

1:'( F ) ~ 
l. X I 
e 

0 ' L{F )~ = 0 y I 
e 

{ 41) 

t ulee siis talloin ajatella x- ja y-aksel in negatiivisille suunnill e kirjoite

tuiksi projektioyhtaloiksi {vrt. myos kuvass a I esitetyt ta sapainoyhtalot) . 

Virtuaaliset siirtymat voivat olla tunnetusti kahta tyyppia; kinemaattises 

ti luvallisia {engl. virtual displacements satisfying the constraints) tai 

kinemaattisesti luvattomia {engl . virtual displacements violating the 

constraints) I 5, s . 56/. Rajoitteilla {engl. constraint) eli rajoitusyhta

loilla eli sideyhtaloilla tarkoitetaan taas kinemaattisia ehtoja, joilla tar 

kasteltavan systeemin liikemahdol 1 isuuksia vahennetaan. Jaykan kappaleen mal 

liin liittyvat rajoitteet -kappal een jokaisen partikkeliparin valinen etaisyys 

pysyy kappaleen liikkuessa vakiona - on ehka tavallisin esimerkki. Kunkin 

rajoitteen tot e utumine n vaatii systeemiin vaikuttavan tietyn rajoit evo iman 

{engl. force of constraint) eli pakkovoiman esi intymista . Rajoitevoima t poik 

keavat muista voimista si ina suhteessa, etta niiden arvoja e i voida laske a 

kontitutiivisten yhteyksien avulla, vaan ne saadaan maaritettya vallitsevista 

I iike - tai tasapainoyhtaloista vasta kun s yst eemin I i ike ja muut systeemi in 

va ikuttavat voimat ovat selvil Ia. Rajoitevoimien vasta kohtana voidaan konsti 

tuti ivisia yhteyksia noudattavia voimia nimittaa vaikka konstituti ivi s ik s i 

voimiksi /1 5/. Tama nim i tys ei ole yleisessa kaytossa. 

Rajoit e voimien tekema virtuaalinen tyo haviaa kinemaattisesti luvalli se ssa 

virtuaalisessa siirtymassa /14 , s . 76/. Kinema a ttisesti luvallisten virtuaa -

list e n siirtymien kaytolla pyritaan juuri estamaan hankalien t untemattomien 
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rajoitevoimien ilmestyminen aluksi mukaan ratkaistavi in yhtaloihin. 

Taulukon 1 jannitysprobleemassa rakenteen tu etulla reunalla s vall itsevat ehdot 
u 

u = G, v = v ovat nyt tehtavamme rajoitteita ja traktiokomponentit t ja t 
X y 

vast a avia rajoitevoimia (yleistet t yja voimia) . Ni id en mukaantulo valtetaan 

kayttamalla tassa suhteessa kinemaattisesti luvallisia virtuaalisia siirtymia, 

jotka siis toteuttavat ehdot ou = 0, ov = 0 eli o~ = ~ osalla su . Mutta jos 

sitten jalkikateen nimenomaan halutaan maarittaa rajoitevoimien arvoja, on 

sovellettava sopivia kinemaattisesti luvattomia virtuaalisia s iirtymia . Tal 

loin virtuaal isessa tyoyhtalossa on otettava huomioon myos rajoitevoimien te 

kema virtuaal inen tyo. Esimerkkitapauksessamme sita esi t tivat katkokaarisu 

luissa olevat termit (ks . yhtalo (4) eli (4' )) . 

SOLMUVIRRAT 

Diskreetit yhtalot 

Tarkastellaan nyt solmuvirta - kasitetta johdannossa esitetyn suunnitelman 

mukaisesti hyvin samaan tapaan kuin edella solmuvoima- kasitetta. Vall itsevien 

analogioiden perusteella selostavaa tekstia voidaan kuitenkin paikoin ti ivis

taa. Jos virtuaalisen Iammon periaate olisi yleisesti tunnettu ja vanhan 

historian ja terminologian omaava asia, ol isi ol Jut tietenkin loogisempaa 

aloittaa kasittely yksinkertaisesta solmuvirrasta ja si irtya vasta sitten moni 

mutkaisempaan solmuvoimaan. 

Tarkastellaan taulukon 1 kenttaprobleemaa ja tehdaan lampoti Jan elementti

approks imaa t i o 

T = LN .T . 
j J J 

eli matri isimerkinnoin 

T = N a 
Rj ~ 

(42) 

(42') 

(Jatkossa esitetaan joitakin matriisikaavoja ilman niissa esiintyvien tunnus 

ten tarkkaa selostusta, koska ni iden merkitys kay ilmi yhteyden perusteel Ia.) 

Pystyvektori a koostuu si is suureista T., jotka ovat lampotilan arvoja solmu-
~ J 

jen kohdil Ia eli ns. solmulampoti loja. 

Lanpotilan esitysta (42) vastaavat likimaaraiset lampotilagradientit ovat 

tau lukon 1 kaavojen (3') perusteella 
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aN. 
L~T., 
j X J 

eli 

aN. 
yy = L ~ T. 

j y J 
(43) 

( 43 I) 

Olipa konstitutiivinen yhteys mika hyvansa lampotilajakautumaa (42) vastaa 

vat I ikimaaraiset lampovuokomponentit q = q (a), q = q (a) tulevat olemaan 
X X y y 

funktioita muuttujista a. Jos erityisesti otaksuttaisiin taulukon 1 konstitu -

tiivisen yhteyden (4') pitavan paikkansa, saataisi in 

aN. aN. 
A 

kL ~ T. k~ afrj qx qy j X J J 

(44) 

eli 

s= - ~ C a . 
F::$~ 

(44') 

Approksimaatioiden qx ja qy sijoitus taulukon 1 yhttiloon (?') antaa tulok-

sen 

-I (6y q +6y q )dA - J 6TSdA + I 6T~ ds + rJ 6Tq ds~ = 0 . 
A xx yy A n , n, 

sq sT 
(45) 

Vastaavasti matri isimerkintoja kayttaen taulukon 1 yhtalo (8') muuttuu muotoon 

(45') 

Yhtaloihin (45) tai (45') siirryttaessa on samalla taulukon 1 yhtalon (?') tai 

(8') vi ivaintegraal itermi esitetty erikseen osan sq ja sT yl itse otettuna j a 

osalla s on kaytetty hyvaksi taulukon 1 kuvassa esitettya lampovirran tiheyt-
q 
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ta koskevaa reunaehtoa q = q . Osan sT yl i otettu integraal i on merkitty n n 
katkokaarisulkujen sisaan siita syysta, etta tavallisesti se j atetaan kokonaan 

pois nakyvista. Normaalisti nimittain lampotilan variaatio rajoitetaan reunal

la sT toteuttamaan ehto 6T = 0. Tarkoituksena on estaa osalla sT etukateen 

tuntemattoman virran tiheyden qn ilmestyminen mukaan yhtaloihin . Taman artik 

kelin aiheen kannalta on kuitenkin jalleen olee.llista muistaa tietyissa yhteyk

sissa suluissa olevan termin olemassaolo. Tasta kohta enemman. 



Tyypi II iseen solmuun i I i ittyva diskreetti yhtalo saadaan val itsemalla 

lampotilan variaatio ja siita seuraava lampotilagradientin variaatio seuraa 

va st i: 

(46) a or aN. 
oy x 

I OT. ax- = ax I 

acT 
aN. 

oy 
I 

y ay- = ay oTi 

Variaatio on siis otettu esityksesta (42) varioimalla vain muuttujan T. arvoa. 
I 

Val innan (46) sijoitus yhtaloon (45) antaa yhtalon 

OT iF i _ oT.[ -J (~ q + ~ q )dA - f N.SdA + 
1 A ax x ay y A 1 

0 • (47) 

Koska variaatio oTi on miel ivaltainen, askeisessa yhtalossa maariteltyjen ker 

to i m i en F . t u I ee hav i t a e I i 
I 

F. _-I [aNi q (a) + ~Ni q (a)]dA - I N.SdA + 
I A ax X ~ oy y ~ A I 

+ I N.~ ds +(I N.q ds~ = 0 , 
I n \ I n 1 

sq sT 

1 ,2, ... (48) 

Nama ovat diskreetit systeemiyhtalot (tarkennus myohemmin). 

Matri isimerkintoja kayttaen saadaan lahtemal la yhtalosta (45') ja ottamalla 

lausekkeiden (42') ja (43') variaatiot 

oT = N oa 
!':$ 

lopuks i yhtal o 

c oa 
!':$ 

(46') 

47 



48 

Koska variaatiot oa ovat miel ivaltaisia, askeisessa yhtalossa esiintyvan vaa 

kavektorin o~T ker:omana olevan pystyvektorin I tulee havita e li 

I T- I T I T- 'I T ' F:: - C:eJ( a}dA - NSdA+ Nqds + ( Nqds( = O. 
roo.~ .:d:-- R:l R:$ n , t:::s n -

A A sq sT ' 
(48'} 

Nama ovat diskreetit systeemi yht a lot (t arkennus myohemmin}. 

Jos tarkastella an erityisesti Fourierin laki a noudattavaa ainetta, saadaan 

kaavaa (44'} sove lt ama ll a tavanomainen I ineaarinen systeem iyhtaloryhma 

(48"} 

Viela toisin merkittyna tama on 

F. = }:K .. a.+ F.+ ·.Ri: 
I j I J J I 0 ' 1 ,2, ... ( 48'"} 

jossa K .. on s yntyvan kerroinmatriisin alkio, F. on tunnetuista termeista ker -
1 J I 

tyva vakiovektorin alkio ja Ri on termi, johon palataan myohemmin. 

Kaytannossa diskreetit yhtalot kootaan elementeittain kertyvista osuuksista 

F~ ta i Ie. Tat en ·systeem i yhta I ot ( 48} e I i ( 48'} vo i daan es it taa myos muodos sa 

F i _ }:F~ = 0 , 1 ,2, ... (49} 
e 

e I i 

I = LEe = o (49'} 

Suureiden F~ tai Fe lausekkeet saadaan tavanomaiseen tapaan kaavoissa (48} tai 
I ~ 

(48'} esiintyvista lausekkeista tekemalla vain muutokset Ni-+ N~, A-+ Ae jne. 

Siisviela 

aN~ 

I [ 1 ' e 
- - q (a) ax X ~ 

aN~ 
1 , e J + -~ - q (a } dA + ay Y ~ 

Ae 

J 
N~~ ds + (I N~q ds~ 

I n \ I n 1 

e 
5 
q 

(50) 



eli 

(50 I) 

Mikaan ei nyt esta meita nimittamasta edella maariteltyja erilaisia suurei 

ta F vaikka solmuvirroiksi. Tata terminologiaa kayttaen systeemiyhtalot (49) 

eli (49') voidaan ni in haluttaessa tulkita muodoll isesti taseyhtaloina: 

kuhunkin solmuun eri elementeista } 

saapuvien solmuvirtojen summa on nolla. 
(51) 

Tulos muistuttaa esimerkiksi sahkoopista tuttua Kirchhoffin I lakia. 

Solmuvirtareaktiot 

Tassa keskitytaan tarkastelemaan kappaleen reunapintaan I i ittyvia solmuvir

toja. Kasitellaan nyt aikaista huolell isemmin diskreettien systeemiyhtaloi 

den (48) eli (48') muodostamista. Lahtokohtana oleva yhtalo (45) eli (45') 

esitetaan yleensa ilman katkosulkulausekkeessa olevaa termia, koska lampoti 

lan variaatio ajatellaan rajoitetuksi etukateen toteuttamaan ehto 6T = 0 

sT:IIa. Jos solmu ion reunalla sT, ei siis talloin saada suorittaa variaa 

tiota 6T .
1

• Tarvittava yhtalo synnytetaankin suoraan ehtona T. =f .. Kaytan -
1 I 

nossa yhtalot muodostetaan kuitenkin yleensa varioimal Ia ens in kaikkia solmu-

muuttujia, jolloin saadaan systemaattinen esitys. Tal loin siis 

tietokoneohjelma synnyttaa aluksi 

reunalla sT olevi in solmuihin li itty

vat diskreetit yhtalot virheell isesti' 
) (52) 

koska reunan osal Ia sT tuntemattomasta lampovirran tiheydesta qn kertyva ter 

mi (ks. yhtalot (48) eli (48') 

(53) 

tai 
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ei tule muka a n. Mitaan pysyvaa vi r hetta ei kuitenkaan aiheuteta, koska seuraa 

vassa vaiheessa ohjelma ottaa huomioon reunalla sT vallitsevat annettua lampo

tilaa koskevat ehdot ja korvaa virheell iset yhtalot yht a loi I Ia T. = f .. Kay-
' I 

tannossa tama tapahtuu katevasti suuren luvun keinon avul Ia, jolloin tietokone 

sai ly ttaa ti edon virheell isten yhtaloiden eri termeista. Voimme nyt ajatel la 

nama yh ta lot taydennetyiks i viela tuntemattomilla termeil Ia Ri tai ~· Kun sit 

ten muuttujien ~ arvot on maaritetty systeem iyht a lois ta, voimme jalkikateen 

laskea naista yhtaloista ko. termien arvot seuraavasti (ks. yhtalot (48) tai 

( 48 I) ) : 

f [:Ni q (a) + :Ni q (a)]dA +I. N.SdA - I N.q ds 
Ax x~ y y~ A' 1n 

sq 
(54) 

tai 

(54 I) 

Four ierin lakia noudattavalle ainee lle saadaan viela yhtaloista (48") tai 

(48"') vastaavasti tulokset 

(54") 

tai 

R. = -IK . . a. - F. 
I j I J J I 

1,2, ... (54''') 

Solmuvirtoja R tul l aan nimittamaan tassa solmuvirtareaktioiksi. Lausekkei

den (53) tai (53') perusteella 

solmuvirtareaktiot antavat tietynlaista 

keskimaaraista diskreettia tietoa kap 

paleen reunan sT lapi alueesta ulos 

kulkevan virran tiheyden jakautumasta. 
) (55) 

Solmuvirtareaktio- termi ei ole valttamatta erityisen hyva, mutta parempaakaan 
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ehdokasta emme ole keksineet. Termi solmu - ulosvirta ol isi havainnol I isempi, 

mutta tuntuu taas aika kampelolta. 

Solmuvirtareaktioiden summa 

Taulukon 1 yhtalosta (6') saadaan valinnalla w = 1 tulos 

Tama on eraanlainen globaal inen taseyhtalo: kappaleesta ulos virtaavan suureen 

kokonaisnettovirta (tassa lampovirta) on yhta suuri kuin kappaleen sisalla ole

vien lahteiden johdosta syntyva suureen (tassa Iampo) maara aikaa kohti. 

Ratkaistaan osal le sT jakautuneesta tuntemattomasta virran tiheydesta ker 

tyva kokonaisvirran (engl. total flow) RT lauseke yhtalosta (56) ottamalla huo

mioon, etta s = sq + sT: 

(57) 

Lasketaan nyt vastaavasti solmuvirtareaktioiden · summa 

(58) 

Edella on kaytetty hyvaksi kaavaa (54) seka yhtaloita (18) ja (19). 

Lausekkeiden (57) ja (58) vertailu osoittaa, etta· 

A 

RT = RT 

eli 
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solmuvirtareaktioiden summa on tasmalleen yhta 

suuri kuin alueen reunalla sT vall itsevasta 

tarkasta virrantiheydesta kertyva kokonais

virta alueesta ulos. 

Virran tiheyden jakautuma ja vuokomponentit 

) (60) 

Reunalla sT vallitsevalle tuntemattomalle virran tiheydelle qn saadaan sol 

mumuuttujien ~ maarittamisen jalkeen ensinnakin (tassa tapa I) suoraan taulukon 

kaavan (2') perusteella likiarvo 

qn = n q + n q , 
X X y y ( 61) 

jossa vuokomponentit q (a) ja q (a) on maaritetty vallitsevan konstitutiivisen 
X~ y ~ 

yhteyden perusteel Ia. Fourierin lain tapauksessa kaytetaan kaavoja (44) eli 

( 44'). 

Toisaalta tulos (60) osoittaa, etta solmuvirtareaktiot antavat ainakin koko

na·issummana taysin tasmallista tietoa virran tiheydesta. Luonnollinen vaihto

ehtoinen tapa (tassa tapa 2) maarittaa tuntematon virran tiheyden jakautuma on 

tal loin seuraava. Tehdaan reunalla sT approksimaatio 

q* ~N.(s)(q ). n . J n J 
J 

(62) 

eli 

q* n = N b , 
F::l~ 

( 62 I) 

jossa suureet (q ). eli koottuna b ovat viela tuntemattomia virran tiheyden n J ~ 

solmuarvoja. Muotofunktiot N. ovat (ei taysin valttamatonta) lampotilan 
J 

approksimaatiossa kaytettyjen muotofunktioiden arvoja reunalla sT. Tassa siis 

summeeraus suoritetaan tall a reunalla olevien solmujen yl i. Vaaditaan nyt, 

etta approksimaatio (62) eli (62') antaa kaavojen (53) tai (53') mukaisesti 

samat solmuvirtareaktioiden arvot kuin mita on saatu kaavojen (54) tai (54') 

avulla. Saadaan 1 ineaarinen yhtaloryhma 

1 ,2, ... (63) 

tai 
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f T _ f T N q*ds = N N ds b = R , f::il n f':jf':$ ~ ~ 

ST ST 
(63') 

josta solmuarvot (q ) . eli b voidaan mlHirittlil:i. n J ~ 

Siirtymaprobleeman yhteydessa esitetyt huomautukset matri isien ~ ja ~ koos -

ta seka kerroinmatriisin mahdollisesta keskittamisesta patevat vastaavina tas

sakin. 

Edella .on tarkasteltu koko ajan vain reunaa sT, jolla lampotila on annettu. 

Mutta kun solmumuuttujien arvot on ensin maaritetty, lampotila tunnetaan kaik

kialla alueessa. Jaetaan nyt alue miel ivaltaisesti val itulla (kaytannossa 

elementtirajoja seuraaval Ia) viivalla kahteen osaan. Tarkastel laan jompaa 

kumpaa naista uutena osa -alueena. Lampotila tunnetaan valitulla jakovi ivai Ia, 

joka muodostaa si is osan osa-alueen reunasta. Osa -alueen kannalta tama vi iva 

on tyyppia sT . Toisin sanoen 

osa-.a 1 ue on vuorova i kutuksessa ympar i stonsa 

kanssa jakovi ivan kautta solmuvirtareaktioiden 

val ityksella a ivan vastaavasti kuin alkuperai 

nen alue on vuorovaikutuksessa osan s kautta . 
u l (64) 

Viela voidaan sanoa, etta osa-alue ei tieda, onko sen jakoviivaan 1 iittyva osa 

var~inai. sta ymparistoa vai elementtimall i. 

Kun nyt lasketaan jakoviivalla oleviin solmuihin liittyvat solmuvirtareak

tiot, saadaan siis tavalla 2 maaritettya myos tahan viivaan liittyva traktio

jakautuma. 

Lampovuokomponenttien maaritys .jannityskomponenteille esitettyjen tapojen 

ja 2 vastineilla on ilmeinen. Kaavojen (26) vastineiksi saadaan taulukon 1 

kaavojen (2') perusteella 

( 65) 

eli 

~ .s* = c (66) 

Nyt on vain erona, etta vain kahta jakoviivaa kaytettaessa ei synny enHa yl imaaray

tyvaa yhtalosysteemia . Silti voidaan edel leen niin haluttaessa soveltaa myos 

muotoa 
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T T 
~ ~ q* = ~ ~ ' (67) 

j o lloin saadaan s~metrinen yhtaloryllna . 

Vuokomponentt ien maa ri t t am ismahdolli suuteen suunnill een yht a loiden (65) 

es ittamalla tavalla on vihjattu lahteessa /16/. Tosin tassa lahteessa itse 

virran tiheyden maarittaminen on hoidettu lahinna keskittamal Ia ke rroinmatri i 

s i. Si It i saavut ettavaa hyvaa t a rkkuutta korostetaan. 

(a) (b) 

1-. a t 
q 

Kuva 8. ·(a) Tehtavan geometria. (b) 2x2 elementtiverkko. 

Tarkastellaan sovellutuksena kuvan 8 esittamaa esimerkkia. Kyseessa on 

yksinkertainen pyorahdyssymmetrinen lampotilajakautuma T = T(r) ympyranren 

kaassa (Kuva 8 (a)). Reunaehdot ovat 

T T reunalla DA 
0 

T 0 reuna I I a BC 
(68) 

qn 0 reunalla AB 

qn 0 reuna 11 a CD 

T
0 

on val ittu referenssilampotila. Lampolahteen antoisuus Son nolla. Alue 

otaksutaan lammonjohtavuudeltaan homogeeniseksi ja Fou r ierin lammonjohtumis

lain katsotaan olevan voimassa. 



Tehtavan tarkan ratkaisun voidaan osoittaa olevan napakoordinaatistossa 

T = [ 1 _ R.n(r/a)Jr . 
R.n2 o 

Lampovuovektorin komponentit ovat 

a/r k 
qr = R.n2 a ' q<P = 0 . 

(69) 

(70) 

Naista on helppo laskea tarvittaessa xy - koordinaatistoon liittyvat esitykset 

T(x,y) seka q (x,y) ja q (x,y). 
X y 

Esimerkki on laskettu 4 - solmuisil Ia isoparametrisil Ia Lagrange- elementei lla 

kuvan 8 (b) es itt am a a verkkoa kayt taen. Reu naehdot on otet tu kaavoj en ( 68) 

muka i sest i. 

Solmuvirtareaktioiksi reunalla sT saadaan 

R1 - 0,191993 · k R7 0,191993·k 

) R2 -0,383987·k R8 0,383986·k (71) 

R3 - 0, 191993·k R9 0,191993·k 

Taulukko 3. Virran tiheyden solmuarvot reunal Ia DA. 

(qn) 1 (k/a) (qn)/(k/a) (qn) / (k/ a) 

Tapa 1 -1,176734 - 1,176734 -1 '176732 

Tapa 2 - 1 ,470912 - 1,470923 -1,470912 

Tarkka -1,4427 ..• -1,4427 ... -1,4427 ... 
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Ni iden kokonaissumman voidaan todeta haviavan. Koska S = 0 ja qn on nol Ia 

reunalla sq' kokonaisvirta a lueest a ulos reunan sT lapi haviaa kaavan (57) 

perusteel la ja tulosten (71) huomataan siis olevan toteamuksen (60) mukaisia. 

Taulukossa 3 on esitetty reunan DA so lmuissa 1, 2 ja 3 kaavoja (63) sovel

tamal Ia saadut virran tiheyden solmuarvot. Huomattakoon, etta vaikka kaavat 

(63) on kirjoitettu koskemaan koko aluetta sT' ei mikaan tietenkaan esta meita 

soveltamasta niita vain joillekin sT:n osille. Nain on juuri tehty tassa reu

nan DA suhteen. Reunan keskella oleva lieva karki on jatetty ilman erit yi star

kastelua. Tavalla 2 saadaan jalleen huomatta_vasti tarkempia tuloksia kuin 

tavalla 1. Esimerkkia kaavojen (65) kaytosta ei ole katsottu tassa enaa tar

peel! iseks i. 

Jannityskomponenttien jatkuvaan esitykseen 1 i ittyva kriti ikki patee vastaa 

vana myos vuokomponentteihin . Lahteen- /13/ vastineena mainittakoon lahde /17/ . 

Si ina solmuvirtareaktioista kaytetaan nimitysta "generali zed node point flux". 

Kunkin elementin solmuvirtareaktioiden arvoja hyooynnetaan elementin sisall~ 

vall itsevien vuokomponenttien maarittamisessa. 

HUOMAUTUKSIA 

Edella on tarkasteltu pelkastaan taulukon 1 kahta yksinkertaista mall iprob

leemaa. Kun tarvittavat ajatuskulut ovat selvilla, ei ole kovin vaikeaa laa

jentaa kasittelya mutkikkaampi in tapauksiin. 

Yleistys kahdesta paikkakoordinaatista kolmeen ei synnyta ongelmia. Siirty

minen yhteen dimensioon tekee taas kasittelyn erityisen yksinkertaiseksi. 

Tal loin nimittain traktion tai virran tiheyden jakautumisen maarittamiseen 

liittyvat ongelmat jaavat pois. Niinpa useat ensimmaisista jannitysresultant-

tien laskemista solmureaktioiden avulla kasitelleet artikkelit (esimerkiks i 

/18/ ja /19/) koskivat juuri yksidimensioisi a tapauksia. 
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Jos diskreetteina solmumuuttujina esi intyy myos ri ippuvien muuttujien ensim

maisen kertaluvun paikkaderivaattoja, ne voidaan tulkita jannitysprobleemoissa 

pienten si irtymien teoriaa kaytettaessa yleensa tietyiksi kiertymiksi (esimer 

kiksi palkin poikkileikkauksen kiertyma, laatan keskitasoa va staan alkuaan 

kohtisuorassa olleen ainesaikeen kiertyma). Naita yleistettyja siirtymia vas 

taavil Ia yleistetyil Ia voimi I Ia on moment in dimensio ja usein- kuten on hyvin 

tunnettua- naita yleistettyja voimia kasitellaankin ikaan kuin ne olisivat 

taysin todellisia ko. solmuissa vaikuttavia pistemomentteja. Jos solmurnuuttu

jina on toisen kertaluvun derivaattoja, vastaaville yleistetyille voimille 



tulee dimensioksi voiman dimensio x pituuden dimensio toiseen. Tama ei ole 

enaa perusmekani ikasta tuttu kasite, joten insinoorien terve vastenmiel isyys 

ko. solmumuuttuj ien kayttoa kohtaan on ymmarrettavaa . (On myos tottumussyita 

tarkeampia perusteita valttaa naita solmumuuttujia, sil Ia ne eivat saa valtta

matta samaa arvoa elementtien rajoi I Ia, mikal i aineominaisuuksissa on hyppayk

sia.) Kenttaprobleemassa jo riippumattoman muuttujan ensimmaisen paikkaderi

vaatta aiheuttaa solmumuuttujana vastaavan solmuvirran suhteen havainnol I isuu

den puutteen. 

Tarkastellaan taulukon 1 yhtaloita (1) ja (1') laajennettuina ajasta riippu 

vi in muotoihin 

(72) 

ja 

----ax 
~ aT ay + S - pc at = 0 . (73) 

Tassa ton aika, p tiheys ja c ominaislampokapasiteetti. Termit -pa 2u/at 2 ja 

-pa 2v/at 2 ovat hitausvoimia (tilavuu~ta kohti) ja· termi peaT/at on sisaenergian 

muutosnopeuden (tilavuutta kohti) approksimaatio. Saamme valittamasti kaikki 

tarvittavat kaavat, ilman etta koko johtamisprosessi taytyisi kokonaan toistaa 

suorittamalla vain sijoitukset 

b b - a 2u b L N. (x, y) u. ( t) , : p -Rl - p 
X X at 2 X j J J 

(74) 

b b - a2v b L N. (x, y)ii. ( t) : p --Rl - p 
y y at2 y j J J 

eli 

a 2u 
E_: E. - p __::::: Rl b - p N a 

at2 ~ Rl ~ 
(74') 

seka 
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S: S - pc ~R$ S - pc L N. (x,y)T.(t) 
<lt j J J 

(75) 

eli 

S: ar • S - pc at R$ S - pc ~ ~ (75') 

vastaaviin aikaisempi in kaavoihin. (Jannitysprobleeman yhteydessa on kyseessa 

tutun trikin kaytto; sovelletaan hitausvoima -ajattelua si irryttaessa stati ikas

ta dynamiikkaan.) Esimerkiksi solmureaktion lausekkeesta (13") tulee nyt 

(76) 

Suure fAp ~T~ dA on rakenteen massamatriisi. Hitausvoimien huomioonottoa sol 

mureaktioiden arvojen laskemisessa on kasitelty tiettavasti ensimmaisen kerran 

lahteessa /18/. Nyt tarvitaan si is solmuarvojen ~ 1 isaksi myos arvio toisesta 

aikaderivaatasta a. Viela esimerkiksi tyyppia - cau/at ja - cav/.at (con vakio) 

olevien vaimennusvoimien kasittelytapa on askeisen perusteella ilmeinen. 
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Taulukon 1 kuvissa esitetyt reunaehtotyypit ovat pelkistetyn yksinkertaiset. 

Reunoi I Ia st ja sq vall itsevien ehtojen eraat laajennukset ol isivat vastaavasti 

t - (a u+a v) + Bx l X xx xy 

t -(a u+a v) + B y yx YY y 

(77) 

eli 

t -2,,!;!, + ~ (77') 

ja 

q = n aT + 13 • (78) 

Suureet axx' ayy' axy = ayx' Bx, By' a Ja Bovat annettuja vakioita . 

Kaavan (77) kertoimiin a liittyva osuus vastaa selvasti kimmoisesti tuettua 

rakenteen reunaa. Kertoimi lle a ja a tulee kaavassa (77) esiintyvan mii -xx yy 



nusmerkin val innalla fysikaal isesti mielekkiHissa tapauksessa positi iviset ar 

vot. (,srmatriisi on positiivisesti definiitti.) Jos 2,= &• paadytaan takaisin 

taulukon 1 kuvassa esitettyihin ehtoihin (B = t, B = t ). 
X X y y 

Kaava (78) esittaa mm. ns. konvekti ivista lammonsi irtoa, jossa otaksutaan, 

etta lampovirran tiheys kappaleen reunal Ia on verrannoll inen kappaleen reunan 

lampotilan T ja ympariston lampotilan T.., erotukseen T- T..,; si is qn = a(T -T..,). 

Tal loin kaavassa (78) B =-aT..,. Jos a 0, paadytaan takaisin taulukon 1 ku 

vassa esiiettyihin ehtoihin (B = ~n). 

Jal leen kaikki tarvittavat kaavat saadaan valittOmasti suorittamal Ia sijoi

tukset 

t : - (a u+a v) + Bx ~ - (a L N.u.+a L N.v.) + Bx X XX xy XX. J J xy J J 
J 

t : - (a u+a v) + B ~ - (a L N.u.+a L N.v.) + B y yx YY y yx. J J YY J J y 
J 

} (79) 

eli 

t: = a u +~~2,~~+~ ~~ 
(79 I) 

seka 

q : aT + B ~ ai N .a. + B n 
j J J 

(80) 

eli 

q : aT + B ~a N a + B n ~~ 
(80 I) 

vastaavi in aikaisempiin kaavoihin. Esimerkiksi solmuvirtareaktion lausekkees

ta (54") tulee nyt 

~ = - JA~T~ ~ dA ~ + JA~TS dA- J
5
a ~T~ ds 

q 

a - J ~T B ds. 
s 

q 

(81) 

On huomattava, etta vaikka traktio tai virran tiheys ei ole enaa suoraan 

annettu reunaehdoissa (77) tai (78), ko. suureiden arvot saadaan kuitenkin heti 

laskettua ni ista reunal Ia st tai sq,kunhan suureiden u ja v tai T arvot tunne

taan. Jannitysprobleemassa ovat si is kyseessa aikaisemmin esitetyn terminolo 

gian mukaan konstitutiiviset voimat eivatka rajoitevoimat. Reunan su tai sT 

suhteen asetelma sailyy kuitenkin entisenlaisena. 
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Jannitysprobleeman reunaehdot esitettiin taulukossa 1 merkinnallisista muka 

vuu55 yista johtuen siten, etta o5alla su ovat molemmat si irtymakomponentit ja 

osal Ia 5 molemmat traktiokomponentit annettuja. Yleisemmassa tapauksessa reuna 
t 

ehdot ovat kussakin reunan pi5teessa seu raavat: 

ul u' tai t xl t xl , 

) (82) 
vi v' ta i t yl t yl 

mutta ei molempia. Tassa kuhunkin reunan pisteeseen a5etetaan paikall inen suo

rakulmainen kartee5inen koordinaati5to x 1 y1 siten, etta yhden koordinaattiakse

lin suunta yhtyy tavallise5ti reunapinnan ulkoisen normaalin 5uuntaan. Pilkuil 

la varustet ut suureet tarkoittavat vektoreiden ~ ja t komponentteja paikal 1 isen 

koordinaatiston kanna55a. Merkinnat tul~vat nyt vakisin melko raskaiksi. Ku 

takin annettua 5i irtymakomponenttia u 1 ja v 1 va5taa oma alueensa su 1 ja sv 1 • 

Kutakin annettua traktiokomponenttia t 1 ja t , vastaa samoin oma alueensa 
X y 
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s ja s . Ei paallekkai5et o5at s 1 ja 5 (s 1 ja st ) muodostavat yh -
t I t 1 U tXI V I 

de~5a kokoY reunan. ·Y 

Traktion virtuaal inen tyo taulukon 1 yhtalos5a (7) esitetaan paikall i5en 

kierretyn koordinaati5ton avulla. Siis 

I(out +ovt .)ds: = J(ou't 1 +c5v 1 t ,)d5 
5 X y S X y 

Si irryttaessa 5itten yhtaloon (4) vi ivaintegraal itermit saavat muodon 

-I c5u 1 t d5 xl 
st 

x' 

-f cSv 1 t ds y' 
st 

yl 

-(I c5u 1 tx 1 ds +I ov't ,ds~. 
\ 5 5 y I 

u 1 v 1 

(83) 

(84) 

Ka5ittelyn jatko taman jalkeen ei tuota kuin merkinnall isia ongelmia. Samoin 

on helppo laajentaa tarvittaessa traktioreunaehtoja (82) lausekkeiden (77) ta 

pai5illa esityksilla. 

Olemme kasitelleet taulukon 1 esittamia mal 1 iprobleemoja jaannosmenetelmaa 

soveltaen. Jo5 tehtava on tyyppia, jolle on olemassa vall itsevia differenti

aal iyhtaloita ja reunaehtoja vastaava variaatioperiaate, tama voidaan tietenkin 

ottaa myos diskretoinnin lahtokohdaksi. Esimerkkeina olkoot funktionaalit 

(85) 



ja 

rr(T) (86) 

Funktionaal i II(~) on rakenteen siirtymissa esitetty potentiaal ienergian lause 

ke. Funktionaalille JJ(T) ei ole olemassa mitaan vakiintunutta nimea. Lausek 

keet patev~t taulukossa 1 esitetyissa tapauksissa, kun viela siis otaksutaan 

Hooken lain tai Fourierin lain olevan voimassa. Luvallisten funktioiden u ja 

v tulee toteuttaa ehdot u = u, v = v reunalla s ja luvallisen funktion T ehto 
u 

T = f reunalla sT. Naiden funktionaalien kaytto johtaa lopuksi tuttuihin yh-

taloihin (7") ja (48") kuitenkin ilman katkosulkulauseketermeja. Taten pelk

kaan funktionaal in kayttoon tukeutuen voi olla vaikeaa ymmartaa solmuvoima 

reaktio - tai solmuvirtareaktio- termien merkityst ·a. Ensinmainen tiedossanme 

oleva solmuvirtareaktioita hyvaksi kayttava artikkel i on /20/ v. 1969. Si ina 

kasitel laan voiteluprobleemaa, jol loin esimerkkiprobleemamme lampotilaa vastaa 

paine ja lampovirran tiheytta voitelunesteen tilavuusvirta voitelupintojen 

reunan pituutta kohti. Artikkel i perustuu kuitenkin pelkastaan lausekkeen (86) 

tapaisen funktionaalin kayttoon, joten siina esitetty tietyn reunan lapi kulke

van kokonaisvirran laskentamenettely on johdettu mielestamme melko vaikeasel 

koisesti. 

La,hteessa /21/ tarkastellaan solmuvirtareaktioiden hyvaksikayttoa suotovir 

tauksen yhteydessa. 

Lahteessa /22/ on esitetty timan artikkel in tulkinnasta hieman poikkeava 

element in solmuvoimien sel itystapa, jota voidaan hyodyntaa mm. tilkkutestin 

(engl. patch test) ynmartamisessa. 

Kirjoituksemme on tarkastellut solmuvoima - ja solmuvirta - kasitteita lahinna 

ni iden teoreettisen taustan kannalta. Solmuvoimareaktioilla ja solmuvirtareak

tioil Ia on kuitenkin myos hyodyll isia kaytannon sovel lutuksia. Esimerkiksi 

elementtimenetelmalla mallitetussa maaperassa sijaitseviin paaluihin tai maa

tukiin maaperasta siirtyvien voimasysteemien rnaarittaminen 

tapahtuu paremmal Ia tarkkuudella solmureaktioiden avulla kuin integroimalla 

rajapinnalla vallitsevista likimaaraisista tavalla 1 lasketuista traktioista. 

Vertaa myos lahteet /20/ ja /21/. 

Olemme esittaneet tarkeimmat kaavat ens in i lman erityisten konstitutiivis

ten yhteyksien mukanaoloa. Nain korostuu se seikka, etta ko. kasitteil Ia voi

daan operoida myos esimerkiksi plastisuusteoriaa sovellettaessa. 
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Useimmat tassa kirjoituksessa esitetyt vanhimmat artikkel ilahteet ovat 

muka na ei niinkaan va r s ina i s ina luku suos ituksina vaan pikemminkin mielenki in 

toisina muis t utuksina siita, etta insinoorit ovat jo aikaisessa vaiheessa osan

neet . kayttaa puoli - intuitiivisesti hyvakseen solmureaktioiden an t amaa informaa 

t iota hyvaa tarkkuutta omaavien traktio- ja jannitysarvojen maarittamiseksi. 

Tuoreemmat matemaattishenkiset samaa aihepiiria koskevat artikkel it (esimer 

kiksi /16/ j a /7/) kun eivat yleensa - ymmarrettavista syista - sisalla viit 

tauksia in s inourikirjallisuuteen. 
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