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Artikkelissa tarkastellaan monitavoitteisen optimoinnin tarjoamia mahdolllsuuksia 

terasbetonipalkin suunnittelutehtavassa. Esimerkkina lasketaan numerosovellutus, jossa 

pyritaan minimoimaan kustannuksia ja maksimoimaan jaykkyytta. Rajoitusehtoina kay­

tetaan murtotilan taivutusmyotoehtoa ja kayttotilan maksimihalkeaman rajoitusta. 

Suunnittelumuuttujina ovat palkin vetoterasten pinta-alat. Hierarkinen optimointimene­

telma, jossa aluksi minimoidaan kustannus, nayttaa sopivalta kyseisen tehtavan ratkai­

sussa. Menetelma vaatii tietokoneen kayttoa terasbetonipalkin analysoinnissa ja opti­

mointitehtavan ratkaisussa. Tassa optimointitehtava on ratkaistu graaflsesti yksinker­

taistamalla tehtavaa. 

Johdanto 

Jannitysrajoitteinen kustannusten optimointi terasbetonipalkin suunnittelutehtavassa 

tunnetaan hyvin. Siirtymavaatimukset on totuttu lilttamaan rajoitusten puolelle nor­

mien mukaan. Terasbetonipalk1lla taipumarajoitukset eivat ole aktiivisia, jos palkin 

mitat valltaan suunnitteluohjeiden mukaan, mutta suunnittellja saattaa silti haluta 

mahdolllsimman jaykan palkin. Talloin rajoitusehtoja siirretaan optimoitaviksi kohde­

funktioiksi kustannusten llsaksi ja kyseessa on monitavoitteinen optimointitehtava. Nain 

menetellen ratkaisun yksikasitteisyys y!eensa haviaa, mutta toisaalta suunnittelijan 

va!innan ja vaikutuksen mahdollisuudet kasvavat. Monitavoitteista optimointia kanta­

vien rakenteiden suunnittelutehtaviin on alettu soveltaa vasta 1970- luvun loppupuolella. 

Esimerkiksi Koski [1 ]on kasitellyt toissaan Pareto-optimaalisten ristikoiden etsirnista. 

Terasbetonipalkin kustannusoptimointia on puolestaan tarkastellut Makela [21 jonka 

mukaan yksikon mittaisen terasbetonipalkin kustannusfunktio k on 

(1) 
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missa kt on muotin materiaali- ja tyokustannus, kv on betonimassan ja valutyon 

kustannus, kt on paaraudoituksen kustannus toineen ja kh on hakaraudoituksen kustannus 

toineen. Makela tarkasteli suorakaidepalkin jannitysrajoitteista kustannusten optimoin­

tia, josta tulostuksena saadaan palkin poikkileikkaus ja tarvittavat terakset. Rajoituseh­

dot maaraytyivat silloisten betoninormien mukaan. Mm. Kirsch [3] on tarkastellut 

suorakaidepalkin materiaalikustannusten minimointia, kun rajoittettuina suureina ovat 

seka jannitykset etta siirtymat. Jannitysrajoitukset koskevat seka taivutusmomenttia 

etta leikkausvoimaa kuten lahteessa [2 J Siirtymarajoitteena termille bd3, missa b on 

palkin leveys ja d tehollinen korkeus, annetaan alaraja lsraelin normien mukaan. Lisaksi 

muuttujat b ja d rajoitetaan ylhaalta ja alhaalta. 

Terasbetonipalkin taipuminen laskentaan on kehitetty monia tietokoneen kayttoon 

perustuvia menetelmia seka kotimaassa (Lindberg [4]) etta ulkomailla (Yang ja Saigal 

f5]). Naissa kyetaan ottamaan huomioon mm. betonin halkeilu ja puristuspuolen epaline­

aarinen jannitysjakautuma. Palkin taipuma saadaan nain ollen hyvinkin tarkasti lasket­

tua, mutta vain numeerisesti. 

Tehtavien rajaus 

Seuraavassa tarkastellaan yhta optimointiesimerkkia numeroarvoilla. Tavoitteena on 

yhdistaa optimoinnin ja terasbetonirakenteiden suunnittelun uusia metodeja ja tutkia 

niiden kayttoa palkin suunnittelutehtavassa. Tehtava yksinkertaistetaan havainnollisuu­

den·vuoksi. Tarkastellaan toisesta paasta jaykasti kiinnitettya 1-aukkoista palkkia, josta 

tunnetaan jannevali L, betonipoikkileikkaus (suorakaide bh, h = d+30 mm), materiaali­

ominaisuudet, tasainen kuormitus p ja kokonaisvarmuuskerroin Y. Ylapinnan raudoitus 

katkaistaan L/3:n paasta jaykasta tuesta. Nailla lahtotiedoilla palkin kustannusfunktio k 

= kt, mika puolestaan on verrannollinen teriispinta-alaan [ 2} Jannitysrajoituksena 

tarkastellaan vain taivutusmurtoa ja leikkausmurtotarkastelu sivuutetaan. Betoninor­

mien [6 ]vaatimusta siita, etta taivutusmomentti poikkeaa enimmillaan 30 % kimmoteo­

reettisesta jakaumasta, ei oteta huomioon. Rajoitusehdoksi asetetaan myos palkin 

alapinnan maksimihalkeamalle raja 0,2 mm. Halkeaman leveys w lasketaan betoni­

normien [6 ]kaavalla (2.81) 

missa c on paaraudoituksen betonipeitteen paksuus (tassa vakio c = 20 mm), kerroin kw 

on harjateraksella kw = 0,085, .pon keskimaarainen tangon lapimitta (tassa vakio <P = 20 

mm) ja kerroin p r = A;/ Ace• miss a A; on alapinnan teraspinta-ala ja Ace = (7 ,5 <P + 30)b. 

Termi e: 5 on alapinnan teraksen venyma. 



Nailla o1etuksilla suunnitte1umuuttujiksi jaavat vain yHi- ja a1apinnan terasmaarat As ja 

At. Minimoitava kustannusfunktio on nain ollen verrannollinen funktioon 

K :: LA! + LA-J3. 

Lisaksi jaykkyys D, joka maaritellaan Par1andin [7] mukaan 
L 2 

f p(x) dx L 2 
D :: ,o,... _____ :: r-=----

t J p(x)v(x)dx 6 v(x)dx 
0 

ha1utaan mahdollisimman suureksi. Kaavassa (4) v(x) on pa1kin taipuma kohdassa x. 

(3) 

(4) 

Johdantona varsinaiseen tehtavaan ratkaistaan pe1kka kustannuksien minimointitehtava, 

jossa on voimassa edella mainittu jannitysrajoitus. Kustannusfunktio arvioidaan hieman 

toisin kuin kaavassa (3), jolloin tehtavalle saadaan yksinkertainen ana1yyttinen ratkaisu. 

On huomattava, etta edellisista vakioista esim. palkin poikkileikkauksen mitat b ja d 

seka materiaalien lujuudet voitaisiin numeerisessa 1askennassa valita suunnittelu­

muuttujiksi terasmaarien lisaksi. Tassa nain ei tehty, jotta graafinen ratkaisu olisi 

mahdollista. Jos halkeamanleveytta ei rajoiteta, niin se voitaisiin liittaa kohdefunktiok­

si. Suunnittelijan vaikutusmahdollisuuksia pienentaa esimerkiksi kaytettavissa olevien 

lujuusluokkien epajatkuva jakauma (esim. K25, 30, 35) seka usein rakenteen mittojen 

valinta tuotantoteknisista tai arkkitehtonisista syista. Toisaalta terasmaara voidaan 

arvioida suhteellisen jatkuvalla funktiolla, kun raudoitus kombinoidaan eri kokoisista 

teraksista. Kuitenkin teraskoko vaikuttaa esim. mittaan d, joka tassa on oletettu 

vakioksi (jos suojabetonikerroksen paksuus pidetaan vakiona). Ottaen huomioon edella 

tehdyt yksinkertaistukset ja olettamukset onkin syyta korostaa, etta todellista optimi­

rakennetta ei ehka tulia loytamaan, vaan etsimme ratkaisua tehtyjen olettamusten 

perusteella. 

Kustannusoptimointi 

Tarkastellaan kuvan 1 terasbetonipalkkia. 01etamme, etta tukiteras jatkuu tue1ta 

matkan ex L, missa ex on toistaiseksi tuntematon vakio (0 ~ex ~ 1) ja palkin poikkileikkaus 

on muuten muuttumaton. Kuormituksena on tasainen kokonaisvarmuuskertoimella ker­

rottu kuormitusy p. 
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Mekanismi 2. 

Kuva 1. Palkki ja murtumismekanismit. 

Palkin mahdolliset murtumismekanismit on hahmote1tu kuvassa 1. Tuntemattomia 

maarattavia suureita ovat tukiteraksia vastaava myotomomentti Mp ja aukkoteraksia 

vastaava myotomomentti Mp seka kerroin a. Nivelen paikka S asetetaan siten, etta 

saav~tetaan se murtumismekanismi, jota vastaa pienin kuormituskerroin, kun palkin 

poikkileikkausten myotomomentit tunnetaan. 

Mekanismin 1 mukaisen sallitun alueen rajakayra maaritetaan tyoyhtalosta 

Mp- • w + Mp· L~ =~ (L-S) w (5) 

missa w on pieni rotaatio vasemmalla tuella (kuva 1). Pitamalla suureet ~+ ja Mp 

vakioina voidaan yhtalosta (5) ratkaista termi y p. Tam a termi on pienemmillaan jos 

(6) 

Sijoittamalla tulos yhtaloon (5) saadaan rajakayran yhtalo maaritetyksi. Mekanismin 2 

mukainen tyoyhtalo on 

(7) 



N~iin todetaan, etta palkki ei sorru ainakaan kuvan 1 mekanismeilla, jos 

y ~ 1-/X; 

X~ 0-a )2, 

missa on merkitty 

Ehdot (8) maarittelevat kayvan alueen, joka on piirrettyna kuvassa 2 (X, Y)-tasoon. 

1.0 

y 

( Mekanismi 2 l 

KAYPA 
ALUE 

~----+-~----------~._ x 
(1-al2 

1.0 

Kuva 2. 

Kaypa alue. 

01etetaan, etta palkin kustannus on likimain verrannollinen termiin K, joka on 

(8) 

(9) 

(10) 

Parametrin a eri arvoilla saadaan suoria (X, Y)-tasoon. Tarkastelemalla naiden suorien 

ja kayvan alueen reunaviivojen tangenttien kulmakertoimia voidaan paatella seuraavaa. 
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Jos 1 ~a~ !, niin optimikohta on pisteessa X = 1 ja Y = 0. Kohdefunktio saa tii!loin 

vakioarvon K = Y pL3/8. Jos on voimassa ehto 1/3 ~ a ~t, niin ratkaisu loytyy 

mekanismin 1 rajakiiyralta Y = 1- /X, missa muuttuja X on rajattu 0 - a)2 ~ X ~ 1. 

Kohdefunktio on muotoa K =Y pL3(X+4a-4alx), jonka pienin arvo tassa alueessa on K = 

Y pL3/9, kun a = 1/3, X = 4/9 ja Y = l/3. Jos parametria saa arvot 0 ~ a ~ 1/3, niin 

ratkaisu loytyy kulmapisteesta X = O- a)2, Y =a. Kohdefunktio on ta!loin muotoa K = 
ypL3(1 -2 a+5a 2)/8. 

Absoluuttinen minimikohta on a = l/5, jota vastaa K =Y pL3/10 ja momentit 

X= 16/25 => Mp = 2YpL2/25, 

Y = 1/5 => Mp : Y pL2/10. 

Monitavoitteinen optimointi 

(11) 

Numerosovellutuksena monitavoitteisesta optimoinnista pyrimme minimoimaan yhtiili:in 

(3) mukaisen kustannusfunktion ja maksimoimaan yhtiilon (4) mukaisen jaykkyysfunktion, 

kun muuttujina ovat y1ii- ja alapinnan teraspinta-alat A;, ja At. Jannitysrajoittuksena on 

yhtlHoiden (8) mukaiset ehtoyhtalot seka ehto, etta halkeamaleveys palkin a lapinnassa 

ei ylitii arvoa 0,2 mm. Betoninormien mukaan halkeamaleveys on tassa tapauksessa 

riippuvainen alapinnan terasvenymasta. Tarkaste1tavan palkin mitat ja materiaalit 

selviavat kuvasta 3. Tukiteras katkaistaan matkan L/3 paahan jaykiilta 

tuelta pyrkien nain varmistamaan riittavaa ankkurointikapasiteettia ylapinnan tangoille. 

Ylapinnan teraksen oletetaan jatkossa toimivan koko pituudeltaan. 

2000 1: ,.., 6000mm 

Kuva 3. Tarkasteltu palkki. 

Betoni K30: 

fck = 21M Pa 

Teras A400H: 
f yk = 400 MPa 



Monitavoitteisen optimoinnin eras keskeisimpia kysymyksia on paatoksentekoproblema­

tiikka, silla kohdefunktioiden optimointi aiheuttaa ristiriidan: Jos jaykkyytta lisataan, 

niin kustannukset kasvavat. Eras, mutta ei suositeltu (Osyczka [8 ]) tapa on tarkastella 

kohdefunktioiden lineaarikombinaatiota. Jos talloin joudutaan kohdefunktioiden arvostus 

lyomaan lukkoon jo tehtavan asettelussa se rajoittaa ratkaisumahdollisuuksia. Eras tapa 

on muuttaa kohdefunktioiden arvostusta tehtavan edetessa. Tahan tarjoaa mahdollisuu­

den esimerkiksi seuraavassa kaytetty ns. hierarkinen optimointimenetelma (hierarchical 

optimization method), jota on kuvattu mm. lahteessa [8 ]. 

Tassa tehtavassa ratkaisun kulku voi olla esimerkiksi seuraava. Etsitaan aluksi kustan­

nuksiltaan pienin sallitussa alueessa oleva ratkaisu ottamatta huomioon jaykkyyden 

maksimointia. Taman jalkeen tutkitaan vakio kustanousfunktioiden ja vakio jaykkyys­

funktioiden kuvaajia ja mietitaan, montako prosenttia voidaan lisata kustannuksia 

jaykkyyden hyvaksi? Kun prosenttiluku on_ paatetty, niin liitetaan kustannusfunktion 

rajat . sallittuun alueeseen, eli siirretaan kustannusfunktio rajoituspuolelle. Nain saadaan 

suppeampi kaypa alue, jossa maksimoidaan jaykkyys. Seuraavassa on otetu vain tama 

askel prosessista. Usean kohdefunktion tapauksessa prosessia jatketaan ja prosent­

tilukuja tai kohdefunktioiden jarjestysta voidaan muuttaa. 

Poikkileikkauksen myotomomentti lasketaan Betoninormien mukaan pelkkien vetoteras­

ten .perusteella lausekkeesta 

2 
+ + r k +z 

M-=f A -d-..1.!._ A-. 
p yk s 2dfck s 

(12) 

Yhtalo (12) maarittelee kaantaen yksikasitteisesti suunnittelumuuttujien Ai ja myoto­

momenttien Mp valisen riippuvuuden. Etsimme ratkaisua graafisesti tasossa, jonka 

koordinaatit ovat Mp/(pL2/8) ja Mp/(pL2/2). Kuvaan 2 verrattuna tama tarkoittaa sita, 

etta kaypaa aluetta siirretaan kokonaisvarmuuskertoime~la y poispain origosta. Tassa 

yhteydessa halutaan varmuus Y= 1,75 murtoon nahden. Varmuuskertoimen y ajatellaan 

koostuvan tulosta y =1,3·1,35, rnissa 1,3 on rnateriaalin osavarmuuskerroin ja 1,35 on 

kuormituksen osavarrnuuskerroin. Vakiokustannusfunktiot eivat tassa koordinaatistossa 

ole suoria. Vakiojaykkyyskayrat ja vakio maksimihalkeaman leveytta wrnax = 0,2 mrn 

kuvaava kayra piirretaan myos tahan koordinaatistoon. 

Jaykkyyden laskemiseksi tulee tuntea palkin taipumafunktio kuormituksella p (ilman 

varmuuskerrointa). Taipumat on Iaskettu TTKK:ssa kehitetylla ohjelmalla [4]. Ohjel­

man antamia tuloksia on aiemmin vertailtu koetuloksiin ja korrelaatio on todettu 

hyvaksi. Kuvassa 4 on verrattu ohjelman antamia tuloksia FEM-analyysin tuloksiin [5 ]. 
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Naiden vertailujen perusteella nayttaa silta, etta tu1okset ovat luotettavia. Ohje1massa 

voidaan antaa ha1utut jannitys-venymakuviot terakselle ja betonille (tassa kasiteWian 

1yhytaikaista kuormitusta). Jatkossa on kaytett y Betoninormien mukaisia jannitys­

venymakuvioita. Jaykkyyden 1ausekkeessa esiintyva integraali on 1askettu trapetsi­

saannolla kayttaen 20 1askentapistetta pa1killa. 

P/kN 

140 

120 

100 

80 

60 

40 

20 

,~_,' 
fi 

As= 1290 mm2 

--- Lindborg (41 
---- YangjaSaigallSl 

As = 400mm2 

•maxlmm 

10 12 14 16 

P/2 

1 .,1270 t I • 910 

bel 

~..,u,_E:.._,,_rx--,'f.:F• .. , e,., 

Pll 

, 1 ., 1270m~ 

Kuva 4. Maksimitaipuman v~rtailu, kun E0 = 42 944 MPa (6 100 ksi), E = 211 200 MPa 
(30 000 ksi), E = 2 112 MPa (300 ksi), e:c = 0,2 °/oo, e:u = 0,3 °/oo, cr c = 26,3 
MPa (-3,74 ks8, <1u = 22,7 MPa (-3 ,225 ksi), cr t = 3,2 MPa (0,458 ksi), cry = 309,8 
MPa (44 ksi). 



1.00 

D vakio 
---- K vakio 

Kuva 5. Optimointitehtavan graafinen ratkaisu. 

Kuvassa 5 on analyysin tulokset. Kayvan alueen reunaviivat ovat mekanismin 1 

mukainen rajakayra (yht. (8)) seka alapinnan maksimi halkeaman leveytta 0,2 mm 

vastaava kayra (yhtalo (2)). Kuvaan on piirretty yhtalon (3) mukaisia vakiokustannuskay­

ria (K vakio). Kustannusoptimi on pisteessa A. Jos sallitaan n. 4,5 %:n kustannusten 

nousu, niin saamme uuden kuvassa esitetyn pienen kayvan alueen. Yhtalon (4) mukaisista 

vakiojaykkyyskayrista (D vakio) nahdaan, etta jaykkyyden maksimipiste tassa kayvassa 

alueessa on piirtamistarkkuuden rajoissa piste B. Jaykkyys kasvaa likimain 4,5 %, kun 

siirrytaan pistesta A pisteeseen B eli jaykkyys ja terasmaara kasvavat lokaalisti samaa 

vauhtia. Teraspinta-alat vastaten pistetta Bovat 

As = 2 000 mm2 (4 '$ 25, 1964 mm2), 

As= 900 mm2 (3 ~20, 942 mm2). (13) 

On huomattava, etta jos maksimi halkeaman leveys olisi ollut kohdefunktiona, niin 

nayttaa silta, etta pisteesta A olisi kannattanut edeta suuntaan c. Pisteessa B saadaan 

seuraavat arvot staattisille suureille. 
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D = 79 036 MN/m 

Mtuki = -249 kNm 

Maukko = 97 kNm 

Wmax = 0,18 mm 

Vmax = 6,05 mm 

Tuella 

Aukossa 

Yhteenveto 

A1apinta Ylapinta 

e: bet = -0,617 °/oo Eter = 1,223 O/oo 

a bet " - 12,84 MPa ater = 244,6 MPa 

e: ter = 1,0350/oo Ebet = -0,344 O/oo 

a ter = 207,0 MPa abet = -8,11 MPa (14) 

Lasketun esimerkin perusteella voidaan todeta, etta hierarkinen optimointimentelma 

nayttaa sopivalta tedisbetonipalkin monitavoitteisessa suunnittelutehtavassa. Ensiksi 

kannattaa etsia minimikustannusratkaisu. Tama voidaan tehda suunnitteluymparistossa 

esimerkiksi MakeUin [2] esittamalla suhteellisen yksinkertaisella laskentaohjeella. Jos 

suunnittelijalla on kaytossa ohjelmistot, joilla voi laskea palkin taipumia ja halkeamale­

veyksia kayttotilassa, niin kustannusoptimipisteen ymparistosta kannattaa tarkastaa 

muutama piste. Talloin saattaa loytya ratkaisuja, joissa pienilla kustannuslisilla oleelli­

sesti parannetaan palkin toimintaa ajatellussa ymparistossa. Esitetty menete1ma vaatii 

laajahkoja ohjelmistoja. Naita ohjelmistoja kyetaan kuitenkin laatimaan nykyaan jo 

mikro- luokan laskimille. 
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