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TIIVISTEU1ii: l~s. vapaasti deformoituvan sauvan ITIJodonmuutostila voidaan esittaa 
tyhjentavasti neljan si irtymasuureen avulla, jotka ovat pitenema vz, vaantoakse­
lin taipumat vx ja Vy seka vaantokulma 0. Vaantoakseli yhtyy leikkausakseliin ja 
ns. pitenemaakseli painopisteakseliin. Ohjatusti deformoituvalla sauvalla puo­
lestaan liik emahdollisuuksia on rajoitettu sauvan pituudella vaikuttavin, yhden 
tai useamman pitkittais- tai poikittaissuuntaisen vapausasteen poistavin tuen­
noin. Tasta johtuen on erotettava toisistaan toisaalta painopisteakselin ja 
pitenemaaksel in, toi saalta leikkausaksel in ja vaantoaksel in kasitteet. Kuormi­
tuk sen ja norma a 1 i voi man, tai vutu smornent t i en ja bi moment in va 1 i setyhtal ot ase­
tetaan sell ai sessa koordi naati stossa, jossa noll a pi ste sijai tsee pitenemaakse­
lilla ja sektoriaalinen napa vaantoakselilla. Tyhjentavan ratkaisun saamiseksi 
ohjatun vaannon probleemalle tuennoissa vaikuttavine liitosvoimineen on taman 
koordinaatiston mukaisin poikkileikkausarvoin lasketut leikkaus - ja modonmuu­
tossuureet usein viela muunnettava tavalliseen koordinaatistoon, jossa nollapis ­
te on painopisteessa ja sektoriaalinen napa leikkauskeskiossa. t1uunnokset voi ­
daan usein suorittaa tassa kirjoituksessa esitetyin matriisein. 

JOHDANTO 

Seuraavan kirjoituksen tarkoituksena on valaista lahinna terasrakentamisen 

tarpeita si lmalla pitaen ohjatun vaannon teoriaa ja johtaa laskentakaavat ohja­

tun vaannon avulla eraille tavanomaisille rakenteille erityisesti alan kirjalli­

suudessa vahan kasitellyn ns. kahden vapausasteen systeemin osalta. Kahden 

vapausasteen systeemia on aiemmin kasitelty mm. lahteessa /2/. 

Kaavat on pyritty johtamaan mahdollisimman yleisessa muodossa, jossa ohjatun 

vaannon eraat tunnetut perustapaukset saadaan yhden yleisemman teorian erityis­

tapauksina ja jota teoriaa voidaan tassa kirjoituksessa kasiteltyjen perus­

tapausten lisaksi kayttaa esimerkiksi sellaisissa tapauksissa, joissa tuennasta 

aiheutuu sauvalle myos pituussuuntaisia kuormia, tai sellaisissa tapauksissa, 
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joissa sauvaan kohdistuu pakkomuodonmuutoskuormia. On kehitetty sellainen 

matriisimuotoinen esitystapa, jolla ohjatun vaannon probleemoiden ohjelmointi 

tietokoneelle on mahdollisimman yleisessa muodossa mahdollisimman helppoa. 

Osoittautuu, etta sauvan poikkileikkausarvot, sektoriaalinen koordinaatti, ym. 

suureet ohjatussa vaannossa voidaan yleensa lausua ohjaamattoman vaannon vastaa ­

vi en suureiden avull a ja nain siis palauttaa ohjatun vaannon tapauk set ohjaamat­

toman vaannon kasitteisiin. On silti olemassa koko joukko rakenteita, nimenomaan 

silloin, jos ohjatun vaannon yhteydessa joudutaan tarkastelemaan esimerkiksi 

vaantoa vastustavaa jousituentaa tai kosketusprobleemoita, jolloin fysikaalises ­

ti oikea kuva rakenteen toiminnasta voidaan saavuttaa ainoastaan ohjatun vaannon 

avulla. Valitettavasti joukko kaytannossa tarkeita tapauksia, kuten voimakkaasti 

joustavat tuennat, menee ~os ohjatun vaannon patevyysalueen ulkopuolelle. 

Lahteessa /3/ esitetyssa Vlasovin teorialle perustuvassa johdossa vaannosta 

aiheutuvan normaalijiinnitysjakautuman verrannollisuudelle sektoriaaliseen koor ­

dinaattiin olen korvannut lahtohypoteesin 'zs = 0 profiilin keskiviivalla lahto­
hypoteesilla , = 0, jossa ron profiilin seinaman keskiviivaan sidottua kaari -zr 
koordinaattia s vastaan kohtisuora koordinaatti . Lopputulokseen lahtohypoteesin 

vaihtaminen ei vaikuta. 

Kaytettaessa poikittaissuunnassa tuetun sauvan ohjatun vaannon kahden vapaus ­

asteen tapausta kaytannon rakenteiden mitoituksessa on syyta muistaa, etta erai­

siin stabiliteettikysymyksiin tarvitaan lisatutkimusta. Tallaisia stabiliteetti ­

kysymyksia ovat nm. kiepahdus vaannon alaisena, ohjattu kiepahdus ja se, etta 

vaantokulman kasvaessa suureksi kahden vapausasteen systeemi saattaa erai lla 

profiileilla muuttua epavarmalle puolelle epalineaariseksi siten etta profiilin 

kiertyessa vaantoakseli kayristyy poispain kuorman lapimenopisteesta. 

Terminologiassa on noudatettu lahteen /3/ linjaa, kuitenkin siten, etta sana 

"kiertyminen" johdannaisineen on pyritty karsimaan pois, ja sana "vaantokeskio" 

on korvattu sanalla "vaantonapa" . Sellaisista uusista nimityksista kuten neut­

raalipiste ja pitenemaakseli on vastuussa kirjoittaja. 

Ohjattua vaantoa pidetaan usein aiheettomasti monimutkaisena tai vaikeana teori ­

ana. Laskut ovat yleensa sita yksinkertaisempia, mita vahemman sauvalla on 

vapausasteita. Kirjoitus on rajattu siten, etta esimerkiksi sektoriaalisen koor­

dinaatin maaraamista tai johdettujen diffrentiaaliyhtaloiden ratkaisuja ei kasi­

tella, koska menetelmat ovat samanlaisia kuin ohjaamattomassakin vaannossa, ja 

siten kaikille lukijoille tuttuja. 
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L~HTdOLETTAMUKSET, SIIRTYM~TILA 

Lahtokohdaksi otetaan suora ohutseinainen, avoprofiilinen sauva, jolle seuraavat 

olettamukset voidaan katsoa olevan voimassa: 

1) Poikkileikkaus ei vaaristy, eli distortio ~~ = w = 0 
X y 

( 1.1) 

2) Lommahdusta ei sallita, eli profiilin seinaman voidaan katsoa toimivan levy ­

tilassa 

3) Kaikkien leikkausjannitysten voidaan katsoa olevan profiilin seinaman keski-

viivan suuntaisia, jolloin 'zr = 0 profiilin koko alueessa ( 1.2) 

4) Vaannottomassa taivutuksessa poikkileikkaus pysyy tasona (Bernoullin hypo­

teesi) 

5) Leikkausmuodonmuutoksen Yzs 

pieneksi 

A= (ox,Qy) 
X 

x, 
-------7(.·0 (Xo, yo ) 

z 

Kuva 1 . Koordinaatisto. 

1 G 'zs vaikutus sauvan siirtymiin katsotaan 

Kuva 2. Sarna siirtymatila kuvattuna 
kahdessa koordinaatistossa. 

Poikkileikkauksen siirtymatila tasossa voidaan nyt kuvata seuraavilla yhta-

1 oi 11 a: 
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( 1.3) 

u (z) = v (z) + 0(z)(x- a) (1.4) 
y y X 

T~ss~ yht~loryhm~ss~ vx (z) ja vy(z) merkitsevHt akselin A = (a x,ay ) x- ja 

y-suuntaisia siirtymi~ ("taipumia") ja 0 (z) on v~~ntokulma. Kiertymisen katso­

taan tapahtuneen pisteen A ymp~ri. 

Poikkileikkauksen siirtymatila voidaan lausua mielivaltaisessa j~rjestelm~ssa 

o1 ,A 1 , jossa o1 on jarjestelmalle asetettu nollapiste ja A1 on sille asetettu 

sektoriaalinen napa. Kuvassa 2 on esitetty sama siirtymatila kahdessa mielival ­

taisessa, akseleiltaan yhdensuuntaisessa jarjestelmassa OpA 1 ja 0 2, A2• Siirty­

neet akselit ja vastinpisteet on merkitty ylaindeksilla pilkku (') . Huomaa 

huomattavat erot "taipumien" vx
1
ja vx

2 
seka vy

1
ja vy

2 
valilla. Vaantokulma e on 

tietenkin koordinaatistosta riippumaton. 

X- Ox 

Johdetaan seuraavassa z-suuntaisen siirtyman uz lauseke lahtoolettamusta 3) 

lahtokohtana pitaen. Poikkileikkauksella olevan pi steen x(s,r), y(s,r) siirtymat 

x,y-koordinaatistossa olkoot ux ja uy. Vastaavat siirtymat koordinaatistossa s,r 
ovat talloin, huomioiden kaavat 1.3 ja 1.4. 
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us uxcosa + u sin a = v cosa + v sin a + 0 h ( 1.5 .1) y X y s 

u u sin a - u cos a= v sin a - V COS a - 0 h ( 1.5. 2) r X y X y r 

h = (x -a )sina: - (y - a )cos a ( 1.6 .1) s X y 

on pisteen (s , r) kautta kulkevalle, keskiviivan tangentin suuntaiselle suoralle 

sektoriaa lisesta navasta A vedetyn normaalin pituus. 

( 1.6.2) 

on sektoriaalisesta navasta keskiviivan normaaliin vedetyn normaalin pituus . 

Lahtoolettamuksen 3) perusteella 

Tama toteutuu, kun 

0 u 
u = v z ( z) - f __ r dr z 0 z 

= v - f (v'sina dr - vy'cosa dr - 0'h dr) z x r 

Edettaessa koordinaatin r suuntaan 

sin a dr cos(r,x)dr = ~ dr o r dx 

-cosa dr = cos(r,y)r = ~ dr = dy o r 

( 1. 7) 

( 1.8) 

(1. 9.1) 

( 1.9 .2) 

v on integroimisvakio, jota tassa kirjoituksessa nimitetaan pitenemaksi. z 

Kaavoista 1.8, 1.9.1 ja 1.9.2 seka siita, etta x(s,r) ja y(s,r) ovat lahtohypo­

teesien 1), 4) ja 5) mukaisia jatkuvia funktioita kaikilla s:n ja r:n arvoilla, 

seuraa 
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u = v - v'(x - x ) - v'(y- y) + 0' J h dr 
z z x o yo r 

( 1.10) 

(1.11) 

= - f[ ( x - a ) dy - (y - a ) dx ] 
X y 

Sektoriaalisen koordinaatin w (s,r ) differentiaali x,y - tasossa edettaessa koordi ­

naatin s suuntaan voidaan puolestaan tunnetusti kirjoittaa muotoon 

(1.12 .1 ) 

= ( x - a ) dy - (y - a ) dx - h dr x y r 

Siita, etta w (s ,r ) on jatkuva kaikilla s:n ja r:n arvoilla, lahtohypoteesista 4) 

ja kaavoista (1.5 . 1), (1.5 . 2), (1.11) ja (1.12.1) , seuraa, etta vaantodeplanaa­

tiofunktion differentiaali edettaessa mielivaltaiseen suuntaan 

dw = h
5

ds - h dr = (x - a )dy - (y - a )dx r x y (1.12 .2 ) 

Sijoittamalla kaava 1.11 kaavaan 1.10 ja huomioon ottaen 1.12.1 ja 1.12.2 saadaan 

tunnettu kaava 

X ) -
0 

- v'( z )(y -y ) - e' (z )(w(s,r) - w
0

), jossa y 0 

w
0

, x jay ovat integroimisvakioita. 
0 0 

(1.13) 

Pitenema v ( z ) on fysikaaliselta merkitykseltaan sellainen poikkileikkaukselle z 
tasan jakautunut z- suuntainen siirtyma, jota yhtalon (1.13) nuut termit eivat 

sel ita. 

Derivoimalla u (z) saadaan z 

E = v'(z)- v"(z)(x - x ) - v"(z)(y- y)- e"(z) (w - w) (1.14) 
Z Z X 0 y 0 0 

josta saadaan, ottaen huomioon, etta a "' a "' 0, normaalijannitysten lauseke s r 
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(J = E £ = E [vI - vII (X - X ) - vII (y - y ) - 0 1 
( w - w ) ] 

Z Z Z X 0 y 0 0 
( 1.15) 

Poissonin luvun v vaikutus sisaltyy kimmomoduliin E. w merkitsee seuraavassa 

esityksessa ohutseinaiselle poikkileikkaukselle funktion w (s,r) arvoa keskivii­
s 

valla, eli w (s) = w (s,o) = J h
5
(s,o)ds. 

so 

TAIVUTUSM0~1ENTTIEN, BH10t1EIHIN JA N0Rt1AALIVOIMAN VALINEN YHTEYS, LEIKKAUSSUUREI­

DEN N, M , M ja 0 RIIPPUVUUS VALITUSTA KOORDINAATISTOSTA 
y X 

Kun yhtali:i 1.15 kerrotaan vuoron peraan perusfunktioilla 1, - (x - x
0

), y- y
0

, 

w (x
0

, y
0

, ax, ay, w
0

) ja integroidaan yli profiilin pinta-alan A, saadaan leik ­

kaussuureille seuraavat lausekkeet: 

N J J a dA = E [·• 1 J fdA - V
11 J J ( x - x ) dA -

A z z A x A o 
( 2 .1.1) 

- V
11 f f (y - y 

0
) dA - 0

11 f f ( w - w
0

) dA] 
y A A 

M = - f fa (x - x )dA = - E [( V
1 f f (x - X )dA - V

11 f f (x - x ) 2 dA -
y A z o zA o x A o 

(2 .1.2) 

- v11 JJ (y - y )(x - x )dA - 0
11 Jf (w - w

0
)(x - x

0
)dA] 

y A o o A 

M = J J a (y - y ) dA = E [ v 1 J J (y - y ) dA - V
11 J J ( x - x ) (y - y ) dA -

X AZ o Z A o XA 0 o 
(2.1.3) 

- V
11 f 1 (y - y ) 2 dA - 0

11 11 ( w - w
0

) (y - y 
0

) dA] 
y A 0 A 

B 1 J a ( w - w ) dA = E [ v 1 11 ( w - w ) dA - V
11 1 J ( x - x ) ( w - w ) dA -

Az o zA o xA o o 
(2.1.4) 

- V
11 f f (y - y ) ( w - w ) dA - 011 1 f ( w - w

0
) 2 dA] 

y A o o A 
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Kaavoissa 2.1.1 - 2.1.4 esiintyville pinta-alaintegraaleille ovat vakiintuneet 

kaytantoon seuraavat merkinnat: 

f f dA = A 
A 

Jj (y - y
0

)dA = Sx, 
A 

- ff (x - x
0

)dA = SY 
A 

JJ ( w- w)dA = S 
A o w 

f f (y - yo) 2 dA = I x' 
A 

JJ (x- x
0

) 2 dA = Iy 
A 

jj(x-x )(y - y )dA 
A o o 

f f ( w - w
0

) 2 dA 
A 

I 
w 

I xy 

on profiilin pinta - ala 

ovat poikkileikkauksen staattiset 
momentit akseleiden x = x ja y = y 
suhteen ° 0 

on sektoriaalinen staattinen momentti 

ovat poikkileikkauksen neliomomentit 
akseleiden x = x

0 
ja y = y

0 
suhteen 

on poikkileikkauksen keskipakoismomentti 
em. akseleiden suhteen 

on poikkileikkauksen sektoriaa linen nelio­
momentti 

JJ (w - w
0

)( y - y
0

)dA = Iw x' ovat sektoriaaliset keskipakoismomentit 
A em. akseleiden suhteen 

- f 1 ( w - w
0

) ( X - X 
0 

) dA = I w y 

Edella es i t etty yhtaloryhma on matrii simuodossa 

N A 
' sy -sx -s v' 

w z 

H E sy, Iy I xy - I v" y wY X 

Mx \· -Ixy ' - IX - I wx v" y 

B s 
w' 

I w y' -I w X' - I 0" 
w 

(2.2) 
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A sy sx s v' 
w z 

E Sy, Iy -Ixy I 
wY 

v" X 

sx' -Ixy ' IX I wx 
-VII 

y 

s 
w' 

I w y' I 
w X' I - 0" 

w 

eli Q E 5 -v (2.3) 

Koska sektoriaaliseksi navaksi (ax,ay) voidaan valita mielivaltainen poikkileik­

kaustason piste, koska nollapisteen koordinaatit x
0 

ja y
0 

ja sektoriaalisen koor­

dinaatin vakiotermi w
0 

esiintyvat kaavaa 1.15 johdettaessa valinnaisten integ­

roimisvakioiden ominaisuudessa ja koska naiden lisaksi rryos koordinaatiston suun­

takulma 4l on val innainen, ovat matriisin 5 alkiot riippuvaisia kaikkiaan kuuden 

eri koordinaatistovakion valinnasta, mika on sama maara kuin matriisissa 5 on 

lavistajan ulkopuolisia ns. kytkentatermeja. Tama antaa mahdollisuuden valita 

:ektoriaalinen napa, nollapiste, w
0 

ja suuntakulma 4l siten, etta vektoreiden Q ja 
v alkiot ovat keskenaan toisistaan riippumattomia ja niiden aiheuttamat normaali ­

jannitysjakautumat keskenaan ortogonaalisia. ~latriisin 5 "siivoaminen" ortogonaa­

lisuuden esteena kulloinkin olevista kytkentatermeista valitsemalla oikea koordi­

naattijarjestelma joka riippuu seka profiilista etta tuennasta sauvan pituudella, 

on paitsi mahdollista, yleensa rryos valttamatonta, jotta voitaisiin asettaa 

oikein kuormituksen ja leikkaussuureiden ~J, t·y· ~\ ja B valiset yhtalot. 

Yleisessa tapauksessa leikkaussuureet N, ~Y' Mx ja Bovat valitusta koordinaatis­
tosta riippuvia suureita. 

Kun vakiot x
0 

ja y
0 

valitaan siten, etta staattiset momentit Sx = SY = 0, niin x
0 

ja y
0 

ovat talloin poikkileikkauksen painopisteen koordinaatit. Painopisteiden 

uraa sauvalla nimitetaan painopisteakseliksi. Seuraavassa "absoluuttisen" x,y­

koordinaatiston origo sijoitetaan painopisteeseen, jolloin painopisteella x
0 

= 

Yo = o. 

Kun origon ollessa painopisteessa sektoriaalisen navan koordinaatit ax ja ay 

valitaan siten, etta sektoriaaliset keskipakoismomentit I =I = 0, niin a 
w X w y X 

ja ay ovat poikkileikkauksen leikkauskeskion koordinaatit. Leikkauskeskioiden 

uraa sauvalla nimitetaan leikkausakseliksi. Nimitys johtuu siita, etta vaannotto­

massa taivutuksessa leikkausjannitysten resultantti poikkileikkauksella kulkee 
aina leikkauskeskion kautta (osoitettu lahteessa /3/). 
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Kun tassa koordinaatistossa viela maarataan sektoriaalisen koordinaatin integ­

rointialkupiste s
0 

siten, etta fw dA = 0 ja asetamme vakion w
0 

= 0, niin saamme 
s 

se llaisen jarjestelman x
0 

= 0, y
0 

= 0, ax,ay ,wo = 0, jossa taivutuksen, vaannon 

ja normaalivoiman aiheuttavat jannitykset ovat keskenailn ortogonaalisia vapaasti 

deformoHuvalla sauvalla, jolla ei ole sauvan pituudelle jakautuvia pitkittaisia 

tai poikittaisia leikkausvoimia vastaanottavia tuentoja. Tata jarjestelmaa nimi ­

tetilan seuraavassa painopiste - leikkauskeskiokoordinaatistoksi . 

Tarkastellaan viela lyhyesti koordinaattiakseleiden suuntakulman 4> vaikutusta 

matriisin 5 alkioihin painopistekoordinaatistossa. Neliomomenttien ja keskipa­

koismomentin arvot, x,y-koordinaatistoon nahden kulman 4> kiertyneessa koordinaa­

tistossa x¢,y ¢ ovat tunnetusti 

( 2 .4.1) 

( 2 .4. 2) 

(2.4.3) 

Erityisesti, jos 

(2.5) 

niin ¢
0 

on x-akse lin ja profiilin toisen paaakselin l; valinen kulma. Paaakseli­

koordinaatistossa 1; , TJ taivutusmomentit Ml; ja ~lTJ ovat keskenaan ortogon aa lisia, 

koska keskipakoismomentti I /;TJ = 0. Tasta seuraa, etta kun vapaasti deformoituvaa 

sauvaa kuormi tetaan paaak se 1 in suunnassa, ni in sauvan kuormi tu sta vastaan kohti­

suora taipuma on nolla ja sauva siis taipuu kuormituksen suunnassa. 

Lei kkaussuure vek tori Q koordi naatti ak sel ei den suunnal taan miel ival taisessa 

painopiste-leikkauskeskiokoordinaatistossa voidaan siis aina esittaa vastaavan­

laisessa paaakselikoordinaatistossa I;,TJ lasketun matriisin 5
0 

avulla seuraavana 

matriisiyhtalona: 
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N A, 

~1 0, 

Ox,y 
y 

E 

t\ 0, 

B 0, 

1' 

0, 
E 

0, 

0, 

1' 

0, 

0, 

0, 

0 

Iyo ' 

- Ixyo' 

0 

0 

cos¢>, 

-s in ¢>, 

0 

0 

cos 4>, 

sin¢>, 

0 

-v x,y 

0 

- I xyo' 

I xo ' 

0 

0 

sin¢>, 

cos ¢>, 

0 

0 

- sin¢>, 

cos¢>, 

0 

Vapaasti deformoituvan sauvan yhtaloryhmalla 

Q = E D v 
1;;, 11 0 1;;, 11 

0 v' z 

0 v" 
X 

(2 .6) 
0 - VII 

y 

I w o - 0" 

0 A, 0 0 0 

0 0, I 
11 O' 

0 0 

0 0, 0 I I;; o ' 0 

1 0, 0 0 I w o 

0 v' z 

0 v" 
X 

0 - v" y 

1 

(2. 7) 

(2.8) 

on perustava merkitys IT]YOS silloin, kun sauva ei ole vapaasti deformoituva, 

silla sauvan leikkaussuureet ja muodonmuutokset voidaan (sen jalkeen kun ne 

ensin on jouduttu ratkaisemaan jossakin muussa koordinaatistossa) palauttaa 

muunnosmatriisien avulla tahan yhtaloryhmaan tuennoissa esiintyvien rasitusten 

ratkaisemiseksi. 
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Muunnosmatriisilla ~ ( ~) on ominaisuudet 

- - 1 
~( ¢) ~T ( ~) 

-- 1 
~(- ~) ¢ 

(2 . 9) 

(2.10) 

(2 . 11) 

Koska A ja I ovat riippumattomia koordinaatiston suuntakulmasta ¢, ovat l11Yiis 
w 0 

N ja B siit5 riippumattomia. 

Q ~. T1 = 
=T -
(! Qx,y (2.12) 

¢T - (2 . 13) v = v 
~. T1 x,y 

Koordinaatisto asetetaan seuraavassa aina, mik5li mahdollista suunnaltaan sel-, 
laiseksi, etta akseleiden suuntaisista kuormista sauva taipuu akseleiden suun-

nassa. 

Tarkastellaan seuraavassa yhteytt5 koordinaatistossa x0l'y 0l'ax ,a ,w01 lasket-
1 y 1 

tujen ja jossakin muussa akseleiltaan yhdensuuntaisessa koordinaatistossa x 0 ~, 

y 02,ax
2
,ay

2
,w02 laskettujen leikkaussuureiden N, t4Y, t4x jaB v5lill5. 

Tall iii n 

(2.14.1) 

Y1=y - yo1• Y2 = y - yo2• dy1=dy2=dy, (2.14.2) 

joten 

(2.15.1) 

(2.15.2) 
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Jarjestelmi ssa 0 1 ,A 1 ja 0 2,A2 , joissa Oi on jarjestelmakohtainen nollapiste ja 

A. on sektoriaalinen napa, laskettujen sektoriaalisten koordinaattien w - w
0

. 
1 1 

valilla vallitsee yhteys 

dw 1 = h
15 

ds = (x 1 - a )sin a ds - (y 1 - a )cosa ds 
X l y l 

(2 .16) 

d w2 = h 
25 

ds (x 2 - ax )sina ds - (y - ay )cos a ds 
2 l 

(2 .17) 

= (x 2 - ax )dy - (y 2 - a )dx, jossa 
2 y 2 

a ja a ovat sektoriaalisen navan A2 koordinaatit, kun nollapiste on Ol' 
X 2 y 2 

joten 

( 2 .18) 

Kun nyt kerrotaan yhtalo 1.15, jonka oletetaan olevan voimassa jarjetelmassa 0 1 

ja Al' jarjestelman 0 2 ja A2 perusfunktiolla 1, x 2 = x 1 - (x 02 - x 01 ), y 2 = 

y 1 - (y 0 2 - y 01 ) ja w2:11a kaavasta 2.18, saadaan 

(2.19) 
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~ly = - f az (X 1 - ( X o 2 - X o l) )dA 
2 A 

(2 .20) 

(2 . 21) 

(2.22) 

Edella mainitut kaavat, jotka ovat sellaisenaan kayttokelpoisia laskettaessa 

esim . leikkaussuureiden siirtymista profiililtaan erilaisten sauvojen paittais ­

liitoksissa, voidaan esittaa ~yos vektorimuodossa, olettaen etta Non z-akselin 

suuntainen vektori ja bimomentti 13 on skalaari, r 0 on origon siirrosvektori (x 0 2 

- x 01 )1 + (y 0 2 - y 01 )j ja a2 ja a1 ovat sektoriaalisten napojen paikkavektorit 

j a rjestelmassa 0 1 ja A1, M on momenttivektori 

(2.23) 

(2.24) 

(2.25) 

s s 
w2 w1 

( w02 - w01 esiintyy merkityksessa A- A). 
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Vastaava yhtalo mat riisina 

N2 0 0 N 1 

~I x 02-x 01 1 0 ~~ 

Q 2 = 
y 2 y 1 

Mx - (y 02-y Ul) 0 ~I 
2 X 1 

B 2 wo 2- wol+a x (yu 2-Yo1l - ay (x u2- xOl), - (ay - ay ), - (a - a 
2 2 2 1 X 2 X 1 

) , 1 B 1 

(2.26) 

s1 2 ( x o 2• Xol• Yo 2• Yo1• a , ax ' ay 2' ay 1, wo 2• wol• ) 0 01 
' x 2 1 

1 0 0 0 

- (x 02- x 01) 0 0 
=-1 
51 2 

' 0 1 0 Yo2-Yo1 

- ( w02- wall - ax (yo 2-y Ol)+ay (x 02- x 01) • ay 2- ay 1' ax - a , 1 
1 1 2 X 1 

joten (2 .27) 

(2.28) 

eli 

(2.29) 

liS II = 1. 

Kummankaan koordinaatistoista 0 1,A 1 ja 0 2,A 2 ei tarvitse valttamatta olla paino­

piste - eika leikkauskeskiokoordinaatisto. 
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Ta rk as tell a an vie 1 a muodom~uutosvek to rei den v 1 ja v 2 ri i ppuvuutta koordi naat is ­

tos ta ak se 1 ei ltaan yhdensuunta is i ssa koordi naati s toi ssa 0 l'A 1 j a 0 2 ,A 2• 

Oletetaan, etta jarjeste1massa 0 1,A 1 muodonmuutosvektori on 

(2.30) 

Akselin A2 siirtymat x,y - tasossa v ja v voidaan esittaa koordinaatistossa 
X 2 y 2 

0 1,A 1 kaavojen 1.3 ja 1.4 perustee1la: 

(2.31) 

v = uy (ax , ay , z) 
y 2 1 2 2 

v + 0( ax - ax ) 
y 1 2 1 

(2.32) 

Vastaavasti pitenema v aksel ill a 0 2 saadaan lausutuksi jarjestelmassa 0 l'A 1 z2 
kaavan 1.13 perusteella, samalla muistaen, etta jarjestelmissa voi o11a IIJYOS 

erilainen 

Koska 

w: 
0 

dw 

(2.33) 

Tasta seuraa, etta sektoriaa1isten koordinaattien erotus akse1illa 0 jarjestel­

mi ssa o pA 1 ja o 2,A 2 

( 2 .34 ) 
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Vektoreiden v1 ja v2 valilla vallitsee siis yhtalo 

1, -x u2+x o l' Yo2-y ol' - wu2+wut- ax (yo 2-Yotl+ay (x 02-x utl 
1 1 

v' 
z l 

0, 1 0 a -a 
y2 y l 

v" 
X 1 

0, 0 1 ax -ax 
2 l 

0, 0 0 1 - (j' 

eli v 2 = ,.2,1 v l (2 .35 ) 

Huomataan, etta 

- (=s1 - 21 lT T2 1 = • • 
(2.36) 

0, 1 0 - (a -a ) 
=-1 Y2 Yt =T 
T2 1 =T 1 2 5

1 2 • 0, 0 1 - (a -a ) • • 
X 2 X 1 

0, 0 0 1 

( 2. 37) 

i~uunnosmatriisien ~ ( ¢) ja S (t~x 0 , t>y
0

, 6ax, 6ay, t>w ) avulla sa uvan muodonmuutokset 

ja jannitykset voidaan lausu a mielivaltaisessa jarjestelmassa On, An, t'h paino­

piste - l eikkauskeskiojarjestel man leikkaussuureiden ja muodonmuutosten avulla 

N A, 0 0 0 v' zn 

~1yn 0, I 
TJ o' 

0 0 v" 

ESno ¢no 
-T -T xn 
~no 5no 

t·1xn 0, 0 I 1; o' 0 - VII 
yn 

B 0, 0 0 I - 0" 
n wo 
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eli 

v' 1 0 0 0 zn A' 

v" 0 
1 0 0 xn -I -
T) 0 

1 =T 
r1 

=T =-1 
= E (S ( ¢ ) -1 ¢ 

1 - VII 0 
' 

0 -r - · 0 yn t;, 0 

- 0" 0 0 0 
1 

' ' ~ 

Jannitykset saadaan sijoittamalla v' , v" , v" ja 0' kaavaan 1.15 . zn xn yn 

(2.38) 

N 

Myn 
=- 1 
s no 

1~ x n 

Bn 

(2 . 39) 

Osoittautuu, etta koordinaatisto on edullista, mikali mahdollista, valita siten, 

etta pitenema, taivutustila ja vaantotila ovat lineaarisesti riippumattomia 
toi s i staan, ja ni i den ai heuttamat jannitysj akautumat keskenaan ortogonaa 1 is i a, 

eli 

JJ CJ . CJ dA 0 
A ztaivutus zvaanto 

JJ CJ . CJ dA 0 (2.40) 
A ztaivutus z pi tenema 

JJ CJ . CJ dA 0 
A zvaanto zpitenema 

Sauvan vaanto- ja taivutustilat ovat lineaari sesti riippumattomia toisistaan, jos 
on olemassa sellainen sektoriaalinen napa, jonka suhteen lasketut taivutus- ja 

vaantojiinnitysjakautumat ovat ortogonaalisia, ja mahdollisia poistettuja vapaus­
asteita vastaavissa tuennoissa esiintyvien tukireaktioiden resultantti kulkee 

taman sektoriaalisen navan kautta. Yhtalossa Q = ED v tama ilmenee siten, etta 

matriisissa D sektoriaaliset keskipakoismomentit I ja I joko haviavat tai w X wy 
eivat esiinny jannitysten eivatka muodonmuutosten lausekkeissa, koska vastaavat 
vektorin v alkiot ovat nollia. 



T~llaista sektoriaalista napaa sanotaan v~~ntHnavaksi . ja v~~ntHnapojen uraa 

sauvan va~ntHakseliksi. V~~ntHakselilla on seuraavat ominaisuudet: 

1) Kysei sen aksel in kautta kuormi tettaessa sauva tai puu va~ntymatta, koska vaan ­

tHkuorma m(z) = 0 ja momentit eivat ortogonaalisuudesta johtuen aiheuta G:aa. 

2) Jos rakennetta kuormittaa ainoastaan kyseisen akselin ympari kiert~va v~tintH ­

kuorma m(z), niin saman akselin taipumat vx = 0 ja vy := 0, G *0, joten sauva 

kiertyy kyseisen akselin ympari. 

V~~ntHakselia voitaisiin nimittaa, kuten ven~j~n kielessti, fT!YOS taipuma-akse­

liksi. 

Vastaavasti sellaista pistetta , jota nollapisteena kayttaen pitenema ja taivu ­

tustila ovat lineaarisesti riippumattomia, voitaisiin nimitta~ Mssa neutraali ­

pisteeksi ja vastaavaa akselia pitenemaakseliksi tai neutraalipisteakseliksi. 

Pitenema~kselilla on seuraavat ominaisuudet: 

1) Kun sauvaa kuormitetaan ainoastaan poikittaisin, va~ntHakselin kautta kulke-

vin kuormin, niin pitenem~akselin pitenem~ uz(z) = vz(z) = 0 koko sauvan 

pituudella. 

2) Kun sauvaan vaikuttaa ainoastaan pitenemaakselille kohdistuvia, sauvan pituus­

suuntaisia kuormia, niin va~ntHakselin taipumat vx(z) = vy(z) = 0 koko sauvan 

pituudella. 

VaantH- ja normaalivoima voidaan tarvittaessa ortogonalisoida valitsemalla vakio 

LEIKKAUSJXNNITYKSET JA TASAPAINOEHDOT 

Koska olettamuksemme mukaan 'zr = 0, koko profiilin alueessa, niin tasapainon 

differentiaaliyhtalot profiilin tilavuusalkiolle koordinaatistossa z,s,r saavat 

(paloittain suorista osista koostuvalle profiilille) muodon 

0 ' 
+~ 

0 s 

o ' o a --E.+ __ s 
0 z 0 s 

- f z 

0 ' +~ = -f o r s 

(3 .1) 

(3.2) 
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0 ' 0 (J 

~ + __ r = - f 
o s o r r (3.3) 

f , f ja f ovat tilavuuskuormia . z s r 

Koska olettamuksen 3) mukaan 'zr = 0 koko profiilin alueessa, niin profiilin 

pintaan kohdistuvat z- suuntaiset leikkauskuormat esiintyvat kaavoissa seinaman 

paksuudel)e tasan jakautuneina tilavuuskuormina. 

Koska olettamuksemme 1) mukaan poikkileikkaus ei vaaristy, esiintyvat o , a ja s r 
'sr tassa yhtali:iryhmassa t a lla kertaa tukireaktion luonteisina jannityksina , 

joilla emme oleta olevan vaikutusta suureisiin a ja' , emmeka muodonmuutok -z zs 
siin . Meita kiinnostaa tassa tapauksessa vain yhtali:i 3.1. 

Leikkausjannitykselle ' zs saadaan kaavasta (3.1) lauseke 

'zs 

Leikkausjannitykset aiheuttavat l eikkausvoimat Q ja Q • 
X y 

t(s) 
- 2-

(3 . 4) 

0 ' 
52 

fi• cos(s,y)dA = ff• .Qt. dA = I 
A zs A zs ds J • (y - y 0) dr - J J " 2

5 
5 

(y - y 0) dA zs A u 

joka (2 .1.3):a soveltaen 

s
1 

_ t(s) 
- 2-

s 2 

~~~ + q2(y2 - Yol- q1(y1 - Y 0) + f P
2

(Y - Y0)ds, p
2
(s,z) 

s 1 

Tasta seuraa kaava 
52 

t( s) 
- 2-

J f 
2
dr 

t(s) 
--2-

(3.5) 

N~ Qy- [q2(yz - Yol -q1(y1 - Yol]- Jpz(y-yo)ds (3.6) 

s 1 
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Va5taavalla tavalla 5aadaan 

Leikkau5voimien momentti 5aadaan kaava5ta 

t(5) 
52 ---r-

M f f -c h dA = Jj.. ~0 dA I J Z5 A Z5 5 A Z5 o 5 
5 1 t(5) 

--2-

q (w - w ) - q (w - w ) + 
a a z 

Ii az 2 2 0 1 1 0 

joka (2.1.4):aa 5oveltaen 

q (w - w ) - q (w - w ) + B' + 
2 2 0 1 1 0 

jo5ta 5euraa 

52 

(3. 7) 

0 't 

' (w- w0)dr -Z5 JJ~ 
A o 5 

( w - w
0
)dA 

(w - w )dA + 
0 

- w )ds, 
0 

If 
A 

f (w - w )dA z 0 

( 3.8) 

B' t1z
5

- [q 2( w2 - w0)- q 1(w1 - w0)] - f pz(w - w0)ds (3.9) 

5 l 

Leikkau5voimat Qx ja Qy ovat riippumattomia nollapisteen ja 5ektoriaalisen navan 
valinna5ta. Differentiaalialkion dz tasapainoehdoi5ta 5aadaan 

Q' = q 
X - X 

(3.10) 

(3.11) 

J0155a qx ja qy yleise5sa tapauk5essa merkitsevat ulkoisten kuormien ja tukireak ­

tioiden summaa. 

Sen sijaan t~~ jaM; riippuvat origon valinnasta, jane voidaan laskea suoraan 

kuormituksesta ainoastaan sellaisessa suunnassa, jossa momentin aiheuttava viiva ­
kuorma (kaavat 3.10 ja 3.11) muodo stuu ainoastaan ulkoisista kuormista. 

77 



Nain allen kaavat (3.6 ) , (3 . 7), (3 .10) ja (3 .11 ) ovat voimassa samanaikaisesti 

a) koordinaatistossa, jossa nollapiste (x
0

,y
0

) sij aitsee pitenemaakselilla (tai 

- tasolla) se ll a i sessa suun nassa, jossa kuormat q 1 , q 2 , Pz j a qx ta i qy 
muodo stuvat ainoa staan ulkoisista kuormista 

b) koordi~aatistossa, jossa noll api ste sijaitsee painopisteessa, kun em. kuormat 

merkitsevat ulkoisten kuormien ja sau van pituudella vaikuttavi en tukireakti ­

oiden summi a. 

Leikkausvoimien momentt i i~zs riippuu sektoriaali se n navan valinnasta, B' sen 

li saksi nollapisteen ja w
0

:n valinna sta. 

Jos sektoriaa linen napa sijaitsee vaantoakse lilla , niin ul ko i sten kuormien 

momentt i 

M = - J m( z)dz ~1 + N jossa z zs z 
(3 .12 ) 

M GI 0' 
z v 

(3 . 13) 

on profiilin seinaman keskiviivan suhteen antimetristen leikkausjannitysten 

momentti . Tasta saadaan 

M' + GI 0' = -m( z ), jossa zs v (3 .14 ) 

m( z ) on ulkoisten voimien vaantokuorma vaa ntoakselin ympari. Talloin ITJYOS nolla­

pi stee n tule e sijaita pitenemaakselilla ja kuormien ql' q2 ja p
2 

olla ulkoisia 

kuormia. 

Jos taas nollapiste on painopisteakselilla , sektoriaalinen napa l eikkau sakselil -
S 

la ja w
0 

= ; = 0, niin em. kaa vat ovat voimassa site n, etta kuormat ovat 

ulkoisten kuormien ja sauvan pituudelle j akautuvien tukireaktioiden summia ja 
m( z ) on naiden kuormien ja tukireaktioiden vaantokuorma leikkausakselin ympari. 

Jos pitenemaakselin pitenema on vapaa , niin 

N' 
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q 1 - q 2 - J p zds. 

sl 

( 3.15) 



Ohjatun vaannon teoria patee silloin, jos on olemassa maaritelman edellytykset 

tayttavat pitenemaakseli ja vaantoakseli. Voidaan helposti konstruoida yksin­
kertaisiakin tuentoja, joissa jompaa kumpaa ei ole olemassa . Talloin tassa 

es itetty teoria ei pade. Usein m¥Os jompikumpi akseleista on epamaarainen , toisin 

sanoen rakenne esimerkiksi taipuu vaantymatta minka tahansa akselin kautta 

kuormitettaessa, tai vaantoakseli ei taivu z- suuntaisista kuormista. Talloin 
voidaan yleensa nollapiste tai sektoriaalinen napa sijoittaa mihin tahansa vaadi ­

tut edellytykset tayttavaan pisteeseen, ja laskut johtavat samaan jannitysjakau­

tumaan . 

Periaatteena siis on, etta sauvan 111.1odonmuutosten yhtalot asetetaan neutraali ­

pi ste - vaantonapakoordi naati stossa, jossa ratkai stut lei kkaussuureet ja 111Jodon­

muutokset on usein viela muunnettava painopiste - leikkauskeskiojarjestelmaan tuki ­

reaktioiden laskemiseksi. 

SAUVAT, JOIDEN TUENTA EI OTA VASTAAN Z- SUUNTAISIA LEIKKAUSVOIMIA JA JOIDEN 

MAHDOLLISET Z- SUUtHAISET KUORt4AT VOIDAAN KATSOA KOHDISTUVAN TUTKITTAVAN ALUEEN 

PAIHIN 

Rajataan nyt tarkastelu koskemaan yksinomaan otsikossa mainitun tyyppisia sauvo­
ja, joita useimmat palkki - , orsi - ym. sauvarakenteet ovat. Niille on ominaista, 

etta normaalivoima on taivutus - ja vaantomomenteista riippumaton, jolloin nolla ­
piste x0 , y 0 kannattaa aina sijoittaa profiilin painopisteeseen. Edella esitetty 

yleinen teoria yksinkertaistuu merkittavasti: 

- Yhtaloryhmassa 2.2 matriisin D alkiot S = S = 0 (painopisteorigo) . (4 . 1) 
X y 

- Yhtaloryhmassa 2.2 matriisin D alkiot Sw = o, (4 . 2) 

koska normaalivoima ja bimomentti ovat ortogonaalisia, 
koska tuenta ei ota vastaan z- leikkausvoimia. 

- Samasta syysta eri sektoriaalisille koordinaateille w0 2 - w01 =0. (4.3) 

- Kaavat 2.23 - 2. 25 menevat muotoon 

fi 2 = fi I 

~12=MI 
s 2 = s 1 - (a 2 - a1l · i4 1 

- Koordinaattijarjestelmien valinen muunnosmatriisi 

(4.4.1) 
(4.4.2) 
(4.4 .3) 
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1' 0 0 0 

0, 0 0 

s (4 .5. 1) 
0, 0 0 

0, - (a - ay l ) , - (a - ax ) , y 2 XL l 

1' 0 0 0 

0, 1 
=- 1 

0 0 

s ( 4 .5 .2 ) 
0, 0 1 0 

0, a - ay l a - ax y 2 x2 l 

Kaa vat 3.6 - 3.15 menevat muotoon: 

N' 0 4.6 . 1, josta N" 0 ( 4. 7.1) 

w Qy 4.6.2, josta M" Q' - qy (4 . 7 .2 ) 
X X y 

t1' -Qx 4.6.3, josta ~1 " = - Q' qx (4 .7.3) y y X 

B' ~1 zs 4.6.4 , josta B" M' zs (4.7.4 ) 

Jos ~lzs on l askettu viiantoakse lin suhteen, niin 

W - m(z) - GI 0" zs v . ( 4. 7 . 5) 

Suure m(z) kaa va ssa 4.7.5 on viivakuormaresultantin momen t ti viiantoak selin 

ympari. 

Peruskaavat 2.38 voi daa n nyt, ottaen huomioon kaavat 2.6, kirjoittaa muotoon 
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['· 0 0 0 
E 0, 1 0 0 

0, 0 1 0 
0 , - (a - a ) - (a x - ax ), 1 

y l y 0 ' l 0 

A, 0 0 0, 1' 0, 0, 0 v' z 

0, Iy ' - Ixy' 0, 0, 1' 0, - (a - a ) 
y l y 0 

v" X 

0, - I xy, IX ' 
0, 0, 0, 1' - (a -a ) - VII 

X l X 0 y l 

0, 0 0 I 
wo 

0, 0, 0, 1 - 0' 

A, 0 0 0 v' z 

0, Iy ' - I xy ' 
I 

w y l 
v" 

E 
X l 

(4.8) 
0, - I xy IX ' 

I 
w X l 

- v~~ 
y l 

0, I 
' I 

w X 1' 
I - 0" 

w y l wl 

Tassa kaavassa mielivaltaisen sektoriaalisen navan (ax , ay ) suhteen lasketuille 

sektoriaalisille neliomomenteille I ja sektoriaalisflle ~eskipakoismomenteille 
wl 

I ja I saadaan matriisitulosta seuraavat suljetut lausekkeet koordinaat-
w x 1 wy 1 

tien ax
1
, ay 

1
, leikkauskeskion koordinaattien ax

0 
ja ay

0 
seka leikkauskeskion 

suhteen lasketun sektoriaalisen neliomomentin I funktioina 
wo 

( 4. 9.1) 

I (a - a )I - (a - a )I 
w y l X l X 0 xy y l y 0 y 

(4.9.2) 

I I + (a - a ) 2 I + (a - a ) 2 I 
W l WO X l X 0 X y l y 0 y 

(4.9 .3) 
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Yhtalo 4 .8 voidaan esittaa myos kaanteisessa muodossa 

v' 1' 0, 0, 0 1 0 0 0 z A' 

v" 0, 1' 0, 0 
IX I xy 

0 a -a 
x1 y 1 y 0 

IX ly - I 2 IX Iy - I 2 
1 xy xy 

v 1 = t 
I xy I 

- VII 0, 0, 1' a -a 0 
y 

0 
' y1 X 1 xu I XI y - I 2 I XI y - I 2 

xy xy 

- 0" 0, 0, 0, 0 0 0 
1 

' ' r 
w 

1' 0 0 0 N 

0, 0 0 ~1 X 
(4 . 10) 

0, 0 1 0 My 

0, ay l- ay o' ax -ax ' 1 B 1 
1 0 

josta vektorin v1 alkiot voidaan tietenkin laskea ~os suljetussa muodossa. 

Yhtalois sa 4.8 ja 4.10 voivat olla tuntemattomina aivan yhta hyvin leikkaussuu­

reet N, r\, r~y' ja B1 kuin muodonmuutokset v; ja v~, v;
1 

ja fl'. Tapausta, jossa 

rakenne saa pakkosiirtymia, emme talla kertaa kasfttele, vaan muodonmuutokset 

v" , v" ja 0" ovat joko vapaita tai neon tuettu siirtylllattomiksi. Sen perus-
x 1 y 1 

teella, mitka vapausasteet sauvalla sivusuunnassa on, voidaan erottaa ainakin 

kuusi tapausta, joita seuraava luku kasittelee. 

On viela muistutettava siita, etta siirtymat v~ ja vy" ovat kaavojen 1.3 ja 1.4 
1 1 

mukaan nimenomaan valitun sektoriaalisen navan, eivat siis valttamatta leikkaus -

keskion, muodonmuutoksia. 

Lahteessa /3/ on todistettu, etta vaannottomassa taivutuksessa taman kohdan 4) 

mukaisilla sauvoilla leikkausvoimien resultantti kulkee aina leikkauskeskion 

kautta. Voidaan osoittaa ll]YOS, etta vaannottomassa taivutuksessa taman luvun 

mukaisilla sauvoilla leikkausvoimien resultantti kulkee aina ~os vaantoakselin 
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kautta. Jos siis vaiintoakseli ja leikkausakseli ovat eri paikassa, niin joko 

vaannottomassa ta i vutustil as sa 1 ei kkausvoi mien resul tantt i suuntau tuu vaantona­

vasta leikkausnapaan tai vaiinnoton taivutus ei ole mahdollinen. Tasta seuraa 

kaavan 4.7.5 ehto. 

POIKKILEIKKAUKSEL TAAN VAARISTYI•1ATT0~1AN, POIKITTAISSUUIJNASSA ERI TAVOitJ TUETUN 

SAUVAN PERUSTAPAUKSIA 

Seuraavassa esityksessa sellaiset voimasuureet jotka ovat tuntemattomia, ts. 

niita ei voida laskea suoraan kuormituksesta, on merkitty ylaindeksilla kysymys­

merkki (?) . Sellaiset siirtymat puolestaan, jotka ovat tunnettuja, ts. annetaan 

lahtotietona, ovat- naissa esimerkeissa aina nollan suuruisina. Sellaiset leik­

kaussuureet, muodonmuutokset ja poikkileikkausarvot, jotka poikkeavat paino­

piste - leikkauskeskioj arjestelman vastaavista suureista, on merkitty alaindeksil­

la yksi ( 1 l . 

Tapaus 1. Vapaasti deformoituva sauva, kolme vapausastetta 

Kuva 4. Vapaasti deformoituva sauva. 

Kuormitus q on edullisinta jakaa paaakselien suuntaisiin komponentteihin, joiden 

kuvitellaan vaikuttavan leikkausakselilla, joka tunnetusti on tassa tapauksessa 

myos vaantoaksel i, seka vaantokuormaan m, joka on suuruudel taan q x a, jossa a 

on kuormitusresultantin lyhin etaisyys leikkausakselista kussakin poikkileik ­

kauksessa. 
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Matriisi i'i (kaavat 2.2) on talloin diagonaalinen, ja jannitykset saadaan siis 

kaavasta 

_ N t4TJ ·~ M~· TJ Bw 
0z - A - - r- - + ---r;- + - r-

TJ s w 
( 5. 1.1) 

M" 
T) q~ ( 5.1.2) 

(5.1.3) 

EI 0( 
4

) - GI 0" = m J·ossa 
w v ' (5.1.4) 

B - EI 0" josta seuraa w ' (5.1.5) 

B" - k 2 B -m, (5 . 1.6) 

Mikal i rakenteessa on vaantoa vastustava jousituenta, kuten esim . katto- orteen 

kiinnitetty profiilipeltikate, saa vaannon differentiaaliyhtalo muodon 

Glv0" + k~0 = m, jossa k~ on jousivakio . (5.1.7) 

Myos tall oi n 

B = - EI 0". 
w 

(5 .1.8) 

J os taas rakenteeseen 1 i i ttyy tai puma a vas tusta va jous ituenta, voi daan sauva 

laskea kimmoi sella alustana olevana palkkina ainoastaan silloin , jos jouset 

kiinnittyvat profiiliin leikkaus akselin kohdalla ja vaantokuorma m =: 0. Nuu ssa 

tapauks essa analyy s i johtaa monimutkaisiin yhtaloryhmiin . 

Tapaus 2. 

34 

Sauva on tuettu pituussuuntaisella, pituussuuntaisia leikkausvoimia 

vastaanottamattomalla nivelella jaykkaan alustaan, yksi vapausaste 



y 

Kuva 5. Yhden poikittaisen vapausasteen ohjattu v~~ntH. 

V~~ntHakseli on nyt annettu, koska ainoa liikemahdollisuus on · kiertyminen akse­

lin C ymp~ri. Kun nyt sektoriaalinen napa sijoitetaan kiinnitysakselille C, 

jonka et~ isyydet l e ikkau sakse lista A valitus sa koordinaatistossa ovat a - a 
X 1 X 0 

j a ay 
1 

- a 
Yo 

, menee kaava 4.8 muotoon 

N A, 0 0 0 v' z 
? w E 0, Iy -I I 0 
X xy w y 1 

( 5. 2.1) 

? w 0, -I I I 0 y xy X w X 1 

8 1 0, I 
w y 1' 

I 
w x1' 

I -0" 
w1 

(Yl~indek s i kysymysl'lerkki merkitsee sit~, ett~ kyseisi~ voima suureita ei voida 

laskea suoraan kuormituksesta.) 

Suureilla I , I ja I on kaavojen 4.9.1 - 4.9.3 mukaiset arvot. TallHin 
w x 1 w y 1 w1 

saa daan kaavat 

N EAv' josta v' ~I ( 5.2 .2) z z =u 

n? -E I . 0 " (5.2.3) 
X w y 1 
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? 
t-1' 
y 

-EI • e" 
w X 1 

B1 = -EI • e", josta El' 
w1 

( 5 .2.4) 

( 5. 2. 5) 

Koska toi saal ta kaavan 4. 7.4 mukaan B 1 = -m + Give" saadaan tassa tapauksessa 
vaannon differentiaaliyhtaloksi, kun me on kuormitusresultantti kertaa sen etai­

syys vaantoakselista c 

Kun nyt v~ = ~A' v~ 
1 

lausekkeeseen 1.15 

0, v" 0 ja e" 
y 1 

(5.2.6) 

B 1 - rr-- sijoitetaan normaalijannitysten 
w1 

a= E [v'- v" (x - x 0)- vy"
1
(y - y 0) - Ef'w1 ], jossa 

Z Z X 1 

w1 on sektoriaal i nen koordi naatti aksel in C suhteen, saadaan jannitysten kaa­

vaksi 

(5.2. 7) 

joten jannitykset maaraytyvat ainoastaan normaalivoimasta ja bimomentista akse-

1 in C suhteen. 

Koordinaattiakseleiden x ja y suunnassa vaannosta johtuen vaikuttavat tukireak -
. ? ? 

tiot nivelessa C saadaan nyt derivoimalla momenteista M~ ja ~~;,. koska nollapiste 

on painopisteessa (pitenemaakseli on epamaarainen, koska vaantoakseli ei taivu) 

* ?" ( 4) 
qx -W EI . e 

y w X 1 
(5.2.8) 

* ?" ( 4) 
qy M' -E I . e 

X w_y1 
(5.2.9) 

Kok on a i stuk i reak t i ot saadaan l i saama 11 a nama suora an kuormi tu k ses ta seuraa vi in 
tukireaktioihin. 
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Koska koordinaattiakseleiden suunnat eivat vaikuta suureisiin N, B1 , w1 , A, Iw , 
voidaan koordinaatisto asettaa profiilin painopisteeseen esim. seuraavilfa 

tavoilla 

a) profiilin paaakselien suuntai seksi, koska talloin kaavat 4.9. 1 - 4. 9.3 saavat 

yksinkertaisimman muodon 

b) suuntaan, jossa profiilin poikkileikkausarvot on helpointa laskea 

c) vaantoakselin ja leikkausakselin valisen janan suuntaiseksi toiselta akse-
1 iltaan, koska tata suuntaa vastaan kohtisuorassa suunnassa esiintyy ilmei­

sesti nivelen leikkausvoiman q maksimi. 

Jos nivelessa on jousituenta, saadaan vaannon differentiaaliyhtaloksi 

Yhden vapausasteen ohjatun vaannon alainen profiili voidaan aina ajatella sel ­
laisen antimetrisen, pelkalla vaantokuormalla kuormitetun vapaasti vaantyvan 
profiilin puolikkaaksi, jonka antimetria- akseli on kiinnityspisteessa. 

Tapaus 3. Pitkin pendelein tasossa taipumaan tuettu sauva, yksi vapausaste 

y 

Kuva 6. "Ohjattu taivutus": x- ja y-akselit kayttaytyvat paaakseleiden tavoin. 
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Painopistekoordinaatisto kannattaa nyt suunnata kuvan osoittamalla tavalla, 

jossa toinen akseli on pendeleiden suuntainen. Vaantoakseli on nyt epamaarainen, 

koska profiili taipuu aina vaantymatta, joten sektoriaalinen napa sijoitetaan 

leikkau skesk ioon . Taso y = 0 on neutraalitaso . Kaavat 4.8 saavat nyt entisia 

merkintoja kayttaen muodon 

N A, 0 0 0 v' z 
? 

M" E 0, I -I 0 0 y y xy 

t~ 0 , -I IX 0 - v" X xy y 

B? 0, 0 0 I 
w 0 

josta 

N EAv' v' N 
z z = EA 

? 
EI v" (v" 0) w y xy Y X 

Mx -EI v" v" 
t1x 

X y y - Er 
X 

? 
B' 0 ( 0" 0) 

Pendelivoimat saadaan tasapainoehdoista, kun 

?" 
t-1' y 

E I v ( 
4

) j a 
xy Y 

m = EI 0( 
4

) - GI 0" =: 0 . 
w v 

Jannitykset saadaan sijoittamalla v~, v~, V
11 ja 0 ' kaavaan 1.15 y 

N Mxy 
a E(v' - v"(x - x)- v"(y - y 0) - 0"w)= E(EA + EI) 

Z Z X O Y X 
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Jannitykset voidaan siis laskea sa~oin kuin jos pendelitasojen suuntaiset akse­
lit olisivat paaakselit ja rasituksena olisi ainoastaan momentti Mx. 

Momenttivektori ei tietenkaan ole pendelitasojen suuntainen . Jos asetetaan 
molemmat mornenti t ~1 x j a M; vaikuttamaan kuten vapaasti deformoituvalla sauvalla , 

on momenttivektori muunnettava paaakselikoordinaatistoon ja jannitykset lasket­
tava taman j alkeen kaavoista 5.1.1. Paadytaan samaan lopputulokseen jannitys­

jakaut umas sa. 

Tapaus 4. Yhdella pendelitasolla tuettu sauva, kaksi vapausastetta 

Kuva 7. Ns . kahden vapausasteen ohjattu vaanto. 

Tiissa tapauksessa painopisteeseen sijoitettu koordinaatisto kannattaa suunnata 
siten, etta x- akseli on pendelitason suuntainen, jolloin jokaisella sellaisella 

sektor i aalisella navalla, joka sijaitsee pendelitasolla, v v' v" = 0. 
xl xl xl 

Talloin navan etaisyys y- suunnassa leikkauskeskiosta 

(5 . 4.1) 

(5.4.2) 
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Kaavat 4.8 menevat nyt muotoon, kun sektoriaalisen navan tuntematonta x- koordi ­

naattia merkitaan kirjaimella ax 
1 

N A, 0 0 0 v' z 
? 

M" E ·0, Iy - I I 0 y xy w y 1 
(5.4.3) 

Mx 0, - I xy IX , I w X 1 
- v" 

y1 

B 1 0, I , I , I - 0" 
w y 1 w X 1 w1 

Talloin 

N EAv' 
z 1 

(5 .4.4) 

? 
EI v" 0" w EI y xy Y 1 w y 1 

(5.4.5) 

~1x = -EI v" -X y 1 EI w X 1 
0' (5.4.6) 

B 1 = - EI v" -w X 1 y 1 EI 0' 
w1 

(5.4. 7) 

r~omentti in ~1x patee nyt yhtalo 1·1~ = - qy, jossa qy muodostuu ulkoi si sta kuormi s­

ta, koska pen deli a vas taan kohti suori a sauvan pituude 11 e jakautuvi a tuk i reak ti ­

oita ei ole . Heraa kysymys: Onko olemassa sellainen sektoriaalinen napa, jonka 

kautta kulkiessaan kuorma qy ei aiheuta lainkaan vaantoa? Onko olemassa sellai ­

nen piste, joka pysyy paikallaan, kun ortta vaannetaan pendelitason suuntaisella 

voimalla q0 , jonka etaisyys pendelitasosta on y 0, eli siis qy = o ja vaantokuorma 

m = q0 • y 0? Sellainen piste on olemassa. 

Tarkastelemalla yhtaloita 5.4.6 ja 5.4.7 huomataan, etta mikali sektoriaalinen 

keskipakoismomentti 

I (a - a ) I (a - ax ) IX W X 1 Y1 Yo xy x1 0 
(5.4.8) 

(yp - a ) I xy - (a - ax o) Ix = 0, joka 
90 Yo X 1 



toteutuu, kun 

I Ixy 
a - a = ~ • (y - a ) , eli a 
x1 Xo lx P Yo x1 

a + xy (y - a ) ( 5. 4. 9) 
Xo Ix P Yo 

niin kaavat 5.4.5 - 5.4.7 saavat muodon 

? 
EI v" 0" w EI (5.4.10) y xy Y 1 w y 1 

t~ 

Mx -EI v" josta v" X (5.4.11) 
X y 1 y1 -rr; 

0' 0" 
B 1 

( 5.4 .12) B 1 = -EI josta - rr-w1 w1 

Tasta havaitaan, etta jos y-suuntainen kuorma qy on noll a, niin piste (ax 
1
, yp) 

koordinaatistossa, jonka x- akseli on pendelin suuntainen pysyy paikallaan sauvan 
kiertyessii, joten sauva kiertyy taman pi steen ympari. Jos taas y-suuntainen 

kuorma kohdistuu tahan pisteeseen, niin taipuma ei aiheuta bimomenttijannityksia 

eli taivutus ja vaanto ovat ortogonaalisia jarjestelmassa, jonka nollapisteen 

koordinaatit ovat painopiste x0 = 0, y 0 = 0 ja sektoriaalinen napa on (a , y ). 
x1 P 

t~ielivaltaisen viivakuorman, jonka vaikutusviiva kulkee vaantoakselin kautta, 

x-suuntainen komponentti siirtyy pendelin kuormaksi. 

Vaantokuorma lasketaan taman navan ympari, ja naiden napojen ura on sauvan viian­

toakseli. Nain allen 

EI 0( '+) - GI 0" = m 
w1 v B' 

2 
e 1 i B 1 - k 1 B 1 = -m8 , ( 5. 4.13) 

jossa vaantokuorma m8 lasketaan pisteen B ympari. 

Jannitykset saadaan sijoittamdlla kaavaan 1.15 

(5.4.14) 
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Tapauksen 4) mukainen rakenne on siis tapauksien 2) ja 3) superpositio, kun 

tapauksen 2) kiinnitysakse1iksi otetaan tapauksen 4) mukainen vaantoakseli. 

=J' ~ 
leikkausakseli + 

~ 

Kuva 8. Kahden vapausasteen systeemi jaetaan kahdeksi yhden vapausasteen sys­
teemiksi. Taso y = 0 on neutraalitaso. 

Ta paus 5. Lyhyi n pen de 1 ei n kuvan 11 mukaan tuettu sauva, 1 ( vajaa) vapaus­

aste 

Kuva 9. Tama on esimerkki rakenteesta, jonka liikemahdollisuutta ei voida pel­
kistaa toisistaan lineaarisesti riippumattomiksi vaanto - ja taivutus­
tilaksi. Jos sauvaa taivutetaan, se valttamatta nyos vaantyy ja pain­
vastoin. Vaantoak se1ia ei siis ole olemassa talle tapaukselle. 
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LIITE 

Es imerkkeja vaantoakselin paikoi s ta kahden vapaus as t een systeemei ssa . A on leik ­
kau sakseli (t. - keskio) , Bon vaantoak seli (t .- napa) . 
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U - profiiti 1-profiiti I -profiiti 

1~ B~ 

···,~-------{ !-I Ja 

Ia 1a 

'I L~ 
'I 

~ '1 

~ / 
Jb 

lb 1b / r liT: ~ B ) c 

1c 

I c 
'I 

Kutmateri:is 1d 

B A 

4 a r 1 Sa 

'1 ~ B 

B 
~ VQ 

l 
A 

B 
4b 

A 
Sb 

B ~ 6b 

~ ,A B B A 

)a 

Vaantokeskio voi s11s siirtya hyvin yllattaviin paikkoihin, kuten kuvassa 4a tai 
ei mi nnekaan, kuten kuvi ssa 2b ja 7a. Kuvan 2b rakenne kayttaytyy kui tenk in 
pendelia vastaan kohtisuoraan kuorr1itettaessa aivan toisin kuin vapaasti defor ­
moituva sauva, vaikka vaantoakseli onkin samassa pisteessa. 
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