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TIIVISTEL MA: Artikkelissa esitetaan kaksi laskentamenetelmiiii lineaarisesti kimmoisen 

kaaren jiiykkyyskertoimien laskemiseksi . Ensimmainen menetelmii on rekursiivinen tiih­

taysmenetelma, joka perustuu kaaren normaalivoiman ja taivutusmomentin differenssiap­

proksimaatioihin. Menetelmii soveltunee hyvin pientietokoneille ohjelmoitavaksi . Toinen 

menetelma pohjautuu kaaren tasapainoyhtaloiden diskretointiin tavanomaisella differenssi­

menetelmalla. Tiimii osa on suoranaista jatkoa tassii lehdessa aikaisemmin (Vol. 17. No 

3, 1984) julkaistulle kirjoittajan artikkelille . Laskentatarkkuuden parantamiseksi menetel­

miin yhdistetaan Richardsonin ekstrapolointi. Menetelmien antamia tuloksia verrataan 

ympyrankaarelle analyyttisesti laskettuihin tuloksiin . Saavutettu tarkkuus osoittautuu 

hyviiksi ja menetelmat tarkoitukseensa soveltuviksi . Menetelmia ja esitettyja kahta ratkai­

sutyyppia verra taan keskeniian. 

JOHDANTO 

Kirjoituksessa tarkastellaan kiiyran tasosauvan staattisten jaykkyyskertoimien numeerista 

laskemista differenssimenetelmiiii kayttaen. Jaykkyyskertoimien maiirittiimiseksi esitetiiiin 

kaksi laskentamenetelmiiii, jotka perustuvat samoihin lahtokohtiin. Toinen menetelma 

johtaa rekursiiviseen periikkiiisiin laskutoimituksiin perustuvaan tapaan, ja toinen matriisi­

muotoiseen menetelmiian. 

Aluksi tarkastellaan rekursiivista menetelmaa, jossa jiiykkyyskertoimet miiaritetiiiin 

lahtemiilla poikkileikkauksen jannitysresultanttien lausekkeista. Tiissii tarkoituksessa tarkas­

tellaan ensin suoran sauvan jiiykkyyskertoimien miiiirittiimista normaalivoiman ja taivutus­

momentin lausekkeiden perusteella. Taivutukseen liittyvien kertoimien osalta menetelmii 

palautuu Mohrin analogiana tunnettuun tapaan maiirittaii kimmoviiva . Seuraavassa luvussa 

suoralle sauvalle esitetty menetelma yleistetiian kayraa sauvaa koskevaksi . Laskentatavan 

tarkkuutta parannetaan yhdistiimiillii siihen kaksi- tai kolmivaiheinen Richardson- tyyppi­

nen ekstrapolaatio. Tuloksia verrataan vastaavan analyyttisen ratkaisun antamiin tuloksiin 

poikkileikkaukseltaan muuttumattomalle ympyriinkaarelle. 
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Toisena laskentatapana tarkastellaan jiiykkyyskertoimien miiiirittiimistii liihtemiillii 

kaarialkioiden tasapainoyhtiiloistii, jotl<a on kirjoitettu siirtymien differenssilausekkeina 

kaaren tangentin ja normaalin suunnille. Tapa on artikkelissa /1/ esitetyn menetelmiin 

sovellutus kaarelle . Menetelmia vertaillaan lyhyesti . Piiiipaino esityksessii on ensimmiiisen 

laskentatavan kiisittelyssii . Toisen tavan suhteen tyydytiiiin liihinnii laskentamenetelmiin 

esittelyyn. 

Tarkasteluissa oletetaan, etta sauva on jaettu n:aan yhtiisuureen osaan. Nain maarayty­

neet pisteet on numeroitu yhdestii arvoon n+l. Jakopiste 1 on sauvan alkupiste ja n+1 sen 

loppupiste. Suoran sauvan pituus on 1 ja pisteessa 1 on koordinaatilla x arvo x = 0. Vastaavas­

ti on kayriillii sauvalla kaarta pitkin mitatulla koordinaatilla s arvo s = 0 pisteessii 1. Lasken­

tapisteiden i ja i + 1 valipistettii merkitiiiin symbolisesti "indeksillii" i + ! tai vastaavalla 

sekaluvulla. 

SUORAN SAUVAN JAYKKYYSKERTOIMIEN MAARITIAMINEN 

Suoran lineaarisesti kimmoisen sauvan normaalivoiman N lauseke on 

du N = EA(x)­dx 
(1) 

missii EA on sauvan poikkileikkauksen vetojiiykkyys, x on sauvan akselin suuntainen koordi­

naatti ja u on aksiaalinen siirtymii. 

Kun sauva on jaettu n kappaleeseen t:. x:n pituisia osaviilejii, saadaan normaalivoimalle 

laskentapisteiden i ja i+1 . viilissii differenssiapproksimaatio 

EAi+! 
-Uj + Uj+1 ----

t:,.x 
(2) 

Ratkaisemalla yhtiilostii Ui+1 saadaan aksiaalisen jiiykkyyskertoimen laskemiseen soveltu­

va esitys 

Nitt t:.x 
UI'+1 - u· + - I EAi+! 

(3) 

Jiiykkyyskerroin on sauvan piiiin siirtymiii u1 = 1, Un+1 = 0 tai u1 = 0, Un+1 = 1 vastaava 

normaalivoiman arvo Ni+! = N. Soveltamalla kaavaa (3) toistuvasti saadaan paiden siirty­

mien u1 ja Un+1 viilille yhtiilo 
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n t:.x 
Un+1 = u1 + N E 

i=1 EAi+! 
(4) 



josta normaalivoima N voidaan laskea siirtymien ui ja Un+I funktiona . Laskenta johtaa n:n 

kasvaessa tulokseen, joka suppenee kohti oikeata arvoa 

1
dx 

Un+I = ui + N f --
0 EA(x) 

(5) 

Kaavan (4) suppenemisnopeutta ei voida pitiiii hyviinii. Suppenemista voidaankuitenkinparan­

taa huomattavasti myohemmin esitettiiviillii tavalla. 

Suoran kimmoisen sauvan taivutusmomentin M lauseke on 

M (6) 

missii EI on sauvan taivutusjiiykkyys ja v sauvan taipuma. Taivutusmomentin differenssiapp­

roksimaatio pisteessii i on 

-Eli 
-- (v· I- 2v· + V"+I) llX2 I- I I 

Tiistii saadaan taipumien periikkiiiseen laskentaan sopiva lauseke 

Kiertymiin.p = dv/dx differenssiapproksimaatio sauvan alkupiiiissii pisteessii I on 

-vo + v2 
2llx 

josta saadaan sauvan ajatellulla jatkeella olevalle taipumalle arvo 

(7) 

(8) 

(9) 

(IO) 

Sijoittamalla v0 yhtiiloon (7) sauvan piiiissa vaikuttavan taivutusmomentin lausekkeeksi 

tulee 

- 2EII ( _ ) 
MI = (llx)2 llx<jJI- VI + v2 • 

Taipuma v2 voidaan nyt ratkaista yhtiilosta (11), jolloin saadaan 

(ll x)2 
v2 = llX<P! + VI - 2 

(li) 

(I2) 
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Kun sauvan taivutusmomentit aiheutuvat sauvan paiden taipumista tai kiertymista, 

on sauvan kaikissa poikkileikkauksissa leikkausvoimalla vakioarvo 

Q = (13) 

Vastaavasti yhtalOssa (8) esiintyva taivutusmomentti Mj on esitettavissa lausekkeella 

Mi 
x· Xj 

(1 -fl Ml +T Mn+l (14) 

Soveltamalla toistuvasti yhtalOa (8) voidaan siirtyma Vn+1 esittaa momenttien M-1 ja . 

Mn+l seka sauvan alkupaan kiertyman <1>1 ja taipuman v1 funktiona. 

YhtalOparista 

<Pn+l 
- Vn + Vn+2 

2/';x 

voidaan eliminoida palkin kuvitellun jatkeen taipuma Vn+2 ja piiadytaan yhtalOon 

/';X 

+ 2 

(15) 

(16) 

(17) 

jota soveltamalla myos sauvan loppupaan kiertyma <Pn+1 voidaan esittaii suureiden Mb 

Mn+1• <1>1 ja v1 funktiona. 

YHTEYS MOHRIN ANALOGIAAN JA MENETELMAN TARKKUUDEN PARANTAMINEN 
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Kun yhtiiloitii (8) ja (12) kayttiien kehitetiiiin sauvan pisteen i taipuma, tullaan yhtiilOon 

. . (M)2 M1 . M2 2 Mj-1 
Vj = v1 + (I-1 )/';xcp1 - (I-1) -2- Ei1 - (I-2)(/';x)2 EI 1 - .... - (/';x) Elj-1 

/';X Mj-1 
- .... - (Xj- Xj-1) ---­

EJj-1 

Sauvan jako-osien lukumiiaran n kasvaessa rajatta liihenee lauseke raja-arvoa 

(18) 



Vj 

Xj 
M(x) f __ (xi - x)dx 
El(x) 

(19) 
0 

josta on nahtavissa laskentatavan yhtalaisyys Mohrin analogian kanssa. Kehittamalla lauseke 

(17) edelleen, voidaan todeta, etta myos se on taman analogian mukainen numeerinen 

integraali. YhtalOihin (17) ja (18) sisaltyvat numeeriset integroinnit ovat hitaasti suppene­

via. Jonkin paremmin suppenevan integrointitavan kaytto olisi hyvin perusteltua. Seuraa­

vassa esityksessa tutkitaan kuitenkin mahdollisuutta paasta johdettuja yhtaloita kaytti.ien 

tarkempiin tuloksiin. 

Tarkastellaan esimerkkina poikkileikkaukseltaan muuttumattoman palkin taivutusjayk­

kyyskertoimien maarittamista. Jaettaessa sauva neljaan yhta pitkaan osaan saadaan yhtaloi­

den (8), (12) ja (17) perusteella momenttien M1 ja Mn+1 = M5 ratkaisemiseksi matriisiyhtalo 

AM= 
'"" 

~-
' 0,3437 5 

I 
~,5 

0,15625l { M1 )= E~ 
0,5 ; Mn+l 1 

_ I 

Antamalla yhtaloryhman oikean puolen jollekin siirtymalle tai kiertymalle arvo 1 ja muille 

arvo 0 saadaan vastaavat jaykkyyskertoimet laskettua. Jakoa tihennettaessa kerroinmatriisin 

A ensimmaisen rivin termit muuttuvat . Eri arvoilla n saatavia matriisin A alkioita on 
~ I . 

esitetty taulukossa 1. Vertailuarvona ovat vastaavat tarkat arvot. 

Taulukko 1. Suoran poikkileikkaukseltaan muuttumattoman sauvan kiinnitysmoment­
tien kerroinmatriisin termeja. Jako-osien lukumaara on n, au ja a12 ovat 
matriisin A alkioita. Vertailukohtana termien tarkat arvot. 

n i au a12 au+ a12 

4 0,34375 0,15625 0,50 

8 0,335937 5 0,1640625 0,50 

16 0,333984375 0,166015625 0,50 

I tarkka 
i ! 

1/3 1/6 0,50 

Luvuista on loydettavissa saannonmukaisuus, joka voidaan ilmaista esimerkiksi seuraaval­

la tavalla: Kun jako-osien lukumaara kaksinkertaistuu, pienenee kertoimia maaritettaessa 

tehty virhe yhteen neljasosaan. Tata tulosta soveltaen ~ matriisin termeille saadaan tarkat 

arvot jo laskemalla yhta ja kahta jako-osaa vastaavat kertoimet. 

Tama ekstrapolaatiota koskeva saanto on ilmeisesti voimassa, kun M/EI-pinta (tai N/EA-
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pinta) muuttuu lineaarisesti. Se pitaa myos suhteellisen tarkasti paikkansa, kun differenssi­

pisteet ovat niin tiheassa, etta muutos niiden valilla on lil<imain lineaarinen. Seuraavissa 

kayraa sauvaa kosl<evissa tarl<asteluissa ekstrapolaation tarkl<uutta pyri taan vielii paranta­

maan lisaamalla siihen viela l<al<si vaihetta. 

KAAREN JAYKKYYSKERTOIMIEN MAARITTAMINEN 

Tarkastellaan kuvan 1 mukaista kayraa tasosauvaa 

Kuva 1. Kaaren koordinaatit ja siirtymat seka muita merkintoja. 

Kaaren akselin venyma on 

E 
du v 
ds + R 

ja tangentin suunnanmuutos 

u dv 
R- d8 

Etaisyydella z sauvan akselista saa venyma arvon 

1 
Ez = 1+z/R 
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du 
ds 

+ z 

y 

(20) 

(21) 

(22) 



Kun venymii tunnetaan, saadaan integroimalla yhtiilot taivutusmomentille /15/ 

a2 
EI (ct2v dR ) M J Oz zb(z)dz + v + u 

" R2 R2 cts2 ds 
-a1 

(23) 

ja normaalivoimalle 

a2 
EA (du -t '!_ ) + EI ( ct2v dR) N J ozb(z)dz +~ + .J!... 

ds R R cts2 R2 R2 ds 
- a1 

EA( du +~) + M 
ds R If (24) 

YhtiilOissii b(z) on kaaren leveys sekii a1 ja a2 poikkileikkauksen reunaetiiisyydet. Kaare­

vuussiiteen R derivaatasta kiiytetiiiin seuraavassa esityksessii hieman lyhyempiiii merkintiiii 

R' == dR/ds. Yhtiiloitii (23) ja (24). jotka yhdistetiiiin tavallisesti Fltiggen nimeen, [)idetiiiin 

tarkkoina, mikii pitiiiikin verraten hyvin paikkansa ohuilla sylinterikuorille tai kaarille, 

joiden korkeus on pieni siiteeseen verrattuna. YhtiilOt poikkeavat kuitenkin vastaavista, 

jotka esiintyviit suomenkielisissii liihteissii /2/ ja /3/. Niissii on yhtiilossii (22) olevan termin 

1/(1 +z/R) sarjakehitelmii otettu ylliiolevaa tarkemmin huomioon. Tiilloin tulee poikkileik­

kauksen neliomomentin I tilalle tarkempi termi I1. Sopivia yhtiilOitii sen laskemiseksi 

on liihteessii /3/ sivuilla 482 ... 490. Kaikkien mainittujen yhtiiloiden johdolle on yhteistii 

se, etta teknillisen taivutusteorian tavoin jiitetiiiin poikkileikkauspinnan muodonmuutokset 

huomiotta . Yhtiilot soveltuvat siten parhaiten massiivisten poikkileikkaustyyppien kiisitte­

lyyn. 

Edellisessii luvussa esitetty tapa suoran sauvan jiiykkyyskertoimien miiiirittiimiseksi 

voidaan yleistiiii kiiyriille tasosauvalle, kun taivutusmomentin ja normaalivoiman riippuvuus 

siirtymistii tunnetaan. 

Korvataan taivutusmomentin lauseke (23) differenssiapproksimaatiolla: 

Elj . Elj Elj 
Mj = Rj2 RjUj + llS2 (Vj -1 -2Vj + Vj+1) + Rt Vj (25) 

Tiistii saadaan taipumien laskemiseen soveltuva yhtiilo 

Vj+1 (26) 

Korvataan yhtiilo (24) pisteiden i ja i + 1 viilissii likiarvolla 
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Tat en 

!J.S 
Uj+1 = Uj - ....,-;o;:---- Vj -

2Ri+! 

!J.s 
-- Vj+1-
2Rj+! 

!J.S 

Ri+! 

(27) 

(28) 

YhtalOiden (26) ja (28) lisiiksi on siirtymiii laskettaessa otettava huomioon reunaehdot. 

Sauvan kiertymiiii vastaa yhtiiH:in (21) mukaisesti pisteessii i differenssiapproksimaatio 

Uj -Vj-1 + Vj+1 
<I>J" = Rj - 2/J.s (29) 

Ratkaisemalla kiertymiin 4>1 ja momentin M1 lausekkeista taipuma v0 ja edelleen v2 saa­

daan 

v2 (30) 

Sijoittamalla Mn+1 :n lausekkeesta ratkaistu Vn+2 kiertymiin <l>n+1 lausekkeeseen tullaan 

yhtaloon 

<l>n+1 = ( 
1 

Rn+1 
+ !J.S 

2 
2Rn+1 

Rn+1> un+1 + ~- ( -1- -~) Vn+1 - tJ.s Mn+!_. (31) 
!J.s !J.s 2Rn+1 2 Eln+l 

Tarkastellaan vielii yhtiiloissa (26) ja (28) esiintyviii jiinnitysresultantteja. Suoran sauvan 

yhteydessii todettiin, etta sauvan piiiin siirtymii tai kiertymii aiheuttaa sauvan vakiosuurui­

sen normaali- tai leikkausvoiman. Tiitii ehtoa vastaa kiiyriissii sauvassa leikkausvoiman 

ja normaalivoiman resultantin vakioarvo kaikissa poikkileikkauksissa. Kuvan 2 mukaisesti 

se on voimien H ja V resultantti. 

Kaavoihin (26) ja (28) sisiiltyviit taivutusmomentit ovat laskettavissa yhtiilOstii 

M = Hy + Vx + M1 (32) 

ja normaalivoima yhtiilostii 

N = Hcosa + Vsina (33) 
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Lausekkeissa (32) ja (33) voidaan voiman V tilalle kirjoittaa vielii 

v (34) 

y 

H 

Kuva 2. Kaaren tukireaktiot. 

Soveltamalla ensin yhtiiloitii (30) ja (28) sitten toistavasti yhtiilOitii (26) ja (28) ja lopuksi 

yhtiiloii (:ll) saadaan kaaren pisteen (n+l) siirtymiit ja kiertymii lausuttua voimasuureiden 

H, M 1 ja Mn+l sekii siirtymiisuureiden lib v1 ja <Pl funktioina. 

Tuloksena on kolmen yhtiilon ryhmii 

(35) 

missii 

{

Un+l} 
• Yn+l = Vn+l 

<Pn+l 

Antamalla kaaren piiiden jollekin siirtymiille tai kiertymiille arvo 1 ja muille arvo 0 voidaan 

ratkaista vektori ):, jonka komponentit ovat samalla jiiykkyyskertoimia. Muut 

ykkossiirtymiiii vastaavat jiiykkyyskertoimet lasketaan kaaren tasapainoehdoista. 

Laskentaprosessin antamia tuloksia voidaan vielii parantaa soveltamalla edellisessii 

luvussa kiiytettyii ekstrapolointia useampivaiheisena yhtiiloryhmiin (35) kertoimiin aina 

kaksinkertaistaen jako-osien lukumiiiiriin. Seuraava taulukko esittiiii ekstrapolaation kulkua. 
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Taulukko 2. Kolmivaiheinen ekstrapolaatio. Ekstrapolointi tapahtuu oletetun virheen 
muutoksen perusteella. 

J ako-- Lasket- Oletettu I vaiheen Oletettu II vaiheen Oletet - m vai-
osien tu vir he ekstrapoloi t u vir he ekstrapoloit u t u he en 
luku- suure arvo arvo vir he ekstra-
miiiirii poloit u 

arvo 

n Fn I f 

Gn,2n · g 

2n Fzn f/4 Hn,2n,4n h 

Gzn,4n g/16 In,Sn 
4n F4n f/16 Hzn,4n,8n h/64 

G4n,8n g/16/16 

Sn Fsn f/64 

Jako-osien lukumaiiriin kasvattaminen tarkemman tuloksen saamiseksi on vanha keino. 

Liihteen /6/ perusteella ensimmiiinen soveltaja lienee ollut Archimedes ympyriia ja 

paraabelia kiisittelevissii tutkimuksissaan. Saman liihteen mukaan ekstrapoloinnin 

ensimmaistii vaihetta on kaytetty Huygens'in ajalta saakka. Ekstrapoloinnin muut vaiheet 

esiintyvat samanlaisina ainakin em. Salan julkaisussa /6/ suoran sauvan viiriihtelytehtiiviian 

sovellettuna. Kiiytetty ekstrapolointi tunnetaan yleisesti Richardsonin ekstrapoloinnin 

nimellii /4, s. 171/. 

POIKKILIDKKAUKSELTAAN MUUTTUMATTOMAN Y MPYRANKAAREN ANALYYTTINEN 

RATKAISU 

Tarkastellaan ympyriinkaarta, joka on toisesta piiiistiiiin jiiykiisti kiinnitetty toisen piiiin ol­

lessa vapaa. K uormitetaan kaarta vapaasta piiiistiiiin vuorotellen kuvan 3 m ukaisilla kuormilla. 

F =Nn+1 

a) b) ·c) 

Kuva 3. Poikkileikkaukseltaan muuttumattoman ympyriinkaaren kuormitustapaukset. 
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Koska ympyriinkaaren kaarevuussiide on vakio, yksinkertaistuu yhtii1o (23) muotoon 

M 

EI 

Kun EI on vakio, yhtii1on integraalifunktio on (/3, s. 501/) 

R2 R2 
v = [A - EI f Msina da] coset + [8 + EI f Mcosa da] sina 

(36) 

(37) 

Kaaren tangentin suuntainen siirtymii u voidaan edelleen ratkaista yhtii1ostii (24) ja 

tangentin suunnan muutos yhtii1ostii (21) · 

Kaaren vapaan piiiin siirtymiit Un+1 ja Vn+1 ja kiertymii 4>n+1 ovat siten ilmaistavissa 

voimasuureiden Nn+1• -Qn+1 ja Mn+1 funktioina yhtii1oryhmiillii 

{ 

Un+1] 1Nn+1 I 
Vn+1 = .~. - Qn+1 

4>n+1 Mn+1 

(38) 

Matriisin l~ a1kioiden 1askemiseksi tarvittavat vapaan piiiin siirtymiit kuvan 3 kuormitus­

tapauksissa jiitetiiiin tilan siiiistiimiseksi esittiimiittii. Tehdiiiin yhtii1on (38) oikealla puolella 

sijoitus 

(39) 

missii c -s/1 s/1 ' 
' 

T ! s c/1 -c/1 c = cos etc/2 ja s = sincxc/2 . 
~· 

'-
0 0 

Tiilloin on matriisiyhtiilO 

~n+1 = AT .¥. = ~F (40) 

yhtiiloryhmiin (35) ana1yyttinen vastine tapaukselle, jossa u1, v1 ja d1 ovat nollia. Kaaren 

1oppupiiiin ja a1kupaiin siirtymien valistii yhteyttii esittaa yhtii1o 

(41) 



missa 
B -;::; 

! cosetc 
i sin etc 
Lo 

-sin etc 
cos etc 
0 

R(1-cos etc) : 
-Rsin etc 1 

1 I 

LASKENTAESIMERKKEJA TAHTAYSMENETELMASTA 

Edella kuvattu laskentamenetelma on ohjelmoitu Oulun yliopiston Sperry 1100 tietoko­

neelle. Esimerkkirakenteina kasitellaan ympyrankaaria, joiden poikkileikkaukset ovat 

muuttumattomia. Lasketuille rakenteille on siten saatavissa vastaava analyyttinen ratkaisu 

edellisessa luvussa esitetylla tavalla. 

Kasiteltyyn menetelmaan perustuvissa laskelmissa on kaytetty kaksinkertaisen tarkkuu­

den reaalimuuttujia. Muuttujat ovat talloin 72 bitin pituisia mika vastaa kahdeksantoista 

numeron tarkkuutta kymmenjarjestelmassa. Vertailulaskelmat on tehty mikrotietokoneella 

64 bitilla eli kuudellatoista merkitsevalla numerolla. 

Tietokoneajoista esitetaan vain kolmivaiheisen ekstrapolaation antamat tulokset. 

Laajempi tulostus kiisittaa yhtalon (35) mukaiset matriisien .9. ja ,B alkiot kullakin jako­

osien lukumaaralla n seka ekstrapolaation eri vaiheissa. 

Ensimmaisena esimerkkina tarkastellaan ympyrankaarta, jonka sade on R = 30,0 m 

ja kaaren keskuskulma eto = 18,0°. Kaaren poikkileikkauksen korkeus on h = 0,2 m ja leveys 

b = 0,1 m seka kimmokerroin E = 10 000 MN/m2. Taulukossa 3 on esitetty yhtalon (35) 

s~matriisin alkiot, jotka on laskettu jako-·osien lukumaarilla n = 4, 8, 16 ja 32 seka n 

= 8, 16, 32 ja 64. Vertailuarvona ovat vastaavat yhtalon (40) C:-matriisin analyyttisesti 

lasketut alkiot. Samoilla jako-osien lukumaaralla lasketut yhtalon (35) 13.-matriisin alkiot 

on esitetty taulukossa 4. 

Taulukko 3. Joustomatriisin g alkiot, jotka on laskettu kolmivaiheisella ekstrapolaatiolla. 

~ Un+1 

Vn+1 

I 
I 

<Pn+1 

72 

Jako-osien lukuriiaara on n. Vertailuarvona vastaavat analyyttisesti lasketut 
arvot. Otsikossa termi, jonka kerroin on esitetty sarakkeessa. 

n H M1 Mn+l 
4 .. 32 -1,49 270 122 380 5007 -5,20 733 476 949 5622 -1,73 630 185 527 4208 
8 .. 64 6755 5694 4163 
anal. 9178 5703 4150 

4 .. 32 16,2 896 753 121 9941 43,9 944 711 605 9693 22,0 792 318 409 4573 
8 .. 64 9837 9787 4771 
anal. 9857 9790 4478 

4 .. 32 -3,47 805 544 665 8782 -7,06 860 965 051 5812 -7,06 860 965 051 5814 
8 .. 64 8793 5802 5811 
anal. 8866 5815 5815 



Taulukko 4. Kaaren 1 loppupiiiin siirtymien riippuvuus alkupiiiin siirtymistii (yht. (35) mat­
riisi . §:).Tulokset on laskettu kolmivaiheisella ekstrapolaatiolla. Jako-osien lu­
kumiiiirii on n. Vertailukohtana termien analyyttisesti lasketut arvot yht.(41). 

siirt. n UI VI 4>1 
4 .. 32 0,95 105 651 629 51536 0.30 901 699 437 4947 4 1,46 830 451 114 5393 

un+1 8 .. 64 1536 9472 5392 

anal. 1536 9474 5392 

4 .. 32 0,30 901 699 437 49472 0,95 105 651 629 51534 - 9,27 050 983 124 8416 

Vn+1 8 .. 64 9471 1516 8415 

anal. 9474 1536 8422 

4 .. 32 0,00 000 000 000 0000 0,00 000 000 000 00000 0,99 999 999 999 99995 

<l>n+1 8 .. 64 01 05 9973 

anal. 00 00 1,0 

Matriisin ~. alimmalta riviltii ja myos osittain J_! matriisista on jo nahtiivissii jaon tihen­

tiimisen seurauksena kasvaneen pyoristysvirheen tuloksia huonontava vaikutus. Joidenkin 

matriisien alkioiden osalta tarkkuus paranee jakoviilien miiiiriin kasvaessa. Seuraavassa 

on vielii esitetty jiiykkyyskertoimet H, M1 ja Mn+1• kun on asetettu vuorotellen Un+1 

= 1, Vn+1 = 1 ja <l>n+1 = 1. 

Taulukko 5. Kaaren 1 loppupiiiin yksikkosiirtymiii vastaavat jiiykkyyskertoimet. Alimpien 
rivien tuloksissa on otettu huomioon kaarevuuden aiheuttama lisiiys taivutus­
jiiykkyyteen, liihde /3, s. 477-490/. 

siirt. n un+I- I Vn+I =I clln+I =I 

8 .. 64 4,52 512 316 356 0, 71 670 909 9661 1,12 715 329 090 

H anal.EI 361 668 91 

anal. Ei1 4,52 517 057 923 o, 71 671 660 9565 1,12 716 509 481 

8 .. 64 -1,12 032 644 001 -0,13 181 192 8028 -0,13 653 056 1138 

M1 anal.EI 02 030 41 

anal.EI1 -1,12 033 819 259 -0,13 181 318 1049 -0,13 653 158 6502 

8 .. 64 -1,10 622 588 697 -0,22 083 931 6132 - 0,55 954 715 2289 

Mn+1 anal.EI 698 134 292 

anal.EI1 -1,10 623 745 155 -0,22 084 175 6189 -0,55 955 381 7896 
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Toisena esimerkkinii on puoliympyriin kaari, jonka siide on R = 30,0 m ja poikkileikkauksen 

mitat h = 1,2 m ja b = 0,5 m sekii kimmomoduuli E = 10 000 MN/m2. Tulokset on esitetty 

taulukoissa 6, 7 ja 8. 

Taulukko 6. Kaari 2, matriisi ~· 

siirt. n H MI Mn+I 

40 •• 240 -74,9 999 999 999 4070 . -2,94 550 491 212 8233 -0,98 200 950 363 46087 

Un+1 anal. 9998 8230 6094 

40 •• 240 58,9 048 622 548 0845 1,25 000 000 000 0005 1,24 999 999 999 9999 

Vn+1 anal. 0861 0000 1,250 

40 •• 240 - 2,49 999 999 999 8029 0,06 545 857 359 60474 - 0,06 545 857 359 60473 

<Pn+1 anal. - 2,500 0473 0473 

Taulukko 7. Kaari 2, matriisi ~: Jako-osien lukumiiiirii n = 30 •• 240. 

siirt. UI VI <PI 

Un+1 -1,00 000 000 000 0005 -0,00 000 000 000 003 60,0 000 000 000 0011 

Vn+1 o,oo 000 000 000 0009 -1,00 000 000 000 001 - 0,00 000 000 000 0237 

</ln+1 -0,0 o,o 1,00 000 000 000 0003 

Taulukko 8. Kaaren 2 jiiykkyyskertoimet. Taulukon alimmilla riveillii tulokset, jotka saa­
daan, kun otetaan huomioon kaarevuuden taivutusjiiykkyyttii lisiiiivii vaikutus. 

' n I I 
Un+I =I I Vn+I =I <P n+I= I 

' 30 •. 240 0,0 
! 0,08 956 765 5060 1,71 038 815 352 

' i 
H ! anal.EI 0,0 I 060 353 i I I anal.EI1 o,o 0,08 961 062 9155 1,71120 867 935 I 

30 .. 240 I 0,50 929 581 7894 , -1,71 038 815 352 -25,0 211 968 973 

1\11 anal.EI 94 353 975 

I anal.EI1 -0,50 954 031 4821 -1,71120 867 935 -25,0 331 951 738 

i 
30 .. 240 0,50 929 581 7894 -1,71 038 815 352 -55,5 789 459 710 I 

I 
Mn+1 t anal.EI 

I 

94 I 353 712 
I 
i anal.EI1 0,50 954 031 4821 ! -1,71 120 867 935 -55,6 056 140 631 
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Esimerkkeja tarkastelemalla tulosten tarkkuus voidaan todeta hyvaksi. Laskentamenetel­

ma nayttaa antavan tarkimmat tulokset yhtalOn (35) matriisin B alkioille ja matriisin C mo-
~~ ~· · · 

menttien kertciimille . Saman yhtalon ~, matriisia tarkasteltaessa nahdaan, etta huonoin 

tarkkuus on kaarivoiman H kertoimilla. Lasketuissa tapauksissa on naihin kertoimiin 

saatu kaksitoista oikeata numeroa. Esimerkit osoittavat myos, etta kaarevuus lisaa 

rakenteen taivutusjaykkyytta siina maarin , etta tamii vaikutus on syyta ottaa huomioon. 

Kasitelty menetelma soveltuu myos kaaren ekvivalenttien solmukuormien maarittami­

seen. Niiden laskeminen vaatii kuormituksen vaikutuksen huomioonottamista yhtaloissa 

(32) ja (33). 

TOINEN RATKAISUTAPA TASAPAINOYHTALOITA KAYTTAEN 

Samoista lahtOkohdista alkaen voidaan kaaren jaykkyyskertoimien maari ttamiseksi 

paatya esitetyn rekursiivisen menetelman sijasta matriisimuotoiseen ratkaisutapaan. 

Yhtalon (25) perusteella tunnetaan kaaren taivutusmomenttien differenssiapproksimaatio. 

Leikkausvoimalle voidaan laskea approksimaatio yhtalosta 

(42) 

Normaalivoimalle kaytetaan approksimaationa lauseketta 

EAj+l EAi+! Eij+l Mj Mj+l 
Nj+! = --2

- ( -Uj + Uj+l) + --- (Vj + Vj+l) + - - 2
- (- + - -) 

t.s 2Rj+! 2Rj+! Eij Eij+l 
(43) 

missa Mj ja Mi+l saadaan yhtalosta (25). 

Tarkastellaan seuraavaksi kuvan 4 esittamaa kaaren differenssialkiota. 

Kuva 4. Kaaren keskiosan alkio. 
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All<ion tangentin suuntaisten voimien tasapainoyhtalo on 

-N· ' + N·+l + ~ (Q· - l + Qj+l) + Xj r:,s = 0 
1-2 I 2 2Rj 1 2 2 

(44) 

Alkion normaalin suuntaisten voimien tasapainoyhtalO on 

(45) 

Sijoittamalla kumpaankin yhtaloon normaali- ja leikkausvoimien lausekkeet muuttuvat 

yhta!Ot siirtymien u ja v valisiksi yhtaloiksi. Yhtalot voidaan kirjoittaa kaikille kaaren 

sisapisteille. Kun yhtaloita muodostetaan kaaren paatepisteiden viereisille pisteille on 

otettava huomioon kaaren tangentin kiertyman kaaren paatepisteessa maarittava yhtalO 

(29), josta voidaan ratkaista kaaren jatkeella oleva ajateltu taipuma v0 tai Vn+2· Sijoitta­

malla ne yhtaloon (25) saadaan lausekkeet kaaren paassa vaikuttaville taivutusmomenteille 

seka edelleen leikkausvoimille Ql+! ja Qn+!· Niissa ovat mukana kiertymat <PI ja <Pn+l· 

Kun tasapainoyhtalot kirjoitetaan kaaren kaikille sisapisteille, esiintyvat muodostuvassa 

yhtaloryhmassa kaikkien laskentapisteiden siirtymat ja lisaksi edella mainitut kiertymat. 

Kaaren tukivoimien maarittamiseksi on tarkasteltava viela kaaren paihin rajoittuvien 

M/2:n pituisten alkioiden tasapainoa. Tarkastellaan kaaren pisteeseen 1 rajoittuvaa alkiota, 

jota esittaa kuva 5. Alkion tasapainoyhtalot ovat 

(46) 

(47) 

Kuva 5. Kaaren paahan rajoittuva alkio. 
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Yhtalot maarittavat kaaren tukivoimat N1 ja Ql> kun voimat N1! ja Q1! tunnetaan. 

Vastaavasti voidaan maarittaa tukivoimat Nn+1 ja Qn+1· 

Kaaren jaykkyyskertomia maaritettaessa muodostetaan kaaren pisteille 2 ... n siirtymien 

viiliset tasapainoyhtalOt. Tuloksena on sym metrinen yhtalOryhma, jonka nauhan leve"ys 

on yhdeksan. Toisena vaiheena ratkaistaan sisapisteiden siirtymat kaaren paiden siirtymien 

ja kiertymien funktiona. Tama tapahtuu siirtamalla tasapainoyhtaloissii suureet u1, v1 
ja <1>1 seka Un+l> Vn+1 ja <Pn+1 kertoimineen yhtaloryhman oikealle puolelle. Menettelytapa 

on aivan sama kuin artikkelissa /1/ suoran sauvan yhteydessii kaytetty. Kunkin oikealle 

puolelle siirretyn siirtymasuureen ykkosarvoa vastaa oma siirtymal<enttansa. 

Kolmantena vaiheena jaykkyyskertoimia maaritettaessa lasketaan tunnetuista siirtymista 

kaaren paiden ykkossiirtymia (myos <1>1 ja <Pn+1) vastaavat taivutusmomentit M1 ja Mn+1 

seka normaalivoimat N1 t ja Nn+t ja leikkausvoimat Q1 t ja Qn+t· Lopuksi ratkaistaan 

reuna-alkioiden tasapainoyhtaloista (46) ja (47) kaaren kannassa vaikuttavat normaali­

ja leikl<ausvoimat, jotka momenttien M1 ja Mn+1 ohella ovat jaykkyyskertoimia. Koordi-

naatiston kiertoyhtaloilla voidaan viela lasl<ea kuvan 2 mukaiset voimakomponentit H ja V, 

jolloin tulokset vastaavat rekursiivisella menetelmalla laskettuja tuloksia. 

Kun tasapainoyhtalOiden oikeana puolena on kuormitus ja laskenta toteutetaan kuvatulla 

tavalla, saadaan tuloksina kaaren el<vivalentit solmukuormat. Toistamalla laskenta useam­

paa jako-osien lukumaaraa n kayttaen voidaan tulosten tarkkuutta parantaa ekstrapoloi­

malla. Keino ei ole kuitenkaan aivan yhta tehokas kuin aikaisemmin kasitellyn rekursiivisen 

menetelman yhteydessa. 

LASKENTAESIMERKKEJA TASAPAINOYHTALOIHIN PERUSTUVASTA MENETELMASTA 

Edellisessa luvussa l<uvattu laskentatapa on ohjelmoitu Sperry 1100 tietokoneelle. Ohjel­

ma kiisittelee vain poikkileikkaukseltaan muuttumatonta ympyrankaarta. Laskennassa 

on kaytetty tarkkuutena 18 merkitsevaa numeroa. Esimerkkirakenteina ovat aikaisemmin 

kasitellyt ympyrankaaret. Tulokset esitetaan taulukoissa 9 ja 10. Aikaisemmasta poiketen 

esitetaan myos kaaren paihin vaikuttavien normaali-ja leikkausvoimien numeeriset arvot, 

joista voidaan tarkastella Bettin-Maxwellin siiannon toteutumista. 

Laskettujen tulosten vertailu taulukoiden 5 ja 8 lukuihin osoittaa, etta tasapainoyhtalOita 

kiiyttaen ei paastii yhta tarkkoihin tuloksiin kuin esitetylla tiihtaysmenetelmalla. Tama 

aiheutuu siita, etta jaykkyyskerrointen arvot muuttuvat selvasti enemman kuin C -

matriisin alkiot (yht. 35) jako-osien lukumiiaran n kasvaessa, eika ekstrapolaatio ole tassa 

syysta yhta tarkka. 
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Taulukko 9. Kaaren 1 tasapainoyhtiiloista (44) ja (45) lasketut otsikossa mainittuja ykkos­
siirtymiii vastaavat jaykkyyskertoimet. Tulokse t on ekstra poloitu jako-osien 
lukumaiiriii n = 8 .. 64 vastaavista tuloksista. 

-
I 

I 
Un+1 = 1 Vn+1 = 1 <l>n+1= 1 

I H 4,52 512 2864 o, 71 670 90521 1,12 715 3208 
i M1 - 1,12 032 635 788 - 1,31 811 915 019 - 0,13 653 053 8427 
I 
I 

Mn+1 - 1,10 162 258 0484 - 0,22 083 930 3103 -0 ,55 954 712 9488 

N1 4,46 917 608 363 o, 70 936 896 4278 1,12 032 635 811 
I 

I 
Q1 0,70 936 896 4277 0,10 274 971 7060 0,13 181191 5055 

Nn+1 4,46 964 610 206 0,70 640 138 4676 1,10 162 258 0508 

I Qn+1 - 0,70 640 138 4674 - 0,12 148 627 7273 - 0,22 083 930 3140 

Taulukko 10. Kaaren 2 tasapainoyhtiiloistii (44) ja (45) lasketut jiiykkyyskertoimet. Lasken­
nassa kaytetyt jako-osien lukumaariit ovat n = 30 ,60 ,120,240 . 

i Un+1 = 1 I Yn+1 = 1 I <l>n+1 = 1 : 
i 

H -0,00 000 000 0003 0,08 956 765 5060 1,71 038 815 353 

M1 - 0,50 929 581 7867 -1,71 038 815 353 -25,0 211 968 976 

Mn+1 0,50 929 581 7872 -1,71 038 815 350 -55,5 789 459 708 

N1 -0,01 697 652 7267 -0,00 000 000 0004 0,50 929 581 7861 

Q1 -0,00 000 000 0003 0,08 956 765 5060 1,71 038 815 353 

Nn+1 -0,01 697 652 7263 0,00 000 000 0002 -0,50 929 581 7872 

Qn+1 -0,00 000 000 0002 -0,08 956 765 5056 - 1,71 038 815 350 

ERAITA HUOMIOITA JA LOPPUSANAT 

Kirjoituksessa on kiisitelty kaaren jiiykkyyskertoimien miiiirittamista kahdella differens­

sien kiiyttoon perustuvalla menetelmiilla, joissa sauvan jako-osat ovat yhtapitl<iii. Kumpikin 

menetelmii kiiyttiia aliohjelmaa, joka tunnetun s-koordinaatin perusteella laskee kaaren 

pisteen x- ja y-koordinaatit (kuva 1) sekii kaaren geometrian tiissii pisteessa. Tama 

aliohjelma vaikuttaa molempien menetelmien laskentanopeuteen ja tarkkuuteen. Siihen 

kannattaa kiinnittiia siten tavallista suurempaa huomiota. 

Molemmissa esitetyissa laskentamenetelmissa on kiiytetty hyviiksi Richardsonin ekstrapo­

laatiota tulosten tarkkuuden parantamiseksi. Ekstrapolaation edullisuus ei liity yksistaiin 



differenssimenetelmi:iEin. Lahteen /7 I tarkasteluissa on kaari korvattu suorilla sauvaelemen­

teilla. Ekstrapolaation voidaan todeta soveltuvaan myos nain laskettujen tulosten /7, 

s. 1 09/tarkentamiseen. 

Kun tassa kirjoituksessa esitettyja kahta laskentamenetelmaa verrataan keskenaan 

voidaan sanoa, etta rekursiivinen menetelma vaatii vahemman muistitilaa ja laskenta­

aikaa I<Uin matriisimuotoinen menetelmii. Rekursiivinen laskentatapa soveltuu hyvin 

pientietokoneille. 

Rekursiivisen menetelman etuna on lisaksi tulosten suurempi tarkkuus. Menetelman 

laskentatarkkuuden tasoa voidaan lisaksi saadella helposti lisaamalla ja vahentamalla 

ekstrapolaation vaiheiden lukua. Lisaamalla laskennassa l<aytettavaa sananpituutta pyoris­

tysvirheen vaikutuksen eliminoimiseksi voitanee diskretointivirhetta pienentaii edelleen. 

Matriisimuotoisella menetelmalla halutun tarkkuustason saavuttaminen ei ole yhta helppoa, 

mutta rakenteiden suunnitteluun riittava tarkkuus on kuitenkin mahdollista saavuttaa. 

Matriisimuotoisen menetelman etu on sen systemaattisuus. Kun ilmiOtii hallitseva diffe­

rentiaaliyhtalo tunnetaan, voidaan yhtalo diskretisoida vakiotoimenpitein differenssimene­

telmalla. Kasitelty tasapainoyhtaloihin perustuva menetelma on laajennettavissa jokseenkin 

suoraviivaisesti kasittamaan ominaisarvotehtavat. 

Rekursii vista menetelmaa kayttaen on helppo maari ttaa suoran paistaan ni velOidyn 

sauvan nurjahdusvoimaa. Muiden reunaehtojen ja kaarevuuden kasittelemiseksi ominaisarvo­

tehtavissa tarvitaan lisatutkimuksia. Sarna koskee molempia menetelmia leikkausmuodon­

muutoksen ja epalineaarisuuden huomioonottamiseksi sauvarakenteiden yhteydessa. 

Tasapainoyhtaloihin perustuvan menetelman systemaattisuus aiheuttaa sen, etta lasken­

tatapa lienee ilman suuria vaikeuksia sovellettavissa laatta- ja kuorirakenteisiin. Lahteessa 

/10/ on differenssimenetelmaa kaytetty Ghalin ja Bathen esittamalla tavalla Oahde /11/ 

ja /12/) laattaelementtien yhteydessa. Lahteissa laatan reunaa vastaan kohtisuora siirtyman 

derivaatta on korvattu differenssiverkon ensimmaisten verkkopisteiden valissa lasketulla 

arvolla. Tallainen laskentatapa ei liene tarpeellinen. Se voitaneen valttaa esimerkiksi 

artikl<elin /13/ esi tysta soveltaen. Rekursi i visen menetelman soveltamisesta 

pintarakenteisiin ei kirjoittajalla ole kasitysta ehka kiertosymmetrisia rakenteita lukuunot­

tamatta. 

Suoralle sauvalle johdetut yhtalot (4), (17) ja (18) lahestyvat jakoa tihennettaessa maarat­

tyja integraaleja. Samanlainen yhteys on varmaankin loydettavissa esitettyjen kaaren 

yhtaloiden perusteella. Ehka joku lukijoista selvittaa taman tehtavan, jonka ratkaisemisessa 

kirjoittaja ei ole onnistunut. Yleensakin on sanottava, etta differenssimenetelma vaatii 

muissakin suhteissa lisaselvityksia. 
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