
PAINOTETTUJEN JAANNOSTEN NAKOKULMA YKSIASKELMENETELMIIN. 
SS5- MEN ETELMAPERHE 

Jarmo Niemi Rakenteiden Mekani ikka, Vol. 18 
No. 3 1985, s. 51 ... 60 

Tl IVI5TELMA: Tassa tyossa tutkitaan rakenteiden dynami ikan suoria integrointime­
netelmia. Nama menetelmat voidaan jakaa yksiaskel - ja moniaskelmenetelmiin. Tama 
tyo keskittyy pelkastaan yksiaskelmenetelmi in. Tyossa tehdaan Newmark in menetel ­
man mukainen perusoletus si irtymien ja nopeuksien laskennasta tunnetun kiihtyvyy ­
den perusteella. Tama n oletuksen pohjalta johdetaan painotettujen jaannosten me ­
netelmaa ja vi idennen asteen interpolointia. soveltaen yleinen yksiaskel - integro in­
timenetelmaperhe , 555- menetelmat. Yleisimmin kaytetyt kollokaatio- ja a - menetel­
ma t ovat esitetyn 555- menetelman erityistapauksia, kuten hiljattain esitetyis t a 
55pj - algoritmeistakin osa. Tyossa esitetaan edella mainittuja menetelmia vas taa­
vat 555-menetelman parametrien arvot. 

JOHDANTO 

Rakenteen 1 i ikeyhtalon suora numeerinen integrointi on eras keskeisista ongel ­

mista tutkittaessa dynaamisten heratteiden johdosta syntyvaa rakenteen vastetta. 

Eritoten transient - tyyppisten kuormitusten, vuorovaikutusongelmien ja epal ineaa ­

risten rakenteiden yhteydessa suora numeerinen integrointi on etusijalla verrat ­

tuna muihin analyysimenetelmi in kuten normaal imuotomenetelmaan ja taajuusvasteme ­

netelmaan. Rakenteen 1 i ikeyhtalon suorat integrointimenetelmat ovat olleet jatku­

van tutkimuksen ja kehittelyn kohteena. Tama tyo 1 i ittyy suoranaisesti tahan tut ­

kimusalueeseen. 

lntegrointimenetelmat ovat luonteeltaan askeltavia. Ni iden jaottelu yksiaskel ­

ja moniaskelmenetelmi in tehdaan sen perusteella kuinka monta aika-askelta on las ­

kenta - askeleella tarkastelun kohteena. Useat yleisimmin kaytetyista menetelmista 

voidaan esittaa joko yksiaskel - tai moniaskelmenetelmana, ri ippuen si ita kayte ­

taanko laskennassa si irtymien 1 isaksi ni iden aikaderivaattoja, jolloin riittaa 

yhden aika- askeleen tarkastelu kerrallaan. 

Menetelmien kehittelyn tendessina on vi ime aikoina ollut johonkin yleiseen 

approksimaatio-otaksumaan perustuvien parametrisoitujen menetelmaperheiden esit­

tely. Talloin yksittaisia menetelmia saadaan yleisesta menetelmaperheesta para­

metrien arvoja muuttamalla . Tarkkuus ja stabi il ius ovat kriteereina haettaessa 
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opti maa li s ia pa rame t r in arvoja e ri tyyppisi ss a tehta vi ssa. Las kentav i rheen tutki ­

rnu s on kuite1J! ··in v iela s iina vaiheessa, ettei luotettavia v i rhearvion la ske ntame­

ne 1e l mia o l e es ite tty . 
T " .. . ass a tyHssa te hdaa n l aa jennu s hi lj atta in es itettyyn SSpj-me nete lm~perheeseen 

/1/ . Tehtava laaj e nnus perustuu Newmarkin menete lman kanssa yhtapita vaa n o letuk ­

seen s i ir tym ien j a nopeuk s ie n 1 ~~ ken nasta a ika - as ke leen loppupaassa jos ki ihtyvyys 

on tunne t tu. Tata ol e tu s ta ja pa inotett ujen jaannHsten menete l maa (n s. aikaele­

me nt t imenetelmaa / 2/, · /3/, /4/) hyvaksikayttaen johdetaan SS5-yks iaske lme nete l ma­

pe rhe . Taman menete lmaper heen et una ede l l a ma inittuihin SS pj -me nete lmi in on, et­

ta si ita saadaan er ityistapauksena seka kol l okaatio- e tt a a-me nete l maperheet / 5/, 

jotka puolestaan s i sa lt avat yl e i s immin kaytetyt yksittaiset me nete lmat ku ten New­

markin , keske i s ten diffe renss ie n j a Wil sonin 8- me ne t e lmat . 

Tarkas teltaessa taman tyHn t eoree tti s ta luonnett~ on syyta painottaa seuraavaa 

asina. Tassa tyossa es i tetty me ne telma on ens imma inen yk s iaske lme nete lma jonka 

~rit yi s tapa uk se na saadaa n kollokaatio- j a a-me nete lmat . Hi ema n va s taavan monia s­

kelmenete lman es i tt i Zienk iew icz l aht eessa /4/ . Tama me ne telma on se lostettu myos 

t3ss a l e hdessa l ahteessa /8/ . Tassa tyossa on kaytett y Zie nki ew i czi n /4/ ja Ho lo­

pa isen /3/ tapaan pa inotettujen j aa nnos t e n menete lmaa, j oka numee ri sen integ ro in ­

nin yht eydessa osoittautuu hyvin jous tavaksi j a yl e i s pate vaks i menete lmaks i . 

SS5- M ENETfLM~PERHE 

Ta rkastellaan rakenteen l ineaarista l i ikeyhtaloa 

MCl(t) +Cq (t) +K(j"(t) =f(t), ( 1) 

jonka kerroinmatriisit ovat vakiomatri iseja . Merkitaan siirtymien q(t) , nopeuk­

sien q(t) ja kiihtyvyyksien q(t) approksimaatioita vastaavasti tunnuksilla u(t), 

v(t) jaa(t). 

Merkitaan aika - askeleen pituutta t. 
1 

- t. =At. Li iketilavektorin alaindeksl 
1+ I 

0 tai 1 vi ittaa tarkasteltavan aika - askeleen alku- tai loppupaahan. 

Tassa esitettava SS5-menetelma (single step, 5. asteen interpolointi - tasta 

syntyy menetelman nimitys) perustuu seuraavi in perusoletuksiin: 

1°. Si irtymien ja nopeuksien arvot aika-askeleen loppupaassa lausutaan samoin 

kuin Newmarkin menetelmassa /5/: 

5L 

(2a) 



(2b) 

2° . Si irtymia approksimoidaan aika-askeleen alueel Ia viidennen asteen polynomil ­

la , jonka reuna -arvo ina ovat approksimaatiot u., v. ja a., i=O,l. 
I I I 

3° . Nopeuksien ja ki ihtyvyyksien approksi maatiot saadaan derivoimalla s i i rtym ien 

approksimaatioista. 

4°. Li ikeyhtalo (1) esitetaan aika-askeleen alueessa painotettujen jaannosten 

muodossa , so. dynaamisen tasapainoyhtalon 1 i ike t ilan approksimoinnista joh­

tuva virhe ortogonalisoidaan valitun painofunktion w kanssa aikavalilla (t., 
I 

ti+1 
f (M"a + cii + "Ku - Tl w d t = o. 

t. 
I 

(3) 

Kun si irtymia approksimoidaan perusoletuksen 2° mukaisesti reuna - arvoi staa n 

interpoloimalla saadaan approksimaatio 

jossa on kaytetty dimensiotonta aikamuuttujaa 

5 = (t - t.)/6t, 0 < 5 < 1. 
I 

(5) 

lnterpolaatio- eli aikamuotofunktiot lausekkeessa (4) ovat /3/ 

1 h
0 

( s) 1 - 10s3 ·+ 4 5 15s - 6s , (6a) 

2 h
0

(s) 3 4 5 (s - 6s + 8s - 3s )6t, (6b) 

h~(s) (s2 - 3s3 + 4 
3s - s 5)M

2/2, (6c) 

1 h1 ( s) 10s3 - 15s
4 5 + 6s , (6d) 

2 h 
1 

( s) (- 4s 3 4 
+ 7s - 3s 5)M, (6e) 

h~(s) (s3 - 4 
2s + s 5)6t 2/2. (6f) 

Sijoittamalla perusoletuksen 1° mukaiset approksimaatiot u1 ja v1 lausekkee­

seen (4) se saadaan muotoon · 
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(7) 

jonka aikamuotofunktioiksi saadaan 1ausekkeiden (2), (4) ja (6) avu11a 

1 1 
0 

( s) 1, (8a) 

2 1 
0 

( s) sl'lt, (8b) 

1 ~ ( s) 
2 1 2 1 3 4 = l'lt [Is + (4y - lOB .- I)s + (15B - 7y + l)s + 

1 5 
+ (3y - 6B - I)s ], (8c) 

2 1 3 4 = l'lt [(I+ lOB - 4y)s + (7y - 15B - l)s + 

+ (l + 6B - 3y)s5]. 
2 

(8d) 

Peruso1etuksen 3° mukaisesti nopeuksien ja kiihtyvyyksien approksimaatioiksi saa ­

daan 

(9a) 

(9b) 

Kun approksimaatiot (7) ja (9) sijoitetaan peruso1etuksen 4° mukaisesti yhta1oon 

(3), saadaan SSS-menete1maperheen pa1autusyhta1o, joka sitoo aika-aske1een 1oppu­

paan kiihtyvyysvektorin a, a1kupaan 1 iiketi1an vektoreihin uo, vo ja ao seka aika­

aske1een ku1uessa vaikuttaneeseen u1koiseen kuormitukseen: 

jossa 
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D = (6£ 1a 1 + 12£2a2 + 20£
3
a

3
)M ~ (3£ 1a

2 
+ 4£ 2a

3 
+ 5£

3
a4)6tC + 

2-
+ (£1a3 + £2a4 + £3a5)l'lt K, 

1 1 
p = f f W ds I f W ds, 

0 0 
1 i 1 

a. I 5 W ds I f W ds, 
I 

0 0 

(11) 

( 12) 

( 13) 



£1 4y - 1 013 - 2' 

£2 1513 - 7Y + 1, 

1 
£3 = 3y - 613 - 2' 

Parametreill e £i patee yhteys 

( 14a) 

( 14b) 

( 14c) 

( 15) 

Tarkastel laan seuraavaksi kuormitustermia p. Yleensa kuormavektori f(t) tunne­

taan koko laskettavalla aikavalilla . Talloin palautusyhtalon (10) kuormitustermi 

p voidaan laskea kuormavektorin f (t) ja sen aikaderivaattojen reuna - arvojen avul ­

la lausekkeen (12) mukaisesti. Tama tapahtuu interpoloimalla kuormavektoria aika ­

askeleen alueessa reuna -arvoistaan sopivan asteisella interpolaatiopolynomilla. 

lnterpolaatiopolynomin asteluvusta riippuen saadaan seuraavia kuormitustermin lau ­

sekkeita: 

1 3 3 1 2.::. 
+(za2 - za3 + za4 - za5)fit fa + (10a

3 
- 15a4 + 6a

5
)71 + 

+ (- 4a
3 

+ 7a4 - 3a
5
)t.tf1 + (~3 

1 2.::. 
- a4 + za5)fit f1' ( 18) 

jotka vastaavat 1., 3. ja 5. asteen interpolointia . 

SS5- algoritmi on seuraava: 

1. Lasketaan annettujen alkuarvovektorien q(O) ja q(O) perusteella 1 iikeyhtalosta 

(1) kiihtyvyyksien a1kuarvot q(O). 
2. Val itaan aika-askeleen pituus fit ja parametrien 13, y ja ai, i=1 . • . 5 arvot, las ­

ketaan parametrit £i' i=1 ... 3 lausekkeesta (14) ja lasketaan kerroinmatriisi 

D lausekkeesta (11). 
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Jokaisella aika-askeleella: 

3. Lasketaan kuormitustermi lausekkeesta (16), (17) tai (18). 

4. Ratkaistaan ki ihtyvyysvektori a
1 

palautusyhtalosta (10). 

5. Lasketaan s iirtymi en ja nopeuksien arvot ajanhetkella ti+l so. u1 ja v1 lau ­

sekkeesta (2) . 

Jos laskennan aikana halutaan muu ttaa aika -askeleen pituutta ~t, pitaa ker ­

roinmatri isi ~ la skea uudelleen. 

SS5 - MENETELM~PERHEEN YHTEYDET ERAISI IN MUIHIN INTEGROINTIMENETELMI IN 

Tassa kohdassa esitetaan SS5-menetelmaperheen yhteydet kolmeen muuhun menetel ­

maperheeseen: SSpj - menetelmiin, kollokaatiomenetelmiin ja a-menetelmiin. Nama si­

saltavat erikoistapauksinaan yleisimmin kaytetyt rakenteiden mekani ikan suorat 

integrointimenetelmat. Osoittautuu, etta tassa tyossa esitetty SS5-menetelmaperhe 

sisaltaa kollokaatiomenetelmat, a-menetelmat ja oleellisimmat SSpj-menetelmat. 

SSpj-menetelmat 

Zienkiewicz et al esittavat lahteessa /1/ yleisen yksiaskelmenetelmaperheen: 

SSpj - menetelmat. Heidan llihestymistapansa numeeriseen integrointi in on paljolti 

samankaltainen kuin tassa tyossa. Jos tarkastellaan yksiaskelmenetelmia joiden 

reuna-arvoina on korkeintaan siirtymavektorin toinen aikaderivaatta, kiihtyvyys­

vektori, voidaan todeta ~aman tyon olevan SSpj-menetelmaperheen laajennus. 

Tama laajennus perustuu perusoletukseen 1°, joka on, kuten aikaisemminkin mai ­

nittiin, yhteneva Newmarkin menetelman kanssa. Lahteessa /1/ tallaista oletusta 

ei tehda. Jos palautusyhtalossa saa esiintya korkeintaan siirtymavektorin toinen 

aikaderivaatta ja yhtalon pitaa olla saman dimensioinen kuin 1 iikeyhtalo, on siir­

tyman interpolointiin kaytossa nelja aika-askeleen reuna-arvovektoria: kolme as­

keleen alkupaasta ja yksi loppupaasta. Talloin voi kyseeseen tulla korkeintaan 

kolmannen asteen interpolointi kuten lahteessa /1/. 

Jos lausekkeissa (2) asetetaan ~ = t ja y = t• huomataan, etta lausekkeet (2) 

vastaavat tarkasti kolmannen asteen interpolointia. Niinpa aikamuotofunktioista 

(8) haviavat 4. ja 5. asteen termit ja saadaan SS32:n kanssa identtinen kolman­

nen asteen interpolointiin perustuva menetelma. 

SSpj-menetelmien ja SS5-menetelmien val illa on seuraavan taulukon mukainen 

yhteys: 
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Taulukko 1. SSpj - menetelmia vastaavien SSS- menetelmien parametrien arvot. 

SSpj - menetelma SSS:n vastaavat parametrit 

1 1 
13 = 6• y = 2 

SS31 } 1 
(E1 = - 6• E = E = 0) 

SS32 2 3 

a, = e, • a2 =. e2 • a = 3 e3 

a4:11a ja as: lla ei merkitysta 

13 
1 1 

= 6• y = z-
* SS21 } al = e,, a = e2 

SS22 2 

* a
3

: lla, a4: lla ja as: lla ei merkitysta 

* Nama vaativat hieman toisenlaista algorltmia kuin kolmannen asteen menetelmat. 

Ki ihtyvyytta ei tarvita reuna - arvona. 

Zienkiewicz et al esittavat myos kolmatta korkeamman asteisia menetelmia. Nama 

vaativat yksiaskelmenetelmissa reuna-arvoikseen kolmansia ja sita korkeampia siir ­

tymavektorin aikaderivaattoja. Liikeyhtalo ei kuitenkaan sisalla naita korkeampia 

aikaderivaattoja ja onkin kyseenalaista voivatko ne tuoda yksiaskelmenetelmiin 

mitaan uutta informaatiota. Ne voidaan laskea numeerisella derivoinnilla diffe­

renssikehitelmiin perustuen siirtymien, nopeuksien ja kilhtyvyyksien arvolsta tar ­

kastelemalla useamman aika- askeleen reuna -arvoja. Yksiaskelmenetelmien perusidea 

on kuitenkin tarkastella vain yhden aika-askeleen reuna -arvoja kerrallaan. 

Kuormitustermin p laskenta perustuu seka SSpj -menetelmissa etta SSS-menetel ­

missa jaannoksell iseen 1 iikeyhtaloon (3) ja se on nain ellen menetelmissa ident­

tinen. 

Kollokaatiomenetelmat 

Nama menetelmat ovat yleistys Wilsonin e- ja Newmarkin menetelmista /5/. Mai­

nittakoon tassa yhteydessa, ettei kollokaatiomenetelmaperhetta saada SSpj - mene -
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telmien erikoistapauksena. Sen sijaan se sisa ltyy esitettyyn 555- menetelmaperhee ­

seen. Tama johtuu perusoletuksesta 1° , joka on kollokaatiomenetelmien mukainen. 

Kollokaatiomenetelmien tarkkuus - , stabiilius- ja muita ominaisuuksia eri paramet­

r in arvo illa on tutkittu mm. lahteissa /5/ ja /7/ . Jos tarkastellaan 555-menetel ­

mien osaa, joka yhtyy ko l lokaatiomenete lmi in , saadaan na ista tutk imuksista ohjei ­

ta vastaavien SS5:n parametrien val innalle. Taulukossa 2 on esitetty kollokaatio­

menet e lmaperhetta ja sen er ikoi stapauksia, Wilsonin e-menetelmaa, trapetsisaantoa 

ja Newmarkin menetelmaa vastaavien 555- menetelmien parametr ien arvot. 

Taulukko 2. Kollokaatiomenetelmia vastaavien 555-menetelmien parametrien arvot. 

SS5:n vastaavat parametri t 

6=6k' y=yk 

a 1=ek, a2=ek 
2 

Kol lokaat iomenete lmat 2 
parametrit 6k, Yk ja ek 

a3=- [(6£ 1+1)8k+12£2ek ]/20£ 
3 

2 
a4=-[ (3£1+yk)ek +4£2a3] / 5£3 

3 
a5=- (6k8k +£1a3+£2a4 )/£3 

1 1 
6=c;· y= -

Wi 1 son in e- menetelma 2 
2 3 1 1 a1=ew, a2=ew a3=ew 6k=6· yk=2· ew=ek 

a4; lla ja a5: lla ei merkitysta 

6=6N' y=yN 

Newmarkin menetelma a =a =a =1 1 2 3 
6N=6k' yN=yk, ek=1 a4=- [(3£1+yN)+4£2]/5£3 

a5=- (6N+£1 +£2a4 )/£3 

Trapetsisaanto 1 1 
6=4' y=z 

1 1 
ek=1 6k=ii· yk=2· ai=1, i=l. • . 5 
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~-menetelmat 

Hilber , Hughes j a Taylor es i t t e liva t lahteessa /6/ ~-me netelmaperheen . Menetel ­

mille on ominaista kollokaatiomene t elmia paremmat laskennallisen vaimennuksen ja 

'yl iajo' omina isuudet /5/ . a - menete lmat saadaan SS5 -menetelmien e rikoistapauksena 

taulukon 3 mukaisilla parametrien sovituksilla. 

Taulukko 3. a- menetelmia vastaavien SS5- menetelmien parametrien arvot. 

SSS:n vastaavat parametrit 

S=Sm' y=ym 

~-menetelmat a =a =~ =1+a 1 2 3 m 
parametrit sm. Ym ja ~ a4 on mielivaltainen m 

a5=- (8m+E 1)(1+am) - E2a4/E 3 

Kuormitustermi seka kollokaatio- etta a- menetelmissa vastaa SS5:n kuormitus ­

termia, joka on laskettu 1. asteen interpolaation perusteella. SS5:ssa saadaan 

siis kuormitus tarvittaessa otettua tarkemmin huomioon vaikka menetelman paramet ­

rin arvot olisikin sovitettu identtisiksi joko ko11 0kaatio- tai a-menetelmien 

kanssa. 

YHTEENVETO 

Tyossa esltetti in hyvin yleinen parametrisoitu rakenteiden 1 iikeyhtaloiden suo­

raan integrointiin tarkoitettu menetelmaperhe. Tama menetelma on SSpj - menetelmien 

laajennus siten, etta se sisaltaa kaikki kollokaatio- ja a- menetelmat, kuten myos 

tarkeimmat SSpj - menetelmat . Tyossa on esitet ty parametriarvojen va s taavuudet . 

Esitetty SSS- menetelma on ohjelmoitavassa muodossa ja se antaa e rikoistapauk ­

sinaan ylla mainitut menetelmat . SSS- menetelmien val iton hyoty ja kayttokelpoisuus 

perustuu tahan seikkaan. Esitetty menetelma, jonka perusoletukset on selvasti an ­

nettu , antaa mahdoll isesti paremman lahtokohdan virhetarkasteluille kuin jokin yk ­

sittainen menetelma. Jatkotutkimuksen kannalta onkin tarkeaa tutkia menetelman pa ­

rametrien suhdetta sen tarkkuuteen, stabiil iuteen ja muihin tarkeisiin ominaisuuk -
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si in. Jatkotutkimus suuntautuu myos epal ineaaristen 1 iikeyhtaloiden integroinnin 

tarkasteluun ja luotettavien a priori seka a posteriori virhe -estimaattoreiden 

kehittamiseen. Myos naille tutkimuksille SS5 - menetelmaperhe luo hyvan pohjan. 
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