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YHTEENVETO: Artikkelissa on johdettu "efektiivisen massan menetelmaksi" nimetty 

rakenteen dynamiikan analysointi in sopiva menetelma. Se on tarkoitettu kaytettavaksi 

ainakin lineaarisen kiihtyvyyden menettelya suorana aikaintegrointimenetelmana kaytetta­

essa. 

Efektiivisen massan menetelmassa on voi tu muuttaa manta vapausastetta omaavan 

elastisen rakenteen kiihtyvyystilaa kuvaavat yhtalOt yhden vapausasteen omaavan partikke­

lin kiihtyvyytta kuvaavan yhtalon kaltaiseksi. Teoria sisaltaa ral<enteen merkittavien, 

geometrisesti epalineaaristen siirtymien analyysin. Tahan kuuluu yhta hyvin rakenteen 

elastisuus I<Uin sen liike avaruudessa ajan mukana siihen kohdistuvien voimien vaikutukses­

ta. 

Joitakin tehtavia on laskettu numeerisina esimerkkeina ristikkosauvaa elementtina 

kayttavalla, kirjoittajan laatimalla GERD A I -tietokoneohjelmalla. 

Artikkelia laadittaessa on tietokoneohjelma muutettu kolmiulotteisten rakenteiden, 

esi merkiksi jannitettyjen koysiverkkojen analyysiin sopivaksi. 

Johdetun teorian ja laskettujen esimerkkien nojalla nayttaa silta, etta esitelty menetelma 

on sovellusalueeltaan kohtalaisen laaja ja kayttokelpoinen dynaamisen vasteen analyysissa. 

Jatkotutkimuksen kohteena on artikkelin liite-osassa kosketeltu menetelman stabiilisuut­

ta ja tarkkuutta. 

JOHDANTO 

Rakenne palvelee useimmiten sen laatuisia tehtavia, etta silta edellytetyt ominaisuudet 

ovat lujuus ja jaykkyys. Jaykille rakenteille ovat ominaisia pienet siirtymat. Rakentei­

den analysointia suoritettaessa on riittanyt geometrisesti lineaaristen rakenteiden teoria: 

voimien ja siirtymien suhde on ollut suoraviivainen. 

Geometrisesti lineaaristen rakenteiden teoria ei ole riittanyt monimutkaisempien ilmioi­

den, kuten rakenteen stabiiliuden menetyksen analysointiin: voimien ja siirtymien suhde 

ei ole ollut enaa lineaarinen (esim . /1/ ja /2/). 
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Mol em mille edella maini tuille rakenneanalyysin tyypeille - lineaariselle ja epalineaarisel­

le analyysille, kuten lommahdus- ja nurjahdustehtaville - on yhteista se, etta ns. siirtyma­

menetelmia kaytettaessa jaykkyys on ensin mainitussa anolyysityypissa aina vakio. Jalkim­

maisessa tyypissa se on joskus vakio, kuten ominaisarvotehtavissa (esim. Eulerin nurjahdus­

kuorman ratkaisu) /2/ tai joskus muuttuva. Silloin on kysymyksessa luonteeltaan erilainen 

numeerinen analysointimenetelma: askelmenetelma /3/. 

ASKELMENETELMAT 

Rakenteiden analyysin kentta sisaltaa useita alueita tehtavan luonteen mukaan. Tehta­

van paakategoria voi olla statiikka tai dynamiikka. Edelleen molempien paakategorioiden 

sisalla tehtava voi olla geometrisesti lineaarinen tai epalineaarinen. Se voi olla viela 

samanaikaisesti fysikaalisesti eli materiaaliominaisuuksiltaan lineaarinen tai epalineaari­

nen. Se mihin tehtavatyyppiin analysoinnin kohde kuuluu, maaraa, mika analysointimene­

telma on valittava. 

Epalineaaristen rakenteiden FEM-analyysissa kysymykseen tulevia epalineaaristen 

yhtaloiden ratkaisumenetelmia ovat puhtaat askelmenetelmat, Newton-Raphsonin iteraa-­

tio, muunnettu Newton-Raphsonin iteraatio (vakiojaykkyysiteraatio) ja naiden yhdistelmat 

(kuva 1) /4/. Naille menetelmille yhteisena perusominaisuutena on tapa ratkaista siirtyma 

kertomalla voima rakenteen jaykkyyden kaanteisarvolla. Siis 

siirtyma = voima · (jaykkyys)-1 (1) 

tai myos 

siirtyman lisays = voiman lisays · (jaykkyys)-1 (1a) 

Menetelman ja tehtavan luonteen mukaan yhtaloita (1) ja (1a) kasitellaan eri tavoin, 

toistaen jne. Silti ratkaisun perusidea on naiden yhtaloiden mukainen. 

Tahan perusideaan pohjautuvat ehka useimmat rakenneanalyysin menetelmat. Niin 

myos dynamiikan alueen askelmenetelmista esim. Wilsonin o-menetelma /5/ seka Mend­

karin ja Powellin /6/ esittama ja myos Wilsonin ja Cloughin /7 I esittama menetelma. 

Yhtalon (1) yleisin sovellusalue on luonnollisesti statiikan siirtymamenetelma. 
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Kuva 1. 

p 

u 

a ASKELMENETELMA 

d ASKELMENETELMA+ 
NEWTON-RAPHSO~ 
ITERAATIO 
(ja tang.jaykkyysl 

b NEWTOf>H\APHSON­
ITERAATIO 

e ASKELMENETELMA+ 
MUUNNETTU NEWTON­
RAPHSON-ITERAATIO 
(ja vaklojliykkyys) 

c MUUNNETTU NEWTON-RAPHSO~ 
ITERAATIO (vaklo jaykkyys) 

f ASKELMENETELMA+ 
MUUNNETTU I'EWT~APHSON­
ITERAATIO (uusl jaykkyys joka 
kuonnltusaskeleela) 

Epalineaarisesti kaytHiytyvien rakenteiden ratkais um enetelmia. 

GEOMETRINEN EPALINEAARISUUS JA DYNAAMINEN ANALYYSI 

Jos halutaan analysoida merkittavasti goemetriaansa - joko muotonsa tai ase mansa 

puolesta - muuttavan rakenteen ajasta rii ppuvia siirtymia ja rasituksia, on edellii luetel­

luista menetelmista hylattava ensimmaisena vakiojaykkyyteen perustuvat muunnetut 

Newton-Raphsonin menetelmat (ks. kuva 1). Dynamiikan tehtavassa ilmeisesti kuvan 

1 d tyyppinen asl<elmenetelma antaa mahdollisuudet parhaaseen tarl<l<uuteen. 

Merkittavasti geometriaansa muutta via rakenteita ovat esimerkiksi kuvassa 5b-d esitellyt 

mallirakenteet. Kuvassa 5b on osa voimajohtoa- yl<si janne. Ehyt viiva esittaa sen tasapai­

notilaa ja l<atkoviiva tiettynii ajan hetl<ena vallitsevaa siirtymatilaa tilanteessa, jossa 

koysijiinteen vasemmasta laidasta (l<uvassa 5b) on riippueristimen alapaasta poistet­

tu tasapainottava vaal<avoima. Tallii ral<ennemallilla on jaljitelty l<oyden l<ayttaytymista 

oletetussa l<atkeamistilanteessa, /10/. 

1\uva t 5c ja 5d esittaviit lahinna testaustehtaviksi tarkoitettuja fysil<aalista heiluri a 

ja vailla tukia olevaa pakkovoiman takia kiihtyvassa liikkeessa olevaa sauvaa. Naista, 

samoinkuin muita l<uvan 5 rakenteista on artikl<elin loppuosassa esitetty numeerisia esi­

merkkejii. 

Tassa artikkelissa halutaan tarkastella askelmenetelman teoriaa ja esimerkein sovelta­

mista ei ainoastaan merkittavasti omaa geometriaansa muuttavaan rakenteeseen vaan 

myos samanaikaisesti merkittavasti sijaintiaan muuttavaan rakenteeseen. Voi sanoa, 
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ettii rakenne muuttaa elastisesti muotoaan fysiikan lakien mukaisesti ja samanaikaisesti 

liikl<uu miiiiriityllii tavalla avaruudessa. 

Kuvassa 5a on tavallinen jiiykkii ristikko. Edellii sanotun perusteella sitii voi pitiiii artik­

kelissa eriiiinii eril<oistapauksena: se ei muuta asemaansa lainkaan eiviitl<ii sen muodonmuu­

tokset ole geometrisesti epiilineaarisia. Tiimii ristikko on esitelty sen esiintuomiseksi, 

ettei jiiljempiinii oleva teoria sulje pois myoskiiiin tiillaisen ristikon dynaamisen vasteen 

analyysiii. 

Kun halutaan tarkastella merl<ittiiviii siirtymiii ajasta riippuvina suureina, voidaan 

niihdii yhteys partikl<elin liikettii kosl<evien perusyhtiiloiden ja deformoituvan l<appaleen 

analyysin viilillii, kuten tullaan osoittamaan. Seuraavassa tutkitaan deformoituvan ja 

merki ttiiviisti liil<l<uvan kappaleen liiketilaa ja rasi tuksia toisin !min yhtiilOssii (1) liihtien 

partikkelin kiihtyvyyden yhtiilostii: 

kiihtyvyys = voima • (massat1 (2) 

Siis ei ratkaista siirtymiii kuten yhtiilossii (1), vaan saadaan kiihtyvyys kertomalla voima 

massan kiiiinteisarvolla. Numeerisella integroinnilla sitten ratkaistaan kiihtyvyydestii 

nopeus ja siit•tymii. Se, mikii on massa ja voima, kun on kysymys useita vapausasteita 

omaavasta elastisesta kappaleesta - t•akenteesta on seuraavassa esiteltiiviin teorian keskei­

nen kysymys. 

EFEKTIIVISEN MASSAN MENETELMA 

Menetelmii on luonteeltaan ns. implisiittinen, numeerinen dynaamisen vasteen suora 

itegrointimenetelmii. Implisiittisyysluonne seuraa tavasta ratkaista kiihtyvyys askelmene­

telmiiiin kuuluvan aika-askeleen lopussa ja vasta sen kautta saada siirtymiin 1. aikaderi­

vaatan eli nopeuden kautta itse siirtymii ratkaistua, /8/. Efektiivisen massan kiisite on 

ensi l<ertaa otettu kiiyttoon l<irjoittajan opinniiytteessii, /10/. 

Teoria pohjautuu merl<intoihin (9) ja (10), jotka on esitetty liihteessii /7/. Wilson ja 

Clough esittiiviit tuossa liihteessii lineaarisesti kimmoisan rakenteen analysointimenetel­

miin, jol<a perustuu kiihtyvyyden approksimointiin lineaarisena aika-askeleen sisiillii Oineaa­

risena kiihtyvyyden menetelmii). Sen perusteena ovat kaavat (7) ja (8) esim. liihtees­

tii /7 I ja /9/. 

Seuraavassa oletetaan rakenteen materiaali lineaarisesti kimmoisaksi. Liil<e avaruudessa 

riippuu ainoastaan ral<enteen tuennasta. Tasapainotilan toteutumista tarkasti esi m. tasapai­

noiteroinnin muodossa ei kiisitellii. 
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Lahtokohtana on, etta rakenne toimii aika-asl<eleen aikana lineaarisesti: sen siirtyman 

muutos on suoraan verrannollinen muutoksen aiheuttaneisiin voimiin. Jaykkyys aika­

askeleen aikana on siten vakio ja sama kuin sen jaykkyys nimenomaan aika-askeleen alussa. 

Rakenteen siirtymatila on silloin tunnettu. Se, kuinka paljon jaykkyys muuttuu askeleen 

aikana , riippuu rakennetyypista ja askeleen pituudesta . Kaytettava askelpituus vaikuttaa 

keskeisesti tarkkuuteen /3/, kuten myos siihen onko ra tkaisu numeerisesti stabiili vai 

ei /3/. 

Rakenteen solmujen kiihtyvyydet ovat lineaarisia /7/. Siirtymat ovat talloin teoreetti­

sesti kolmatta astetta /7/. Kun tarkasteluvali on kahden pisteen, aika-askeleen alun ja 

lopun vali, ei polynomimuoto siirtymissa tule nakyviin. 

Geometrisesti epalineaarinen rakenne muuttaa muotoaan siten, etta siirtymat aiheutta­

vat jaykkyysominaisuuksien muuttumista ajan mukana tapahtuneita siirtymia vastaten. 

Erikoisesti, jos tarkasteellaan elastisen kappaleen liil<keita, translaatiota 

ja rotaatiota avaruudessa, on edullista valita sellainen siirtymatilaa kuvaava vektori 

etta silla voidaan ilmaista rakenteen solmujen liike aika-askeleen alusta mitattuna. Olkoon 

rakenteen sijaintikoordinaatti hetkella t yhta kuin { q lt, silloin apukoordinaatti { u}t hetkel­

la ton 

{u}t = {q}t- {qlt-llt (3) 

Kuvassa 2 on naytetty havainnollisesti yhtalo (3) vektoreina. 

Kuva 2. Suhteellinen l<oordinaatti {u lt· 

Tarkasteltaessa yhtaloa (3), on solmujen koordinaatteja hetkella t - lit osoittava vektori 

{ qlt-llt vakio. Derivoimalla (3) ajan suhteen,saadaan nopeus 

{ U}t (4) 
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jossa aikaderivaatta on merkitty yliipisteellii. Derivoimalla edelleen (4) saadaan kiihtyvyys 

(5) 

Wilson ja Clough ova t kiiyttiineet /7 /:ssii koordinaatteja { q }. Tiissii on tehtiiviin geometri­

sen epiilineaarisuuden vuoksi kaytettiiva apukoordinaattia {u} ja tarkasteltava sen avulla 

liiketilaa aika-askeleen alusta lahtien, jolloin {u} = {0}. On huomattava, etta {u} sisiil­

taii yhtii hyvin solmujen ns. jaykiin kappaleen liikkeistii kuin elastisista siirtymisti:i johtuvat 

siirtymamuutokset aika-askeleen alusta mitattuna. Koordinaatti { q} sisaltaa tiedon solmu­

jen sijainnista ja kertyy aika-askelittain tapahtuvista siirtymistii {u} seuraavasti: 

n 
{qlt = {qlo + L<uli 

i=l 

missa {q}o on alkusijainti, kun t = 0 ja {u}i on i:nnen askeleen kokonaissiirtyma. 

(6) 

Lineaarisen l<iihtyvyyden menetelmiillii nopeuden ja kiihtyvyyden lausekkeet saadaan 

suoralla integroinnilla aika-askeleen yli, esim. /7 I mukaan 

• . Lit .. Lit .. 
{q}t = {qlt-llt + 2 {qlt-llt + 2 {q}t 

+ 
llt 2 .. 
3 {qlt-llt + 

Kun noissa yhtiiloissii tehdiian yhtiilOiden (3), (4) ja (5) sijoitus, saadaan 

{ .} {.} Lit{"" } u t = u t-ll t + 2 u t-ll t 

llt2 . 
{ult = llt{ult-llt + - 3-{ult-llt + 

Tehdiiiin apumerkinnat 

{} { .} Lit{""} a = u t-llt + 2 u t-llt ja 

{ b} = ll t{ult-llt + ll~ 2 {ii lt-llt 

llt3 { .. ) 
-6- u t 

Niiillii merkinnoillii yhtalot (7) ja (8) tulevat muotoon 

{ u lt = {a} + ll ~ { ii lt ja 

ja (7) 

(8) 

(9) 

(1 0) 

(11) 
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(12) 

Nama kaksi ovat muodollisesti sa m at kuin /7 /:ssa. Merkinta (1 0) sisaltaa tassa eraan 

suhteellisen siirtyman, kun taas /7 /:ssa on {b} voitu "mitata" siirt ymanii ajan hetkesta 

0 lahtien. Tassa on geometrisen epalineaarisuuden vuoksi mitattava siirtymat kunkin 

aika-askeleen alusta lahtien yhtalOn (12) mukaan ja sitten seurattava sijaintii<Oordinaattia 

yhtalOn (6) avulla. 

Yhtalot (3), ... ,(12) sisaltavat lineaa risen kiihtyvyyden menetelman perusapproksi maatiot . 

Tarkastellaan seuraavassa efektiivisen massan menetelman dynaamista perustetta, 

d'Alembertin prinsiippia, /3/. 

Liikkuvan partikkelin tasapaino syntyy pakkovoimien, hitaus- ja vaimennusvoimien 

ja kimmoisten voimien summana. Yhden vapausasteen systeemille tasapaino voidaan 

ilmaista yhtalaisyytena: 

missa Qt on ajasta riippuva pakkovoima, I< on jousivakio (jiiykkyys), c viskoosivaimennus ja m 

partikkelin massa. 

Useamman vapausasteen systeemille voidaan d'Alembertin prinsiippi ilmaista esim. 

/3/:n mukaisesti matriisimuodossa: 

[MJ{q} + [CJ{q}+ [KJ{q} = {QJt (13) 

YhtiilO (13) on voimassa lineaarisesti kimmoisassa rakenteessa, kun siirtymiit ovat pieniii. 

Kirjoitetaan yhtalo uudelleen korostaen alaindeksillii sen voimassaoloa hetkella t: 

[M) {q}t + [C) {qJt + [K) {q}t ( 14) 

Kirjoitettu yhtalo (14) on nyt perustana muodostettaessa geometrisesti epalineaarisen 

tehtavan ratkaisua. 

Muutetaan tasapainoyhtalo (14) inkrementaalimuotoon kayttaen artikkelin /5/ tasapaino­

yhtaloa 

( t [ ] t [K) ) = t+llt { R} - tt { Q} - [M] t+llt { u·· } . t K L + t NL u • (15) 

Siina R on sisainen ja Q ulkoinen voima. [K)L on elementtimenetelman mukainen jayk-



kyysmatriisi, joka on laskettavissa lineaarisen venymii-muunnosmatriisin avulla. [K]NL on 

vastaava matriisi, joka on laskettava inkrementoimalla epiilineaarista venymii-siirtymii 

-muunnosmatriisia /5/. 

Yhtiilo (14) voidaan nyt viilittomasti kirjoittaa inkrementaaliseen muotoon taman artikke­

lin mukaisilla merkinnoillii, jolloin saadaan yhtalo 

(16) 

Se sisaltiiii myos vaimennusmatriisin [C], jota artikkelin /5/ yhtiilOssii (15) ei ole mukana. 

Seuraavassa vaiheessa aletaan liihestyii efektiivisen massan kiisitettii. 

Sijoitetaan yhtiilot (11) ja (12) yhtiiloon (16) ja sievennetiiiin. Saadaan 

[MJ{tift + [C] {{a}+ t>2t {ti}tf +[KJt-t,t{{b} +t,t {ti}tf ={Q}t-{Rlt-t>t , (17) 

josta kiihtyvyys 

t,t t,t2 -1 
{U}t = [ [M] + 2 [C] + 6 [Klt-t,tl { {Q}t- {R}t-61- [Klt-t,t{b}-[C]{a}} (18) 

Nyt hakasuluissa oleva, kiiiintiimistii edellyttiivii matriisi on eras massamatriisi, joka on ra­

kenteen massan [M], aika-askeleen M, vaimennusmatriisin [C] ja jiiykkyysinatriisin 

[Klt-M funktio. Tatii massamatriisia voidaan pitiiii tehollisena, siis kiihtyvyyden { ti} t 

suuruuden ratkaisevana inertia- eli massamatriisina. Merkitiiiin 

- 6t t,t2 
[Mlt-t>t = [M] + 2 [C] + 6 [Klt-t>t (19) 

ja nimetiiiin se efektiiviseksi massaksi. Vastaavasti johdonmukaisuutta noudattaen on merkit­

tiivii 

{Qlt ={Q}t- {Rft-t>t -[Klt-t>t {b}- [CJ{a} (20) 

ja nimettiivii se efektiiviseksi pakkovoimaksi, jolloin (18) sievenee muotoon 

- -1 
{ti }t = [M] t-M {Q}t (21) 

Johdetulla yhtiilOllii (21) on elastisen rakennesysteemin tasapaino palautettu muistuttamaan 

partikkelin dynaamista tasapainoa (2). Analogiaa on havainnollistettu kuvissa 3 ja 4. 
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Kuva 3. Tehollinen voima { Q It liikkeen aiheuttajana. 

Tehollisen massan kasitteesti:i saattaa olla etua tarkasteltaessa merkittavia geometrisia 

muodonmuutoksia saavia rakenteita. Yhtalosta (19) voi havaita, ettei efektiivinen massa­

matriisi ole singulaarinen, vaikka jaykkyys ja vaimennus olisivat nollamatriiseja. Singulaari­

seksi se ei tule myoskaan, vaikka llt lahestyy nollaa. Efektiivisen massan nimike lienee 

siten perusteltu kuvaamaan menetelman sovellusalueen luonnetta jaljempana olevien 

esimerl<l<ienkin valossa. 

Erona /7 /:aan verrattuna on tassa artikkelissa esitetty geometrisesti epalineaarisen 

rakenteen numeerinen kasittely seka efektiivisen massan menetelman kasitteen 

l<ayttoonotto ja painotus. Keskeista menetelmalle ovat yhtalot (17), ... ,(21). Edeltavat 

yhtalot (3), ... ,(16) liittyvat geometriseen epalineaarisuuteen yhdessa lineaarisen 

kiihtyvyyden menetelman kanssa. 

{R\-.'\ [C]{a) 
1 

,-•~ah~-
// IKJ1_.,1•1 

(R)t _6 t aialllsten volmlen summa 
(Q}t ulkolsten volmlen summa 

[Klt-~11 (b) jllnnltysllsllykaestll johtuva volma 
[C)(a) valmeMuksesta johtuva volma 

Kuva 4. lQ lt:n koostuminen. 
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Yhtalo (21) ilmaisee kiihtyvyyden tehollisen massamatriisin avulla. Yhtaloista (11) ja (12) 

saadaan edelleen valittomasti aika-askeleen lopussa esiintyvat solmujen nopeus- ja 

siirtymavektori t { u Jt ja { u }t· Ed eileen yhtaloa (3) soveltamalla saadaan uusi solm un 

sijaintil<oordinaatti. 

Tassa luvussa on johdettu efektiivisen massan menetelm a liikkuvan kappaleen laskentaan. 

Rakenne jaa kuitenkin liikkumattomaksi, jos epatasapaino puuttuu. Alkuhetkella t = 0 

joutuu rakenne epatasapainoa vastaavaan alkukiihtyvyystilaan. Se on ratkaistavissa yhtaloa 

(14) soveltaen ratkaisemalla kiihtyvyys 

(22) 

joka voidaan (4) ja (5) huomioiden yhta hyvin kirjoittaa muodossa 

!ul 0 =[Mf
1 

!{Qlo - [KJo!qlo - rcJ !ulo l (23) 

Ilman alkunopeutta systeemi pysyy tasapainossa, kun {Q}o = [K]o {q} 0 eli staattinen 

tasapaino toteutuu. (Tass a { q} 0 on pieni alkusiirtyma.) Muussa tapauksessa ldiynnistyy lii­

ke ja dynaaminen tapahtuma alkaa. 

Koska yhden artikkelin puitteissa ei ole mahdollisuutta kovin pitkasti eritella esimerkiksi 

aiheeseen liittyvia merkityksellisia ja ehka lukijaa kiinnostavia tarkkuus- ja stabiilisuusky­

symyksia, siirrytaan tarkastelemaan menetelmasta esimerkl<ien kautta saatuja kokemuksia. 

Jaljempana olevassa liite-osassa on viela tarkasteltu vapausastemaaran vaikutusta stabiili­

suuteen ja sivuttu tarkkuuskysymysta. 

SOVELLUSESIMERKKEJA 

Kokemusteni mukaan menetelma soveltuu - mita tulee merkittavasti geometrisesti 

epalineaaristen rakenteiden siirtymien laskentaan - verraten pienia ja myos suuria siirtymia 

saavien rakenteiden laskentaan. 

Tietokoneohjelmalla GERDA I (geometrisesti epalineaarisen ristikon dynaaminen analyy­

si), jonka rakenne on lahteessa /10/ kuvattu, on laskettu mm. kuvassa 5 esiteltyjen raken­

teiden liiketta. Valitettavasti ei ole mahdollista taman a rtikkelin puitteissa kuvata itse 

ohjelman rakennetta tai toimintaa, vaan on tyydyttava . esittamaan lasketut numero­

esimerkit. Sarna koskee tarkkuus- ja stabiilisuuskysymyksia, jotka ansaitsisivat oman 

lukunsa. Tassa viitataan niiden suhteen lahteisiin /3/ tai vertailuartikkeliin /12/. GERDA 

I -ohjelman kayttamasta elementista mainittakoon, etta siina on ns. 2. asteen muodonmuu­

tokset otettu huomioon lahteessa /10/ johdetulla tavalla. Elementin jaykkyysmatriisissa on 
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mukana jannitystilasta riippuva osuus. Sen mukanaolon on todettu parantavan stabiilisuut­

ta ja tarkkuutta /10/. Asia on talla hetkella jatkotutkimusten kohteena. 

a RISTIKKO b KOYSI 

y 

2. ~ g -........... 

c HEILURI (testauatehUi va} d LENTAVA SAUVA (t .. taustehtava} 

Kuva 5. Tehtavatyypit joihin teoriaa on sovellettu. 

Koska tassa artikkelissa on paakohteena efektiivisen massan menetelman esittaminen, 

painotetaan seuraavissa esimerkkivalinnoissa sovellusten verrattain suuren laaja-alaisuuden 

esittelya. Esimerkkirakenteiden toimintaa sinansa ei siten tutkita kovin syvallisesti. Taman 

artikkelin liite-osassa on taydennyksena tutkittu hieman elementtimaaran ja stabiilisuu­

den yhteytta eraan numeerisen esimerkin valossa. 

Sovellusesimerkkien yhteisena piirteena on GERDA I -ohjelman edellytys: ohjelman 

nykyisesta rakenteesta johtuen ulkoisten kuormien tulee olla muuttumattomia. Toistaiseksi 

tehtavat ovat 2-ulotteisia. Liiketilan kaynnistajana on alkuhetkella vallitseva voimien 

epatasapaino. Rakenteet ovat maan vetovoiman kiihtyvyyskentassa 9,81 m/s2, jonka 

suunta on y-akselin negatiivinen suunta. Elementin massamatriisi voi olla joko diagonaali­

nen tai ei-diagonaalinen. Vaimennusta ei huomioida esimerkeissa. 
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N:o 1. Vapaa sauva translaatioliikkeessii 

Tiissii esimerkissii on seurattu tuettoman, mahdollisimman yksinkertaisen rakenteen 

liil<ettii ja rasitul<sia. Ral<enteena on suora sauva (kuva 6) xy-tasossa. Sauvan tiheys p = 

10000kg/m3 pinta-ala A= 10 cm2 ja kimmomoduli E = 34000 N/mm2. Pituus 1 miiiiriiytyy an­

nettujen piiiden solmukoordinaattien avulla ja on alussa 5 m. Sauvaan vail<uttaa maan 

vetovoiman lisiiksi vaakavoimat (x-akselin suunnassa) kumpaankin piiiihiin F x1 = 245 N 

ja Fx2 = 735 N. Alkunopeudet ovat nollia. Vaimennusta ei ole. 

y 

2 735 N 

(4,3) ~ g 

1 245 N X 

(0.0) 
9 =10000 kg/ m3 

E = 3.4 E+ 10N/m2 

A= 10c m2 

y = 9.81 m/s2 

a)SAUVA 

Kuva 6. Esimerkkitehtiivii n:o 1. 

Tulokset 

S[N) 

'oot--.--~~.--r--r--; 

100 

0 1 2 3 ' 5 6 7 8 9 10 11 12 

b) SAUVAVOIMA 

GERDA I-ohjelmalla voitiin laskea efel<tiivisen massan menetelmiiii l<iiyttiien solmujen 

1 ja 2 siirtymiit ja sauvavoiman arvot aika-askelittain. Menetelmiissii tarvittava kiiiinteis­

matriisi (ks. (19)) on olemassa, vaikka jiiykkyysmatriisi ilmeisesti on singulaarinen tukien 

puuttumisen takia. 

Sauva liihtee liikkeelle tiiysin odotetulla tavalla noudattaen pystyliikl<een osalta maan 

vetovoiman kiihtyvyyttii ja vaakasuuntaisen liikkeen osalta piiihin vaikuttavien voimien 

takia aiheutuvan kiihtyvyyden mukaista liikettii. Piiihin vaikuttavien voimien erilaisen 
suuruuden takia sauva liihtee kiertymiiiin. Samasta syysta syntyy sauvaan sisiiinen aksiaali­

nen viiriihtely (huom. elementtimalli). Seuraavassa on eritelty numeerisia tuloksia. 
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Ta rkastellaan liikkeiHi esim . hetkellii t = 0,0640 s. 

Saadut siirtymiit ovat L'1x1 = 0,0329 m, L'1x2 = 0,047 4 m, ~'~Y1 = - 0,0105 m ja ~'~Y2 =- 0,0 297 

m. Sauvan massa m5 = pAl = 10000·10·10-4·5 kg= 50 kg. Voim a t yhteensii x-suunnassa ovat 

24 5 N + 7 35 N = 980 N. x-suunnan kiihtyvyys on sit en a x = 980 N /50 kg = 19.6 m/s 2. 

Sauvan tulisi olla liikkunut miiiirii sx = 0, 5 axt2 = 0,5 ·19,6·0,06402 m = 0,0401 4 m 

x- suunnassa . Keskiarvo (L'IX1 + L'lx2)/2 = 0,0329 + 0,0474)m/2 = 0,04015 m GERDA I:n 

tuloksista on 0,00001 m:n erolla sama. Helposti voi todeta yhtiipitiivyyden myos 

y-suunnassa, jossa ay = - 9,81 m/s2. 

SamaHa aja n hetkellii on sauvavoima S = 362,40 56 N ja sauvan pituus I = 5,0000 533 

m (tie tokoneohjelman t uloksina ). Suhteellinen venymii E = 1 ,066 ·1 o-5 ja jiinnitys a = E E 

= 1,066·10- 5·34000 N/mm2 = 0,3 6244 N/mm2 . Sauva voima = 0,36 244·10 ·102 = 362,44 

N. Ta m a sauvan he tkellisestii pituudesta laskettu voima on siten liihes sam a I<Uin tietoko­

neen tulos. 

Sauvavoima ei pysy vakiona. Vaihtelu on kuvassa 6 b piirretty niikyviin . Arvot on tulos­

tettu jol<aisen aika-askeleen 0,0008 s jiilkeen. Ma ksimia rvo on graafisen kuvion 6b mukaan 

n. 390 N. Tarkastellaan ulkoisen voiman sauvan suunta ist a komponenttia : solmussa 1 

se on 0,8·245 = 196 N ja solmussa 2 0,8·735 = 588 N. Nii iden erotus 588-196 = 392 N on 

tasapainotettava hitausvoimilla sauvassa. Tulos 390 N vastaa graafisen tarkkuuden puitteis­

sa tiitii erotusta 392 N. (Mikiili sauvan toinen piiii olisi l<iinnitetty, tulisi sa uvavoiman 

olla teoreettisesti tasan 2-kertainen huippuarvoltaan. Tiissii se voi olla vain 1-kertainen. 

N :o 2. Heilurisauva 

Tehtiiviissii lasketaan yliipiiiistiiiin kiinnitetyn, massaltaan 99,84 kg, kimmomoduliltaan 

4,7 ·10 N/m2, alaltaan 0,00353 m2 ja pituudeltaan 2,8284 m olevan sauvan heilahdusta 

maan vetovoiman kiihtyvyyskentiissii. Heilahdus liihtee 45°:een kaltevuudesta. Sauva 

on a luksi tuettu pystyvoimalla alapiiiistiiiin ja sauvavoima on nolla. HetkelHi t = 0 tukeva 

voima poistetaan ja sauva heilahtaa vapaasti ilman vaimennusta . Kun massa on ajateltu 

sauvan pituudelle jakaantuneeksi, on analyyttinen heilahdusaika T45 = 1,0405 To, jossa 

T 45 on 45 asteen irroituskulmaa vastaava heilahdusaika ja To =271 /J/mgh on pienen 

heiluhduksen heilahdusaika . Siinii J = m512/3 = 99,84·2,8284 2;3 kgm2 = 266,24 kgm2 (mas­

sapisteen m5 etiiisyys heilahdusakselista, ks. esim. Rakennustekniikan kiisikirja 1). NiiilUi 

arvoilla analyyttinen heilahdusaika T 45 = 1,0405·2 71 1266,24/(99,84·9,81·2,8284/2) = 2,8663 

s. Akselin suuntaisen sisiiisen viiriihtelyn viiriihdysaika on analyyttisesti Ta = 2 71 I m/1<. 

Siinii m = m5 /3=33,28 kg ja k = EA/1 = 58658 N/m, jolloin Ta = 0,1497 s. Piirturituloksesta 

7a saadaan viiriihdysajaksi 0,15 s 10 jakson keskiarvona. Tulosta voi pitiiii 

lukemistarkkuuden puitteissa tarkkana. 
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Kuvassa 7a on aika-askelta Lit = 0,0008 s kayttaen laskettu, piirturilla tulostettu sauvan 

alapaan (x,y)-koordinaatti (2,-2)-koordinaatista lahtien. 1 ruutu on 2 m. Molemmat siirty­

mat on mitattu ruudukon keskiviivasta. Kuviosta voi lukea puolijakson heilahdusajan 

n. 1,44 s, joka vastaa heilahdusaikaa 2,88 s, kun edella laskettu analyyttinen on 2,8663 

s. Sauvavoiman pitkittaisvarahtelya kuvaa saman piirturituloksen katkoviiva . Sen nollataso 

on toiseksi alin vaakaviiva. Voiman ensimmaisen huipun teoreettinen arvo on m8 /2·g/cos45° 

= 693 N. Graafisesta tuloksesta on saatu 730 N. Kuten kuvasta 7a havaitaan, amplitudi 

kasvaa ajan mukana. Pienemmalla. aika-asl<eleella kasvu on todettu vahaisemmaksi . 

Kuviossa 7 b on yhdistetty eri askelilla laskettujen tulosten voima-arvoja. Aika-askeleen 

Lit merkitys tarkkuus- ja stabiiliustekijana kay siita hyvin ilmi. 

1 28 1 92 

Kuva 7 a). Heiluritulos. lit= 0,0008s. 

N:o 3. Voimajohdon katkeaminen 

T ~<} 

3000 29SO 

2000 ., 

1000 71..0 A' 1/'l 

00016 00006 0000< h. I (•) 
To/9J S To/187,125 To/371.. 

b) Amplitudin muuttuminen jakson jar­
jestysnumeron ja Llt:n funktiona. 

Kuvassa 8 on eras lahteessa /10/ laskettu rakennemalli. Voimat ja siirtymat on tulostettu 

piirturilla, koska on haluttu tutkia eri suureiden, kuten mm . vaaka- ja pystyvoimien H 

ja V, elementtivoimien FM, FL, FK ja FJ, siirtymien xo ja YO• XE ja YE ja myos keskipis­

teen K pystykoordinaatin eli riippuman vaihtelua ajan mukana riittavaksi arvioidulla 

tarkkuudella. Piirturin kaytOlla on voitu saavuttaa 16 eri muuttujan dynaamisen kayttayty­

misen seuranta kohtuullisella 596:n tarkkuudella numeeriseen arvoon verrattuna ja saada 

nain kasitysta ennen analysoimattoman ilmion tekijoiden suuruusluokista, esiintymisjarjes­

tyksesta ja mahdollisesta vaikutuksesta toisiin. 
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- suora sau vaele mentti, jossa 
2.asteen muodonmuutokset huomioitu . 

16 

JOHDIN :DUCK, 6=60N/mm2 RIIPPUMA 6. 30m 
Ho = 20.6 kN KH=94164 N/m (sauva 14) 
E = 68000 N/ mm2 

()(. = 0 Kv =942000 ( sa uva 15) 
A = 344 mm2 !3=0 mH =150 kg I = 10m 
S' = 3 345 kg/m3 m V =150 kg I =10m 

Kuva 8. 10 elementin kannatusjanne. 

Kun lahtoa rvoina kaytettiin 300 m:n janteista Duck-terasalumiinijohdinta, jossa riippuma 

on 6,3 m (lahtoarvot, kts. kuva 8) saatiin vaakavoiman huippuarvoiksi 23 kN hetkella 

t = 0,94 s, 32 I<N hetkella t = 1,18 s, 38 kN hetkella t = 1,45 s ja 45 kN hetkella t = 1,69 

s. Kaytetty aika-askel oli 0,0008 s ja massamallina elementille tasan jakautunut massa. 

Voima Ho = 20,6 kN on lahtoarvoissa pisteessa E vasemmalle vaikuttava vaaka voima 

joka poistetaan hetkella t = 0. p on koyden eli elementtien 1- 10 ja kolmesta osasta 

muodostuvan eristimen 0-E tilavuuspaino (valilla 0 -E on kolme yhta pitkaa elementtia). 

Eristimen pinta-ala on 0,007175 m2, kimmomoduli 2,1·108 N/m2 ja pituus 3 x 0,5 m = 
1,5 m. Koyden muoto alkutilassa on tasapainossa oleva paraabeli, jonka keskipiste K 

on 6,3 m pisteita E ja 16 alempana. Vaaka- ja pystyjousien H ja V (jousivakiot KH ja Ky) 

pituudet ovat 10m. 

Koyden elementin malli oli suora sauvaelementti, jonka jaykkyysmatriisissa on 

tavanomaisen aksiaalisen kimmojaykkyyden lisaksi huomioitu jannitystilasta riippuva 

geometrinen jaykkyys /10/. Jaykkyysmatriisi uusittiin joka 20. askeleella tassa esimerkissa. 

Lahteen /10/ koysilaskelmissa todettiin geometrisen jayl<kyysmatriisin kay ton parantavan 

stabiilisuutta. Samaan suuntaan vaikutti merkittavasti myos keskitetyn massamallin 

(engl. lumped mass) kaytto jakautuneen massamallin kayton asemesta. 
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N :o 4. Ristikon viiriihtely 

GERDA 1-ohjelmalla on tutl<ittu lineaarisesti kimmoisan ristikon varahtelyii (kuva 9). 

Paarteiden pinta-ala on 70 cm2 ja diagonaalien (myos sauvan 1-2) pinta-ala 35 cm2. Kim­

momoduli on 7·109 N/mm2. Ristikon jiinne on 12m, harjakorkeus 1,656 m ja lapekaltevuus 

1:5. Koordinaatit alussa ovat: 

solmu 1 : X = 6,000 m ja y = 0,000 m 

2: 5,230 m 0,610 m 

3: 4,450 m 0,000 m 

4: 3,000 m 1,056 m 

5: 1,750 m 0,000 m 

6: 0,000 m 1,656 m 

Ristikko on y-akselin suhteen symmetrinen. 

Laskelma suoritettiin siten, etta hetkellii t = 0 ristikko on yllii mainittujen koordinaatti­

en osoittamassa muodossa. Samalla alkavat vaikuttaa omapaino ja kuvassa 9a niiytetyt 

pystykuormat yliipaarteen solmuihin alaspiiin: solmussa 2 2666 N, solmussa 4 3633 N 

ja solmussa 6 4244 N ja toisella lappeella samat symmetrisesti. Omapaino lasketaan 

tiheyden (2500 kg/m3) sauvojen pituuksien ja pinta-alojen avulla. Tiheys on huomioitu 

tarkoituksellisesti kuivan puun arvoa suurempana, koska niiin saadaan tiihiin tehtiivaiin 

mukana toimivaksi suurempi pysyvii kuorma todellisen tilan jiiljittelemiseksi. 

Kuvassa 9b on niiytetty pisteen 6 taipuma ja voiman F3 vaihtelu piirturitulostuksena. 

Luku TJ = 100 ilmoittaa tulostuksen tapahtuneen lasketun 100 pisteen avulla "tulostusruu­

tua" kohti (tiissii ajan hetkeen t = 0,32 s asti toinen ruutu on viilillii 0,32-0,64 s). Voima 

F3 saavuttaa arvon n. 43 kN ja taipuma n. 30 mm enimmiiisarvon. Viiriihdysaika on n. 

0,116 s. Kiiytetty aika-askel oli 0,0016 s. Tiissii esimerkissii ei jaykkyysmatriisia muutettu 

lainkaan. 

Tuloksissa todettiin, ettii amplitudi ei muuttunut laskennassa toisinkuin heiluriesimerkissii. 

y5:n vaihtelu muistuttaa sinifunktiota.F3:n vaihteluun tuo siitii poikkeamista ilmeisesti vie­

reisten sauvojen erilainen viiriihtelyn vaihekulma. Tiissiikin tehtiiviissii kiiytettiin keskitetyn 

massan mallia. 

Edellii esitetyt esimerkit ovat kaikki tasotehtiiviii. Ohjelma GERDA I on sittemmin 

muutettu 3-dimensioisten tehtiivien ratkaisuun sopivaksi. Liihteessii /13/ on muutetulla 

versiolla ratkaistu eriis sovellus: yksittiiisen koyden heilahtelu 3-ulotteisessa tilassa koyden 

akselia vastaan kohtisuoran pakkovoiman vaikutuksesta. 
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X 

a) RAKENNEMALLI 
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b) VARAHTELVN KUVAAJIA 

Kuva 9. Esimerkkiristikon rakennemalli (a). Varahtelyn kuvaajia (b). 
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L I IT E 

STABllLISUUDESTA JA VAPAUSASTEMAARASTA 

YHDEN VAPAUSASTEEN VARAHTELIJA 

Kriittinen aika-askel on maaritelty yhden vapausasteen lineaariselle viirahtelijalle 

homogeenisen yhtalon 

mq + cq + kq = 0 (Ll) 

avulla mm. lahteessa /3/. Yhtalon (Ll) kuvaaman varahtelyn ominaiskulmanopeus w 

lk/m ja ominaisvarahdysaika To= 2rr/w. Kriittinen ai l<a-askel on /3/:n mukaan talloin 

.&__To (L2) 
TT 

kun kaytetaan yhtaloiden (7) ja (8) mukaista approksimaatiota num eeriselle a ika in tegroin­

nille. Menetelma on stabi ili , jos laskennan ail<a-askel on pienempi !win kriittinen aika­

askel. Menetelman sanotaan olevan ehdollisesti stabiili (/3/, /12/). 

Kun analysoidaan useamman vapausasteen syst eE:mia, olisi osattava arvioida suurin 

kul manopeus w ko. syst eem issa. Poikkeaako silloin aika-askel vapausastemaaran takia 

(L 2):n anta masta teoreettisesta arvosta? Eras huomionarvoinen vii te aika-askeleen 

valinnassa on Irons'in tutkimus /3/, jonka mukaan systeemin korkein ominaisviiriihdystaajuus 

ei voi ylittaa yksittaisen, korkeimman ominaistaajuuden omaavan elementin 

ominaistaajuutta. Jos valitaan aika-askel sen mukaan, saatetaan joutua kiiyttiimaan liian 

pien ta a ika-askelta. Se hidastaa laskelmien suoritusta. Aina ei kuitenkaan voida valita 

askeleen pituutta stabiiliuden mukaan, vaan se on miiiiriittiivii tarkkuusvaatimuksen 

perusteella. Tiissii liite-osassa tarkastellaan niiitii kahta asiaa eriiiin esimerkin valossa. 

VAPAUSASTEMAARAN VAIKUTUS STABIILISUUTEEN ERAASSA TAPAUKSESSA 

Vapausastemiiiir iin vaikutuksen selvittiimiseksi suoritettiin yksinkertaisen mallin (kuva 

Ll) analyysi vaihdellen elementtimiiiiriiii yhdestii kahdeksaan. Rakennemalli on suora, 

lineaarisesti kim moinen sauva, jonka viiriihtelyn akselinsa suunnassa aiheuttaa hetkestii 
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t =O alkaen toisessa piiiissii vaikuttava vakiovoima F (ks. kuva 12). Voima F antaa viiriihte­

lylle amplitudin. Taajuus miiaraytyy massan m8 ja jaykkyyden k mukaan; m8 = pAl ja 

k = EA/1 (ks. kuva Ll). Rakenne laskettiin GERDA I -tietokoneohjelmalla kiiyttaen 

solmuihin keskitetyn massan mallia. 

a) 1 ol. ~) 2 el. c) 4 el. 

Kuva Ll. Lasketut mallit. 

VOMAF 

0 

Kuva L2. Aktiovoima F. 

d) 6 el. e) 8 el. 

E •2 ·1011 N/m2 

A=0.0001 m2 

I ·10m 

~ "7850 kg!m3 

Laskelmat suoritettiin sellaisten aika-askelrajojen loytiimiseksi, joiden valiin laskelmassa 

todettava kriittinen aika-askel jaa. Naistii pitempi, stabiili aika-askel on merkitty llt2:na 

ja lyhyempi ei-stabiili llt1 :lla. Laskelman ei-stabiilisuus on todettu tietokonelaskelman ai­

kana syntyneena numeerisen laskutarkkuuden ylityksena (overflow). Ajan hetkeii, 

jolloin se tuli esiin, ei ole kirjattu eika sen merkitysta arvioitu. 

Saatuja ala- ja ylarajaa ei etsitty minkaan ennalta asetetun tarkkuustoleranssin puitteis­

sa. Tavoitteena oli loytiia suuntaa-antava tulos kriittisen aika-askeleen muuttumisesta 

elementtimaariia ja siten vapausasteita lisattaessa. 
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Taulukossa 1 on koottu numerotulokset : yhden elementin ominaisvariihdysaika To, teo­

reettises ti l<aavan (12) mukaan odotettavissa oleva stabiilisuusrajan ilmaiseva eli kriittinen 

aika-askel llt, laskennassa saadut, kokeelliset aika-askeleet 6t1 ja 6t2 sekii niiiden lasketut 

suhteet edella mainittuun teoreettisesti saatuun askelpituuteen. Varahdysajat To on lasket­

tu analyyttisesti kaavasta To= 2rr/w eli To = 2rr / m/k. Siina m = m8 /2n. l\1 assa on a ja teltu 

jaetuksi kahtia sauvan piian solmuille . 1uku n on elem enttimaiira. 

Taulukko 1. 

Suure \ elemen tti mdd rd 1 2 L. 6 8 
Elementin ominaisvdrdhdysaika To 0.00880 0.00440 0.00220 0.00147 0.00110 

Teor. s tab. aika-askelc..l = .J.ft To 0.00485 0002 43 0.001 21 0.00081 000061 

l<o keelli sesti ei- stabii li askel lJ. I 1 0.00 49 0.0019 0.0009 0.0006 0.00045 

Kokee Iii sesti stabiili a skel t:. t 2 0.0048 0. 0018 0.0008 0.0006 0.0001. 

Suhde ~I 1 I 6. 1 teor. 1. 010 0.78 0.74 0.74 074 

Suhd e ~ t 2 I tl. I teor. 0. 99 0. 71. 0.66 0.6 3 0.66 

Kuvassa 13 on piirrettyna taulukon 1 tiedot. Tulos osoittaa, e ttii yhdellii elementilla, 

jolla on 1 vapausaste yhdessa suunnassa, ovat analyytt inen ja laskennassa todettu askel 

19b:n tarkkuudella samoja. Elementti maiiriin lisaantyessii lyhenee aika-askel e n sin nopeam­

min (2, 4 elementt ia) ja sitten hitaam min (6, 8 elementtiii), kuin mita analyyttinen elemen­

t in varahdysaika To antaa odottaa. Kuvan L3 perusteella nayttaa edelleen silta, etta 

kriittinen aika-askelten suhde liihenee jotain raja-arvoa elementtimiiaran yha kasvaessa. 

Sen t utkiminen, voidaanko havainnolle li:iytaa teoreettisia perusteita, jiitetaan avoimeksi. 

1.00 

6. 1 i 
L:. t teor. 

0.50 

olemenHimaara 

1 2 6 8 

Kuva L3. Rajn t , joinen valissa esimerkin stabiili a ika-askel on. 
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STABIILISUUDESTA JA TARKKUUDESTA 

Stabiilisuus on numeeristen integrointimenetelmien kyseessa ollen tarkea peruskysymys 

dynaamisen vasteen analyysissa. Tehtavan laadusta riippuen se voi sisaltaa laajan skaalan 

taajuuksia, korkeita ja alhaisia. Taman arti kkelin esimerkkien laskennassa saatujen koke­

musten perusteella (samoinkuin /1 0/:ssa) nayttiia silta, etta ehdottomasti stabiililla inte­

grointimenetelmalla voitaisiin efektiivisen massan menetelman yhteydessii saavuttaa 

etuja varsinkin tehtavissii, joissa taajuuksien skaala on laaja. Talloin voidaan hyodyntaa 

korkeiden taajuuksien ns . suodattumisilmiota , joka on mainittu mm. lahteissa /3/ ja /12/. 

Jos tarkastellaan tehtavan korkeimpia taajuuksia, ei menetelman ehdottomalla 

stabiilisuudella saavuteta sinansa etua. Talloin menetelman tarkkuus eika stabiilius maaraa 

kiiytettavan ail<a-askeleen. Kuvassa 14 on esimerkkina esitetty piirturituloksina kaksi 

samalla tarkkuudella laskettua, mutta eri jaolla tulostettua kuvaajaa . Toisessa on 3.1 

pistetta (kuva 14a) ja toisessa 11.1 pistettii (kuva 14b) varahdysaikaa To kohti 

(varahtelijana kuvan 11 sauva). Selviistikin kuvan 14a tarkkuus on riittamaton. Kaavan 

(12) mukainen kriittinen aika-askel on n. 0,55 To, eika se tulostustarkkuutena myoskaan 

voi olla riittiiva. 
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Kuva 14a. Piirtotarkkuus 2 5 pistettii/ 

0,32 s eli 3.1/To. 
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14b) Piirtotarkkuus 100 pistetta/ 

0,32 s eli 11.1/To. 



JOHTOPAATOKSET 

Nayttaii silta, etta tehtiiviin vapausastemaiiralla on selva vaikutus numeerisen integroin­

nin tabiilis uuteen. Lasketusta esimerkista voi arvioida, etta havaitun kriittisen aika­

askeleen suhde teoreettiseen saattaa liihestyii jotakin raja-arvoa, kun elementtimaaraa 

kasvatetaan pitaen elementtien ominaisuudet keskeniian yhtiilaisina. 

Analysoitaessa tehtavan korl<eimpia taajuusalueita, ei numeeri sen integroinnin stabiiliu­

den ehdollisuudesta ole sinansii ehdottomuuteen verraten ilmeisesti haittaa tietokonelas­

kennassa. Kriittinen aika-asl<el on kuitenkin varahtelyn kuvaamisen kannalta pituudeltaan 

riittiimati::in varahdysail<aan verrattuna. Viiriihtelyn kuvaamiseen esimerkiksi sinimuotoisena 

tarvitaan aika-askel, joka on 1/10 ... 1/20 ko. viirahtelyn kriittisesUi aika-askeleesta lineaari­

sen kiihtyvyyden menetelmiiii kiiytettiiessii . Analysoitaessa keski- ja alataajuuksia on 

perusteltua arvioida ehdottomasti stabiili integrointi menetelma tehokkaammaksi tietoko­

neen kiiyti::in kannalta . 

Artikkelissa on kuvattu efektiivisen massan menetelmiiii dynaamisen vasteen analyysissii. 

Menetelmii edellytUiii toimiakseen askelmenetelmiinii numeerista integrointia, mutta 

ei ole kuitenkaan sidottu siniinsii esirnerkiksi lineaarisen kiihtyvyyden menetelrniiiin: myi::is 

muita muotoja, kuten esimerkiksi vakiokiihtyvyyttii askeleen aikana voidaan kiiyttiia . 

Jatkotutkirnuksena on kiiynnistetty ehdottomasti stabiilin integrointimenetelmiin kaytti::i 

ko. teorian yhteydessa . 
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