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Tl IVISTELM~: Artikkel issa kasitellaan Saint Venantin vaantoa elementtimenetelmal 
la kayttaen pienimman nelion keinoa. Menetelmassa ovat perustuntemattomina vaan 
tojannitykset. Poikkipinnan kayristymisfunktion ja vaantojannitysfunktion maarit 
tamista varten kehitetaan jalkikasittelymenetelmat. 

JOHDANTO 

Tarkastellaan suoran sarmion vaantoa De Saint Venantin vaantoteorian /1/ otak

sumien mukaisesti. Tavanomaiset numeeriset ratkaisumenetelmat perustuvat formu

laatioihin, joissa joko ns. kayristymisfunktio (engl. warping function) tai sit 

ten ns. vaantojannitys·funktio on perustuntemattomana. Elementtimenetelmaa kay

tettaessa diskretoinnin lahtokohtana ovat vastaavasti potentiaal ienergian mini

min periaate (esimerkiksi lahteet /2/ ja /3/) tai komplementaarisen energian mi 

nimin periaate (esimerkiksi lahteet /2/ ja /4/). Tassa artikkel issa pidetaan 

perustuntemattomina suoraan vaantojannityksia, joita koskeva yhtalosysteemi rat 

kaistaan elementtimenetelmaa ja ns . modifioitua pienimman nel ion keinoa /5/ kayt 

taen. 

Saadun vaantojannitysratkaisun ominaisuudet mahdoll istavat yksinkertaisen 

vi ivaintegrointi in perustuvan menettelyn, jolla voidaan jalkikateen maarittaa 

seka kayristymisfunktio etta vaantojannitysfunktio. Tiettavasti esitettya mene

telmaa ja siihen liittyvaa jalkikasittelymenetelmaa vaantoprobleeman ratkaisemi 

seksi ei ole aikaisemmin esitetty. 

Tyo kuuluu osana Teknil lisen korkeakoulun mekaniikan laitoksella vireil laan 

olevaan tutkimukseen, jossa selvitellaan erilaisten jaannosmenetelmien ja pienim

man nel ion keinon kayttoa elementtimenetelmassa /5/, /6/, /7/, /8/, /9/. 
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y,v 

x,u 

Kuva 1. Vaantomomentin MT rasittama sauva. 

VAANNi:iN YHTALi:iT 

Eraita lausekkeita 

De Saint Venantin vaantoteorian /1/ mukaan sauvan (kuva 1) si irtymakomponen

tit ovat muotoa 

u = -0yz , v = 0XZ ' w 0<j>(x,y) , ( 1 ) 

missa 0 on vaantyma ja 4> on ns. kayristymisfunktio. Teoria olettaa, etta sauvan 

poikkileikkaus ei muuta muotoaan ja etta sauvan akselin suuntainen siirtyma won 

sama kaikissa poikkileikkauksissa. Lineaarisen kimmoteorian siirtymien ja muo

donmuutoskomponenttien valisista yhtaloista ja si irtymaotaksumasta (1) seuraa, 

etta ainoat nollasta eroavat muodonmuutoskomponentit ovat Yxz ja Yyz ja nii lle 

saadaan lausekkeet 

au aw a<t> 
yx az- +-= 0(- - y) ax ax 

(2) 
av aw 0(.£1 + x) yy -+-= 

' az ay ay 
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miss§ on k§ytetty lyhennysmerkint6j§ y = y jay y . lsotrooppisen aineen x xz y yz 
yleistetyst§ Hooken laista ja tuloksista (2) seuraa edelleen, ett§ ainoat nollas-

ta eroavat j§nnityskomponentit, ns. v§§nt6j§nnitykset, ovat Txz = Tx ja Tyz Ty 

ja ni ille saadaan lausekkeet 

T Gyx G0(~ -y) 
X ax 

( 3) 

Gyy 
acp T G0(- +x) y ay 

V§§nt6j§nnitysten reuna- arvoprobleema 

Sijoittamal la kimmoteorian tasapainoyht§16ihin ainoat nollasta eroavat j§nni 

tyskomponentit T = T ja T = T seka otaksumalla, etta sauvaan ei vaikuta xz x yz y 
tilavuusvoimia, nahda§n x- ja y- akselin suuntaisten yht§16iden toteutuvan ident-

tisesti ja z- aksel in suuntainen yhta16 saa muodon 

aT ()T 

....2..+----1=0 
ax ay alueessa A • ( 4) 

T§ta yht§16a nimiteta§n v§ant6j§nnitysten tasapainoyht§16ksi ja alue A merkitsee 

sauvan poikkipintaa (kuva 2). 

y 

Kuva 2. Sauvan poikkileikkaus. 

_,. 
e 

_,. 
n 

X 
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Ratkai s taan ens immai ses ta yhtali:i sta (3} t e rmi a.p/ ax j a toi sesta t e rmi a.p/ay 

(k s . ka ava t (?)) . Derivoidaan a.p / ax y : n s uh teen j a a.p/ay x :n suhteen. Syn t yvil 

la l ause kke illa tul ee oll a sama arvo. Ta s ta ehdos t a saadaan yhtali:i 

a-r 
_y_
ax 

a-r 
X 

ay - 2G 0 a lueess a A • (5) 

Liukuke rroin G on otaksu t tu tassa paikan suht een va kioks i . Yhtali:i (5) on vaan

ti:ij annitysten kompa tibil it eettiehto. 

Kirjoittamall a kimmoteori~n reunae htoyhtali:it sauvan s ivupinnalla , sijoittamal 

la niihin ainoat nolla s t a e roavat jannity skomponentit -r = -r ja-r = -r seka xz x yz y 
otaksumalla sauvan sivupinta kuormittamattomaksi nahdaan x- ja y- akselien suun-

taisten yhtaloiden toteutuvan identtisesti ja z- aks e l in suuntainen yhtali:i saa 

muodon 

T _ n-r +n-r 
n X X y y 0 reunalla s , (6) 

missa reuna s merkitsee sauvan poikkipinnan reunakayraa (kuva 2) ja nx ja ny ovat 

sen yksikki:inormaal in komponentit. 

Yhtali:it (4) ja (5) muodostavat ensimmaisen kertaluvun osittaisdifferentiaal i

yhtali:iparin ja yhtali:i (6) vastaavan reunaehdon vaanti:ijannitysten -r ja -r ratkai -x y 
semiseksi. Tassa artikkel issa esitetty pienimman nelii:in keinon mukainen element -

timenetelmaformulaatio vaanti:ijannityskentan maarittamiseksi perustuu naihin yhta-

1 i:ii hi n. 

Kayr .i stymisfunkt ion, vaantUjann i tysfunkt ion ja vaanti:imoment in maar it tam inen, 

kun vaantojannitykset tunnetaan 

Kayristymisfunktiol le .p saadaan yhtali:iista (3) 

a.p 'x I - - - + 
ax - Ge Y • 

a.p ' -= J..-x 
ay Ge 

Ns. vaanti:ijannitysfunktio w maaritellaan kaavoilla 

aljl = --r 

) . 
ax y 

aw = '[ 
ay X 
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Kayristymisfunktio kuvaa vi imeisen kaavan (1) perusteella vakiokerrointa vail 

le aksiaal ista si irtymaa. Vaantojannitysfunktio on funktio, jonka tasavalein 

pi irretyt tasa - arvokayrat karakterisoivat poikkileikkauksen leikkausjannityskent 

taa. · Ni iden suunta yhtyy vaantojann itysvektorin ~ = Txl + TYJ suuntaan ja ni iden 

valinen etaisyys on sita pienempi, mita suurempi on resultoiva leikkausjannitys 

T = /T 2 + T2 ni iden val iJ ]a. 
X y 

Jos kayristymisfunktion arvo pisteessa P: (x ,y) tunnetaan, voidaan sen arvo 
0 0 0 

pisteessa P: (x,y) maarittaa viivaintegraalina 

e ~~)ds 
Y oY 

(9) 

missa ex ja ey ovat integroimi s tien s suuntaisen yksikkovektorin komponentit ja 

integrointi on ri ippumaton tiesta. Vastaava kaava vaantojannitysfunktiolle on 

ip + 
0 I: 

0 

31jl (lljl 
(e -;;-- + e -;;-) ds . 

X oX y oy 

Ottamalla huomioon yhtalot (7) ja (8) saadaan naista 

cj> cj> + 
0 I: [ex(:~+ y) + ey<-~ - x)] ds, 

0 

Iii ~) + I: ( - e T + e T )ds. 
0 X y y X 

0 

( 1 0) 

(11) 

( 12) 

Kaavoja (11) ja (12) voidaan kayttaa kayristymisfunktion ja vaantojannitysfunktion 

maarittamiseen kun vaantojannityskentta on tunnettu. Tassa artikkelissa esitetty 

jalkikasittelymenetelma kayristymis- ja vaantojannitysfunktion maarittamiseksi pe 

rustuu naihin kaavoihin. 

Vaantomomentil le saadaan kuvan 2 perusteella lauseke 

MT = f (T x - T y)dA. 
A y X 

( 13) 

Lauseketta (13) voidaan kayttaa vaantomomentin MT maarittamiseen, kun vaantojanni 

tyskentta on tunnettu. 
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VAANToTEHTAVAN RATKAISEMINEN 

Pienimman nelion keino 

Vaantojannitysten tasapainoyhtaloa (4) ja kompatibil iteettiyhtaloa (5) vastaava 

tavanomainen pienimman nel ion funktionaal i on 

2 ] f [ aT aT 
1T(T T ) =- (-X + __1.) + 

x' y 2 ax ay 

aT aT ] 
(__y_ - X - 2G8) 2 dA. 
ax ay ( 14) 

A 

Lahteessa /6/ on sovellettu taman tyyppista pienemman nelion keinoa kaksidimensi 

oisen kokoonpuristumattoman pyorteettoman ideaalivirtauksen analysoimiseen kayt 

taen nopeuskomponentteja u ja v tuntemattomina. Asianomaiset kenttayhtalot 

au av 
ax + ay = 0 ' ( 15) 

0 (16) 

poikkeavat muodoltaan yhtaloista (4) ja (5) vain siina, etta yhtalosta (16) 

puuttuu vakiotermi. (Vaannon ja pyorteellisen ideaalivirtauksen yhtaloiden vali -

. ·~-., .. ,nen analogia on esitetty esimerkiksi lahteessa /10/, missa sita kutsutaan virtaus

analogiaksi.) Saadut tulokset eivat olleet erityisen tarkkoja. Lahteessa /5/ on 

syyta tahan selvitelty ja esitetty ns. modifioitu pienimman nelion keino, jolla 

on saatu tyydyttavia tuloksia. Tassa artikkel issa esitetaan lyhyesti tahan modi 

fioituun pienimman nel ion keinoon johtanut ajatuskulku lahdetta /5/ lainaten -

kuitenkin vaantoprobleemaan liittyvana - ja muodostetaan elementtimenetelmayhta

lot vaantojannitysten ratkaisemiseksi. Esille tulee myos joitain seikkoja, jotka 

yksinkertaistavat menettelyn ennestaankin yksinkertaista laskentatekniikkaa. 

Helposti voidaan osoittaa, etta funktionaalia (14) vastaavat Eulerin yhtalot 

ovat 

alueessa A, (17) 

alueessa A, (18) 

aT aT 
__1. X 

ax - -ay - 2G8 0 reuna 11 a s, ( 19) 
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kun luvallisilta T :lta ja 1 :lta vaaditaan, etta ne toteuttavat reunaehdon (6). 
X y 

Yhtalot (17) ja (18) eivat siis ole samat kuin yhtalot (4) ja (5). Ne sisaltavat 

kuitenkin paaosan naiden informaatiosta. Tama nahdaan siita, etta yhtalo (17) 

saadaan derivoimalla yhtalo (4) osittain x:n suhteen ja yhtalo (5) y:n suhteen 

ja vahentamalla nain saadut yhtalot toisistaan. Vastaavasti yhtalo (18) saadaan 

derivoimalla yhtalo (4) osittain y:n suhteen ja yhtalo (5) x:n suhteen ja Iaske

malia nain saadut yhtalot yhteen. Alkuperaisten yhtaloiden sisaltamasta informaa

tiosta on kuitenkin jotakin kadonnut . Tama puute pyritaan korjaamaan seuraavasti. 

Jaetaan probleeman maarittelyalue osa -alueisiin ja muodostetaan rajoiteyhtaloita, 

jotka vaativat, etta yhtalot (4) ja (5) toteutuvat keskimaarin kussakin osa - alu

eessa. Tassa nama osa - alueet valitaan samoiksi kuin elementit. Rajoite - ehdot 

ovat si is muotoa 

(20) 

0 (21) 

jane sisallytetaan alkuperaiseen pienimman nelion funktionaaliin Lagrangen ker

tojia kayttaen. Nain saadaan ns. modifioitu pienimman nelion funktionaali 

(22) 

Todettakoon, etta T (x,y) ja 1 (x,y) ovat tuntemattomia funktioita, mutta 
] ] 2 X . y 

>- 1, >- 2 , >- 1, ... tuntemattomia vakioi ta. 

Elementtimenetelmayhtalot 

Approksimoimalla vaantojannityksia T (x,y) ja T (x,y) C0
- jatkuvalla elementti -x y . . 

menetelmaapproksimaatiolla 
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A 

T 
X 

T y 
) (23) 

L N.T . 
I XI 

L N.T . 
1 y1 

ja asettamalla stationaarisuusehdot solmuparametrien T . ja T . seka Lagrangen 
XI y1 

kertojien A~ ja A~ suht een saadaan t ulokseksi lineaarinen yhtaloryhma 

K a = R , (24) 
F<J~ 

missa ~on solmuvaantojannityksista Txi ja Tyi seka Lagrangen kertojista muodos 

tettu pystyvektori ja kerroinmatriisi ~ ja pystyvektori! saadaan vastaavien ele 

menttimatriisien Ke ja elementtipystyvektorien Re alkioista tavanomaisesti kokoa -
F<J ~ 

malla. Koska Lagrangen kertojia on kaksi kappaletta kuten solmuvaantojannityksia -

kin, on kokoamista silmallapitaen kaytannollista ajatella, etta kussakin elemen

tissa on yksi ylimaarainen solmu, jossa on vapausasteina ao. elementin Lagrange'n 

kertojat. Taman solmun on seuraavassa oletettu sijaitsevan elementin solmunume 

roinnin viimeisena. Elementtimatriisi Ke on tyyppia 2(n+1) x 2(n+l), missa non 
F<J 

elementin varsinaisten solmujen lukumaara ja se muodostuu seuraavista 2x2 alimat -

riiseista 

[" aN. aN. aN. aN. aN. aN. "] J a~~ 
___.!. + I ___.!. I ___.!. I _ J 

ax Ty ay Tx ay -Ty ax 
K:. aN . aN. aN. aN. aN. aN. ~ dA l'<ll J 

Ae _I ___.!. I ___.!. I ___.!.+ _ _ I 

ay ax - Tx ay Tx ax ay ay 

( i ,j = l, ... , n) , (25) 

['" -~] I 

Ke f-ax ay dA (i l, ... , n) , (26) 
~i ,n+l 

Ae 3 aN. 
I 

ay Tx 

[" ~] Ke .. I.~ ay dA (j l, ... , n) , (27) 
F<Jn+ I 'J aN. ___.!. ___.!. 

ay ax 

[ 
0 0 l Ke (28) F<Jn+ l ,n+ l 
0 0 
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Elementtipystyvektori Re on tyyppia 2(n+l)xi ja se muodostuu seuraavista 2xl ali

pystyvektoreista 

R. 2G8 
~I 

~+1 

I - a~~ ! aN . ) 

A
e 1 

+ -ax 

( 0 } l 1 

dA (i 1, ... , n) , 

Kayri stym i sfunktion j a vaantojann i tysfunkt ion maari ttaminen 

(29) 

(30) 

Seuraavassa esitetaan kaavoihin (11) ja (12) perustuva jalkikasittelymenetelma, 

jolla voidaan maarittaa kayristymisfunktiolle ¢(x,y) ja vaantojannitysfunktiolle 

~(x,y) approksimaatiot, kun vaantojannitysten T (x,y) ja T (x,y) approksimaatiot 
X y 

(23) tunnetaan. 

Naiden suureiden maarittamiseksi voitaisiin myos kehittaa pienimman nel ion kei

noon perustuva menettely, jonka tyyppista on kaytetty lahteess a /11/ siirtymien 

maarittamiseksi muodonmuutoksista . Menettelya vastaavat elementtimenetelmayhtalot 

tul isivat olemaan muodoltaan samantyyppiset kuin lahteessa /12/ on esitetty s uo

tovirtauksen virtafunktion maarittamiseksi virtaamanopeuskentasta. Ratkaistavak

si tulisi kaksi lineaar ista yhtaloryhmaa, joi ssa olisi yhta monta tuntematonta 

kuin elementtiverkossa on solmuja. Tassa artikkelissa esitettavassa menettelyssa 

ei sitavastoin yhtaloryhman ratkaisemista tarvita. 

Tarkan vaantojannityskentan perusteella kaavoista (11) ja (12) lasketut ¢ ja ~ 

ovat luonnollisesti integroimistiesta riippumattomia. Jos sensijaan kaavoja (11) 

ja (12) kaytetaan vaantojannitysten approksimaatioita ~ (x,y) ja ~ (x,y), vastaa-
ft X ~ y 

vien kayristymisfunktion <P (x,y) ja vaantojannitysfunktion ~(x,y) maarittami -

seen ei tulos yleisessa tapauksessa ole integroimistiesta riippumaton. Seuraa

vassa osoitetaan kuitenkin, etta tassa artikkelissa esitetylla modifioidulla pie 

nimman nel ion keinolla maaritetyista vaantojannityksista ~ (x,y) ja ~ (x,y) kaa-
Ax A y 

vojen (11) ja (12) avulla elementtien reunoil la la sket ut ¢:n ja v:n arvot ovat 

integroimistiesta ri ippumattomia, kun integrointi s uoritetaan pitkin elementtien 

reunoja. Tarkastellaan kayristymisfunktion $ arvon maarittamista pisteessa P 

(kuva 3), kun sen arvo pisteessa P tunnetaan, kayttaen integroimisteita sJ ja 
0 

s". lntegroimistieta s' kilyttaen saadaan 
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AI 
cp cp + 

p J 
s' 

p 
0 

Kuva 3. Kaks i int egroimi s ti e t a s ' j a s 11 kayri s tymis 
funktion ~ a rvon maarittami se ks i . 

[ex(~~+ y) + ey(~~- x) ]ds 

ja integroimistieta sll kayttaen 

All 

f fe (~~ + y) 
T 

]ds cp + cpo + + e (---.l - x ) 
L X - y G0 

sll 

jos t a saadaan ede lleen 

A 
All 

J [ex(~~+ 
T 

Jds cp cp + y) + e (---.l - x) 
0 y G0 

s' 

f [ex (~~ + 
T 

Jds + y) + e (---.l - x) 
' y G0 

(31) 

(32) 

(33) 

mi s sa jalkimmainen integrointi tapahtuu kay rien s ' ja s 11 rajoittaman pinnan A* 

ympari. Kaavan (33) jalkimrnai s ta int egraali a voidaan muokata seuraavasti 
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i [e (
1

x + y) + e (~ - x)lJ ds j x GG y GG 

f [- a (Tx + y) + ~ (~ - x) l dA ay GG ax GG J 
A* 

a~ a~ 

f l (___y - ~ - 2GG)dA 
GG ax ay 

A* 

0 . 

a1 
~- 2GG)dA 

ay 

Yhtaloketjun (34) ensimmainen yhta s uuruus seuraa sijoituksista e =- n ja 

(34) 

X y 
e = n , missa n jan ovat pinnan A* reunan yksikkonormaalin komponentit ja y X X y 
toinen yhtasuuruus seuraa Gaussin lauseesta. Summaus yhtaloketjun viidennessa 

lausekkeessa tapahtuu yli pinnan A* elementtien ja vi ides yhtasuuruus seuraa ra

joitusehdosta (21). Nain siis kaavan (33) viimeinen termi haviaa ja cjl' = cjl" 

Vastaavalla tavalla voidaan todistus suorittaa myos funktion ~ osalta . 

Val itaan kayristymisfunktiolle cjJ (x,y) ja vaantojannitysfunktiolle ~(x,y) myos 

co - jatkuvat approksimaatiot 

A 

I ) 
cjJ N. cjli I 

(35) 
A 

L ~~ N. \~ i I 

missa muotofunktioiden Ni asteluku on joko sama tai yhta astetta ~orkeamp! kuin 

vaantojannitysapproksimaatiossa (23) . Ylla esitetyn perusteella cjl:n tai ~:n solmu

arvo voidaan maarittaa elementtien rajaviival la sijaitsevassa solmussa yksikasit 

teisesti integroimalla pitkin sopivaa elementtien rajaviivoista muodostuvaa reit 

tia. Solmuarvolle elementin sisasolmussa ei sensijaan saada tasmallisesti yksi

kasitt e ista integrointitiesta ri ippumatonta arvoa. Jos kuitenkin ens in maarite

taan solmuarvot elementin reunasolmuissa ja sitten kunkin sisasolmun solmuarvo 

integroimal la pitkin sopivaa ao. element in sisalla sijaitsevaa reittia lahtien 
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jostain reunasolmusta, saa daan myos elementin sisasolmujen solmuarvoi lle kaytan 

nHll isesti katsoen yksikasittei set arvot. 

Jott a j a lkika s itt e lymenetelma ~:n ja ~ :n so lmuarvojen maarittamise ksi ol i s i 

ma hdollisimman helppokayttoinen, tulisi sen valita integroimistiet automaattises 

ti ilman naihin 1 i ittyvien 1 isalahtotietoj e n antamista. Automaattine n integroin 

ti v6idaan toteuttaa seuraavalla tavalla. 

1° Etsitaan elementti, jonka vahintaan yhden nurkkasolmun solmuarvo tunnetaan 

(ts . on annettu tai maaritetty aikaisemmin) ja jonka yhden tai useamman sol 

mun solmuarvoa ei ole viela maaritetty . Jos tallai sta elementtia ei loydy , 

lopetetaan. 

2° Maaritetaan ao. elementin reunasolmujen solmuarvot lahtemalla liikkeelle 

nurkkasolmusta, jonka solmuarvo on tunnettu ja kiertamalla elementti esimer 

kiksi vastapaivaan. Saman tyyppinen viivaintegrointi, jota tarkastellaan 

yksityiskohtaisemmin jaljempana, toistuu kullakin elementin sivulla. 

3° Maaritetaan ao. element in sisasolmujen solmuarvot seuraavasti: Lahdetaan 

1 i ikkeelle reunasolmusta, jolla on sama luonnol 1 isen koordinaatin n (tai s ) 

arvo kuin yhdella tai useammalla sisasolmulla ja maaritetaan ao. sisasol~ujen 

solmuarvot integroimalla pitkin suoraa n = n 
0 

(tai s = s ), missa n 
0 0 

(tai ·s) on ao . luonnollisen koordinaatin arvo. 
0 

Toimenpide toistetaan kunnes 

kaikkien sisasolmujen solmuarvot on maaritetty. 

4° Palataan kohtaan 1° . 

Yhden funktion ¢ ja funktion ~ solmuarvon tulee olla etukateen annettu ja ao. sol 

mujen edel lytetaan tassa olevan nurkkasolmuja. Viivaintegrointitehtavaa, joka 

esiintyy seka elementin reunoilla (vrt. kohta2°)etta sensisalla (vrt. kohta 3°), 

on luonnehdittu kuvassa 4. Ajatellaan, etta olemme integroimassa pitkin kayraa, 

jolla sijaitsevat solmut 1, ... , n ja joilla on yhteinen n - koordinaatti n
0 

ja 

etta olemme paasseet solmuun i , jota vastaava ¢:n solmuarvo ¢. on si is tunnettu. 
I 

Kaavan (1 1) perusteella seuraavalle solmuarvol le saadaan 

¢i+l ¢. + 
I 

s i+l 
( r T T ] 
J L e)G~ + y) + ey (-d - x) ds , 
s . 

I 

(36) 

missa si ja si+l ovat solmujen 

yhteydet 

ja i+l asemat integroimiskayralla. Toteamalla 
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Kuva 4 . 

dX 
ex ds = dx = ()~ d ~ , 

i;=- 1 
• So1mu 

X lntegroimis 
pi ste 

Viivaint egrointi pitkin kayraa, jolla n 

e ds = dy = ~ d~ 
y d~ 

n . 
0 

(37) 

voidaan suorittaa int eg roimismuuttujan vaihto, jonka tu1oksena kaava (36) saa muo

don 

- 1+ 2-i
n- 1 

- 1 + 2 _i_:J_ 
n- 1 

(38) 

A 

Vastaava11a tava11a saadaan kaavasta (12) lahtien ~ : n solmuarvoi11e integroimis -

kaava 

- 1+2 - i
n-1 

(39) 

lntegroinnit kaavoissa (38) ja (39) voidaan suorittaa numeerisesti Gaussin kaavaa 

/4, s. 198/ kayttaen. lntegroimisa1ue ei nyt kuitenkaan ole tavanomainen (- 1,1) 

vaa n (-l+Z(i-1)/(n-1), - 1+2 i /( n- 1)) . Saada an heliJosti se urnavat 1o;Ju11i se t 

kaavat 
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(40) 

(41) 

joi ssa 

-
- n+2i+l;k 

' l;k = n- 1 (42) 

Kaavassa (40) - (42) ~k ja ~k ovat k:nnen integrointipisteen painokerroin ja ~ -

koordinaatti tavanomaisessa v~1 i 11~ (-1 ,1) tapahtuvassa integroinnissa /4, s. 198/ 

ja wk ja ~k n~m~ suureet, kun integroimisv~1i on (- 1+2(i - 1)/(n- 1), - 1+2i/(n - 1)). 

K~ytt~m~11~ riitt~v~~ m~~r~~ integrointipisteit~ saadaan integroimistu1os i1man 

virhett~. 

v~~ntombiventin . laskeminen 

V~~ntomomenti11a saadaan kaavan (13) perusteella kaava 

;.;r = I J cr x - ~ y) dA 
e e Y x 

A 

(43) 

Reikien k~sittely 

Jos sauvan poikkipinnassa on reiki~, tu1ee v~~ntoj~nnitysten toteuttaa kutakin 

reik~~ kohti yksi lis~yht~lo /1/. T~m~ syntyy ehdosta, ett~ aksiaa1isen siirty

m~n w = Gcjl tulee o11a jatkuva kierrett~ess~ rei~n ymp~ri. Ehto on 

T dw = T dVJ ds 
ds - 8 f dcjl ds 

ds 0 (44) 

s s s r r r 

eli 

f (e acp + 
X dX 

e l.T.) 
Y ay 

ds 0 (45) 

5 r 
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missa ex ja ey ovat reunakayran sr suuntaisen yksikkovektorin komponentit. Lau

sekke iden (7) sijoitus ehtoon (45) antaa muodon 

s 
r 

mi ssa 

T + e T )ds 
X y y 

A = J.. l (e x - e y)ds 
r 2 J y X 

s 
r 

2G0A 
r (46) 

(47) 

on rei an r pinta-ala. Tulos (47) voidaan nayttaa toteen seuraavasti. 

f (eyx - e y)ds 
X f (nxx + n y)ds 

y 
5 5 r r 

(48) 

J (~ + _£y)dA = r 2dA 
dX ()y j 

2A 
r 

A A r r 

Yhtaloketjun (48) en5immainen yhtasuuruus seuraa sijo ituksi5ta e ~ -n ja ey = n x y x' 
mi55a n jan ovat reian reunan yk5ikkonormaal in komponentit ja toinen yhta5uuruu5 

X y 
5euraa Gau55in lau5ee5ta. 

Reikaa ko5keva rajoite-ehto (46) otetaan huomioon Lagrangen kertoja-menettelyl

la . Funktionaaliin (22) tulee kutakin reikaa r kohti li5atermi 

5 
r 

T + e T )d5 - 2G0 A 
x y y r 

(49) 

mi5sa Ar on ao. Lagrangen kertoja. Syntyvat di5kreetit rajoiteyhtalot 5itovat 

toisi insa kyseiseen reikaan I i ittyvat vaantojannitysten solmuarvot, jonka seurauk-

5ena kerroinmatri isia ei enaa saada kauttaaltaan nauhamaiseksi. Jos kuitenkin 

reiki in li ittyvat diskreetit rajoiteyhtalot sijoitetaan yhtaloryhmaan vi ime iseksi, 

keskittyvat nol lasta eroavat kerroinmatri i5in alkiot toisaalta paadiagonaal in la 

heisyyden ja toisaalta vi imeisille vaaka ja pystyriveil le. Nain syntyneen yhtalo

ryhman ratkaisemiseen on ta5sa kaytetty ratkaisijaa, joka ottaa huomioon kerroin

matri is in symmetrisyyden ja taman tyyppisen kaksoisnauhamaisuuden /13/. Toinen 

17 



mahdollisuus on kayttaa ns. aarivi ivaratkaisijaa (engl. skyline solver) /14/, 

jolloin muutama paljon muuttujia sisaltava yhtalH ei viela lisaa paljon ratkaisuun 

vaadittavaa laskenta - aikaa. 

SOVELLUTUKSIA 

Kolmiopoikkipinta 

Tarkastellaan kuvan 5 esittamaa tasasivuisen kolmion muotoisen poikkipinnan 

vaantHa. Lahteessa /10, s. 609/ esitetyt analyyttiset ratkaisut suurimmalle 

vaantHjannitykselle kolmion sivujen keskipisteissa ja vaantHmomentille ovat 

T 
max 

0 = -q G0a ~ 0,433013 GGa 

y 

X 

1- a ·I 
Kuva 5. Tasasivuisen kolmion muotoinen poikkipinta. 

(50) 

~ 4 4 
MT = ~ GGa ~ 0,0216506 GGa (51) 

missa a on kolmion sivujen pituus. Tehtava ratkaistiin symmetriaa hyvaksi kay

taen tarkastelemalla alueen kolmannesta ja kayttaen vain yhta yhdeksansolmuista 

Lagr.angen nelikulmioelementtia (kuva 5). Tulokset yhtyivat pyHristysvirheita lu

kuunottamatta analyyttiseen ratkaisuun. 
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Nel iopoikkipinta 

Neliopoikkipinnan vaantotehtavan analyyttinen ratkaisu on esitetty myos lah 

teessa /10, s. 612 ja 613/ . Suurin vaantojannitys nelion sivujen keskipisteissa 

ja vaantomomentti ovat 

T max GGa [ 1 - ~2 ( ___ l ___ TI + 2 
1 

3n + 2 
1 

Sn + ·· ·)] 
" cos~ 3 cos~ 5 cos~ 

RJ 0,675314 G0a 

4 G0a r ~ - 64 (tanh~+~ tanh 3TI +~tanh 2
5TI + ·· · )Jl 

L 3 TIS 2 35 2 55 

RJ 0,140577 G0a 4 

missa a on nelion sivun pituus. (Huomautettakoon, etta leikkausjannityksen 1 

1 ikiarvo lahteen /10/ kaavassa (748) on epatarkka.) 

(52) 

(53) 

max 

Tehtava ratkaistiin seka neli - etta yhdeksansolmuisella Lagrangen nelikulmio

elementilla neljaa eri verkon tiheytta kayttaen (kuva 6). Symmetriaa kaytettiin 

hyvaksi kuvan 6 esittamal la tavalla. Tuloksista on laskettu virheet 

e 
1 

A 

1 1 max - max 
1 max 

(54) 

(55) 

ja kuvissa 7 ja 8 neon esitetty suhteellisen verkontiheyden h/a funktiona. Nai 

den log - log viivojen kulmakertoimet antavat suppenemisnopeudet p
1 

ja PM leikkaus 

jannityksen 'max ja vaantomomentin MT suhteen /15/. (Suppenemisnopeudella p ymmar 

retaan eksponenttia lausekkeessa e S C(h/a) P, joka antaa arvion virheelle e 

suhteellisen verkontiheyden h/a funktiona.) Kolmen tiheimman verkon antamat sup 

penemisnopeudet arvioitiin kuvien perusteel la. Tulos on esitetty taulukossa 1 · 

Taulukko 1. Suppenemisnopeudet neliopoikkipinnalle. 

Elementti 

Ne 1 i so 1 mu i nen 

Yhdeksansolmuinen 

1. 7 

2.9 

2.1 

3.0 
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h 1 
a-=z 

h 1 
a-= 1! 

h 1 
a- =-s-

h 1 
a- = T6 

Ne l i solmuinen 
e lement t i 

I. a 

h 
r-1 

h --n-

Yhdek san solmuin en 
e l ement t i 

• 

• 
• 

a 

h 
M 

• 

• 
• 

h - n--

Kuva 6. Elementtiverkot nel iopoikkipinnal I e. 



0 

0 

- I f' 
-2 

1 " 
... Ll/0 0> 

~ 

-) 

/ 
-~ --n-- N e I i so I mu i nc n 

elementti 

-0-- Yhdenksansolmuincn 
elementti 

- I . 0 - 0. s 0 . 0 

log(~) 
a 

Kuva 7. Log - log kuva vaantojannityksen 'max 
virheesta e, suhteel 1 isen verkontiheyden 
h/a funktiona. 

y 

:>: 

" "' 0 

- I 

-2 

-3 

-~ --[~-- tJc l i so lmuin cn 
e 1 cmc nt l i 

_r, __ Yhdeksansolmuin cn 

e I cment t i 

- I . 0 -0. s 0 . 0 

Kuva 8 . Log-log kuva vaantomomentin 
MT virhees ta eM suhteell isen verkon~ 
tiheyden h/a funktiona. 

X 

a/2 

Kuva 9. Ympyrarengaspoikkipinta. 
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Ympyrarengaspoikkipinta 

Ana1ysoima11a kuvan 9 mukaisen ympyrarengaspoikkipinnan vaantotehtava testat

tiin re iki en kasitte1ytavan ja jH1kikas itte1ymenete1mien toimivuutta . Ana1yytti 

set ratkaisut tangentiaa1 ise11e 1eikkausjannitykse1 1e, vaantomomenti11e, kayris

tymisfunktio1 1e ja vaantojannitysfunktio11e ovat 

T 
tp G0r (56) 

MT 
151T 4 

1 ,47262 G0a 4 
32 G0a Rl (57) 

<I> 0 (58) 

G0 (a2 2 ip =z- - r ) 
' (59) 

Tehtava ratkaistiin kahta yhdeksanso1muista Lagrangen ne1iku1mioe1ementtia 

kayttaen kuvan 9 esittamassa a1ueessa. Tangentiaa1isen 1eikkausjannityksen, 

kayristymisfunktion ja vaantojannitysfunktion so1muarvot yhtyivat pyoristysvir

heita 1ukuunottamatta ana1yyttiseen ratkaisuun. Vaantomeomenti 11e saati in arvo 
" 4 MT Rl 1 ,47032 G0a . 

I, 5o 
0.2a 

Kuva 10. L-profiili. 
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Kuva 11. Ak sel i, jossa on kaks i 

reikaa ja yksi ura. 



L- profi il i ja akseli 

Lopuksi analysoitiin kuvan 10 mukainen paksuhko L- profi i li ja kuvan 11 mukai 

nen pyorea akse l i, j ossa on kaks i s ymme tri sest i si j a i tsevaa re ikaa ja yksi ura . 

L- profi il in analysoimiseen kaytetti in 29:aa 9- solmuista Lagrangen elementtia. 

Aksel in symmetrisen puolikkaa n analy so imi seen kaytettiin 59:aa 8-solmuista 

Se rendip-e lementtia . Tulokset on es itetty graafisessa muodoss a kuvissa 12 • .. 17. 

Kuva 12. Dimensiottoman resultoivan 

leikkausjannityksen t/ (G0a) tasa -

arvokayrat 0,1 : n valein; L-profiili. 

Kuva 13. Dim ens iottoman kayristymis 

funkt ion cf>/a 2 tasa arvokay;·at 0,05:n 

valein; L- profiili. 
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Kuva 14. Dimensiottoman vaantojannitys 

funkt ion .lji /(Gei ) tasa -a rvokayrat 0,005:n 

valein; L-profiili. 

HUOMAUTUKSIA 

Kuva 15. Dimensiottoman resultoivan 

l e ikkau sjann ityksen 1/(r.ea) tasa-

arvokayrih 0,1 :n valein ; aksel i. 

Toinen mahdo11 isuus sisa11yttaa rajoite-ehdot (20) ja (21) funktionaa1iin (14) 

on sakkofunktiomenette1y, jo11oin modifioitu funktionaa1i on 

24 

1 f [ dT X dT 2 aT dTX 21 
n(Tx' T ) =- (- + ___]_) + (___1. - ~y-- 2G0) J dA y 2 ax ay ax 0 

1 
J 

2 2 
aT X ~JI } - ay - 2GEl)dA (60) 



Kuva 16. Dimensiottoman ka yr is tymi s- Kuva 17. Dimens iottoma n vaant1ijan --

f k · 1 2 k "" •. 0 005 un t1 on .p a t asa- arvo ayrat , : n ni ty s funkt ion ~~ /(G0a 2 ) tasa -arvo --

v a l e i n ; a k se l i . kayrat 0,01 :n val e in; aksel i. 

missa sakkokerroin a on val ittu kullekin rajoite - ehdoll e samaks~. Lagrangen kerto

jat jaavat pais tuntemattomien joukosta ja tuntemattomien lukumaara ja kerroin 

matri is in nauhanleveys pienenee . Tietokone - ohjelmasta tulee my1is yksinkertaisem

pi. Lahteessa /5/ on saatu sakkofunktiomenettelya kayttamalla ideaalivirtaus

tapauksessa hyvia tuloksia, joten menettely toimisi todennak1iisesti my1is vaant1i 

tapauksessa. 

Yhtaloiden (20) ja (21) rajoite- ehdot seurasivat vaatimuksesta, etta yhtaloi 

den (4) ja (5) tul i olla keskimaarin voimassa kussakin elementissa. Saatiin sii s 

kaksi rajoite- ehtoa per elementti .. Ei ole itsestaan selvaa, etta tama olisi aina 

sopivin valinta. Tata seikkaa ei ole viela tutkittu riittavasti. Luonteva yhta 

l1iiden (20) ja (21) yleistys olisi 

(i l, ... ,m) (6 l) 

J 

dT dT 
w~, (~ + --Y)dA = o ax ay Ae 

dT 
ayx - 2GG)dA 0 
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miss~ W~:t ovat e l ementeitt~in m~~r iteltyj~ painofunktioita jam on niiden luku -
1 

m~~r~. (Jotta j~lkik~sittelymenetelm~n kHytHn edellytyksen5 olevat ehdot (20) ja 

(21) toteutuisivat, tulisi painofunktioiden W~ olla sellaisia, ett5 niiden Jine-
1 

aarikoordinaationa voitaisiin saada vakioarvo I e lementin a luee lla) . Koska rajoi -

te - ehtojen m5~r5 n~in li s~5 ntyi s i ol i s i mielek~st5 sove lt aa sakkofunkt iomenette l y~, 

jolloin modifioitu pienimm~n nel ion funktionaali olisi 

!lt at 2 at at . 2 

= t f [ 'TT(T ' T ) (~ + _Y) (---Y X 
2GEJ) ] 

dA 
+ - ay-

X y ax ay ax 
A 

m 

{ [ J w~ 
at at 12 

Cl. I I +- (~ + _i)dAJ 
2 i=l ax ay e Ae 

r f e 
aT at 2 

Ia/ 
X 

- 2GEl)dA ] } (62) + l wi ay 
Ae 

Funktionaal i (62) johtaa mi ltei yht~ yksinke rtaiseen formulaatioon kuin funktio 

naal i (60), joka on edell isen erikoistapaus, kun m = I jaW~= I. 
I 

Jos poikkipinnan reunalla on karki~, v55ntoj5nnitykset vaihtelevat voimakkaas -

ti ni iden ymp5ristoss5. Kuperissa k5rj i ssa resultoiva vaantojannitys tulee teo

rias sa ~5rettom5ksi ja koverissa lyhye lla matkalla nollaksi, jos kulma ei poikkea 

paljon arvosta 'TT. Taten k5rkien k5sittely on numeerisesti ep5tarkkaa ilman modi 

fioin te ja. L5hteessa /16/ ideaal ivirtauksen yhteydess5 k5ytetty k~rkien k5sitte

lytapa, jolla on saatu hyvia tuloksia, on sovel lettavissa myos vaantotehtav~5n. 
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