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Tl IVISTELM~: Kirjoituksessa on esitetty menetelma tasokehien geometrisesti epa-
1 ineaarisen kayttaytymisen analysoimiseksi tietokoneella. Sauvoja kasitellaan tai­
vutetun ja aksiaalisesti kuormitetun sauvan teorian mukaisesti. Teoria ottaa huo­
mioon aksiaal isen voiman ja taivutuksen vuorovaikutuksen. Ratkaisumenetelmat ovat 
inkrementaalisia, joissa kuormitus lisataan askeleittain ja joka askeleella laske­
taan rakenteen tangentiaal inen jaykkyysmatri isi. Sauvan mukana 1 i ikkuvan koordi­
naatiston asema paivitetaan jokaisen askeleen jalkeen. Tama paivitetty Lagrangen 
menettely sail i i suuret si irtymat ja kiertymat. Sauvan muodonmuutosten oletetaan 
pysyvan sauvateorian mukaisesti pienina. Kullakin kuorma-askeleella kaytet~Gn modi­
fioitua Newton-Raphson tasapainoiterointia. Kaannepisteiden ohittamiseksi on modi­
fioituun Newton-Raphson-iterointi in 1 isatty vakiokaarenpituusmenetelma. Toteute­
tul Ia ohjelmal Ia on laskettu kolme esimerkkia. Tulokset vastaavat hyvin vertailu­
tuloksia. Vakiokaarenpituusmenetelma on tehokas ja suositettava ratkaisumenetelma. 

JOHDANTO 

Kasvavan kuormituksen aiheuttama rakenteen geometrian muutos on merkittava mo­

nissa rakenteissa. Vaikka rakenne pysyy kimmoisana, on kuorma-si irtyma - ri ippuvuus 

epal ineaarinen. Keharakenteiden geometrisesti epal ineaariseen analysointi in kaytet­

tavat numeeriset menetelmat pohjautuvat yleensa joko elementtimenetelmaan tai tai­

vutetun ja aksiaal isesti kuormitetun sauvan teorialla johdettuun si irtymamenetel­

maan. Elementtimenetelmassa tarvitaan usein paljon elementteja tyydyttavan tark­

kuuden saavuttamiseksi. Jalkimmaisessa menetelmassa elementteja tarvitaan vahemma~ 

yleensa yksi elementti sauvaa kohden ri ittaa. 

Taivutetun ja aksiaal isesti kuormitetun sauvan teoriaan perustuvan menetelman 

ovat valinneet esimerkiksi Jennings /1/, Connor /2/ ja Oran /3,4/. Connor esittaa 

menetelman, joka sove1tuu pienten kiertymien tapaukseen. Oran on kehittanyt mene­

telman, jossa sauvojen paikal 1 iset muodonmuutokset ovat pienia, vaikka solmupistei­

den siirtymat ja kiertymat voivat olla mie1ivaltaisen suuria. Useimmat kirjoitta ­

jat /5,6,7,8,9/ perustavat menetelmansa elementtimenete1maan. Belytschko /5,6/ 

kayttaa sauvan mukana 1 i ikkuvaa koordinaatistoa ja pienten muodonmuutosten palkki­

elementtia. 11ood ja Zienkiewicz /7/ esittavat suurten si irtymien ja kiertymien ta-
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paukseen soveltuvan elementtimenetelman. Samantapaista menetelmaa ovat kayttaneet 

myos Bathe ja Belourchi /8/: he ovat verranneet kokonais - ja paivitetyn Lagrangen 

esitystapaa. Remseth /9/ on kehittanyt suurten siirtymien ja pienten muodonmuutos­

ten elementtimenetelman kolmiulotteisessa tapauksessa. 

Tassa kirjoituksessa sovel letaan Mikkolan /10, 11/ esittamaa teoriaa, joka on 

samankaltainen kuin Oranin /3,4/ kayttama. Tarkastellaan suorista, poikkileikka­

ukseltaan sarmionmuotoisista sauvoista koostuvaa keharakennetta, jossa sauvat 1 i it ­

tyvat kiinteasti toisiinsa solmupisteissa. Ulkoista kuormitusta esiintyy vain sol ­

mupisteissa. Sauvojen kayttaytymista seurataan taivutetun ja aksiaal isesti kuormi­

tetun sauvan teorian mukaisesti. Sauvateoria ottaa huomioon aksiaal isen voiman ja 

taivutuksen val isen vuorovaikutuksen. Kuormitus 1 isataan inkrementeittain ja sau­

van mukana 1 iikkuvan koordinaatiston asema paivitetaan jokaisen askeleen jalkeen. 

Tama vastaa paivitetyn Lagrangen mukaista esitystapaa ja sall i i keharakenteen suu­

ret si irtymat ja kiertymat, vaikka sauvojen paikall iset muodonmuutokset oletetaan 

pieniksi. Kullakin kuorma-askeleella kaytetaan modifioitua Newton-Raphson tasapai­

noiterointia, jossa rakenteen tangentiaal inen jaykkyys paivitetaan kunkin askeleen 

alussa. Rakenteen kuorma-siirtymakayran seuraamiseksi kaannepisteen yli ja sen jal­

keen kaytetaan vakiokaarenpituusmenetelmaa /12,13,14/, jossa kuorma-askeleen suu­

ruus maarataan siten, etta kuorma-si irtymakayral la edetaan ennalta val itun vakion 

pituinen matka. 

TEORIA 

Tasapainoyhtalot 

Rakenteen tasapainoyhtalot voidaan esittaa muodossa 

f • ( V 
1 

1 v 2 1" • 1 V ) = p • 1 
I n I 

1 I 2,.,, I n (1) 

missa suureet vi ovat solmusiirtymi2, Pi rakennetta kuormittavia voimia ja fi 

epal ineaarisia funktioita, jotka kuvaavat solmusi irtymista vi aiheutuvia sisaisia 

voimia. 

Koska yhtaloiden (1) muodostaminen ja ratkaiseminen on yleensa vaikeaa, jopa 

mahdotonta, ongelma 1 inearisoidaan. Linearisoitu inkrementaal inen tasapainoyhtalo 

saadaan yhtalosta (1) differentioimalla muotoon 

[K]{llv} {liP}, (2) 
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missa {llv} ja {llP} ovat si irtyman - ja kuormanl isaykset, seka 

[K] = [afo/avol 
I J 

(3) 

on rakenteen tangentiaal inen jaykkyysmatri isi 0 Rakenteiden epal ineaariset lasken­

tamenetelmat perustuvat yhtaloiden (2) toistuvaan muodostamiseen ja ratkaisemiseeno 

Voima - ja muodonmuutosriippuvuudet 

Jotta sauvan muodonmuutokset voitaisi in erottaa jaykan kappaleen siirtymista, 

kaytetaan paivitetyn Lagrangen esitystavan mukaista sauvakoordinaatistoa vertailu­

ti lana (kuva 1) o Sauvavoimien M
1

, M
2

, N ja sauvan si irtymasuureiden e
1

, e
2

, o va-

l iset ri ippuvuudet maaritetaan taivutetun ja aksiaal isesti kuormitetun sauvan teo ­

rian avullao 

Kaareutumisen aiheuttama sauvan pituudenmuutos otetaan huomioon siten, etta ak ­

siaalinen muodonmuutos on muotoa 

2 
~ = du/dx + (dv/dx) /2 

Sauvan akselin kayristymalle K patee yhteys 

2 2 
K = d v/dx 0 

X 
---+ 

(4) 

( 5) 

Sauvojen aine on 1 ineaarisesti kim­

moista ja sauvan poikkileikkaus on sym­

metrinen xy-tason suhteen ja muuttuma­

ton x-akselin suunnassao Lineaarisen 

palkkiteorian ja Hooken lain mukaiset 

voima-muodonmuutosri ippuvuudet ovat 

voimassa eli M:lle ja N:lle patee 

M ElK (6) 
N EAE:, 

missa E on sauvan aineen kimmomoduul i, 

Kuva lo Sauvan s i i rtymasuureet ja 
sauvavo i rna to 

A sauvan poikkileikkauksen pinta-ala 

ja I sauvan jayhyysmomentt i 0 

Sauvateoria ottaa huomioon aksiaal isen voiman ja taivutuksen val isen vuorovai-

kutuksen eli taipuma ratkaistaan taivutetun ja aksi<Jalisesti kuormitetun sauvan 
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different iaal iyhtalosta 

0 • (7) 

Yhtalon ratkaisun muoto ri ippuu si ita, onko voima N puristusta (N<O) vai vetoa 

(N>O). 

Sauvavoimat saadaan lausutuiksi sauvan siirtymasuureiden e1 , e2 ja o avulla seu ­

raavast i 

M
2 

= EI/L(c
2
e

1 
+ c

1
e

2
) , (8) 

N = EA(o/L + b
1 

(8
1
+8

2
)

2 
+ b

2
(e

1
-e

2
)

2
) 

Naissa kaavoissa Lon sauvan alkuperainen pituus, c1 ja c2 stabil iteettifunktioita 

seka b1 ja b2 kaareutumisfunktioita. 

Stabiliteetti - ja kaareutumisfunktiot (liite 1) riippuvat tekijasta 

(9) 

Funktioiden muoto riippuu aksiaal isen voiman merkista. Koska funktiot ovat maarit ­

telemattomia tapauksessa N = 0, on funktioil le johdettu 1 ikiarvokaavat pienen ak­

siaal isen voiman tapauksessa. 

Sauvan tangentiaal inen jaykkyysmatriisi 

Olkoot {F} ja {v} sauvanpaavoimat ja -si irtymat sisaltavat vektorit rakennekoor­

dinaatistossa (kuva 2. (a)) ja {F}, {~} vastaavat vektorit sauvakoordinaatistossa 

(kuva 2. (b)). Naiden vektorien (kuva 2) val ille voidaan johtaa yhteydet 

{F} = [T]T{F} 

{ll~} = [T]{llv}, 

joissa esi intyva koordinaatiston muunnosmatri isi [T] on 

[T] 
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[r] 0 l 
0 (r]J 

[r] 
[ 

COSet 

-s~net 

sinet 

COSet 

0 

( 10) 

(11) 



(a) Sauvanpaavoimat ja - si irtymat rakennekoordinaatistossa 

(b) Sauvanpaavoimat ja - si irtymat sauvakoordinaatistossa 

Kuva 2. Sauvanpaavoimat ja - si irtymat. 

Vastaavasti sauvakoord inaatistossa (kuva 1 ja 2(b)) sauvanpaavoima - ja - si irty ­

mavektorien seka sauvavoima - ja si irtymasuurevektorien val ille saadaan yhteydet 

{F} = [B]T{S} 
( 12) 

{6u} = [B]{6v}, 

joissa es i i ntyvat vektorit 

{S}T { - ~11 M2 N} 

{u} T { e1 82 o} 
( 13) 

ja mat r i is i 
0 1 /L+o 0 - 1/L+o 0 

[B] 0 1/L+o 0 0 -1/L+o ( 14) 

- 1 0 0 0 0 

Kaytetaan tasapainoyhtaloiden inkrementaal ista muotoa (2). Yhteyden 
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{F} ( 15) 

avulla saadaan 

[K]{llv} , ( 16) 

missa [K] on sauvan tangentiaal inen jaykkyysmatri isi rakennekoordinaatistossa. 

Tangentiaa1 inen jaykkyysmatriisi on muotoa /11/ 

missa esi intyvat matriisit 

[

EI/L 

symm. 

ja 0 V/(L+o) 0 

N/(L+o) 0 

[kG] 
0 

symm. 

0 

2EA[b 1(e 1+e 2) + b2(e 1-e 2)Jl 
2EA[b 1(e 1+e2) - b2(e 1- e2)l 

EA/L 

-V/(L+o) 0 

-V/(L+o) -N/(L+o) 0 

0 0 0 

0 V/(L+o) 0 

N/(L+o) 0 

0 

seka naissa lyhennysmerkinta V = (M2-M 1)/(L+o). 

( 17) 

( 18) 

( 19) 

kT:a johdettaessa on toista kerta1ukua o1evat termit jatetty pois. Sauvan paiden 

va1inen etaisyydenmuutos o on pieni verrattuna sauvan pituuteen L ja voidaan ha1ut ­

taessa jattaa pois kaavoissa (14) ja (19). 

RATKAISUMENETELMAT 

Rakenteen kuorma- siirtyma - ri ippuvuutta ratkaistaessa on kaytetty inkrementaa-

1 isia/iterati ivisia menete1mia. Tunnetusti pe1kkaa inkrementaa1 ista ratkaisumene­

te1maa sove1 1ettaessa ajaudutaan pois oikea1ta kuorma-si irtymakayra1ta rakenteen 

epa1 ineaarisuuden 1 isaantyessa. Tama voidaan va1ttaa 1 isaama11a yhta1on (2) oike­

al 1e puole11e rakenteen u1koisten kuormien ja sisaisten voimien erotus, ns. epa ­

tasapaino-voimavektori. Tasapainoiteroinnissa vaaditaan, etta u1koiset kuormat ja 
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sisaiset voimat ovat tasapainossa maaratylla toleranssilla. Tal loin saadaan si ir­

tymille asteittain tarkentuva tulos. 

Modifioitu Newton-Raphson interointimenetelma 

lnkrementaal isessa menetelmassa rakenteen ulkoinen kuormitus voidaan esittaa 

kuormakertoimen Ai avulla kaavalla 

missa {P} on vertailukuormavektori . 

Kuorma 1 isataan inkrementeittain, jolloin kuormavektorille {P}i patee 

{P}i {P}i - 1 + {~P} 

Ai - 1{P} + ~A{P}. 

(20) 

(21) 

Lisattaessa inkrementaal iseen menetelmaan modifioitu Newton - Raphson iterointi, 

voidaan ratkaisuyhtalo iterointikierroksella j ja kuorma - askeleella i esittaa muo­

dossa (kuva 3) 

{P}i _ {F}i,j-1 ' (22) 

mista saadaan siirtymille tarkentuva ratkaisu 

{ v} i 'j {v} i ,j - 1 + {~v} i ,j (23) 

v 

Kuva 3. Modifioitu Newton-Rahpson iterointimenetelma. 
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Tietokonelaskennassa on 1 isaksi kaytetty paivitet tya Lagrangen esitystapaa. Tal­

loin rakenteen kunkin sauvan tangentiaal inen jaykkyysmatri isi ja s1sa1nen voimavek­

tori muodo stetaan ens in s i irtymatilaa {v}i - 1 vastaava ssa vertailutilassa, sauva­

koordinaatistossa, minka jalkeen suureet muunnetaan rakennekoordinaatistoon. 

Vakiokaarenpituusmenetelma 

Yleisesti kayti:issa olevat Newton -Ra phson iterointimenetelmat eivat ole tunnetus ­

ti tehokkaita. Ne myos usein hajaantuvat kri itti sten pisteiden lahei syydessa, jois­

sa tangenttijaykkyys tulee singulaariseksi. Eras parhaista menetelmista, jolla 

kaannepi s teet voidaan li:iytaa ja yl ittaa , on vakiokaarenpituusmenetelma /12, 13, 14/. 

Taval 1 isen n:n tasapainoyhtali:in 1 isaksi vaaditaan (kuva 4) seuraavan yhteyden 

voimassaolo: 

p 
.A_, 
.A' 

n··''' .Ai 

lli~1 1 ds 
l).A(j) I I 

I I 

I I 

I I 

Am 
I I 

vlil I ; ),-llvli l 

vm v1 vi vi 

Kuva 4. Vakiokaarenpituusmenetelma. 

2 
ds . 

v 

IPlm =liPl 
(P l i = {Pl\IPfil _;(llPl 'i} 

(Pl1il 

Aj = Am•~ 
_Aiil 

(24) 

Vakio ds maaraa kuorma-askeleen suuruuden siten, etta kul lakin askeleella kuor­

ma-si irtymakayralla (n+1)-ulotteisessa avaruudessa edetty matka on vakion ds pitui ­

nen. lterati ivinen si irtymanl i says fiv (j) voidaan esittaa modifioidun Newton -Ra ph son 

iterointimenetelman avul la kahdessa osassa /13, 14/ 

(25) 

jotka voidaan lausua kaavoilla 
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liV(j) I = K- 1P 

lw(j)ll = K-1Ri, 
(26) 

missa K on tangenttijaykkyys kuorma - askeleen alussa ja Ri=Pi-Fi on epatasapaino­

voima tilassa i. 

Sijoittamalla yhtalo (25) ja yhteydet )j) = )i) + l\)j) ja A(j) 

kaavaan (24), l\A(j):n ratkaisemiseksi saadaan toisen asteen yhtalo 

jonka kertoimet ovat 

a = 

b 

c = 

1 + (llv(j) 1)T(llv(j) 1), 

A(i) + (llv(j)I)T(llv(j)ll + )il), 

(llv(j) II)T(llv(j) II + 2)i)). 

(27) 

(28) 

Ensimmainen kuorma-askel aloitetaan kayttaen annettua kuormakertoimen inkrement­

tia LIA
0

. Taman jalkeen vakio ds kiinnitetaan seuraavasti: 

(29) 

Muilla kuorma-askel ilia ensimmaista iterointikierrosta vastaava kuormakertoimen 

i nkrementt i l\A ( 1) saadaan kaavull a 

(30) 

Kuormainkrementin merkki on sama kuin edell isella kuorma-askeleella, ellei tangen ­

tiaalisen jaykkyysmatriisin determinantin merkki ole muuttunut, jolloin l\A( 1):n 

merkki vaihdetaan. 

NUMEERISET ESIMERKIT 

Toteutetul Ia tietokoneohjelmalla on laskettu useita esimerkkeja ohjelman suori­

tuskyvyn arvioimiseksi. Seuraavassa esitetaan kolme esimerkkia, joissa ohjelmal Ia 

saatuja tuloksia verrataan analyyttisiin tai numeerisi in vertailutuloksi in. 
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Ulokepalkki 

En s immai sena e s ime rkkina la s ketti in ulokepalkki, jota kuormittaa pistekuorma 

va paa ssa paa s sa . Sauvan vapaan paan siirtymat on piirretty kuorman funktiona ku ­

vassa 5 . Ohj e lma lla saatuja tulok s ia on ve rrattu ana lyytti seen, ellipti s t e n inte­

graal ie n avulla saatuun ratkai s uun /15/. Es imerkkia ei voitu la skea kayttaen kaavan 

(18) tangentiaal ista jaykkyysmatri isia . 

52 ...... -.... 
N 
< <Tl -' 0.. 

a> 

,... 

<D 

U"l 

~ .r 
j+ \ It 

- 100in \ VL I CL- u:/L 

- E ~ 1000 p e l 

I I I = 1 Ln4 [\\ " - 100 Ln2 i -

\\ / .' 
-- larkka ralk ale u I 

- + B1 • B2• 0 j~~k. mo~r . 

"\ [\ I/ -·- B1=B2•0 

~~ / 
/,'> " ~· , 

~ 
/ ~ ~ __... ~~ ~ 

~. 

~ ~ ~ 
~ 

0.0 0. 1 0.2 0. ~ 0. ~ 0.5 o . s o.r o.e o. s 1.0 

Kuva 5. Ulokepalkin kuorma - si irtymakayrat . 
v/L. C L - u l/L 

Esimerkki lasketti in yhta e1ementtia ja vakiokaarenpituusmenete1maa kayttaen. 

Tangentiaa1 isesta jaykkyysmatri isista (18) jatetti in pois ne termit, jois sa e s i in ­

tyy b1 ja b2 . Koska sauvan aksiaa1 inen jaykkyys on pa1jon suurempi kuin taivutus ­

jaykkyys, muuttuvat poisjatetyt t e rmit muita jaykkyysmatri is in terme ja nopeammin. 

Las ken taa va i keu t taa 1 i saks i se, etta sauvan vapaa paa e i sa a akse 1 in suunta is ta 

s i irtymaa ensimma ise11a ratkaisukerra11a. Tasta aiheutuu suuri virhe aksiaa1 isen 

voiman arvoon (8), kos ka o (=D) ei kompensoi kaareutumises ta aiheutuvaa aksiaal is ­

ta muodonmuutosta. Kaytettaessa modifioitua Newton - Raphson iterointia ratkai su ha­

jaantuu ennen kuorman arvoa PL
2

/EI = 2. Kuvaan 5 on pi irretty myos kayra, jos sa 

b1 ja b2 si sa1tavat termit on kokonaan poi s tettu myos s i sai s ia voimia (8) lasket­

taes sa. Ratkaisu ajautuu pois tarka1ta kuorma - si irtymakayra1ta. Suppenemisto1 e rans­

s i11a 0,05 ol i iterointik ierrosten lukumaara kuorma-a s ke1ta kohti 2 - 5. 
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Williamsin harjakeha 

Toisena esimerkkina lasketti in Will iamsin harjakeha (kuva 6) kahdel la eri laki ­

pisteen korkeudel la . Ensimmaisessa tapauksessa tapahtuu ns. lapilyonti-ilmio (H = 

0,386 in·). Ohjelmalla saatuja tuloksia lakipisteen pystysiirtymalle kuorman funk ­

tiona on verrattu Will iamsin /16/ esittamaan tarkkaan ratkaisuun (kuva 6). 

0 ... 

0 
I{) 

0 
N 

0 

p 

~ I qL.\f' 
\'1· 

A 

i/ T 
E • 40. 'SM t06 Lb/i..n2 
h •b • 0.2~3•0.,63 i..n2 I 

1/ 
or- --....,. / 

/ 
j 

I 
1/ l ot"'kka roUcoleu 

+ oh j elaal lo La8ket.t .. u 
0 or..-.Ln J~ . -v-. 

0.0 O.i 0.2 0.5 O.i 0.5 0.6 0.1 

PLsleen ~ pyslysLLrlym6 v, ln 

Kuva 6. Wil 1 iamsin harjakehan lakipisteen pystysi irtyma. 

Ohjelmal la laskettaessa kaytetti in yhta elementtia sauvaa kohti ja vakiokaaren ­

pituusmenetelmaa, jolla kuorma -s i irtymakayrassa olevat kaannepisteet voidaan ohit­

taa. Esimerkki laskettiin myos Oranin /3, 4/ esittamalla tarkalla tangentiaalisel­

la jaykkyysmatriisilla ja jaykkyysmatriisilla, josta oli b1 ja b2 sisaltavat teki ­

jat poistettu. Ohjelmalla laskettujen tulosten ero tarkkaan ratkaisuun verrattaes­

sa on koko kuormitusalueella alle 1 %. Oranin tangentiaal isella jaykkyysmatriisil ­

la ero on pienin. Suppenevuuden kannalta Oranin ja kaavan (18) jaykkyysmatri isi on 

selvasti parempi kuin jaykkyysmatri isi i lman termeja b1 ja b2 eli b1 = b2 = 0. Sup­

penemistoleranssilla 0,001 ens in mainituil la jaykkyysmatri iseil la tarvitti in kes­

kimaarin kaksi iterointikierrosta kuorma -as kelta kohti, kun taas jalkimmaisessa 

tapauksessa iterointikierroksia tarvitti in keskimaarin 3,5. Toisaalta kuorma - aske ­

leeseen kaytetty laskenta -a ika ol i jalkimmaisessa tapauksessa vain 43 % suurempi 

kuin ensin mainituissa. 

Toisena Will iamsin harjakehaesimerkkina lasketti in tapaus, jossa lapilyontia ei 

tapahdu (H 0,32 in). Kuvassa 7 on esitetty vastaavat tulokset kuin ensimmaisessa 

tapauksessa. Ohjelmalla saadut tulokset on laskettu yhdella elementilla sauvaa koh -
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ti ja vakiokaarenpituu smenetelmal la. Tulosten ero tarkkaan ratkaisuun /16/ verrat­

tuna on pienempi kuin 1 %. Suppenemistoleranssi lla 0,001 tarvitti in Oranin ja kaa ­

van (18) tangentiaal ista jaykkyysmatriisia kaytettaessa keskimaarin kaksi iteroin ­

tikierrosta kuorma-askelta kohti ja kaytettaessa jaykkyysmatri isia ilman termeja 

b1 ja b2 eli b1 = b2 = 0 noin 3,2 iterointikierrosta. Jalkimmai s ta jaykkyysmatrii ­

sia kaytettaessa kuorma- askeleen laskenta-aika ol i 15 % s uurempi kuin ens in mainit ­

tuja jaykkyysmatriisej a kaytettaessa. 

T 
E • iD. 5 •to6 Lb/tn1 
h xb • 0.2~3•0.,55 Ln2 

+ 
0 

~~~------~---,~~+----t----l 

0.0 o. t 0.2 0.3 0.~ 0 . 5 

Pl~aen A pystyallrtym6 v, ln 

Kuva 7. Will iamsin harjakehan lakipisteen pystysiirtyma. 

Tasokeha 

Vi imeisena esimerkkina lasketti in yksiaukkoinen tasokeha (kuva 8). Kuvassa 8 on 

esitetty rakenteen pi steen A vaakasi irtyman kuorma-si irtymakayrat neljalla eri si ­

vukuorman arvolla. Vertailutuloksina on kaytetty kuudella elementilla sauvaa kohti, 

Oranin jaykkyysmatriisilla ja vakiokaarenpituusmenetelmalla laskettuja tuloksia. 

Esimerkki analysoiti in seka vakiokaarenpituusmenetelmalla etta modifioidul la New­

ton- Raphson iterointimenetelmalla kolmea erilaista jaykkyysmatri isia ja yhta ele ­

menttia sauvaa kohti kayttaen. Modifioitua Newton-Raphson iterointimenetelmaa kay­

tettaessa kuormitusalue jaetti in 100 kuorma- askeleeseen . Kolmella pienimmalla sivu­

kuorman arvolla vakiokaarenpituusmenetelmalla lasketut tulokset yhtyvat vertailu ­

tuloksiin ri ippumatta kaytetysta jaykkyysmatri isista. Sivukuorman P/2 tapauksessa 
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yhdella elementilla saadut tulokset eroavat vertailutuloksista suurilla si irtyman 

arvoi 1 la. Oranin esittama jaykkyysmatri isi kayttaytyy parhaiten suuril la si irty­

mil la. Esimerkki analysoiti in sivukuorman P/2 tapauksessa myos kymmenen kertaa pie­

nemmalla kuorma - askeleen alkuarvolla. Tal loin kaavan (18) jaykkyysmatri isi ja jayk­

kyysmatriisi termein b1 = b2 = 0 antoivat paremman tuloksen verrattuna vertailutu ­

loksi in kuin Oranin jaykkyysmatri isi. Kuorma -s i irtymakayraa pystytti in seuraamaan 

yl i vertailutuloksissa esi intyvan kaannepisteen. Lisaksi voidaan mainita, etta 

Oranin /4/ esittamissa tuloksissa ei esi inny sivukuorman P/2 arvolla lainkaan kaan­

nep is tet tiL 

-~~~~~~~~~~--~~~T-i 
-" 
a: 

+ 
)( 

0 

ver~all~ulok•~ 
ohjelmolla laeke~~u 
Oronln j~. mol.r-. 
onjelMollo loek•~~u m.N-R 
9t•B2•0 j~k. mol.r-. m,N-R 
O~anln j~. m~r. m.N-R 

E • 50000 kel 
I • StO.t Ln4 
" • 4 t ,,, i.n2 

0~--~----+---~---,----T---or--~----r---~---,----r-~ 
0 20 so eo <00 <20 

Kuva 8. Yksiaukkoisen tasokehan kuorma-si irtymakayrat. 

Paras suppenevuus vakiokaarenpituusmenetelmalla laskettaessa saati in kaavan (18) 

jaykkyysmatri isi lla, jolla keskimaaraiset iterointikierrosten lukumaarat kuorma­

askelta kohti toleranssilla 0,001 olivat 3,08, 2,00, 1,75, 1,70 (n = 2, 10, 100, 

1000) . Oranin jaykkyysmatriisia kaytettaessa vastaavat luvut o livat 2,92, 2,01, 

1 ,99, 1,98 ja jaykkyysmatriisi lla termein b1 = b2 = 0 8,54, 3,58, 2,52 ja 2,45. 

Modifioidulla Newton - Raphson iterointimenetelmalla laskettaessa ratkaisu hajaantuu 

kaavan (18) jaykkyysmatri isia ja jaykkyysmatri isia termein b1 = b2 = 0 kaytettaes­

sa aikaisemmin kuin Oranin jaykkyysmatriisia kaytettaessa (me rkit kuvassa 8). lte­

rointikierrosten keskimaaraiset lukumaarat kuorma-askelta kohti toleranssi lla 0,001 

olivat kaavan (18) jaykkyysmatriisilla laskettaessa 2,26, 2,35, 2,44, 2,31 (n = 2, 

10, 100, 1000), Oranin jaykkyysmatriisilla 2,25, 2,33, 2,42, 2 ,30 ja jaykkyysma t ­

riisilla termein b1 = b2 = 0 4,71, 3,91, 3,11 ja 2,20. 
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PMTELM~T 

Esitetty tasokehi en geome trise s ti epal ineaarinen analysointimenetelma on las ­

kettujen esimerkkien perusteella osoittautunut hyvin kayttaytyvaksi ja tarkaksi 

suuril lakin siirtymilla ja muodonmuutoksilla. Menetelma on hyvin suppeneva ja ta ­

loudel I inen tarvittavien elementtien maaran suhteen, useimmiten ri ittaa yksi ele ­

mentti sauvaa kohden. Kaavan (18) jaykkyysmatriisi on numeeristen laskelmien perus ­

teella kayttaytymiseltaan hyvin samankaltainen kuin Oranin /3, 4/ esittama tarkka 

jaykkyysmatri isi, joissain tapauksissa jopa edul I isempi. Hyvin suurilla si irtymil ­

la (muodonmuutoksil Ia) ja suurta kuorma-askelta kaytettaessa on Oranin jaykkyys ­

matri isi parempi. Jaykkyysmatri isi, jossa patee b1 = b2 = 0 on edell isi in verrat­

tuna selvasti hitaammin suppeneva. Sauvan paatepisteiden val isen pituuden muutos 6 

voidaan jattaa pois kaavoista (14) ja (19). Laskentamenetelmista selvasti suositet­

tavin on vakiokaarenpituusmenetelma . Menetelman yl ivoimaisuus ei perustu pelkas­

taan siihen, etta se mahdoll istaa rajapisteiden yl ityksen. Vakiokaarenpituusmene­

telma parantaa selvasti inkrementaal isen/iterati ivisen laskennan suppenemisominai ­

suuksia verrattuna menetelmiin, joissa kaytetaan vakiokuorma - askelta. 

L liTE 1 

STABILITEETTI- JA KAAREUTUMISFUNKTIOT 

Normaal ivoima puristusta (N < 0): 

c
1 

kl (sinkl- kL coskl)/(2- 2 coskl - kl sin kL) 

c2 kL (kL - sinkl)/(2 - 2 coskl - kL sinkl) 
2 b1 (c

1
+ c2)(c2- 2)/8(kl) 

b2 c/8(c 1+c2) 

missa k2 = -N/EI 

Normaal ivoima vetoa (N > 0): 

kl (kl coshkl - sinhkl)/(2 - 2 coshkl + kL sinhkl) 

kl (sinhkl - kl)/(2 - 2 coshkl + kl sinhkL) 

-(c
1
+c 2) (c

2
- 2)/8(kl) 2 

c/8(c 1+c2) 

missa k2 
= N/EI 
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Pieni normaal ivoima ( [N I < vP E): 

c1 4 + v, 2
f15 

c2 2 - ,\
2
/30 

b1 1/40 + ,\
2
/2400 

b2 1/24 - ,\
2

/720 

m i ss2 "2 NL
2

/EI 

PE 11
2

EI/L
2 

ohjelmassa on valittu v 1/1011
2 
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