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TIIVISTELMA: Artikkelissa tarkastellaan kimmoisalla alustalla olevien pistekuor 
man kuormittamien laattojen analysointimenetelmia. Tarkastelu perustuu yleiseen 
laattateoriaan ja 1 ineaariseen alustamall i in. Aluksi laattaa tarkastellaan napa 
koordinaatistossa, jossa laattayhtalon ratkaisu esitetaan seka suljetussa muodossa 
etta elementtimenetelmalla rengaselementteja kayttaen. Molemmat menetelmat sovel 
tuvat laajojen ja/tai pyoreiden, kiertosymmetrisesti kuormite ttujen laattojen las 
kentaan. Taman jalkeen tarkastellaan laattaa suorakulmaisessa koordinaatistossa, 
jossa laattayhtalo voidaan ratkaista elementtimenetelmalla tai differenssimenetel 
malla. Nama menetelmat soveltuvat monenlaisille suorakulmaisille laatoille ja kuor 
mitu s tapauksille. Artikkel in lopussa lasketaan esimerkkeja numeerisesti e r i mene
telmil Ia. Tulosten perusteella kaikki menetelmat todetaan kayttokelpoisiksi. Jokai 
sen esitetyn menetelman kaytto laatan numeerisessa laskennassa edellyttaa kuiten 
kin tietokoneen kayttoa. 

JOHDANTO 

Kimmoisalla alustal Ia olevia laattarakenteita esiintyy kaytannossa varsin usein. 

Esimerkiksi neste muodostaa tyypill isen kimmoisan alustan sen varassa kelluville 

laattarakenteille. Vesistojen jaakenttia voidaan tarkastel Ia tallaisina laattoina, 

joil Ia 1 i ikkuvat ajoneuvot ja ihmiset muodostavat laatan pistemaisen kuormituksen. 

Myos erilaisia maanvaraisia laattarakenteita kuten laattaperustuksia, anturoita 

ja paallysterakenteita voidaan tarkastella kimmoisalla alustalla olevina laattoi

na, vaikka useat maalajit omaavatkin plasti s ia muodonmuutosominaisuuksia. Talon

rakennustekniikassa maanvaraislattioiden lammoneristekerros yhdessa alapuol isen 

maan kanssa muodostaa kimmoisan alustan terasbetoniselle lattialaatalle. Lattian 

kuormituksena voi ol Ia ajoneuvojen pyorakuormat, koneiden ja laitteiden paino tai 

vara s tohyl lyjen ja - tel ineiden paino erilaisina pistekuormina. Laatan varassa ole

vien val iseinien paino kuormittaa vi ivakuormina alia olevaa laattaa. Jos mainitut 

kuormat voidaan kannattaa lattialaatan varassa ilman haitallisia painumia ja mur 

tumia, rakenteen taloudell isuus paranee samalla kun myos tilojen muuntojoustavuus 

1 isaantyy. 

Kimmoisalla alustal Ia olevaa laattaa tarkasteltaessa on tunnettava alustamate -
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riaal in kuormituksen ja painuman val inen ri ippuvuus. Laskelmien yksinkertaistami 

seksi yleensa kaytetaan alustapaineen p ja laatan taipuman w val ilia 1 ineaarista 

ri ippuvuutta eli Winklerin alustamall ia yhtalHn 

p k • w 
5 

(1) 

mukaisesti. Useissa tapauksissa kun laatta nousee ylHspain ri ippuvuus ei kuiten

kaan ole voimassa. TallHin tavall isesti alustaluku k
5 

= 0, joten myHs p = 0. 

Laatan muodonmuutosten ja jannitysten tarkastelu voidaan suorittaa kimmo-oppi in 

perustuvan laattateorian perusteella. TallHin kimmoisalla alustalla olevan tasa

paksun laatan differentiaal iyhtalH voidaan kirjoittaa suorakulmaisessa koordinaa

tistossa muotoon 

4 4 
2 a w a w 

a/a/+~ 
k 

+ ~. w 
D 

.9_ 
D 

(2) 

Laatan jaykkyys D = Eh 3 /12(1 - ~ 2 ) kun h on laatan paksuus, E kimmokerroin ja ~ sup

peumakerroin. q on laattaan kohdistuva tasaisesti jakautunut pintakuorma. 

Pyorahdyssymmetrisesti kuormitettujen pyoreiden laattojen tarkastelua varten voi -

daan laatan differentiaal iyhtalo napakoordinaatistossa kirjoittaa muotoon 

d
4
w 2 d3w 1 d

2
w dw 

k 
5 .9_ (3) ;(' +-

~ 2 
dr

2 +- -+ o w 
r r3 dr D 

r 

Kun laattaa kuormittavat pistekuormat, asetetaan yhtaloissa (2) ja (3) q = 0. Jos 

pistekuormien jakaantumisalue otaksutaan nollaksi, saavat laatan rasitukset naissa 

pisteissa aarettHman suuret arvot. Koska laatan maksimirasitukset syntyvat nimen

omaan naissa pisteissa ja koska ne laatan mitoituksen takia ovat erityisen ki innos

tavia, joudutaan rasituk s ia arvioimaan pi s tekuormien lahe i syydessa la sket t av i 1 Ia 

1 ikiarvoi 1 Ia. Laatan taipumal le sen sijaan voidaan naissakin tapauksissa yleensa 

saada aarellinen arvo. Es imerkik s i aarettHman la a tan taipur:1a pistekuorman P va iku

tu s kohdassa saadaan lausekkeesta 

p 
(4 ) \;/ = 

• D 

Mita suuremmaksi pistekuorman va iku t u.;a lue k:>s vaa, s ita suure~1pi vir·h.o la sl :'? nta 

tuloksi in syntyy. Se uraa vas sv ota ksu taan p is[e kuorma n j akautuvan tasan suo raka rteen 

t a i ympyran muotoi se lle aarell i se ll e a lu eell e . 
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Kirjoituksen tarkoituksena on es it e ll a eraita me nete lmi a pistekuorman kuorm itta 

mun l aatan muodonmuutosten j a rasitusten l askem i seksi seka verta ill a niita keske 

naan. Erityista huomiota kiinnitetaan pistekuorman jakautumisalueen suuruuden huo

mioonottamiseen. Paahuomio on pistekuorman jakautu misa lueen keskipisteessa j a sen 

l aheisyydessa syntyv ien ta i pum ien ja taivutusmomenttien tarkaste lu ssa. 

PYbREAN LAATAN ANALYYTTINEN RATKAISU 

Otaksutaan pyorea n laata n keskipisteessa vaikuttavan pistekuorman P. Sen otak

sutaan jakautuvan tasan ympyra n muotoiselle a luee l le, jonka sade on a. Laattaa tar

kaste ll aa n ka hdessa osassa: ympyralaattana, jonka sade on a ja jota kuormittaa ta

sa n j akautu nut kuorma q = P/n} ja alustapai ne k • w seka aare lli sena tai aaret-
s 

tomana rengaslaattana, jota kuormittaa vain a lu stapaine ja jonka sisasade on a ja 

ulkosade b tai oo, Li itoskohdassa molemmilla osi ll a taytyy olla yhta su uri taipuma 

ja kaltevuuskulma. Samo in s i ina vaikuttaa kumpaiseenkin osaan yhta su uri taivutus 

momentti ja l e ikkausvoima . 

Yhtalo (3) vo id aa n ratkaista Bessel in funktioiden av ull a su ljetu ssa muodossa /1/, 

jolloin laatan taipumal le saadaan lau seke 

w = _g_ 
k 

s 
+ cl • ber( x ) + c2 • bei (x) + c3 • kei (x) + c4 • ker (x). (5) 

Ratkai s ussa voidaan kayttaa Thomson-funktioita (I i ite). Lauseke (5) on voimassa 

laatan molemmille osille, mutta rengaslaatalla q = 0. 

Lausekkeessa (5) on kaytetty apusuureita 

4fDk V f- ja 

r x=-

s 

J a ljempana kaytetaan myos merkintoja 

~ 
Cl I 

b 
ja fl 

dw 
0 dr 
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Laatan ka1tevuusku1ma1 1e ja voimasuurei1 1e saadaan yhta1osta (5) seuraavat y1eiset 

1 ausekkeet: 

e 

M 
r 

~\p 

v 
r 

{ 
1 -~ -c

1 
[bei (x) + x · ber 1 (x)] 

D 

~ 
+ c2 [ber(x)- 1 :~ . bei 1 (x)] 

~ + c
3

. [ker(x) - x 

- c
4

. [kei( x ) 

D { -c 1. -~ .? 

+ C2• [ber(x) 

+ c . 
3 

[ker(x) 

- C4• [ke i (x) 

1-)J 
+ -

X 

[be i (x) 

1-)J 
+ --

wx 

1- )J 
+ --

~·x 

-~ 
~·x 

ke i 1 (x)] 

ker 1 (x)]} 

1 -~ • ber 1 (x)] 
I.!" X 

be i 1 (x)] 

ke i 1 (x)] 

ker 1 (x)]} 

(8) 

D 
~ [C 1 • bei 1 (x)- c2 • ber 1 (x)- c

3 
• ker 1 (x) + c4 • kei

1
(x)]. 

Seuraavaksi maaritetaan ympyra1aatan ja rengas1aatan taipuma ja ka1tevuusku1ma 

ni iden 1 i itoskohdassa si ina vaikuttavan taivutusmomentin ja 1eikkausvoiman funk

tiona. Muodonmuutosten yhtasuuruusehdosta 1 i itoskohdassa ratkaistaan kyseiset tai 

vutusmomentti ja 1ei kkausvo ima, jonka ja1keen muodonmuutokset ja voimasuureet voi

daan 1askea ympyra1aatan ja renga s 1aatan jokaisessa pisteessa . 

Ympyra1aatta 

Koska ympyra 1aatan keskipisteessa seka kiert yma 6 etta 1eikkausvo ima Vr 0, 

ovat c3 = c4 = 0 /1/. 

Jos 1aattaa kuormit taa va in tasan jakautunut kuor ma q, painuu 1aatta t asa isesti. 

Tasta seuraa, etta 1aatan jokaisessa p isteessa on vo imassa 

\•/ = .9___ 
k 

s 
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8= M = M =V 
r ¢ r 

0 ja (9) 

Ede11a on sateen suuntainen taivutusmomentti Mr ja tangentin suuntainen M~. 

Jos 1aattaa kuormittaa vain reuna1 1a tasan jakautunut taivutusmomentti M (kuva 

1a), saadaan reunaehdoista yhta1oiden (8) avu11a 

c1 

c2 

kun 

~1 · 1 2 ber 1 (a) ja = - D-
A1 

M• 12 be i 1 (a) 
= - D- . 

A1 

ber 1 (a) • [bei( a ) +..!..:.!!. • ber 1 (a)] 
a 

--1- 11 - bei 1 (a) • [ber(a) • bei 1 (a )] 
a 

( 1 0) 

(11) 

Jos 1aattaa kuormittaa vain reunoi11a tasan jakautunut 1eikkausvoima V (kuva 1b), 

saadaan reunaehdoista yhta1oiden (8) avu1 1a 

V•1 3 ber (a) - ..!..:.!!. • be i 1 (a) 
a 

c1 = - D-
A1 

ja 

1- 11 
( 12) 

V·1 3 be i (a) +- ber 1 (a) 
c2 

a =-o-
A1 

Mo1emmissa tapauksissa saadaan 1aatan reunan muodonmuutokset yhta1oita (8) kayt 

taen 1ausekkeista 

wa = c1 • ber(a) + c2 • bei (a) ja 

(13) 
1 e =- [C • ber 1 (a) + c2 • bei 1 (a )]. 

a 1 1 

Laatan keskipisteessa 0 saadaan ede11een /1/ 

(14) 
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a) b) 
Mr .............. __...,...) M vr -lv 

~~ 
a 

"' 
a 

·~ ~~ a ~ a ·r 1 1 

Kuva 1. Ympyralaatan tasan jakautunut reunakuorma. 
a) taivutusmomentti M 
b) leikkausvoima V 

~areton rengaslaatta 

Tarkastel laan pistekuorman vaikutusalueen ulkopuol ista laatan osaa aarettoman 

laajana laattana, jossa on pyorea reika, jonka sade on a. 

Kun r = oo, on w = 9 = 0. Sen seurauksena myos c1 = c2 = 0. 

Jos rengaslaattaa kuormittaa vain reunalla tasan jakautunut taivutusmomentti M 

(kuva 2a), saadaan integrointivakioil le c3 ja c4 reunaehtojen avul la yhtaloita (8) 
kayttaen lausekkeet 

c3 

c4 

Ede 1 1 a on 

M•1
2 kei 1 (a) 

ja = -D-
A2 

M• 1
2 ker 1 (a) 

= -D-

- ke i 1 (a) 

+ke r 1 ( a ) 

A2 

-
1- ]J 

[ker (a) -
a 

[ke i (a) 

( 15) 

ke i 1 (a )] 
( 16) 

ke r 1 (a )]. 

Jos la a ttaa kuormittaa va in ta san j akau t unut l e ikk ausvoi ma V (kuva 2b ) , saa daan 

vastaava s t i lau se kkee t 

ke i (a) + J._::J!_ • ke r ' (a) 
j a 

31 



ker( a ) - 1.:.!;. • ker' (a) 
a ( 17) 

Molemmissa tapauksissa saadaan laatan sisareunan muodonmuutokset yhtaloista 

wa c3 . kei(a) + c4. ker(a) ja 

(18) 
1 

ea = T • [c
3 

• kei'(a) + c4 • ker'(a)] . 

a) 
~M M(! 
~ :==:--.., ---

L, a 
1 

a ,r 
1 

~ -- ~v v t::::== 
~I 

a I a ,r 7 
{ 

Kuva 2. ~arettoman rengaslaatan tasan jakautunut reunakuorma. 
a) taivutusmomentti M 
b) leikkausvoima V 

Aarell inen rengaslaatta 

f\arellisen rengaslaatan taipumapinnan yhtalossa ovat kaikki integroimisvakiot 

c1 ... c4 nollasta poikkeavia. Ne voidaan maarittaa reunaehtojen avulla yhtaloita 

(8) kayttaen. Reunaehtoja on seka sisareunalla etta ulkoreunalla kaksi. 

Jos laattaa kuormittaa vain sisareunalla (r =a) tasan jakautunut taivutusmo

mentti M kuvan 2a mukaisesti ja ulkoreuna (r = b) on kuormittamaton, ovat reuna 

ehdot 
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M M a 

VA 0 
( 19) 

Mb 0 ja 

vb 0 

Vastaavasti jos kuormana on vain sisareunalla vaikuttava leikkausvoima V kuvan 

2b mukaisesti, ovat reunaehdot 

M 0 a 

v v a 
(20) 

Mb 0 ja 

vb 0 

Ensimmaisen yhtaloryhman ratkaisuna saadaan integroimisvakiot c 1 ... c4 taivutus

momentin M funktiona ja jalkimmai sen yhtaloryhman ratkaisuna leikkausvoiman V funk 

tiona. 

Sijoittamalla vakiot yhtaloihin (8) saadaan sisareunan muodonmuutokset w ja 6 
a a 

seka M:n etta V:n funktiona yhtaloista 

wa c1 • ber(a) + c2 . bei(a) + c3. kei(a) + c4. ker(a) ja 

(21) 

ea = +. [C1. ber'(a) + c2 . bei'( a ) + c3 . kei'(a) + c4. ker'(a)]. 

Ympyralaatan ja rengaslaatan yhteistoiminta 

Ympyralaatan ja rengaslaatan 1 i ittymakohdassa vaikuttavat taivutusmomentti ja 

leikkausvoima saadaan asettamalla ko. kohdassa kummankin laatan taipumat ja kalte

vuuskulmat keskenaan yhta suuriksi. Taman jalkeen saadaa n ympyralaatan integroi mis

vakiot c1 ja c2 yhtaloista (10) j a (12) seka rengaslaatan int eg roimisvakiot c
3 

ja 

c4 yhtaloista (15) ja (17) tai int eg ro imisvak iot c 1 .. . c4 reu naehtoyhtaloid en ra t

kaisuina sijoittamalla saadut ~1 :n ja V:n arvot ka ik ki in naihin yhtaloihin. Lop uks i 

saadaan kummank in laatan muodonmuutokset ja voimasuureet miel ivalt a i s iss a pist e is

sa yh taloiden (8) avulla. 
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PYORE~N LAATAN RATKAISU ELEMENTTIMENETELM~LL~ 

Yleista 

Otaksutaan pistekuorman P jakautuneen tasan ympyranmuotoiselle alueelle, jonka 

sade on a. Kuormitus on tal loin q = P/n • a
2

. Tarkastellaan tata ympyralaattaa yh 

tena elementtina, jonka reunalla on kaksi vapausastetta: pystysuora leikkausvoima 

V ja taivutusmomentti M (kuva 3). Taman alueen ymparilla laatta jaetaan renkaan 

muotoisi in elementteihin, joiden leveys on 6. Elementilla on kaksi vapausastetta 

kummal lakin reunalla (kuva 4). 

I~ 

Kuva 3. Ympyralaattaelementti ja sen vapausasteet. 

Muodostetaan kullekin elementille jaykkyysmatriisi, joista kootaan koko aarell i

sen laatan jaykkyysmatri isi. Alustapaine vaikuttaa vi ivakuormana elementtien solmu

kohdissa. 

Yhtaloryhman ratkaisuna saadaan solmukohtien muodonmuutokset eli tai·pumat ja 

kiertymat, ja niiden avulla edelleen solmupisteissa vaikuttavat voimasuureet eli 

taivutusmomentit ja leikkausvoimat. 
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I 
j. a 

b 

Kuva 4. Rengaslaattaelementti ja sen vapausasteet . 

Ympydilaatta 

Tarkastellaan kuvan 3 mukaista ympyralaattaelementtia. Koska elementin kayris 

tyman vaikutus element in kokonaistaipumaan on pieni, otaksutaan pohjapaine vakiok 

si eli p = k • w , kun w on taipuma elementin reunalla. Nain valtytaan hankal ien s a a 
Thomson - funktioiden kaytolta. 

Kun w = 1 kuvassa 3b, on p 

Jos e 

k • a s 
V = - 2-- seka 

M 0. 

1 kuvassa 3c, on p 

V 0 seka 

M = D(1 +)J) 
a 

0 ja 

Ympyralaattael ernentille on siten voimassa matriisiyhtalo 

k a 
v s 

0 -2- 'vi 

t1 0 D(1+1!l_ 
8 

a 

j osta i lme nee e l ement in j aykkyysma tri isi. 

(22) 

(23) 

(24) 

Tasa isesta kuormasta q saadaan kuormitust e rme ik s i ympyralaatan ja ensimmais en 
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rengaselementin 1 iitoskohdassa termit 

v =~=-p- ja 2 21Ta 

2 
M -s...r---~ - - 1T8 

(25) 

Rengaslaatta 

Tarkastellaan kuvan 4 mukaista rengaslaattaelementtia. Rengaslaatalle ovat ylei 

sesti voimassa yhtalot 

1 np, 

9 = ~ (2 · C2•p + c
3

•p• (1 + 2•1np) + c4• ~), 

M 
r 

0·(1+11) .[ 2 ·C + c ·(3+11 2 l ) C 1- 11. 2._] 
b 2 2 3 1 +11 + • np - 4 • 1 +11 p2 

M,.. =- 0•( 1+11 ) • [2•C + C ·( 1+311 + 2 • lnp) + C •..!.:..!:!. 
'I' b 2 2 3 1 +11 4 1 +11 

v 
r 

4 • 0 • C 
- b3•p 3 

Tal loin b on ulkosade ja p = r/b. 

(26) 

Element in jaykkyysmatri isi saadaan asettamalla muodonmuutos vuorotellen kunkin 

vapausasteen suunnalla yhta suureksi kuin yksi ja pitamalla samalla muodonmuutokset 

muiden vapausasteiden suunnalla noll ina kuvan 5 mukaisesti. Jaykkyysmatri is in alkiot 

ovat tal loin laatan ulko- ja sisareunal la vaikuttavat leikkausvoimat ja taivutus 

momentit. 

Kuvan Sa mukaisessa tapauksessa on wa = 1 ja wb = Sa = 9b = 0. lntegroimisvaki

oi lle saadaan yhtalosta (26) lausekkeet 

2 -o - 2·y ·lny 
A3 

(27) 

a 2 2 2 2 Edella on kaytetty merkintoja y = b' o y - 1 ja A
3 

4·y • ln y-o . 
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a) ·I~ 
f 

~ 
~ I· tV 

c) ~ 
d) ~ ~ 

a ~ A ~ 
( 1 1 

b 

Kuva 5. Rengas1aattae1ementin muodonmuutokset jaykkyysmatri is in muodostamista 
varten. 

Kuvan 5b mukaisessa tapauksessa integroimisvakiot ovat yhtasuuret kuin ede11a, 

mutta vastakkaismerkkiset. 

Kuvan 5c mukaisessa tapauksessa saadaan 1ausekkeet 

b•y•.S ·1 ny 
A3 

b•y· (2·1 ny-6 ) 

A3 
ja 

b•y• (.S- 2•/ · 1ny) 

A3 

Kuvan 5d mu ka i sessa tapa uk se ssa saa d,Bn va s taa va s t i 

c3 

(28) 



b • (2 • 1 nY 
2 - o)·y 

Kussakin neljassa tapaukses sa saadaan voimasuure iksi element in kummal lakin reu

na lla eli jaykkyysmatriisin alkioiksi 

v 
a 

M 
a 

D (l+JJ) 
b2 

4•D•C 
vb = ___ 3 ja 

b3 

[2 •C +C ·(J+JJ +2• 1ny) - C
4

• 1- ll ._!__ ] 
2 3 l +)J l +)J 2 , 

y 

[2 •C +C • 3+JJ - C • 1- ll ] 
2 3 1+)J 4 1+)J • 

(30) 

Koska el ementin kayri s tyman vaikutus elementin kokonaistaipumaan on pi e ni (ku-

va 4), otaksutaan pohjapaine suoravi ivaisesti jakautuneeksi kunkin element in levey

della. Taman vuoksi alustapaineesta aiheutuu kuvien 5a ja 5b mukaisi in muodonmuu 

tostiloihin kolmion muotoinen kuormitus. Si ita aiheutuu yhtaloiden (30) leikkaus 

voimien lausekkeisiin lisatermit. Kuvan 5a tapauksessa leikkausvoimat elementin reu 

noilla saadaan yhtaloista 

v 
a 

4•D •C 
vb = ___ 3 + k • (..!. + _ 6_ ) . a •6 

b3 s 6 12 •a - b-

Kuva 5b tapauksessa saadaan vastaavasti 

4•D•C 
V - ---3 + k • (..!. + - 6

- ) •6 ja 
a a •b2 s 6 12 •a 

4·D·C 
vb = ___ 3 + k . (..!. + _ 6_ ) · a · 6 

b3 s 3 4•a - b-

( 31) 

(32) 

Sarna tulos saataisi in tarkastelemalla elementteja reunoiltaan vapaasti tuettuina 

rengaslaattoina, joita kuormittaa suoravi ivaisesti jakautunut pohjapaine, ja aset 

tamalla naiden rengaslaattojen tukireaktiot elementtien solmukohti in ulkoiseksi 

kuormaksi kuvan 6 mukaisesti. 
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Kuva 6. Alu sta paine laat an ulko i s ina kuormina laattae l eme ntti e n so lmukohdi ssa . 

Laatan muodonmuutokset ja voimasuureet 

Kun koko laatta on jaettu e l ementte ihin ja kullekin e l ement ille on muodostett u 

jaykkyysmatri is i, muodostetaan laatan jaykkyysmat ri i si j a yhtaloryhma taipumien ja 

kie rt ym ie n la skem iseks i kuvan 7 mukaise st i . Kun so lmukohti e n muodonmuutokset on 

saatu , la sketaa n e l ementti en jaykkyysmatri i se ja hyvak s ikayttaen laatan voimasuureet. 

p /2170 

P/811 
0 
0 

Kuva 7. Laatan jaykkyysmatri isi koottuna elementt ie n j aykkyysma tri ise ista seka 
muodonmuutos- ja kuormitu svekto rit. 

Es imerkk i 

Lasketaan kuvan 8 mukaisen maanvaraislattian taipumat ja betonilaatan vo imasuu-
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> • " 

reet aarettoma na laatt ana su lj etun ratkaisun avul la ja s itten e l ementtimenetelmal

l a aarell isena ympyralaattana, jonka ulkoreuna lla M = V = 0. Laskelmissa on kay 

t e tty seuraav ia lahtoarvoj a 
p 

a 

E c 

h 

10 kN, 

100 mm, 

30000 MPa, 

0' 15' 

0,001 N/mm3 

(polystyreeni NlS 100 mm) ja 

60 mm. 

-2 

4 

w 

I 

.. ' . -~· .. . 
i\XIVV\~lV\/\ 

. . . . . - . . . - ... . 

amp 

Kuva 8. Esimerkkilaatan rakenne ja kuormitus. 

O_) 

[mm] 6 L-----L-----L-----L---~----~----~ 
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~ b' 25m 

" l~ b= 1 3m 
b = 09m !?J 

2 

0, 5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 

r [m .l 

Kuva 9. Esimerkkilaatan (ympyra) taipuman w ja taivutusmomentin M kuvaajat, kun 
reunasade b saa eraita arvoja. r 
a) taipuman kuvaajat, b) taivutusmomentin kuvaajat 
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Kun rengaselementtien l eveys D. = 20 0 mm, saadaa n kuvan 9a mukaiset taipuman w 

kuvaa j at ja kuvan 9b mukaiset taivutusmomentin Mr kuvaajat la ata n reunasateen b 

muutamilla arvo illa. 

Voidaan todeta, etta kun aarell i sen l aatan reunasade o n ~ 25 00 mm, voidaan si

ta v ie l a hyvin approksimoi da aarettomana laattana. Eraissa tapauksissa l aatan reu

na nousee irti a lu s t asta. Nou su on kuitenkin huomattavast i pienempi kuin laata n 

oman painon a ihe uttama alkupa inuma 1,5 mm, joten s ill a ei o l e merkitysta tu loks ii n. 

Element in l eveyden D. vaikutus er i kokoisten ympy ralaattoj en maksimitaipumaan 

j a - ta ivu tusmomentt i in kay ilmi taulukosta 1. Kun e leme nt in l eveys on 80 ... 400 mm, 

sen va ikutus l askentatu loks i in on jokseenkin merkitykseton. 

Taulukko 1. Es imerkk il aatan (ympyra) maksimitaipumat ja -taivutusmomentit, kun 
l aatan reunasade b ja e l eme ntin l eveys D. vaihtelevat. [b] = [ D. ] = 
[w] = mm, [M ] = kN 

r 

1\ 900 1300 1700 2500 4100 00 

w M w M w M w M w M w M r r r r r r 

40 4,41 2' 16 2,57 2,45 2, 07 2,59 1 ,9 1 2,6 1 1 '74 2,54 

80 4,22 2' 16 2,46 2,45 2, 00 2,59 1 ,85 2,60 1 ,69 2,53 

200 4 '21 2' 15 2,46 2 ,44 2, 00 2 ,58 1 ,85 2,59 1 ,69 2,53 1 ,67 > 2 '54 
400 4 ,22 2' 10 2,46 2, 41 2, 00 2,56 1 ,85 2, 57 1 ,69 2, 50 

800 1 ,68 2,41 

SUORAKULMAINEN LAATTA 

Elementtimenetelma 

Laata n jakaminen e l ementte ihin voidaan te hda monella taval l a . Suorakulmaisessa 

l aatassa on luonno ll i s ta kayttaa ne l ion tai suoraka i teen muotoisia e l ementt e ja . 

Koska l aatta saa pistekuorman va i kutusa luee lla j a sen l ahe i syydessa s uurimmat ra

situkset ja muodonmuutok set , pitaa talla osa ll a laattaa kayttaa tiheampaa e lement 

tijakoa kuin muual l a. Tal loin e i y leensa o l e mahdoll i sta kayttaa pelkastaan suora

kaiteen muotoi s ia e l ementtej a . Useimmat e l ementtimenete lman sove llu kse t ja ni ihin 

pe rustuvat ti etokoneohje lma t sa llivat myos epasaa nnolli s ten ja e rikokoisten neli

ku lmio- ja ko lmi oe l ementtien kayton sama naikaisest i. Tal loin on peru s teltua kayt 

taa hamahakin verk koa muistuttavaa e l ementt ijakoa , j o l l o in verkon keskipiste on 
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pistekuorman vaikutuspisteessa ja pienimmat element it lahinna sita (kuva 10) . 

Kuva 10. Esimerkkeja suorakulmaisen laatan jakamisesta elementteihin. 

Pistekuorman vaikutusalueen keskipiste voidaan sijoittaa joko elementin keski 

pisteeseen (kuva 10a) tai elementtien solmupisteeseen (kuva 10b). Edell isessa ta

pauksessa laatan kuormitus annetaan kyseisen elementin tasanjakaantuneena pinta 

kuormana, tai jaetaan sen nurkkapisteisi in pistekuormiksi. Jalkimmaisessa tapauk

sessa tulee kuorma jakaa myos keskipisteen viereisil le solmupisteille pistekuormik 

si sopivassa suhteessa. Val intaan vaikuttaa se, tulostetaanko laatan voimasuureet 

ja muodonmuutokset elementtien painopisteessa vai solmupisteissa. 

Laatan alustapaine muunnetaan solmupisteissa ylospain vaikuttaviksi pistekuor

miksi. Pinta - ala Ak' johon vaikuttavasta pohjapaineesta pistekuorma muodostuu voi 

daan maarittaa monikulmiona, jonka nurkkapisteita ovat tarkasteltavaan solmupistee

seen k 1 i ittyvien elementtien painopisteet. Tal loin solmupisteessa k vaikuttava 
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pohjapaine on k
5 

• wk ja pistekuorma k
5 

• wk • Ak . Solmupisteen k taipumaa vastaa 

vaan diagonaal itermi in laatan jaykkyysmatri isissa 1 isataan siten termi k
5 

• Ak. 

Useissa tietokoneohjelmissa kimmoisa alusta voidaan ottaa huomioon ns. jousi 

elementtien avul la . Laatta ajatellaan tuetuksi solmupisteistaan kimmoisien jousien 

varaan. Jousivakio k
5 

• Ak on yleensa laskettava etukateen manuaal isesti. Tehtavan 

ratkaisemiseen tal la tavalla soveltuvat mm. tietokoneohjelmat SAP, STRUDL, NASTRAN. 

Differenssimenetelma 

Differenssimenetelmaa kaytettaessa laatta jaetaan differenssiruudukkoon vakio

valein 6x ja 6y molemmi s sa suunnis sa. Jokaisessa differenssipisteessa muodostetaan 

yhtalosta (2) differenssiyhtalo, joka voidaan kirjoittaa muotoon 

k 
5 + 2 • + D · wk (33) 

kun piste k on tarkasteltava differenssipiste (kuva 11). 

ry 
q n 

I 
k --- I .. 

X 

o --- m --- P 

Kuva 11. Pistekuorman vaikutusalueen laheis
ten differenssipisteiden merkinta, 
kun kuorman vaikutusalueen keski
piste on pisteessa k. 

Koska laatan taipumat ja rasituk 

set lasketaan differenssipisteissa, 

pitaa pistekuorman vaikutusalueen 

keskipiste sijoittaa johonkin diffe 

renssipisteeseen, jotta si ina synty

va laatan maksimitaipuma ja maksimi

taivutusmomentti saadaan esille. Tu

loksen saamiseksi riittavan tarkaksi 

pistekuorman vaikutusalueella pitaa 

differenssiruutujen olla verraten pie

nia suhteessa rakenteen mittoihin. 

Tulosten tarkkuutta voidaan parantaa 

jakamalla pistekuorma myos sen keski

pisteen viereisille differenssipis 

teille. Tama tapahtuu siten, etta tar -

kastel laan laattaa kummassakin suun

nassa yksiaukkoisina, kaksiaukkoisina tai jat.kuvina "palkkeina", joiden jannevalit 

ovat 6x tai 6y (kuva 12). Naiden "palkkien" tukireaktiot, jotka vaikuttavat diffe

renssipisteissa, muunnetaan ni issa vaikuttaviksi tasaisiksi kuormiksi jakamal la ne 

pinta-ala! la 6x • 6y. Jos pistekuorman vaikutusalue on suorakaide, jonka sivumitat 

ovat bx ja b (b < 2 • 6x ja b < 2 • 6y) ja jos kuorma vuikuttaa differenssipis-y X y 
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teessa k, saadaan siina ja sen 1ahipisteissa (kuva 11) vaikuttavat tasaiset kuor 

mat seuraavista 1ausekkeista: 

qk u(6x, b ) 
X 

u (t:,y' b ) y • p' 

qn,m u(t:,x, b ) 
X 

• v(t:,y, b ) 
y 

• p' 

(34) 

q i' 1 u(6y, b ) 
y 

• v(6x, b ) 
X 

p ja 

q = v(6x, b ) • v(t:,y, b ) • P. 
o,p,q,r x y 

Funktiot u(6x, b ) ja v(t:,x, b) ovat kuvan 12 mukaisissa tapauksissa muotoa: 
X X 

1 
b 

u(6x, b) . (1 - 4 ~) kuva 12a 
t:,x /::,x 

1 
b 

v(6x, b ) X II II 

X = 86x t:,x 

[ 1 
b 2 b 

u(t:,x, b ) 1 (~) 1 (~)3] kuva 12b 
X = /::,x - 8 t:,x + 64 t:,x 

b 2 
- ..!. • bx ] 

(35) 

v(t:,x, b ) 1 (~) [ 1 II II 

X = 166x /::,x 8 t:,x 

1 
[ 1 

1 
b 2 

1 b 3 
u(6x, b ) = t:,x - 4 (~) + 16. (~)] kuva 12c 

X t:,x t:,x 

1 
b 2 

[1-
1 

b 

]. v(6x, b ) (~) X II II 

X = 8t:,x t:,x 4 t:,x 

Funktiot u(6y, b) ja v(6y, b) saadaan 1ausekkeista (35) vaihtama11a 6x:n ti-
y y 

1a11e 6y jab :n ti1a11e b. 
X y 

Jos pistekuorma P merkitaan vain keskipisteessaan o1evassa differenssipisteessa 

vaikuttavaksi tasaiseksi kuormaksi 

p 
q = 6x·6y ' (36) 

saadaan maksimitaivutusmomentti tassa pisteessa 1 i ian suureksi ja ri ippumattomaksi 

vaikutusa1ueen mitoista b ja b . Maksimitaivutusmomentti osoittautuu 1 i ian suurek-x y 
si, vaikka o1isi voimassa tasma11een b = t:,x jab = t:,y. 

X y 
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Kuva 12. Esimerkkeja pistekuorman P jaka 
misesta vaikutuspisteensa vierei 
sille differenssipisteille. Tar 
kastelu x- akselin suunnassa. 

Parhaan tuloksen nayttavat antavan 

kuvien 12b ja 12c mukaiset "palkki" 

approks imaat iot. Edell i nen antaa 1 i ian 

suuren ja jalkimmainen 1 i ian pienen 

maksimitaivutusmomentin. Maksimitaipu 

maan asial la ei nayta olevan kovin suur 

ta merkitysta. 

Laatan alustapaine vaikuttaa pinta 

alakuormana ylospain. Sen suuruus kus

sakin differenssipisteessa k on Pk = 

k
5 

• wk. Nain ollen taipumien kerroin 

matri is in d iagonaal i terme ih in tulee 

1 isata termi k /D yhtalon (33) mukais 
sesti. Alustapaineen kuvaaja on talloin 

porrasmainen (kuva 13c). 

Hieman parempaan tulokseen paastaan, 

jos differenssipisteen k alustapainees

sa otetaan huomioon myos viereisissa 

pisteissa vaikuttavat alustapaineet. 

Tama tapahtuu tarkastelemalla laattaa jalleen esimerkiksi yksinkertaisina "palk

keina", joiden jannevalit ovat fix tai ny (kuva 13). Differenssipisteeseen k liit -

tyvien "palkkien" tukireaktio pisteessa k on Pk ja siina vaikuttava tasainen kuor 

ma on siten Pk/(nx • ny). 

Kayttamalla kuvan 13 mukaisia alustapaineen approksimaatioita saadaan pisteessa 

k vaikuttavat laskennall iset, tasan jakautuneet alustapaineet seuraavista kaavi -

oista: 
w 4·w w 

k q n r 
5 4·w. 16·w 4·w (kuva 13a) pk = 3b. 

I k 1 

w 4·w w 
0 m p 

w 2·w w 
k q n r 

5 2·w. 4·w 2·w 1 
(kuva 13b) (3 7) pk 16 I k 

w 2·w w 
0 m p 

VI 6·w w 
k q n r 

5 6·w. 36·w 6·w (kuva 13c) pk 64 I k 1 

w 6·w w 
0 m p 
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Kuva 13. Esimerkkejil a lu sta paineen jakautuma-approksimaatioi s ta differenssipisteen 
k mo lemmill a puolilla. Tarka ste lu x-akse lin s uunna ssa. 

Jos ha lutaan kayttaa 2. asteen paraabel ia alustapaineen jakautuman kuvaajana, 

saadaan pk kaav io sta 

w 22·w w q n r 
k 

(38) 
pk = --2 · 22.w 484 •Wk 22 ·~11 

576 lwo i 
22.w w 

m p 
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tai kaaviosta /2/ 

w 10 •w w 
k q n r 

s 10·w. 100·wk 10 ·1~ 1 (39) pk ill I 

w 1 O·w w 
0 m p 

Jos piste k sijaitsee vapaalla reunalla, saadaan reunalla olevilta pisteilta tule

va pohjapaine kaavioiden (38) tai (39) mukaisesti sellaisenaan, mutta reunan vie

reisilta pisteilta tuleva paine kaavioiden mukaisesti kaksinkertaisena. 

Kussak in differenssipisteessa vaikuttava la skenna ll inen pohjapaine koostuu si is 

useista termeista. Koska ne ovat taipumien funktioita, 1 isataan taipumien kerroin

matri isi in kul loinkin kyseessa olevan taipuman kertoimeen termi k /D yhtaloa (33) 
q 

muodostettaessa, kun k on kyseisen taipuman kerroin em . kaavioista. 
q 

Laskentatuloksi in e i nayta olevan kovinkaan suurta vaikutusta silla, millaista 

pohjapaineen jakautuma-a pproksimaatiota kaytetaan. Nain siksi, etta laatan taipuma

viivan loivuudesta johtuen myos pohjapaine muuttuu va in vahan differenssipisteesta 

toiseen s i irryttaessa. Asial la 1 ienee suurempi merkitys vain, jos laatan jaykkyys 

D on kovin pieni alustalukuun ks verrattuna. 

Es ime rkk i 

Lasketaan kuvan 8 mukaisen maanvaraislattian taipuma ja taivutusmomentit ele

menttimenetelmal la ja differenssimenetelmalla. Lahtoarvot ovat seuraavat: 

p 10 kN, 

b b = 200 mm, 
X y 2 

E 30000 N/mm 
' c 

)J 0' 15' 
k 0 '00 1 s N/mm3 ja 

h 60 mm. 

Laatta on ne l ion muotoinen, ja sil la on vapaat reunat. Kuorma P vaikuttaa sen 

keskipisteessa. 

Laskentaan elementtimenete l malla on kaytetty SAP-tietokoneohjelmaa ja kuvan 14 

mukaista e l eme nttijakoa. Kuorma P vaikuttaa keskielementil la pintakuormana . Ohjel

ma kayttaa kimmoisana a lu s tana ns. boundary-elementteja e lementtien so lmupi ste issa. 

Laske nn an tuloksena saadaan taivutus - ja vaantomomentit e l ementtien keskipisteissa 

seka laatan taipumat ja kiertymat elementtien solmupisteissa. Kun laatan koko vaih -
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telee (L = 1800, 2600, 3400 ja 5000 mm, kuva 14), saadaan kuvan 15 mukaiset tai

puman ja taivutusmomentin Mx kuvaajat. Kuvassa 16 on esitetty eraan laatan taipu

mapinta taipumaa liioitellen perspektiivikuvana. 

0 
0 
'<t 
X 
c: 

N 

0 
0 
'<t 

c: 

y 

~ X 

n x 4 00 ---,li£""-OQ.:::..::;f~--n"-"x'-'4-=-0-=-0-----,t\.. 
11 1 

Kuva 14. Esimer:~ki laatan (1~el i0) jako elementteihin. Sivumitta L 2·n·400+200 mm. 

Kuva 16. Eraan esimerkki laatan (nel io) taipumapinta perspekti ivikuvana. 
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-2 

w 
[mm] 6 L_ ____ L_ ____ ~ ____ J_ ____ _L ____ _L ____ _J 

-1 

0 

2 

Mx 
[kN· mJ 3 

0 0,5 1,0 1,5 

;j ~L = 5 Om 

If ~t =34m 
=18m 

0 0,5 1, 0 1,5 

2,0 2,5 3,0 

CmJ 

9) 

2,0 2,5 3,0 

[m] 

Kuva 15. Es imerkk il aatan (nelio) ta ipuman w ja ta ivutusmomenti n Mx kuvaajat x: n 
funktiona, kun l aa tan koko vaihtelee. 
a) taipuman kuvaajat (y = 100 mm), b) taivutu smoment in kuvaajat (y = 0) 

Differenss ime nete lma l l a lasketaan ne l ion muotoisen la ata n taipumat j a taivutus

momentit. Laatan s ivumitta L saa arvot 1600, 2400 , 320 0 ja 4800 mm. Differenssi 

ruutujen sivum itat Ax ja Ay (Ax= Ay) saavat arvot 100 , 200 ja 400 mm. Muuten ovat 

lahtot iedot samat kuin ede lla. Kuorma P vaikuttaa ede ll een l aatan keskipisteessa. 

Laskema lla saa dut laatan maks imit a ipumat ja maksimitaivutusmomentit on keratty tau

lukkoon 2 . 



Taulukko 2. Esimerkkilaatan (nel io) maksimitaipumat ja taivutusmomentit differens
simenete lmalla laatan sivumitan L ja differenssiruudun sivumitan 6x = 
6y funktiona. [6x ) = [6y ) = mm. [M) = kN. 

L 1600 2400 3200 4800 

6x=6y w M w M w M w ~1 

100 4' 13 2,04 

200 4,23 2,09 2,41 2,38 2,00 2,49 

400 4,32 1 ,84 2,51 2' 10 2' 1 0 2,20 1 ,93 2,16 

800 2,37 1 ,67 2' 15 1 ,61 

Yhteenveto 

Kimmoisalla alustalla olevan laatan la ske nnall i seen ana1yysi in sove ltuu useita 

menete1mia. Aarettoman laatan taipumapinnan differentiaa1 iyhtalon suljettu ratkai

su napakoordinaatistossa soveltuu myos aarell isten laattojen ana1ysointiin, jos 

- 1aattaa kuormittaa vain yksi pistekuorma, 

1aatta on riittavan 1aaja joka suuntaan kuorman vaikutuspisteessa o1evasta ori

gosta (ts. kuorma ei vaikuta 1ahe1 1a 1aatan reunaa), 

- a1usta noudattaa Wink1erin a1ustama1 1 ia ja 

- 1aatta noudattaa 1 ineaarista kimmoteoriaa. 

Sove11uskohteeksi voi mainita vesistujen jaakentan ana1ysoinnin 1yhytaikaiskuor

mituksessa. Menete1maa voidaan sove1taa myos rengasmaisen vi ivakuorman tapaukseen. 

E1ementtimenete1ma napakoordinaati s tossa sove1tuu kaikenkokoisten pyoreiden 1aat

tojen 1askentaan , jos 1aattaa kuormittaa sen keskipisteessa yksi pistekuorma tai 

pyorahdyssymmetriset rengasmaiset vi ivakuormat 1aatan keskipiste keskipisteenaan. 

Myos muun muotoisia, ri ittavan 1aajoja 1aattoja, joita ta11aiset kuormat kuormit

tavat, voidaan approksimoida ympyra1aata11a. Men ete 1man etu on, etta sen avu1 1a 

voidaan 1aatan ja a1ustan epa1 ineaarinen kayttaytyminen kuormituksen a1aisena seka 

ajan vaikutus taipumi in ottaa huomioon. Ta11oin joudutaan iterointimenette 1yyn, 

mutta ku11akin iteraatioki errokse 11a ratkaistava yhta1oryhma on suhtee11isen pieni 

verrattuna e1ementtimenete1maan ja differenssimenete1maan suoraku1maisi11a 1aatoi1 -

1a. Sove1 lu skohteita voivat ol la vesistojen jaakentat seka ympyranmuotoiset, kes

keisesti kuormitetut t a i pyorahdyssymmetrisesti kuormitetut anturaperustukset. 
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Elementtimenetelma suorakulmaisessa koordinaatistossa soveltuu erikokoisten ja 

-muotoisten laattojen laskentaan. Muodon 1 isaksi my6s kuormitus voi olla lahes mie-

1 ivaltainen. Kimmoisan alustan muuttaminen jousielementeiksi on tehtava manuaal i 

sesti nykyisia tietokoneohjelmia kaytettaessa . Tama vaikeuttaa valmisohjelmien 

kaytt6a. Muutoin laht6tietojen valmisteluun on kaytettavissa esikasittelyohjelmia. 

Elementtimenetelmaan perustuvat tietokoneohjelmat pohjautuvat 1 ineaariseen kimmo

teoriaan. Laatan ja alustan epal ineaarisen kayttaytymisen seka ajan vaikutuksen 

huomioonottaminen edellyttavat yleensa huomattavia muutoksia ohjelmaan. 

Differenssimenetelmaa voidaan kayttaa vain suorakulmaisten tai vinojen tai sel

laisista osista koottujen laattojen laskentaan. Kuormitus voi koostua useista pis

tekuormista, kun ne vain sijaitsevat differenssipisteissa. Tulosten tarkkuus edel 

lyttaa tiheaa differenssiruudukkoa. Taman vuoksi yhtal6ryhman ratkaisussa on muis 

titilan ja laskenta-ajan saastamiseksi pyrittava kayttamaan menetelmia, jotka ope

roivat vain nollasta poikkeavilla kerroinmatriisin alkioilla. 

Rakenteen epal ineaari sen kayttaytymi sen huomioonottami nen on mahdoll i sta, mutta 

johtaa iterointiin. Valmiita differenssimenetelmaan pohjautuvia tietokoneohjelmia 

ei 1 iene yleisesti saatavilla. Suorakulmion muotoisen laatan laskentaan tarvitta

va ohjelma on kuitenkin verraten helposti tehtavissa. 

Kaikki menetelmat edellyttavat tietokoneen kaytt6a. Useimmat ovat 1 ikimaarais

menetelmia, mutta tulosten tarkkuus on kaikilla riittava ja samaa suuruusluokkaa, 

kuten lasketut esimerkit osoittavat. Elementtijakoon, differenssiruudun kokoon se-

ka pistekuorman jakamiseen eri differenssipistei lle tulee kuitenkin ki innittaa 

ri ittavasti huomiota. 

Kaikkia mainittuja menetelmia kaytettaessa voidaan myHs jakautuneet kuormat ot

taa huomioon. Napakoordinaatistossa ni iden kuitenkin tulee olla kiertosymmetrisia 

origon suhteen. 
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LIITE 

x• x• :ru 
ber x = I - 2,. 2,, + 2,. 4,,- 2i~ + - · · · 

bei X= 

her' x =-
x 3 x7 x 11 

- 23 • I! . 2! + 27 • ~! . 4! - 211 • 5! . 6! + - ... 

bei' .r= 
x :r' x' . 
~- 2'·2!·3! +2'·4!·5!- -r- .. 

ker x= "b · I yx b 4' etx - n z · err -

x411 I l :r' • l .ru • 1 
- 2•. 2!' ~ 11 + 2•. 4!' ~ -n- 2". 6!' ~ 11 + - · · · 

kei r= - .!: ber I - In y:r · bei x + 
4 2 

:z:: 1 l x' ', I rlo ' 1 ' 
+-- ~----' _ _._ __ ~---r- ... 

2z. 1!! f' 11 2' · 3!% t' n ' 21(' • 5!2 t' n 

ker'x = .!: b ei' x- In yx · ber' I-_!_ herr-
4 2 X 

x
3 f l ...L _x_

1
_ t ~ ___ :r'_

1
_ ~' ~ + _ ... 

-23. I!. 2! 6.1 n ' 21 • 3!. 4! I n 211 . 5!. 6! i n 

kei '.r= - .!: ber' x - In yx · bei' x - _!_ bei r + 
4 2 X 

---r ... 
n 

In y = 0,577 215 665 
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