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YHTEENVETO: Artikkelissa tarkastellaan kimmoisen kappaleen (palkin) ja jéykén
alustan kitkatonta kosketusprobleemaa, kun kimmoisen kappaleen jdyk&n kappaleen
liike on tunnettu. Numeerista ratkaisua varten johdetaan yht3#18t komplementaari-

Kdytetyt algoritmit esitel138n ja lasketaan numeerinen esimerkki. Tulosten perus-

teella esitetddin suositukset kdytettdvistsd menetelmdstd. Menetelmdt ovat helposti

laajennettavissa tapauksiin, joissa palkin tilalla on jokin muu kimmoinen kappale

edellyttden, ettd tdmidn tiivistetty jdykkyys- tai joustomatriisi on laskettavissa,
tai tapauksiin, joissa alusta on kimmoinen kappale.

JOHDANTO

Artikkelissa tarkastellaan j3yk&n alustan ja kimmoisen palkin kitkatonta kos-
ketusprobleemaa. P3ZZpaino on menetelmien kuvaamisessa. Tarkoituksena on kartoittaa
kentt#3d mutkikkaampien kosketusprobleemien ratkaisemiseksi. Tdss§ esitetyn yksin-
kertaisen palkkitehtdvin avulla saadaan helposti esiin joitain kosketusprobleeman
erityispiirteitd sekd voidaan tarkastella ndiden vaikutusta numeeriseen laskentaan.

Téssd esitettyjd tuloksia voidaan rakenteiden suunnittelussa soveltaa esim.
sellaisten palkkien tai laattojen analysointiin, jotka ovat epitasaisella (tai
(suksi) suoralla alustalla. Menetelmdt on helppo laajentaa tapauksiin, joissa pal-
kin tilalla on jokin muu kimmoinen kappale ja joissa alusta on myds kimmoinen. Li-
situtkimuksia vaatii tilanne, jossa kimmoisen kappaleen jdykdn kappaleen liike el
ole etukdteen tiedossa. Namd laajennukset ja lisdtutkimukset kuuluvat TTKK:n Ra-
kennusstatiikan laitoksella suoritettavaan tutkimusprojektiin: Rakennustekniikan
kosketusprobleemat.

Kosketusprobleeman ratkaisua analyyttisill3d menetelmilld on selvitetty aikai-
semmin (Heinisuo /1/, Gladwell /2/). Kirjallisuudessa on esitetty (vrt. mydh.)
numeeriseen laskentaan t&htd&vid kosketusprobleeman ratkaisumalleja, jotka perus-
tuvat suoraan komplementaarisen tehtidvin ratkatsuun sekd vastaavan siiriymimene—

telmddn perustuvan optimointitehtdvén ratkaisuun. Seuraavassa esitetddn molemmat
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Kitkattoman kosketusprobleeman ratkaisu (kosketusj&nnitys, kosketuspinta jne.)
voidaan konstruoida ratkaisemalla em. komplementaarinen teht3vi, jos jayk&n kap-
paleen liike on tunnettu (t#ss3d nolla). Seuraavassa tarkastellaan erilaisia valh-

toehtoja komplementaarisen tehtivan ratkaisemiseksi.

KOMPLEMENTAARINEN TEHTAVA TAIPUISALLE PALKILLE JAYKALLA ALUSTALLA

Komplementaarinen tehtdvd taipuisalle palkille voidaan esitt33 muodossa:

[ pb)h(x) =0 ,
p(x) ¥ 0 5 (4)
h(x) >0, wxe [0,1],
missd x on palkin pituuskoordinaatti ja 1 on palkin pituus (kuva 2a).
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Kuva 2a. Taipuisa palkki epitasai- Kuva 2b. Palkin differentiaalipala.
sella jayk&113 alustalla. .
Palkin differentiaalipalan (kuva 2b) tasapainon mukaan
p(x) = qlx) + Q' (x)
= p(x) = q{x) - Elv(q)(x) s (5)

missd q(x) on tunnettu palkin kuormitustiheys, Q{x) on leikkausvoima kohdassa x ja
El on taivutusjdykkyys.

Edel1d on oletettu, ettd taipumafunktion v(x) neljis (ja pienemmin kertaluvun)
derivaatta on yksikdsitteinen koko v&1il14 0,1 . Kiyt&nndssd niin ei varmastikaan
ole asianlaita, koska ulkoinen kuormitus sek3 kosketusjdnnitys saattavat sisdltds

pistemdisid voimia. Tdmd oletus on perusteltavissa silld, ettd kaikki metodit
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u-vz>0 (11)
missd epdyht#lst sarakematriiseilla (alaviiva) tarkoittavat, ettd kaikki alkiot

toteuttavat kyseiset epdyhtdlst ja (n-1)x(n-1)-matriisi A on

5 -4 1 0 0 0
=4 6 =4 1 0 0
1 -4 6 -4 1 0.
oo loo1 ke
A = i=—p 0 0 1 -4 6 -4 -4 6 -4 0 0
Ax 1 -4 6 -4 1 0
0 1 -4 6 -4 1
0 0 1 -4 6 -k
0 0 0 1 -4 5 (12)
Suorittamalla muuttujan vaihto
h=u-=-v |, (13)
ja asettamalla ehdot u(0) = u(1) = u"(0) = u"(1) = 0 saadaan tehtdvi muotoon
(Ah +q - A)Th=0 |,
Ah + g ~-Au 20 |,
hz0 . (14)

Elliot /5/ on esittdnyt vastaavan redusoinnin, kun taipuisan palkin tilalla on
taipuisa kieli. T&118in matriisi A on ns. Minkowski matriisi, jolloin on kdytett&-
vissd tehokkaita algoritmeja komplementaarisen tehtdvdn numeeriseen ratkaisemi-
seen. ltalialainen matemaatikko Stampacchia tutki v. 1966-1968 vastaavaa kalvo-
teht&v83 (The obstacle problem, ks. Cottle /6/). Artikkelissa /7/ on esitetty kir-
jallisuusluettelo ja kuvauksia erilaisista algoritmeista komplementaarisen tehtd-
vdn suoraan ratkaisuun. MyShemmin esitetd&n optimointitehtdvdn numeerisen ratkai-
sun yhteydessd yksinkertainen algoritmi, jota sovellettiin seuraavassa esimerkissd.
Algoritmi ei ehkd ole yleispdtevd, mutta yksinkertaisissa tehtdvissd se antoi hy-
vdn tuloksen. Algoritmia sovellettaessa annettiin A = A, X = B o= Agfgi(vrt.

mydh.) .

NUMEERINEN ESIMERKKI KOMPLEMENTAARISEEN TEHTAVAAN

Tarkastellaan kuvan 3 kimmoista palkkia jdyk&113 alustalla. Alkuvdlys ug on
vakio 18hes koko palkin matkalla sekd kuormitustiheys qp ja taivutusjdykkyys El

ovat vakioita. Palkkiteorian mukaan on johdettavissa kolme eri tilannetta kuvan 3
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Kuva 4. Esimerkkipalkin tulokset.

REDUSOQINTI OPTIMOINTITEHTAVAKSI, SIIRTYMAMENETELMA

Palkin potentiaalienergian lauseke on funktionaali

2

J(v) = %—JEEIV” dx - qu(x)v(x)dx s (17)

jolloin funktion v(x) tulee olla C1~jatkuva. Jos funktio v(x) on komplementaarisen

tehtdvdn (7) reunaehdoin (8) ratkaisu, niin se on mySs optimointiteht3vin

min J{(v)
vV =
v(0) =v(1) =0 (18)

ratkaisu. Optimointi tehtdvin (18) yksik&sitteisen ratkaisun olemassaclo todiste-
taan variationaaliseen epdyhtd186n nojaten Stampacchian ja Lionsin teoreeman /8/
avulla (vrt. /4/).

Saatu energialauseke voidaan diskretoida elementtimenetelmin mukaisesti (ks.
Strang /9/) kH#yttden 3. asteen muotofunktioita ja saattaa ndin tietokonek&sitte~
lyyn sopivaan muotoon. Tunnetusti em. menettely johtaa palkilla tarkkaan ratkai-
suun, jos kuormitus ja kosketusjdnnitys ovat pistem3isi3. Tdss3 tyydytddn tdhin

approksimaatioon. Energialauseke J(v) voidaan t3118in konstruoida



joten h on my8s optimointitehtdvin (21) ratkaisu.
Numeeriset tulokset esitetddn myShemmin.
Yhteenvetona todetaan, ettd optimointitehtdvd siirtymdmenetelmdl1d on potenti-

aalienergian minimointi rajoitteena ldpitunkemattomuusehto,

REDUSOINTI OPTIMOINTITEHTAVAKS!, VOIMAMENETELMA

Voimamenetelmddn perustuvaa kosketusprobleeman ratkaisua ei tiettdvisti ole
esitetty kirjallisuudessa tdssd muodossa. Joustomatriisi, joka vastaa kuvan 5c
voimia saadaan esimerkiksi k&&nt&m&l13 yhtd16n (20) jaEykkyysmatriisi K tai rat-

kaisemalla palkkiteorialla kuvan 6 palkkitehtdvi.
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Kuva 6. Joustomatriisin alkion geometrinen tulkinta.

Tulos on matriisimuodossa

v==Ct , (25)

~

C on joustomatriisi ja t on palkin kuormavektori. Symmetrisen nxn-joustomatriisin

alkio on

L P0nn)i@jnr1) = jej - iei)
' 6EI (n+1) "

’ i<jv i;j=1)'--»n * (26)

Palkkiin kohdistuva kuormitus on
5S8R (27)
kun kdytetd3dn samoja merkint®jd kuin edelli. Komplementaarinen tehtdvd on

[CR+5-Cg]TR=U ,

Cp+u-Cgz20 . (28)

~



sarakematriisi b on tunnettu. NeliBmuodon minimointiin 18ytyy monia tehokkaita
algoritmeja (Lokki /16/, Rosen /17/). P. Neittaanmiki on tarkastellut /18/ eri
algoritmien ja ohjelmistojen k3yttBkelpoisuutta samantapaisen tehtdvin ratkaisus-
sa. Jos dimensio n on suuri, niin kdyttdkelpoinen algoritmi on projektioon ja
ylirelaksaatioon perustuva iteratiivinen NSOR-algoritmi, jonka matemaattiset pe-
rusteet Neittaanmdki on esittdnyt /19/.

Koska matriisi A on symmetrinen, niin gradientti g on
g=Ax=-b . (33)

Voidaan todistaa, ettd vektori 5# on tehtdvin (32) ratkaisu, jos (Bazaraa /20/)

9; >0, A [P,
g 0, V¥j=p+t,...,n. (34)
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Fysikaalisesti optimaalisuuskriteeri (34) tarkoittaa:
- voimamenetelmdssd gradientti g on vilys h
- siirtymdmenetelmissd gradientti g on pohjapaine p.
Seuraavan algoritmin kolmella ensimmdiselld kohdalla pddstddn kdyvdn alueen reu-
nalle, josta voidaan jatkaz jollain epilineaarisen optimoinnin algoritmilla.

Algoritmi:
1° Ratkaise lineaarinen yht#18ryhms Ax = b.

2% Jos % 20, niin ratkaisu on 18ytynyt.
3% Aseta min {x;]i =1,...,n} = 0.
4°  Palaa kohtaan 1°.

Tassd lasketussa esimerkiss3 osoittautui, etti optimikohta 18ytyi suoraan t5113
algoritmilla. Kiyttdkelpoisia tuloksia saatiin, kun palkki jaettiin 20 tasapit-
kddn osavdliin. Kuvissa 7 ja 8 on esitetty laskennan tulokset, kun palkki on ja-
ettu 30 tasapitkd&n osavdliin. Kuvissa on esitetty palkkiteorian vertailuarvot

katkoviivoilla.

11



TULOSTEN TARKASTELUA

Dundurs ja Keer /22/ ovat tarkastelleet vastaavaa laattaprobleemaa. He kiytti-
vt ratkaisumenetelmind analyyttistd laattateoriaa ja kosketusprobleemassa (va-
jonneilla tuilla) redusointia integraaliyht318ksi, joka ratkaistiin numeerisesti.
Laatalle tulee irtoamiskohtaan em. tukireaktiota T vastaava pistevoima. Tamd pis-
tevoima aiheuttaa luonnollisesti hankaluuksia voimamenetelm3n numeerisessa ratkai-
sussa, mutta palkkiesimerkissd tulokset olivat silti hyvid. Pohjapainejakauman ja
palkin siirtymitilan arviot ovat afvan kdyttBkelpoiset. Voima- ja siirtymdmenetelm&
johtavat t#ssd tdysin samaan lopputulokseen, Tukivoimaksi saatiin likiarvo 1,14
(n = 29), kun palkkiteorian mukainen vertailuarvo on 1,18,

Vaikkakin komplementaarisen tehtdvdn sekd optimointitehtdvdn kdyttd kosketus-
probleeman ratkaisussa on verrattain uusi keksintd, niin matematiikassa on ndiden
tehtdvien numeerista ratkaisua tutkittu laajasti ja perusteellisesti (/5/, /7/,
/16/, /18/, /22/). Vihemmdn kirjallisuudessa on tarkasteltu kosketuskohdan staat-
tisten suureiden vaikutusta koko rakenteen kdyttdytymiseen. Ndistd mainittakoon
mm. holvivaikutus palkeilla ja laatoilla (Parland /23/, Schlaich /24/, Heinisuo
/25/). K8ytdnndn liitoksissa (holkkiliitos, pulttiliitos) esiintyy usein kosketus-
probleemoita, joiden k#sittely on vE1ttdmdtdntd liitoksien turvallista mitoitusta
varten. Tamdn vuoksi voitaneen suositella ratkaisumenetelmdksi sekd voima- ettd
siirtymdmenetelmdd. Edelld lasketussa esimerkissd jdykkd alusta diskretoitiin ta-
savdlein sijoitetuilla painumattomilla tuilla. Jos voimamenetelmdssd voidaan var-
mistua siitd, ettd vetoa ei esiinny saumassa mydskddn tukien vdlilld tai siirtymd-
menetelmdssd vdlys on postiivinen myds tukien vdlilld, niin rakenteellinen suure
jdykkyys D saadaan rajatuksi sekd yli#- ettd alapuolelta /3/.

Lasketun esimerkin perusteella laskumenetelmiksi voidaan suositella voima- tai

a8 ss

siirtymdmenetelmdd riippuen siitd kumpi on helpommin laskettavissa: jaykkyys-vai
joustomatriisi. Joustomatriisin saattaa 18ytd3 kirjallisuudesta analyyttisessd
muodossa, koska voimamenetelmd palautetaan tietyn perusrakenteen (t#iss3 yksinker-

tainen palkki) statiikkaan.

LOPPULAUSE

Kontinuumimekaniikassa on tunnettu jo pitk#&n (Parland /3/) kolme em. peri-
aatetta kosketusprobleeman ratkaisussa: komplementaarinen tehtdvd, potentiaali-
energian ja komplementaarisen energian minimointi ao. rajoitteineen. Kaksi ensim-
mdistd on puettu diskretoituun muotoon aikaisemmin. THssd artikkeliésa on esitetty

komplementaarisen energian diskretointi ja pyritty havainnollistamaan
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