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YHTEENVETO: Artikkelissa Johdetaan kinemaattiset yhtalst ja liikeyht3l6t avaruu-
dessa kdyrdlle sauvalle, jonka poikkileikkauksen ei tarvitse olla vakio. Sauvan
siirtymidt oletetaan pieniksi ja materiaali homogeeniseksi, lineaarisesti kimmoi-
seksi ja isotrooppiseksi. Saatuja yleisia yht&l6itd sovelletaan hoikkaan sauvaan,
Jonka poikkileikkauksella on kaksi symmetria-akselia. Lopuksi esitetdin sovellu-
tusesimerkkeind ruuviviivan muotoisen sauvan tasapainoyhtdlst ja erdiden tasossa
kdyrien sauvojen liikeyht3lst.

JOHDANTO

Rakenteiden mekaniikan teht&vin ratkaisemisessa 1&htSkohtana ovat
liikeyht&ldt. Niit3 tarvitaan rakenteen liikkeen tai tasapainon sel-
vittdmiseen., Lisdksi niist& voidaan paddtelld tirkeits rakennesystee-

min ominaisuuksia, kuten rakenteen stabiilius.

Sauvateorian uranuurtajié olivat de Saint-Venant (1843), Kinchhodg (1859),
Clebsch (1862) ja Rayleigh (1877)(Szabd [1], Love [2]). Heid&n tuloksensa,
Joihin kuuluivat muiden muassa avaruudessa kdyrdn hoikan sauvan
tasapainoyhtdlsét sekd suoran sauvan litkeyhtdlst, esittadd Love [2].
Washizu [3] johtaa hoikan sauvan tasapainoyht&l6t ottamalla huomioon
reFerenssiviiva@ venymisen, leikkausmuocdonmuutoksen sek3 poikkipin-
nan kdyristymisen. Wempner [4] tarkastelee hoikan sauvan kinematiik-
kaa ja tasapainoa, kun muodonmuutokset ovat pienet, mutta poikki-

leikkauksen rotaatiot ovat "kohtuulliset”.

Tédssad esityksessd johdetaan avaruudessa kidyrédn ja poikkileikkauksel-~
taan muuttuvan sauvan Zﬁikeyhtﬁlét, kun sauvan siirtymit ovat pie-
net. Kinemaattisessa mallissa otetaan huomioon sauvan referenssivii-
van venyminen sekd leikkausmuodonmuutokset, mutta ei poikkipinnan kdy-

ristymdd. Hitausvoimia laskettaessa my8s sauvan poikkileikkauksen



rotaatiosta johtuvat hitausvoimat otetaan huomioon. Saatuja yleisia
yhtdl6itd savelletaan hoikkaan sauvaan, Jjonka poikkileikkauksella
on kaksi symmetria-akselia. Lopuksi esitet#an sovellutusesimerkkei-

nd ruuviviivan muotoisen sauvan Ja esikierevdn sauvan sek3 erdidaen

tasossa kdyrien sauvojen liikeyhtdlst.

KINEMAATTISET YHTALGT

Sauvaa sanotaan kdyriksi, jos sauvan ollessa kuormittamaton, sen
pituussuuntaiset sdikeet ovat taso- tai avaruuskdyria. Valitaan jo-
kin sauvan sdikeists referenssiviivaksi ja leikatsan sauva t&5t3
viivaa vastaan kohtisuoralla tasolla. Taman tasaon ja sauvan materi-

aalialueen leikkauskuviota kutsutaan sauvan poikkileikkauksekst.

Kdyré&n sauvan teoria perustetaan t&ss3 esityksessd kinemaattiseen
malliin, jossa siirtymdt ovat ptenet ja ne tapahtuvat siten, etts
referenssiviiva venyy ja taipuu sekd kiertyy, mutta sauvan poikki-
leikkaustason oletetaan siirtyvén jaykk&nd. Tasts seuraa, ettd sau-
van poikkileikkauksen venymit ja liukuma ovat nollia. Leikkausmuo-
donmuutosten likim&3rdiseksi huomioon ottamiseksi poikkileikkausta-
soon kuuluvien materiaalipisteiden oletetaan siirtyvédn siten, etta
loppuasemassa n3m3 pisteet ovat tasossa, Jjoka voi olla vinossa refe-

renssiviivaa vastaan.

Velitaan kdyrdviivainen koordinaatti zy pitkin sauvan referenssi-
viivaa Jja referenssiviivalle ortogonaaliset koordinaattisuorat ol
Jja x3 siten, ettd nadm3 suunnat yhtyvat poikkileikkauksen pddsuun—
titn., Liitetd&n ndihin koordinaatteihin ortonormeerattu kantavek-

torijérjestelms €; s e ,e; kuvan 1 mukaisesti.

Kun vektorikolmikko ey , e» , e3 1liikkuu vakionopeudella pitkin refe-
renssiviivaa, se k&&dntyy edetessdin. Ké&antymisvauhti riippuu vekto-

rista

K=(ez,1°es3le +(es,1%e;)es+ | 1,1 €2 )e, (1)

(+),i, i=1,2,3. Itse asiassa vektori

n

Jolloin on merkitty a(-)/axi
kK esittdd vektorikolmikon e; , e., es kulmanopeusvektoria, kun kol-

mikko etenee referenssiviivaapitkin ykk&snopeudella (Salmi [5] s. 118).

M



Kuva 1 Deformoitumattoman sauvan poikkileikkaus (a) Jja deformoituneen sauvan
poikkileikkaus (b). Piste 0O on referenssiviivan piste.

Kun madritellddn squvan alkukaarevuudet Kk, ja ks sekd alkukierevyys T
relaatioilla

K2 £ ey *e;,1 = —@) *éz,;

Ks3 = @3 e, = - *e3,, (2)
T= e3*ex,1= —@z *ej,)

voidaan vektorikolmikon e, , e, , e; kddntymisvauhti k esitt3i muo-
dossa

K=Te ~ Ky 82+ Kz @3 (3)

Referenssiviivan kaarevuus k, ja kierevyys k, miidritelldsn relaati-
oilla ( Vdisatd [8])

t,lEhln' & b,1 E"k’.z?’l (4)

missd £ on referenssiviivan tangentin suuntainen yksikkdvektori, =
referenssiviivan p&&normaalin ja b sivunormaalin suuntainen yksik-

kivektori.



Merkitsem&llsd vektoreiden n Ja e, valistd kulmaa x1-koordinaatin po-
sitiivisesta suunnasta katsottuna vastapdivian symbolilla ¢ voidaan
0soittaa [(Salmi [6] tai Love [2]), etts

Kz = kycos
K3=~f215inw (5)
T = ky+ y,,

Tuloksesta ndhd3&n, etts vaikka referenssiviiva olisi suora, jollaoin

silléd ei ole kierevyyttd eli k, =0, voi sauvalla olla kierevyys T #0.
Pisteen P siirtym3vektori

v(Ti,22,23) = R-p (6)
sekd referenssiviivan pisteen siirtymivektori

u=vxr ,0,0)=R"-»° (7)

T&lldin on merkitty sauvan poikkileikkauKsen pisteen P asemavektoria
ennen muodonmuutosta symbolilla » sek3 muodonmuutoksen j&lkeen R Jja
saman poikkileikkauksen referenssiviivan pisteen vastaavia paikkavek-

toreita symboleilla »° ja B® kuvan 1 mukaisesti.

Kiinnitetddn sauvan poikkileikkauksen pisteeseen P kantavektorijar-

Jestelmé g1, g2, gs (kuva 1) siten, ett3

q -

:L:r.!i > i=112;3 (8)

Vektorit g; ovat koordinaattiviivojen ®, tangenttien suuntaiset.
Kuvan 1 perusteella voidaan vield kirjoittaa

r =1+ re,+ 2;e, (9)
Yksikkdvektoreiden derivaatat ovat €i,;= Kxe; eli

€1,1% Kaep ¥ Kzes

€2,1F “Kpept+ Tey {10)

€3,1= -~ Kzeg; - Te;

Ottamalla vield huomioon yhteydet €i,,=€i,,=0 ja r),=¢, seks
2l = %3 =0 saadaan yht&léistsd (8) ja (9) tulokset

g1 = (']—332K2*$3I<3J61‘£173T € *xT ez
g:= e (11)

g3 = ej;



On huomattava, ettd g,ei ole yksikkBvektori ja dos T# 0, se ei ole
kohtisuorassa poikkileikkausta wvastaan.: Siis kantavektoresista g;
vain g, Jja gs ovat keskend&n ortogonaalisst.

Kun sauva deformoituu, niin referenssiviivan pisteeseen kiinnitet-
ty ortonormeerattu kantavektorikolmikko e; , ez ,e3 siirtyy Jja de-
formeituu vektorikelmikoksi E; , E2 , Es kuvan 1 (b) mukaisesti. Vek-
tori E; on deformoituneen palkin referenssiviivan tangentin suun-
tainen ja E, sekd E; ovat kd8ntyneenpoikkileikkauksen tasossa koor-
dinaattiviivojen %, Ja x; suuntiin. Koska poikkileikkaustaso s&ilyy
jaykké&na, niin koordinaattiviivojen z, Ja x3 vadlinen kulma s&ilyy
suorana, mistd seuraa, ettd vektorit E., Jja E; ovat keskeﬁéén orto-

gonaaliset.

Kiinnitet&dn vield deformoituneen sauvan poikkileikkauksen pistee-
seen P', joka on alkutilan partikkelin F loppuasema, vektorikolmik-
ko G, , G2 , G3 (kuva 1) siten, etta

¢, = B3 , i=1,2,3 _ (12)

Vektorit Gi ovat koordinaattiviivojen suuntaisset, muttane eivdt ole

yksikkdvektoreita ja vain G, ja G3 ovat kesken&&n ortogonaaliset.

Kinemaattisten yhtdléiden eli muodonmuutosten ja siirtymien vé@lisen
yvhteyden johtamiseksivalitaan siirtymiksi referenssiviivan siirtyméat
{u}t={u, u, usz} ja poikkileikkauksen rotaatiot {¢@} ={¢, w2 o3}

siten, etta
U =u et u ex + uz es

=@ g1+ P €2+ P3 €3

Koordinaatisto x; , x2 , x3 valitaan materiaalikoordinaatistoksi, jol-
loin se ajatellaan kiinnitetyksi partikkeliin. Koordinaatisto kokee
saman muodonmuutoksen kuin kappalekin. T&lldinpisteen P' koordinaa-
teilla T, ,i=1,2,3 on samat arvot deformaation jalkeenkin, wvaikka

partikkeli P on siirtynyt uuteen asemaan P'.

K&yran sauvan geometriaa on edelld kuvattu kadyrdviivaisessa koordi-
naatistossa. Tastd Jjohtuu, sttd sauvan muodonmuutoksia kuvattaessa
kannattaa ottaa kaytttdn tensoriesitys Jja pyrkia muodostamaan muo-

donmuutostensorin komponentit.



Kéyrdviivaisten koordinaatistojen 1, T2, 3 alku- ja lopputilojen

metriikkatensorien komponentit ovat

°g. & G..=6G.+¢. ‘ (13)

915 % 95" 9; B L 4

i] i

Alkutilan metriikkatensorin kovarianteiksi komponenteiksi saadaan

tulosten (17) perusteells

gir = (1~ xy K, - Xy K3 )%+ (z31)2+ (zy 1)

g12 = gp; = =237

giz = ga1 = x, 1 (14)
g22 = gazz = 1

923 = g3z = 0

Jjoista sen determinantiksi seuraas

gEdBt(gij)z(1‘332|<2‘.’L‘3K3]2‘ (15)

Alkutilan metriikkatensorin kontravariantit komponentit glJ saadaan
yhtdlssts t
jk J

g5 97° = &) , i,j=1,2,3 (16)

Symboli 5£ tarkoittaa Kroneckerin deltas, Yht&ldryhman (16) rat-

kaisu voidaan kirjoittaa muotoon

11 ~x3 T x, T]-1 1 T3 T ~ X5 T
i -1 1
(glJ)=(glJ) = “x3 T 1 0] =g L3 T 911”[.%2'5}2 T Xy L3 TZ
Zp T 0 1 X2 T m223 T2 gy, ~(2,1)2

Tarkastellaan SBUraavassa koordinaatiston muunnosta kdyrédviivaisesta
xt,x? 23 - koordineatistosta karteesiseen ortogonaaliseen yl.y?,yd-
koordinaatistoon (kuva 2). T&ts koordinaatistomuunnosta tarvitaan
muunnettaessa x',xz?,2%-koordinaatistoon liittyvd muodonmuutostenso-
ri karteesiseen koordinsatistoon, Jjossa materiaaliyhtilst kirjoite-

taan.

Tkun sama indeksi esiintyy tulossa kahdesti, on tuloon sovellettava Einsteinin
suMmaussaantss,



xzyz Paikkavektorin » muutos on
dp = §£ de® = g. dac (17)
Szt &
Toisaalta dr-= dyJej , mistd seuraa
1 _ J
da g: dy ej (18)

Muodostamalla yht&16n (18) molempien
puolien skalaaritulo vektoreiden g’
k=1,2,3 kanssa ja ottamalla huomioon
madritelmd (13) saadaan

. )
dx gik-’dyj(ej'gk} . k=1,2,3

Josta ratkaisemalla seuraa

Kuva 2 Poikkileikkauksen pistee-

L B R % ;
seen P 111t§tty kayrayll— Koska toisaalta dz* -~g£7 dyj , niin
vainen x!,x?,x°-koordinaa- g 9y J
tisto. Saadaan

1 :
2= g™ (e g, ) (19)
ayJd J
Laskemalla saadaan matriisi
dxt/yt Bxl/oy?  dxl/dy? 1/Vg 0 o
1
P2y = | swt/ayt aw?/oy? 9w /oy | = | mst/vG 1 0 (20)
By /3yt 9xd/dy?  oxi/oyd -x,t/Vg 0 1 |

. ; Gl . 2 .3 s _
Muodonmuutostensorin komponentit kéyrdviivaisessa xl,m s = Koordi
naatistossa mddritelldidn lausekkeilla ( Fligge [71,s.28)

( ), P2, 3 (21)

=1 -
Yag = 7 %™ 9o
Ne esitetéddn jatkossa Lagrangen esitystapaa k3ytt3en. Muodonmuutos-
tensorin kamponentit €4 3 karteesisessa ortogonaalisessa y',y?,y°-
koordinaatistossa ovat
3a® 3P

E. . T Y » i,j=’|’2,3 (22)
L gt gy o



Soveltamalla tulosta (20) saadasan

9 -
€11 = -g" (Y12 * 223 T Y12- 222 T Y13 )
1
Ei2 ="/Tg: Y12 (23)
_ 1
€13 = — Y13
Vg

Poikkileikkauksen venymidt v,, Ja Y33 sekd liukuma v,4 cvat nollia,

mistd seuraa, ettd myds e€;,= €353=¢€,5=0.

Seuraava teht&dvd on laskea metriikkatensorin komponentit Gij ,1,=
1,2,3 . T&t3 varten tarvitaan kantavektaoreiden Gi , 1=1,2,3 lausek-

keet. Kuvan 1 ja lausekkeen (7) perusteella voidaan kirjoittaa
R:RO+ xZE’2+x3E3=r°+u+szz+x3E’3 (24)

Yhteyden (12) mukaan
G, = R,1=rfl+ U1 * o Er ) + 23 B3, (25)
missd »’ =e; ja

M,l=[M1,1—K2M2"K3M3}21+(‘Mz,l + Ko Uy = TUs ]ez+(u3,1+m3u1 +T?/£2J63

Deformoituneen sauvan poikkileikkauksen kantavektorit E, ja E; ovat

Eyxy=ex:+@xe, = -3 e, + e, + ¢, e;
(26)
Esy=ey+Pxes =+, e; - @, @ + e,
Kayttamélla hyvéksi yhtdloitd (10) saadaan
Esx,r = (@3, Ky “ K3 @1}€1+[‘K2(03‘TCP1 Jez + (- k3, TP, Jes
(27)

Bi,1= (92,1~ k3 *K2$1)81+(?<2£92‘T‘(D1:1Jez* (Kspo-TY, Jes

T&11l8in kantavektoriksi @; seuraa
Gr=(1+u;,; - Kaupy -xk; U " X2P3,1 Y T3 Q2,1 -~ Xp Ky —3 Ky~ 2p Ky 1+ 23K ) ) &y

# Lwmes ¥ i =T Ug T XK W3~ X2 TP + Ty Ka P2 - X3Py, —X3 T) &2

(238)
+ (Ug, ) *Rzup + T Uz TX2 K3 P3 ~ X3 TP * X3 K3 P2+ 2Py, +2 T ) e,
Kantavektorit @, ja G, ovat
G =Ey = -@3 e; + e, + ¢, e, (29)

Gy =E3 =+@, e; - @ ex + e,



Ké’\.yttéméllé'mééritelmié (18) ja (21) sekd tuloksia (14),(28) ja(29)

pdddytddn muodonmuutostensorin komponenttien Yij lausekkeisiin

= T \ _ 2

Y11= ¥g [u1.1- Kaup- K3 ug 332(9311+373(92r1"'(x2K3'$3K2}®1]+$2T2M2+$3L U3
- 2, .2

+T( 2ok~ wakp I Uy X2 @3 +23 @2 ) +T (5 +x3 JP1,1 =g Tz, +22 T Uss:

1
vie= — (@3 ¥us,; -2 sl F Koty =~ TUg +23 K3 (P34 25K )
Vip > Q3 2s1 3 P15 2 Uy 3 3 K3 (P3 3 Ko P2 (30)

1
Yi3 = E(@z Uz, F Q1,1 KUy FT Uy - T Ky O - X2 Kz P3)
Lausekkeita (30) johdettaessa oletetaan, ettd siirtymdt {u;, us, us}t

ja rotaatiot {@ , 9,93} ovat pienet toisin sancen niiden epdline-

aariset termit on jétetty huomioon ottamatta.

Muodonmuutostensorin komponenteiksi Eij seuraa lausekkeista (30) ja
yhtadloista (23)

1

all=?(u;_,;—K2u2~i<3u3-x2(p3,1+x3(02,1“xz Ka@1+ Z3 Ko 01 - 23T P3-22 TYP;)
g

€12 = i—j;[uz,1+i<2u1~‘ru3—tpg+x3i<3 W3+ T3 K, P2 =T3P1,,) |
2 vg (31)

e 31

E13= —— [ Uz, + Kty +T U2 + P2 — X2 K Q2= X2K3 @3+ X201,

2 /g
Merkitaddn sauvan poikkileikkauksen pisteen P paikkavektoria

paikalliskoordinaatistossa Oziz,%;
u’ = x5 ey + x5 ey (32)
Maarittelemdlld "muodonmuuteosvektori” € relaatiolla

€ = €, e+ 2615 e+ 2€13 €3 (33)

voidaan tulokset (31) kirjoittaa tiiviissen asuun

VGE= U terx @t @, xu’ (34)
Pisteen P (kuva 1) siirtymé&vekloriksi » saadaan
VE=u+tx Byt x3Ey-p =u+ @xpu’ (35)

w = (?/1—.?32(93+$3(02 ]e]_ +[?/£2'$L'3(91]€2+ ((ugq +DL'2(91]83 (36)

Tuloksesta (36) n&hd&&n, ettd poikkileikkauksen pisteiden koordi-
naattiviivejen suuntaiset siirtymikomponentit gvat pisteen koordi-

naattien 2z, ja x3 lineaarisia funktioita.



MATERIAALIYHTALGT

Kun ocletetaan, ettd sauvan materiaali on homogeenista, isotrooppista

Ja lineaarisesti kimmoista, voidaan Jénnitystensorin kontravariantit

komponentit olJ karteesisessa orto onaalisessa y',y?,y%-koordinaatis-
P Y sy Y

tossa kirjoittaa muotoon

11 s

g Egll

012

it

2G g, (37)

013 2@ €13

missd E on materiaalin kimmomoduuli ja ¢ liukumeduuli, Ensimm&inen
naistd vht3loists edellyttdsd ehtoja €22 = €33 =0, jotka hoikalla sau-
valla patevdt paremmin kuin aiemmin mainitut ehdot €22 =€33 =0. Sau-
van poikkileikkauksen suuntaiset normaalijénnitykset g2?2 Jja 0?3 seki
leikkausjénnitys g?23 oletetaan niin pieniksi muihin Jannityksiin ver-
rattuna, ettd niits ei tarvitse ottaa huomicon muodonmuutoksia las-

kettaessa.

POIKKILEIKKAUKSEN JANNITYSRESULTANTIT

Deformoitumattoman sauvan geometriaa kdyttiden poikkileikkauksen pis-
teeseen P vaikuttava Jannitysvektori on (Wempnen [4], s.78)

1 13

/g0

11

g = gl + pl2 g2+ ¢ls gg) (38)

missd  tid gvat Jjénnitystensorin kontravariantit Komponentit k&yrs-

viivaisessa z',z2,x%-koordinaatistossa (kuva 3).T

t Téssd esitysmuodossa on kyse Plofan-Kinchhodfin 1.1ajin eli Lagrangen Jjannitys-
tensorin komponenteista. Yhtdldisssd (38) pitdisi kdyttdd Piolan-Kirchhoffin 2.
lajin eli Kinehhofgin jannitystensoria. Naiden ero kuitenkin h&vizd, kun sauvan
siirtymit ovat pienet.

10



Kuva 3 Sauvan poikkileikkauksen Jannitysresultantit P ja M.

Komponentit 177 saadaan lausutuiksi y!,y?,y3-koordinaatiston janni-

tyskomponenttien avulla 2. kertaluvun tensorin kontravarianttien kom-

onenttien yleistd muunnoskaavaa kidyttien:
Yy Y

;g 1.7 ,
Sy dx~ dx c)u (39)
By)\ oy H

Yht&lon (20) perusteella saadaan

G- L 5t
g
18 Bal 91 5 1 g2 (40)
g /g
18 @2l any 1 s
g /g

jolloin jénnitysvektoriksi (38) zaadaan

.Y

21T . X2 T 3 P E
ollg, +( B gli+gl?)g, +(-E2= o'+ 613 ) g4 (41)

g Vg g

¢ =

<.
Em]

Yht&loitd (I1) kayttédmallid voidaan jé&nnitysvektori g esittds kantaa

ei,es,e3 kiyttden seuraavasti:

T
gc= 0 ej (42)

11



Poikkileikkauksen pisteeseen P liitettyyn poikkileikkauksessa ole-
vaan differentiaaliseen pinta-alaan d4, vaikuttava voimavektori dr

on { Flidgge [71, s.48)

dF = drl g, =

J /gll

ddy g, = o d4, (43)

Koska lisdksi
d4 = da,; g7 = gax gs /g'! depday; = /g \/:qﬁgi diy dg

missd vektorit gi ovat pinnan pisteessen P liitetty kontravariantti

kanta, niin
dﬁ1=l"ggll daxy, dxy = dxzdxa = d4 (44)
Yht&ltén (42) perusteella voidaan nyt kirjoittaa

aF = 0dA=01jej da ' (45)

Sauvan poikkileikkauksen referenssiviivan pisteeseen 0 kootun dynaa-

min (F, M) komponentit eli poikkileikkauksen Jdnnitysresul tantit

ovat
F=FJe.=IIdF= SJo da= frf oﬂjdA €. (46)
Jog A A J
M=w e = [fuxdF=/{yxoda= [fu'x ol ds e. (47)
Joa 4 4 J

missd ul=zx,e, + X3 &3 . Komponenttimuodossa jénnitysresultanteilla on

lausekkeet

Jrottdd ,  F2=[50'%dd , F3 =[] g% dn (48)
4 4 A

Fl

M"-=ffx36“ da (49)

12



Otetaan kayttddn poikkipinnan yleistetyt tulomomemntit

o i
i T J :
I, = ff 1 2iay da= fr— %2 s dz, da (50)
~ 4 V4 A 1-xaKs-x3K3

Lausekkeessa (50) Vg=1- maKks-23k3#0, 51113 sauvan pituussuuntaiset

sdikeet eivdt voi olla kohtisuorassa sauvan referenssiviivaa vastaan.

Sauvan Jjaykkyyssuureet voidaan nyt koota dyadeiksi+ (Viisdld [8],s.147)

Elgype,e, v+ GIggeresr + GIppeases

A=
Si=Elprerex- ETjgei1e3- GIg1e2e,+ GIipese ' (61)
S2=-GIp1e e:+ Glipe1es+ Elge:e1- Elgese;

H G{(IzotIga)eiey*ETlgzseser~El 1 €283-ET 1¢3€2+ETs0€5e;

Jannitysresultantit F ja M saadaan lausutuksi siirtymien z ja ¢
avulla, kun yhteydet (31) ja (37) otetaan huomioon. Dyadialgebraa

kdyttden voidaan kirjoittaa

F=A‘(M,1+€1X(D}+51°(P,1 (52)

M Sp_'(u,1+e;><tp]+l'° P, 3 i (53)

Tulosten (52) ja (63) avulla voidaan mydhemmin johdettavat liikeyh-

tdlot kirjoittaa siirtymien avulla.

SAUVAN LI!KEYHTALODT
Deformcitiumattoman sauvan differentiaalislementin tilavuus
dv = /§ da, des dxy = /§ de, d4 {54)

sekd sauven pinnan differentiasalisen alueen pinta-ala

dS = /g dx, de (55)

missa ¢ on polkkileikkauskuvion reunakdyrén kaarenpituus.

TTdssd yhteydessd ei ole tarpeen tutkia, ovatko dyadit (51) aitoja, toisin sanoen
ovatko ne tensoreita (Budiansky [9]).
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Seuraavassa m33ritelld&n kayrdviivaisen koordinaatiston metriikan
avulla erditd vektoreita, jotka Jatkossa ilmaistaan karteesisessa
koordinaatistossa. Merkitsemdl13 sauvan tilavuusvoimatiheyttd symbo-
1i11a f sekd pintavoimatiheytts a saadaan annettujen voimien refe-

renssiviivaelle lasketuksi resultoivaksi pituustiheydeksi

Glz:)= [l F/Gda + f p /g de (56)
A4 c

sekaé referenssiviivalls kootun momentin pituustiheydeksi

Ef.rl)zdf"fu"xf/gd,ﬁl+ Ju'xp /g de (57)

Sauvan p&8typintaan referenssiviivan pisteeseen koottu pddtypintaan

vaikuttavien arnnettujen voimien dynaami olkoon [E,ﬁd.

Liikeyht&l8iden johtamisessa kdytetaan d'Alembertin formalismia ja
siihen liittyvdd hitausvoima- ajattelutapaa. Hitausvoimatiheys on
-pr, missa p on tiheys ja » on sauvan partikkelin kiihtyvyysvekto-

ri, jolloin on merkitty d2?p/de?=gp .
Resultoivaksi hitausvoimien pituustiheydeksi seuraa

H= -/ pr /g da (58)
: A

Ja resultoivaksi hitausvoimien momenttien pituustiheydeksi refe-

renssiviivalle

M =-77u"xpr /g d4 (59)
4

Partikkelin kiihtyvyysvektori » voidaan esittdamyds muodossa » =7,

missd v on partikkelin siir tymavektori (36). Kirjoittamalla
7:; = (?:{..J +X, (:62" Lo @3]81"' [?:{'2‘.’363 (B] ]32"‘ (?Z3+332(:£51 ]€3= 1:;‘{'{.‘5')(}10 (60)

saadaan hitausvoimien ja hitausvoimien momentin viivatiheyksien

lausekkeiksi

H=-/lpov /G dA =~ lpo(u+f.xu®) Vg da (61)
A A

M= -//u'xo0 Vg di=-Su'xplu+d x u®) /g da (62)
A A

14



Yletstetityjen hitaustulojen

Jij = /lp mi‘ a:“; yg da (63)

ja vektorin
J1 = Jigez + Jo1 e3 (64)

sekd dyadin
Jd=(deo+dpz)erer ¥ doneser =~ Jiyere; - Ji1esex + Japes e (65)
avulla voidaan referenssiviivalle koottujen hitausvoimien ja hi-

tausvoimien momenttien pituustiheyksien lausekkeet lausua siirty-

mien u ja ¢ aikaderivaattojen avulla seuraavasti

H ==-Joo 1.4' + JIlXLB (66)
M =-Jy,xu- 3@ (67)

Annetaan sauvalle pieni virtuaalinen siirtymékentté‘{ Su, S },mis-

s& Su=duje + Supert Suze; ja S@= 89, e; + 59 e, +8p; e; . T&E118in
ulkoisten voimien virtuaalinen tys
b N b
SWy = | (Fe6u +M-8p)+ [ (qedu+é&-+80)ds, (68)
a xr=a

Sauvan p#&atypintojen kohdilla kdyrdviivaisella koordinaatilla on
arvot x,=a ja x;=>b. Sisdisten voimien virtuaaliseksi tytksi saa-
daan

b a5
SWy=-7 [/ 6" se.. /g dadz, (69)
a A hd

joka merkinndin (33) ja (44) voidean esittdi muodossa

b
6w5=-f I/ o - 6€ /E'dA de, (70)
' a 4

Toisaalta kinemaattisen yht&l&n (34) perusteella saadaan

Vg 8€E= Su,  + e1x 6@ + 8@, x pu° (71)

josta seuraa

b
SWs=-J1// o dds Su,, + [/ o dd- e, x 89~ f/a.xnu’das&p,,]dz,
a 4 A 4
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Ottamalla huomioon jénnitysresultanttien lausekkeet (46) ja (47)

voidaan sisdisten voimien virtuaslinen tyd sievent33 muctoon

b
SWg ==/ (F +8u,, t Fee x6p + M8, ) dx,
a

Usittaisintegroinnille seuras

b 5
5w5:»§ (Fedu+ M-Sl + [ (P, °8u-F xe, 6@ +M, 09 Jdx,  (72)
a a

Hitausvoimien virtuaalinen tyd on
b
SWp= S(H- du + MW-80) dx, (73)
a

Virtuaalisten siirtymien lauseen mukaan Wy + SWg+ 8Wp=0. Kun vir-

tuaalinen siirtym&kenttd { 8u, Sw } on mielivaltainen, niin tulok-

s

sista (66),(72) ja (73) paadytdan kdyrdn sauvan Litkeyhtdaléihin

F,i+ 4+ H =0 (74)

My, + eyxF+ ¢+ M=0¢ (75)

sauvan liikeyhtdlt6t ovat komponenttimuodossa

=
)}

<
H
o]
3

Fi-w & K;ng -~ K3 F® o+ C;fl + Hl =0

2 ~
F;],"’KgFl - 7 #7 +q2 +HE=0
3 : 2 ~3 3
Foi+ kgF' + 1T F% 4 + Hi=0
LT R : 1 (76)
i 2 3 ~l Y o=
M,y = KoM - k3 M + '+ W =10
2 1 % 2
Moy + oMt = 1 -~ F+ 5%+ W2 =0
.3 : -
Moy + kst + M2 o+ PR+ 0+ WP =0
Virtuaalisten siirtymien lause antaa reunaehdoiksi
b
| [LF-F ) 6u+(W-M4) 9] =0 (77)
a
josta seuraa, ettd sauvan pdissi x1=a Jja x;= b on oltava
F =7 tai Su = (@
(78)

M= M tai  S@ = 0



Asettamalla liikeyht&ltissad (74),(75) hitausvoimat nolliksi saadaan

kdyrdn sauvan tasapainoyhtdldt
F,y + q =0 (79)
M,, + e xF +¢ =0 . - (80)

Tasapainoyhtdlditd (79) ja (80) kutsutaan usein Kichhofdin -Clebshin yh-
Lakiins4 | Love 12}, 8. 887 ).

K&yrdn sauvan liikeyht&dldt siirtymien w ja @ avulla lausuttuna
ovat tulosten (52),(53),(66) ja (67} mukaan

~Jgotu + J1xP+ [Ae(u,, te x@)+S,:¢,,1,,+4 =0 : (81)

—Tixi =3 @+ [Saclu,rerx@lileg I verx [A(u, 1 vex@l+S129,,1+¢é =0

(82)
Skalaaril Jy9, vektori J; sekd dyadi J sigsdltdvat tiedot sauvan mas-

sasta ja dyadit A ,S; ,S, ja I sauvan jaykkyyksistd. Vektorit § ja

¢ sisidltdvat tiedot sauvalle annetuista ulkoisista kuormituksista.

HOIKKA SAUVA , JONKA POIKKILEIKKAUS ON KAKSOISSYMMETRINEN

Hoikalla sauvalla tarkoitetaan sauvaa, Jonka poikkileikkausmitat
ovat pienet verrattuna sauvan kaarevuus- ja kierevyyssdteisiin.

T&lldin voidaan kirjoittaa
v/g_=1 -~ XKy ~X3Ky & 1 (83)

Jos sauvan poikkileikkauksella on kaksi symmetria-akselia, joilden
leikkauspisteen kautta kulkeva pituussuuntainen sé&ie valitaan refe-
renssiviivaksi Jja Jjos lisdksi sauva on hkotikka, niin tulomomentit

I;5;=0 ja Ji3 =0, kun toinen tai molemmat indeksit i,j ovat parit-

1]

tomat. Ta&mén perusteella
51=52=G s - |=G(Izo*‘Igz]eleI"‘EI026262+E1202363 (84)
J1 =0 s J = (Jao* doz)ere; + Joz @22 * Jag €3€3 (85)

Tadlldin sauvan liikeyht&dldt menevdt muotoon
-Juuﬁ‘*[A‘[u_,1+61><tp]],3+€?=0 (86)
'J°('p'+(I-(p,lJ,l’relx[A°[u,1+elxcp)]+5=0 (87)

Liikeyhtdldt ovat t&ssd tapauksessa vain staattisesti kytketyt.

17



RUUVIVIEVAN MUOTO!SEN SAUVAN TASAPAINOYHTELGT

Sovelletaar yhtdl8itd (76) sauvaan, Jjonka referenssiviiva mundos-
taa avarvuteen ruuwviviivan. Ruuviviivan sdde on % ja nousu yhdelld
kKierroksella n. Ruuviviivan nousukulma o =arc tan(h/2ax). Ruuvivii-

van kaarevuus k; Jja kierevyys k; ovat vakioita

A 1/ K 1
— = = — cos’a
2%+ (h/72m)? 1 +tanla 4
/ ) I /o D
; n/2u i1 1/x° 1 .
i::z = ﬁ! S e e B 5 1 6 B Al ol
2+ (h/2r)% 2% 1+ tanla

lTarkastellaan sauvea, Jjonka poikkileikkauksen p3Zakselit ovat re-
+,

c
ferenssiviivan jokaisessa pisteessd referenssiviivan pa38normsalin

=

18in sauvan alkukaare-

[a]

ivunormaelin b suuntaiset (kuva 4).

%

ja k3 sekd alkukierevyys 1 ovat tulesten (5) mukaan

z , 1
Kz =Ry cos0® = b, = = cos?q
n
kK3 =-k; sin0% =0
= X o
T= h,= - s8ina caosa
a

Merkitsemdlld j&nnitysresultantte-

ja Ft=w, FP=¢q , F3= Q, » M'=1T,

i M. Jja Mi= M, saadasn yht&ldis-

té (76) ruuviviivan muctocisen say-

Kuva 4 Ruuviviivan muotoinen van tasapainnmehdoiksi
sauva.
7 ! 2 y A Lo
N., - 5 cos o %}v g =
9] + cos?y N - j-sin o cosa @ 0+ 5% =0
el bt A b #*
7 1 : " =2 =
45 : 7 Sino cosa Qn + g7 =10
s
’ ) (88)
1 2 Gt
T, ~ — cos“g M + 2% = (]
! n N
| 2 g 5
+ — cos‘e T - - sinccosa M - + 8 =
Mooy T 3 TOS7 £ " 9 0
M, -f-qsinour*oscxM + g + &3 0
7 il = L C 4 * =
LR b n n

Tasapainoehdot (88) on johdettu myds kKirjoituksessa Kanerwa ja Noad-

Lund [10] tarkastelemalla sauvan differentiaalipalan tasapainoa.



TASOSSA KAAREVAN SAUVAN LIIKEYHTALOT

Tarkastellaan ensin tasossa kaarevaa sauvaa, Jjonka poikkileikkauk-
sen toinen p&dakseli on joka kohdassa sauvan referenssiviivan sivu-

normaalitasossa. T&ll6in sauvan esikierevyys t1=0.

Kuvan 5 perusteella my8s k, =0, joten
K=-K3ep. Metriikkatekijdn vg lause-

ke on t&11din

g =1- 23 K3 (89)

Merkit&dn k3 =x , Fl= §, F? Q » = Q,
sekd M= T, M?s= M, Ja M= M. Kaytts-
mallad tuloksia (66) ja (67) saadaan ta-

Kuva 5 Tasossa kaareva sossa kaarevan sauvan liikeyht&l8iksi
sauva.

N, -« Qn"JOOﬁl‘ Jo1 @2+ J1o Vs +4' =0

Qb’l - Joo Uz + Jo1 @y + §* =0
sy T KW = Joois = 0@+ G =0 (90)
Tyy - KMn + Joy Up— Jyp g - (Jag+dpz )@ + & =0
My, =@ = Jori - Jo2 G2+ J11 @3 + 32 =0
Mn,1+ kK T + Qb 4 J107:.£1+J11('132“J20(53 +33 =0

missd
IV=EIoo(u1,1-Kus]+EI01(02:1‘EIlo(Wsn"'K(Dl]
%)3 GIgo(uz,l"@3)‘ GIol(WlnA’ngj
Qn=G100(u3:1+Ku1+®2]+GI10[(P1,1‘?<(03) (91)
T’=‘GIM{Mb1‘®3]+GIm(uw1+KuﬁW%J+GLBU+IM)(@U1‘K®Q
Mb=EI01[u1,1—Ku3J+Equipz,1'EIzl[(93»1+'<(01)
%1=‘EL0[MM1“K%]‘EIn¢b1+EIM[Ww1+K%J

Bickfond ja Strom [11] ovat myds johtaneet yhtadldét (90) tarkastelemalla

suoraan tasossa kaarevaa sauvaa.
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loisen

a

revasta g

esimerkking tascssa kaa-

auvaste tarkastellaan ku-

o . 250
\-10'}
P e N van 6 kaarte, jolls on symmetria-
AT . .
T tascna x,2,-tasc. Oletetaan, otts
e /'
A ; i y i, "
f/« sauvan kucrmitukset ja giirtymdt
P 4 i
Ear P ovat t&csd sauvan tasossa. N3in
2 rd
o 4 . - . i
& G ollen «: =150 ja k =k. ey aekd
;{ //, !; 3 i 7o &
V4 S F My 20 Ja @1=@,= 0, Merkit3an
£ 7
; ;
i\(.f 7
~7 Ko 2K 5 Uy 2w , us =v 03 =W
Flo=p Pag , My
Kuva B Kaari : Ve F o Tt
I = q F= N i . s
Koska metriikkatakiigy /g =1- T K Ja x;-akseli gn symmetris-akseli,
J w
niin tulomomentit "{Ti" ja J,. hdvidvat aina, kun indeksi j on pari-
N i
ton. Soveltamalla tuloksia (66) ja (67) sasdaar liikeyhtgldiksi
-’T,‘ ’KQ‘ JU{]LE +c;T1{)(\D+£jl ":G
(—},1 R fv b rlroo i 52 = O (92)
Mt;;*@*' JigU =~ Japg@ + &' =0
missi
N =EIgo Lu,y ~ kv ) =-ET 0,
Q:GT".(](T/‘_‘l"'KM—(D:’ (93)
i\.”:'_t T‘"E’i‘loiuzl“(U]“i'EIZDq)rl
Siioittamalla jé&nnitysresultanttien (93) lausekkeet yht313ihin (92)
paadyt8&n siirtymien avulla lausuttuihin liikeyhtdldihin
X Za - % L e PoR
FEZoo(usi-kwl -ETp@.,],, ~KGIgol vsrtku-0 )= Jogu +J,,0 + g =0
Vet v = 7 e B F 7 ey
{(r.iooﬂ?},]*K}i{*(ﬂ Ji.p Kﬁ-.’oollﬁ,l“KUJ‘"KEllﬂ'\Drl'JgoU*/} =] (94)

[-EI0(u,y-kv) 4F Too0@w,1lo1 + 6100l v, 1vKku-o@

a

Edelld saadut tuluvkset (92) ~(84) vastaava

Shedinmen [127 tuloksia,

]
2,
N

t artikkelin Tene, Epstedin,



SUORA ESIKIEREVA SAUVA

Tarkastellaan seuraavassa suoraa
esikierevdd sauvaa, Jjonka taval-
lisimpana sovellutuksena on root-
torin lapa. Sauvan kierevyys on T

Ja K, = k3= 0. Niin ollen

K=Te; & Vg-=1

i e 1
Merkit&an ri=swy , F?=g¢, , Fis g,

M= T , M= M, , M= M,.
Kuva 7 Esikierevd sauva.

Soveltamalla tuloksia (66) ja (67) pdddytdan yhtdlsihin

Hoy = Joo s + Jyq @ - Jor @2+ gt =0
@251~ T Q3= Joogup+ Jgy Oy + g =0

Q3)1+T Qz“Jogua‘qu(}sl'{' C?g =0

(95)
Ty1 + Jo1 o= Jyp s~ (Jag+dg2 )y + & =0
Ma,1- T My= Qs =Jdoyuy - Jor 2 + p1 B3+ 22 =0
My, 1+ T Mot @ +d19 Uy + J14 ﬁﬁz-Jzo(};s"' &3 =10
missd
N =FEloour,y *ETg1(@,1 =T@3) ~ET15(@3,1 +T@; )
Q= GToolus,1 =~Tus-@3) - GIpy @1,
Q3= GLoolug,; +Tus+@, )+ GIioW s B
T =“GI01[1¢2,1‘TM3‘$33+GI10[u3,1+1u2+(p2}+(;(120+102]wl,l

Mi= ETorursy +ETo2(@a,1-T @3) - ET11(@3,1 *+ T@,)

M3=—EIlgu1,1 -EIll(({)z,l *T(Dg] + EIzo((Dg,l * T(Dz]
Jos sauvan referenssiviiva on venymdtén eli e€,,(xy= z43=0)= 0, niin
tuloksen (31) perusteella wu,,,=0. Jos sauvan leikkausmuodonmuu-

tosta ei oteta huomioon, niin systeemin vapausaste vdhenee kahdel-

la, silld t&116in

Q2 == uz,; & W3 = Uy, (97)
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Tavallisin sovel lutus suorasta, esi-

Lo, O
S Kisrevdstd sauvasta gn rcottorin la-
b & _r : < g i .
;%;M%%m_wmimm%ﬁ pa. Lapaaoaon Kiinnitetty Javkkdadn kiek-
i i ! . . . Ge
’ S J , koon, jonka sdde on b Ja Joka pyérii
NN o e SO T el o
i o 5 varioru.manopeudella & kuvan 8 mukai-
o
3 sesti. Rotaatiosta johtuvat hitausvoi-
mat wvoidaan sis&llyttdd tilavuusvoi-
Kuve & Roottorin lapa. maan  f, Jjonka lausekkeeksi seuras

~

FEolbimi] P gls pip+ x )P e Vg

7) mukaan referanssiviivalle kootut kuermituksen

T

Tulosten (58) ja ¢

Gy

pPituustiheydet ovat

\‘-:;;':ij:; l/a- d4 = ffp(b +£1JQZdA31:pA[b+xljﬁzel
A A (98)
5: fr }JOX ;f“; /E dd = [\b""" .1:‘1)51’2[ JDI es = Jlgeg)

Us2in rosottorin poikkileikkauksella on symmetria-akseli, esimerkik-
si x;-akseli. T&11l&in I;j =0 ja Jﬁ: =0 aina, kun indeksi J on pari-
i ij

8

ton. Jos vield oletetasn referenssiviivea venymdttiméksi, jolloin

1,1 =0, niin u orn vakio. Toisaalta reunaehdosts seur
151 1

r

uyley=0)= 0. NEin ollen U

i

a
0. Liikeyhtdlst (98) sievensvat t3118in

muotoon

s

Cloglutg, -1

b

—

a“$3N:1—TG%0[Mm1+Tu2*@z)“TGﬂo$u1“JboM2=U

Gfou[bé3;1+ T iy ”“(JJ;,_v) TG g (Dl,l],}'-“TGIoo( M253- T Uy — 593] ~Jog Uy~ 19 =0

==

[51-13(7/{3,1+ T Uy “'([32]-5-(}'[4?:20* Inz}‘@l;i],l ~d1p g = {ch*Jgg}{.{)l =0 (99)

7y

Elga{@a,y~10511,, ~TEZ20(@3, 1+ T2 )- Gloplus, + TUa* Q2) = G091, -Jya s =0

[ ETz0{ s, 1+ T92)1,, T Elga(@a,1- Tg) + Glogluz,1-Tus-,)+ J29 P3 +

‘“dlgﬂz(b*.’.ﬁljzg

Carnegie [131,{14) johtaa my8s esikierevdn roottorin lavan liikeyhts-
16t, jotka avat melkg puutteelliset. Carnegien yhts18ists puuttu-
vat esimerkiksi yhtdléryhmin (99) ne termit, joissa on kierevyys T
tekijdn&. Hodges [151 tarkastelee esixierevdn sauvan tasapainoteh-
tévEd ja siing erityisesti sauvas puristavan normaalivoiman ai-

heuttamaa vaidntos,



SUORA SAUVA

Sovelletaan kaarelle saatujs yhtdldita (93) ja (94) suorasn sau-

vaan, Jjolla =g ja /§= 1. TEll8in voidaan merkits
Toos4 & Jgo= pd

missd& A on sauvan poikkileikkauksen pinta-ala. Suoran sauvan Jjan-

nitysresultantit ovat

N=FEAu,;~EI ¢,

=GA o R
¢=Galv,-0) (100)
M =-EIyo us1+ ETsg ©ay
sekd liikeyhtdlst
[EA wu,: ~EIow,1},1- pA u + Jio® + g =0
[GA(v,1-9)],,- 040 + 3% =0 (101)

CEIio U1+ Eoo@,1].1 +GA( v, - )+ Jriot = Jap @+ &% =0

Jos yhtaldiss& (100) ja (101) referenssiviiva valitaan sauvan kes-
kiviivaksi ja se oletetaan venymattéméksi, niin wu,,= 0. Jos lisdk-
si sauvan pitkittdissuuntainen Jaykdn kappaleen liike an estetty,

niin myds wu=0. T&lldin yht&ldistd (101) seuras

[GA(vy-@)1,,- pdv + 52 =0
- (102)
LEToo 0,1)01+ GA (0,1 -@ )= Jpp@ + 83=0

Yhtdlditd (102) kutsutaan usein Timoshenkon palbkightiliibsi. Niists
saadaan Eulerin-Bernoullin palhhiyhtilit j8tt3ma115 sauvan leikkausmuo-

donmuutes ja poikkileikkauksen rotaatichitaus huomioon ottamatta.
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