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ZUSAMMENFASSUNG: Bei der Berechnung der Eigenfrequenzen von Bauwerken wird
meist von der Theorie der Balkenbiegung ausgsgangen und der Einfuss der
Gewichtskrdfte vernachldssigt. Filr bestimmte Typen von Bauwerken ist dies
vor allem fiUr die niedrigste Eigenfrequenz jedoch nicht zul&ssig. Die
Berlcksichtigung der Gewichtskrdfte lduft auf die Bestimmung eines Korrektur-
gliedes auf der Grundlage des Rayleigh-Verfahrens hinaus und ist einfach zu
handhaben. :

EINLEITUNG

Der Einfluss statischer Lasten auf die Eigenfreguenz von machanischen -
Strukturen ist im Allgemeinen vernachl&ssigbar. Eine wichtige Ausnahme
bilden die Eigenfrequenzen rotierender Turbinenschaufeln, bei denen der
sogenannte Fliehkraftzuschlag infolge der hohen Radialbeschleunigungen
nicht vernachléssigbare Werte annimmt. Die Eigenfrequenzen von rotierenden
Schaufeln werden durch die Fliehkr&fte erhtht [1].

Bei vielen Bauwerken, vor allem bei Tlrmen, Masten, Haochhdusern, Leicht-
bauhallen sind fir die Ermittlung der Belastungen durch den Wind die tiefsten
Biege—eigenFPEquenzen von Bedeutung. Sie werden mit Hilfe entsprechender
Berechnungsprogramme oder auch nur anhand von N&herungsformeln [2], [3]
bestimmt. DOabei wird der Einfluss der Schwerebeschleunigung der Erde nicht
beriticksichtigt.

Zunehmende Bauwerksgrdsse und wachsende Genauigkeitsanforderungen machen
es notwendig, diese bisher vernachldssigten Einflisse zu untersuchen und
gegebenenfalls .zu berilcksichtigen.

Ziel dieser Untersuchung ist es, festzustellen, wann der Einfluss der
Gewichtskraft beridcksichtigt werden muss und diesen Einfluss quantitativ zu

erfassen.

AUFSTELLUNG DER BEWEGUNGSGLEICHUNG FOR EINEN HOMOGENEN BALKEN UNTER
BERUCKSICHTIGUNG DER ERDBESCHLEUNIGUNG

Es soll zundchst versucht werden, eine geschlossene analytische L8sung
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fir die Biegeschwingungen eines homogenen Balkens zu finden, dessen Langs-

achse die Richtung der Erdschwerkraft hat (Bild 1)

M+ﬂdz

/] dz FQ+ E’dz
phAdz 2L af2
pAdzg
z
M(Z)
L,y
Bild 1. Scnittgrdssen am Balkenelement.

Dazu betrachten wir einen vertikal gelagerten Balken und greifen ein

L&ngenelement dz heraus. Es seien

A - die Querschnittflache

p - die Dichte des Materials

EI - die Steifigheit des Querschnitts
£ - die Erdbeschleunigung

Nach Antragen der Schnittgrfssen am Balkenelement und Bilden des Krifte-

gleichgewichts senkrecht zur Stabachse erhalten wir

BF S 82 ’
TE? dz + pA dz g 57 ~ PA dz;:% =0 (1)
Das Momentengleichgewicht liefert unter Vernachléssigung def Grdssen, die von

zweiter Ordnung klein sind, die bekannte Bezeichnung

.
|
N

dann wird aus (1)
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Mit dem lblichen Separationsansatz vy(z,t) = Y(z)cos{wt+B) erhilt man daraus
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eine gewthnliche Differentialgleichung 4. Ordnung fir die Auslenkung Y(z):

CEIY'''? + pAgY' + pAYwZ = 0O

bzw.

vrmo- B2 gy« wiY) = 0 (2)

Der Ldsungsansatz Y = CeAt flir die Gleichung (2) liefert die charakterisch-

tische Gleichung

2
4 pAg _ PAw— _
L T 0 (3)

Die Gleichung erlaubt wegen des Gliedes mit ) keine flr die weiteren

Oberlegungen brauchbare L&sung.

DAS NAHERUNGSVERFAHREN VON RAYLEIGH ZUR BESTIMMUNG DER NIEDRIGSTEN EIGEN-
FREQUENZ SENKRECHT STEHENDER BAUWERKE MIT BERUCKSICHTIGUNG DER EIGENLAST

Bei der Berechnung von Bauwerksn ist vor allem die niedrigste Eigen?
frequenz von Interesse. Es soll daher das Rayleigh-Verfahren auf solché
Bauwerke angewendet werden, die sowohl kontinuierlich mit Masse belegt sind
als auch Einzelmassen tragen. Der Unterschied zur sonst iiblichen Anwendung
auf Biegeschwingungen besteht in der Berilicksichtigung der Absenkung der
Elemente des Bauwerks bei der Schwingungsauslenkung. Das ist gleichbedeutend
mit einer Verringerung der potentiellen Energie.

Die Voraussetzung konstanten Querschnitts lassen wir fallen. Zunichst
betrachten wir ein Balkenelement dz wund bestimmen die potentielle Energie
des ausgelenkten Elements. (Bild 2.)

dz dz

s

Bild 2. a) Verformter Balken mit element dz b) Absenkung dx des Elements



Uie Absenkung dx jedes Elements hingt von der Neigung Y' an der
Stelle z &b. Aus Bild 2b ergibt sich

dx = dz - dz cos @
= (1 - 1f5in2®sz
= % mzdz
~ % Y'Zdz

Die gesamte Absenkung x des Elements erhdlt man durch Integration bis zur
Stelle z. Um Verwechslungen zu vermeiden, bezeichnen wir die Integrations-

variable mit ¢ und erhalten
Z

x = [ Y'(g)de
0

Die potentielle Energie des Elements infolge der Absenkung in z-Richtung

betrégt also

pAlzldzgx

N —

UE = -dmgx = -

Nach Einsetzen von -dz erh3lt man

1 2,2
Uz = - 5 ogAlz) [ Y (z)dy dz
0

Die gesamte potentielle Energie UA aus der Absenkung aller Elemente findet

man durch Integration Uber die Linge des Balkens:

1 % ) ‘
U, = - =5 pg [ Alz) [ Y'“(5)dt dz (4)
A 2 4 b _

Fir Einzelmassen an den Stellen = Qi (i = 1,2,...,n) 1ist die innere

z
Integration jeweils bis zur Masse m.  zu flihren, (Bild 3)

l

7/

Bild 3. Berilicksichtigung von Einzelmassen
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wdhrend das &dussere Integral in eine Summe Ubergeht:

1 i b 2
UM = - 58 'Z m, [ Y'“(z)dg (5)
i=1 0

Dazu kommt der Hauptanteil der potentiellen Energie, der aus der Biegearbeit

herrihrt:

EI(z]Y"%dz

=
m

I
N —
O—x

Die kinetische Energie besteht aus den beiden Anteilen, die der massebelegte

Balken und die Einzelmassen liefern:

1 2

1 2 i
Z

T = > Pw

ne-—13

A[z)YZ{z)dz'+ min(li) = w"N

Or—>

i=1

Damit lautet der Rayleigh-Quotient

2 _UYg tUarUn Ug Uyt Uy
® N N N

Der erste Summand UB/N ist der ohne Berlicksichtigung der Erdschwere er-

mittelte Rayleigh-Quotient wz Das zweite Glied berlicksichtigt den Einfluss

R
von g. Explizit lautet der Ausdruck

L z 5 n gi 2
pg [ A(z) [ Y'“(g)dc dz + g § m, [ Y'“(c)dg
7 _ 2 0 0 i=1 ' 0
w” = wp - T = (6)
2 2
p [ Alz)Y“(z)dz + § m.Y“(L.)
0 i=1 *t *

Die Eigenfrequenzen werden also durch den Einfluss der Erdanziehungskraft
kleiner.
Wir wollen die Formel (B) fir einige wichtige Sonderfalle, die z.T.

elementar ltsbar sind, diskutieren.

Masseloser Balken mit Endmasse

Hier ist p = 0, i = 1, & L (Bild 3). Bekanntlich ist hier

Wir missen das Korrekturglied

%
gm [ Y'Zdz
0

mYZ(E]

Dazu setzen wir fir Y die aus elementare Biegetheorie ermittelte statische
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Biegelinie infolge einer Einzellast am Ende

an:
== T 1 _3 1 2
Y(z) = - 5% ts Lz
Man erhdlt
EI L
[ v'%dz = -2 27 und vZ(2) - L 4B
15 el
0
Daraus folgt
z
2 9
l__+y v =g
Bild 4. Masseloser Balken Die Eigenfrequenz eines senkrecht stehenden

mit Endmasse ; .
masselosen Balkens mit Einzelmasse am Ende

betrdgt also

Balken mit konstantem Querschnitt und kontinuierlicher Massebelegung,

A = const, p = const, mi =0

Das Korrekturglied lautet

Z

[ v'2)de dz

wi = RU (8)

/ YZ(szz
g

ije]
O—x

Zundchst bestimmen wir aus den Differentialgleichungen der Biegelinie
und den Randbedingungen die Ansatzfunktion

3

Y(z) = z4 - 48z7 + 62222

Mit dieser Ansatzfunktion erh&lt man durch Bilden der Integrale in (8)

a> = 4,878 =L - 1,56 § (9)
pAL

Der Zahlenwert von 1,56 stimmt mit dem fir Turbinenschaufeln gliltigen Faktor

flUr Turbinenschaufeln Uberein. DODer Unterschied besteht im Vorzeichen und

statt g +tritt die Radialbeschleunigung auf.
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Gelenkig gelagerter senkrecht stehender starrer Balken

Dieser Fall, der sich elementar ebenso einfach behandeln l&sst, reprasen-
tiert nédherungsweise einen abgespannten Mast. Er wird ebenso behandelt wie

der Fall 3.2, jedoch mit der besonders einfachen exakten Ansatzfunktion

Y = z, Es ergibt sich sofort

Lz
- %vvwﬁ A g [ [ cde
Mt 2 _00 " _3g
2 2 & -

Als tiefste Eigenfrequenz erhadlt man

- 2 _ £

w = /,wD 1.5 T (10)

I Eé V1.5 g/% 1ist bekanntlich die Pendelfrequenz
eines am oberen Ende aufgehd&ngten Balkens.

Bild 5. Gelenkig gelagerter
starrer Balken.

Masseloser starrer Balken mit Endmasse

ﬁﬁﬂﬁﬂ? m Der Vollstidndigkeit halber sei noch

k der gelenkig gelagerte masselose Balken
mit Endmasse erwdhnt (Bild 6):

Hier gilt analog

(11)

£

n

|

1
=

a

Bild 6. Masseloser starrer
Balken mit Endmasse.

ANWENDUNG AUF KONKRETE BAUWERKE

Die Formeln (7) bis (11) lassen erkennen, wie einfach die Bericksichtigung
des Schwerkrafteinflusses auf die Eigenfrequenzen zu handhaben ist. Da die
Eigenfrequenz durch ein additives Korrekturglied prézisiert wird, kann-die
Berechnung wie bisher erfolgen und nur bei solchen Bauwerken, wo dies
erforderlich ist, wird dann das Korrekturglied bestimmt. Bei der Anwendung
auf konkrete Bauwerke stellt man zundchst fest, dass die Korrekturglieder
meist sehr Klein sind und in Abhé&ngigkeit von der Qualitit des eingesetzten

Berechnungsverfahrens in der Grossenordnung der aus der Modellbildung
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resultierenden Fehler liegen oder noch kleiner sind.
Vom Quadrat der nach einem beliebigen Verfahren ermittelten tiefsten

Eigenfrequenz mz ist ein Glied k-g/% =zu subtrahieren wobei Kk zwischen

0
T und 1,56 liegt. Dabei ist es sinnwoll, mit einem festen Wert fir k, zB
k = 1,5 =zu rechnen und erst dann, wenn sich nennenswerte Abweichungen er-
geben, den genauen Wert von Kk zu bestimmen. Die Zahlenwerte flr die

nachfolgenden Beispiele sind aus Arbeiten Uber die Windwirkung auf
schwingungsgefdhrdete Bauwerke entnommen [2], [3] und geben einen Uberblick

iber die Grossenordnung der zu erwartenden Korrekturen.

Stahlbetonschornstein von 303 m Hohe

In [2] werden fiir ein Berechnungsmodell mit konstanter Massebelegung

folgende Daten angegeben.

EI = 4,8 - 1013 Nm2

1

u pA = 64150 kg/m.

Daraus ergibt sich aus der bekannten Formel flr den einseitig eingespannten

Stab fir die tiefste Eigenkreisfrequenz

- 2 JEL ~
wD & " . B45 —g & 1,049 s

e

Das entspricht einer Periodendauer von TD = Zﬂ/mo = 6s. Die korrigierte

Eigenkreisfrequenz wird gemiss (9):

w = Yol - 1,56 g/8 = 1,024 57

Der Fehler infolge Vernachldssigung der Gewichtskraft betrdgt daher

'Stahlblechschornstein von 60 m Héhe

Es ist nach [2]
EI = 5,2 - 107 Nm~, u = 200 kg/m
Daraus folgt

= 3,516 = 4,98 s

EI
wg 7
1y

und

29



B = /&S - 1,56 g/% = 4,95 g

Der Fehler betragt hier nur 0,6 %.

Fernsehturm von 251 m Hbhe idealisiert als cinmassenschwinger (Bild 7).

In [2] sind folgende Daten angegeben

7170 t
k = 8,5 - 10° N/m

Hihe der idealisierten Masse

h = 122 m
251m | m
7 Daraus ergibt sich
Wy = # S = 1,080 &
0 m

122

Die korrigierte Eigenkreisfrequenz betragt

gemass (7)

-1

= 9,2 = 1,043 s

Toa

Bild 7. Berechnungsmodell
eines Fernsehturmes.
Der Fehler betridgt 4,4 %,
FUr das gegenwdrtig h@chste Bauwerk der Welt, den Moskauer Fernsehturm
ist eine Eigenschwingzeit von TD = 13 s bekannt. Unter Zugrundelegung
einer dhnlichen Uberlegung liegt der Einfluss der Erdschwerkraft hier in

Q

der Grossenordnung von etwa 10 %,

Dreischiffige Stahlhalle auf Einmassenschwinger reduziert

7z, 7&7

o o
Bild 8. Dreischiffige Stahlhalle.
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Die Eigenschwingzeit ist in [2] mit Tp = 2 s angegeben, die Hohe der
Ersatzmasse bei Reduzierung auf einsn Einmassenschwinger mit h = 5,4 m.

Daraus ergibt sich

1

™~

al

e =2 &8 & .74 &
g 0
und
_ 2 E _ -1
w = Yug 1,2 P 2y 7L 8

Der Fehler betrdgt hier 13,3 %.

Oie betrachteten Beispiele zeigen, dass bei der Berechnung der niedrigsten
Eigenfrequenz von Bauwerken ohne Berilcksichtigung des Einflusses der Erd-
schwerkraft die auftretenden Fehler nicht in jedem Falle vernachldssigbar
sind. ‘

Vor allem bei solchen Bauwerken, die eine niedrige erste Eigenfrequenz
aufweisen und besonders bei denen, die dazu noch niedrig sind, k&nnen

grossere Abweichungen auftreten.

BEZIEHUNGEN ZUR KNICKLANGE

Das dargestellte prdzisierte Berechnungsverfahren fir Biegeschwingungen
erlaubt zugleich die Bestimmung der Knickgrenzen komplisierter Balken.

Der Einfluss der Eigenlast wird durch ein Korrekturglied beriicksichtigt,
das vom Quadrat der auf herkémmliche Weise bestimmten Eigenkreisfrequenz
subtrahiert wird. Der Grenzfall w = 0 stellt den Versagensfall dar. Wir
wollen dies an dem im Punkt 3.2 behandelten Beispiel erldutern. '

Fir den masselosen Balken mit der Endmasse m hatten wir gefunden (7)

w2 EL .28
m&
Aus w = 0 ergibt sich die Grenzldnge, bei der keine Schwingung mehr mdglich
ist, zu
g =/ EL
g 1,2 mg

Wir vergleichen dieses Ergebnis mit der Knicklange eines Stabes der
Steifigkeit EI unter der Last F = mg (Bild 9) ,
Es handelt sich hier um einen Eulerfall mit der Knicklénge

3



__’m L
l L-EI L-EI
Bild 9. Beziehungen zur Knicklange.
In der Tat ist /3= = 1,58 m 1 = 1,57
n der Tat is . P N o ;87

Die Abweichung ridhrt aus der verwendeten Ansatzfunktion des Rayleigh-
Verfahrens, die ja nicht die exakte dynamische Biegelinie verwendete.

Flir die sogenannten Nicht-Euler-F&lle lassen sich auf diese Weise ziemlich
einfach die Stabilitatsgrenzen ermitteln, wie z.B. die Grenzldnge oder eine
Mindeststeifigkeit. Flir das Beispiel Stahlbetonschornstein findet man
z.B. aus w = 0 einen Wert flir die theoretische Grenzldnge eines solchen

Bauwerks. Es ergibt sich aus

wZ=l = 12,96 EL . 4,88 B
u24 Eg
g
23 - 7,92 EL
g g
%, = 1,89 « fEL
g ig

Mit den Zahlenwerten des genannten Beispiels findet man eine Grenzldnge von
% = 839 m. " '
= Dieser Wert besagt aber weder, dass man ginen so hohen Schornstiein
errichten kdnnte, weil schon vorher andere Versagenkriterien zu beachten
sind, noch, dass hdhere Bauwerke bei geeigneter Steifigkeits- und Masse-

verteilung nicht denkbar wédren.
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