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YHTEENVETO: Artikkelissa johdetaan seuraavat yllattdvat tulokset: (1) Jousen

venymd siihen vaikuttavan voiman johdosta h&vi&& aina. (2) Maan painovoimaa
gl tarvitse ottaa huomiocon rakenteiden analysoinnissa. (3) Itse asiassa
gravitaatiota ei ole olemassakaan. Lopuksi korjataan johdoissa tehdyt vir-
heet.

J0OUST

Konservatiivisen diskreetin systeemin tasapainoyht&lst saadaan tunnetusti

kaavoista

Y. 28, 4= 1,2mainn (1)
au

i
joissa V = Vfu1,u2,...,unJ on systeemin potentiaalienergia ja suureet UgsUs,

. ovat ns. yleistettyjd siirtymid tai yleistettyjd koordinaatteja, jot-
ka mdarittelevdt systeemin aseman. Kaava (1) kulkee taval-
lisesti nimelld potentizalienergian stationaarisen arvon
— tai kun kyseess8 on stabiili tasapainoasema — potenti-
aalienergian minimin periaate.

Sovelletaan &Zskeistd tulosta kuvan 1 esittédmdn Jjousi-
systeemin analysoimiseen. Jousi otaksutaan tavanomaiseen
tapaan massattomaksi ja lineaariseksi; ts. jousivoiman F ja

jousen venymdn (lepopituuden suhteen) u v&1illd on yhteys

F = ku , (2)
Kuva 1. Jousi- jossa k on jousen ns. jousivakio. Olkoon F vaikkapa vakio-
systeemi. . . o sog_ sk . .
Y voima, esimerkiksi jousen p&&ss& olevaan pistemassaan vai-
kuttava painovoima. Jousen kimmoenergia eli systeemin sisdinen potentiaali-

energia on tunnetusti puoli kertaa jousivakio kertaa jousen venymd toiseen
ja vakiovoiman potentiaalienergia on samoin miinus voima kertaa siirtymd voi-

man suunnassa. Taten systeemin kokonaispotentiaalienergian lauseke on t&ssd
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2] =
¥ = ku Fu , (3)

kun asetetaan V = 0 alkutilassa u = 0. Periaatetta (1) sovellettasssa suu-
reen V tulee olla lausuttuna siirtymien funktiona, joten ottamalla kaavan

(2) mukaisesti huomioon, ettd F = F(u) = ku, saadaan

wrd & L go® 2 kwes = 5 5 P . (4)

1
2
Tasapainoyht8ld on

— = -ku =0 (5)

jonka ratkaisu on
u =0 (6)

eli jousen venymd voiman F johdosta hdvi&a.

MAAN PAINOVOIMA

Kontinuumimekaniikan ns. liikem#dran taseen aksiocoma (engl. principle of
balance of momentum} kuuluu seuraavasti /2, s. 213/: Kappaleeseen vaikutta-
vien ulkoisten voimien resultantti on yhtd suuri kuin kappaleen liikem&&rén

muutosnopeus. Kaavana té&md an

[ Tda + | pbdv = %¥ [ ovdv . (7)
8 \V v

Ulkoiset voimat koostuvat siis ns. pintavoimista (engl. surface forces,
contact forces), Jjoiden suuruus pinta-alaa kohti on T (- traktio, jannitys-

Tda vektori) sekd ns. kappalevoimista (engl. body

° -+
bdm = pbdv
//)’ forces) eli massavoimista, joiden suuruus

massaa kohti on B (= ominaiskappalevoima,
kenttévoiman intensiteetti). Suureet p, vV ja
t ovat vastaavasti tiheys, nopeus ja aika.
Muiden tunnusten merkitys selvinnee kuvan 2
perusteella.
Kuva 2. Kontinuumikappale. Kdyttdmdlld hyvdksi jannitystensorin T ja
traktion 1 vAlistd tunnettua yhteyttd kappa-
leen pinnalla S sek3 soveltamalla Gaussin ja Reynoldsin lauseita yhtdld (7)
voidaan saattaa muotoon — lukija voi tarvittaessa vakuuttautus esimerkiksi

l1ihteen /2/ avulla, ettd tdssd kohdassa ei harrasteta vilppid —
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"
[ (F:G+pB-p gldv = @ (8)

eli indeksimerkinndin

dv.,

30 .,
[ (gl +obi-p gphidv =0, i =1,2,3. (9)
v T

Koska yhtdldn (8) tai (9) tulee olla voimassa myds alueen V jokaisen osa-alu-
een AY suhteen, seuraa téstsd, ettd integrandin tulee h&vitd kaikkialla alu-
gessa., NAain saadaan kontinuumimekaniikan ehk& té&rkeimmidt kaavat; ns. Cauchyn

liikeyht&lét (Cauchy v. 1827)

%
a > _ _dv
TF o+ pb od (10)
eli
Bd.i dvi
J i=1,2,3, (11)

ey *pby mpgE -

Jos k#sitell&&n staattista tapausta, jossa kiihtyvyys dv/dt = 0, paadytdsn

tavanomaisiin tasapainoyhtdl8ihin

acji
BX—-+Dbi=D, 1 = 1258w ) (12)
J
Tarkastellaan vield huolellisesti, miten ns. globaalisesta yhteydesta
[ fdv = O (13)
V

Jjohdetaan ns. lokaalinen yhteys
f =0 alueessa V . (14)

Perustelu tapahtuu seuraavasti (suora k#8&nnbs lahteestd /2, s. 206/): "Otaksu,
ettd integrandi ercaa nollasta sisdpisteessd; olkoon se vaikka positiivinen
pisteessd P. Koska se on jatkuva, sen tdytyy olla positiivinen pisteen P
ympdristtssd ja integraali t&mdn ympdristén yli olisi positiivinen rikkoen
olettamusta, ettd integrasli h&vids tilavuuden V mielivaltaisen valinnan suh-
teen ja tdten todistaen virheelliseksi otaksumamme, ettéd olisi sisdpiste, Jjossa
integrandi on positiivinen.”

Sovellamme nyt liikemZ&r&n taseen aksioomaa ottaen tarkasteltavaksi kappa-
leeksi koko maapallon. Hywvin suurella tarkkuudella p&tee, ettd auringosta,
kuusta ynnd muusta maailmankaikkeuden massasta syntyvd gravitaatiokenttd on

v8h&inen ja voimme siis sijoittaa yht&dledn (7)

b=0. (15)
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Korostettakoon vielsd, ettd kdsitteelld ulkoinen voima tarkoitetaan mekanii-
kassa kappaleen eli systeemin partikkeliin vaikuttavaa voimaa, joka syntyy
kappaleen ulkecpuolisen partikkelin johdosta. Partikkeliin vaikuttavalla si-
s8iselld voimalla tarkoitetaan taas voimaa, jonka aiheuttaa toinen systeemiin
kuuluva partikkeli. T&ten siis maapallon tapauksessa ulkoiset voimat kerty-
vat periaatteeésa kaiken maapallon ulkcpuolisen massan johdosta ja ilmeisesti
kaava (15) on hyvd ensimmdinen approksimaatio. Mutta télldinhén B tulee ole-
maan nolla myds liike- ja tasapainoyhtdléissd (11) ja (12). Kun ajatellaan
maan pinnalla sijaitsevat rakenteet maapallon osiksi, saatu tulos pdtee siis
niillekin. T&aten maan omaa painovoimakenttd3d ei tarvitse ottaa huomioon maan
pinnalla sijaitsevien rakenteiden analysoinnissa. Téms tulos avaa rakentei-

den suunnittelijoille aivan uusia mahdollisuuksia.

GRAVITAATIO

Edelld osoitettiin, ettd maan pinnalla ei tarvitse ottaa huomioon maan
omaa painovoimasa. Mutta vield yleisemmin voidaan helposti osoittaa, etta
gravitaatiota ei ole lainkaan olemassa.

Todistus tapahtuu kuvan 3 esitt@mdn ohuen
homogeenisen ympyrarenkaan (kesklpiste ori-
gossa, sade R > 0 ja massan viivatiehys p> a)
sekd origossa sijaitsevan pistemassan (massa

m > 0) muodostaman systeemin avulla.

Pistemassan aiheuttaman gravitaatiokentén

voimakkuus on tunnetusti

R
B(F) = v 57, (16)
| == T
Kuva 3. Ympyrdrengas ja pis- i e : ’ . - >
Fon e i g missd v on yleinen gravitaatiovakio, r on
paikkavektori ja ?o on r:n suuntainen yksik-
kdvektori. Pistemassan johdosta renkaaseen vaikuttava kokonaisgravitaatio-

voima on siis t&1lldin

27
F=fB(Rpds = -f y 2 ?O[e]dee
rengas 0 R
2w
" -XTRLEIFD[B]CIS =7, (17)
0

missd esiintyvit lisd&merkinnidt lienevdt itsestdan selvi&. Se, ettd integraa-

1i hivid&, seuraa suoraan symmetriasyistd (vrt. kuva 3) tai matemaattisemmin
7 T G o . i > T ; =¥ . .

esittamdlla PO*VBKtDrl kompanenttimuodossa (PO = cosBi + singj) Jja suoritta-

malla sitten integroinnit.
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Palautettakoon nyt mieleen integraalilaskennan viliarvolause

[ fdv = FFu(V) (18)
v

eli jatkuvan funktion £(7) tapauksessa alueessa V on ainakin yksi piste P*
siten, ettd yht&dls (18) pitee. Suure v(V) on alueen V tilavuus ja f* = FITH),
Jjossa T* on pisteen P* paikkavektori. Vdliarvolause on esitetty t#ssd jatkoa
silmé&llépitden kolmidimensioisessa tapauksessa, mutta se pitees analogisena
myds yhdessd dimensiossa ja kun sitd sovelletaan integraaliin (17) saadaan

siis tulos

F=-XYM0 Zx.op = 0, (19)
R Q

Jjossa ?E viittaa keh&11& olevassa tietyss3d pisteessd P* arvolla 8* laskettuun
yksikkovektorin ?0 arvoon. 0Oletuksen mukaan m, R ja p ovat nollasta eroavia
samoin kuin 2m ja koska ;g on yksikkdvektori, sek&&n ei voi olla nolla.
Ainoaksi mahdollisuudeksi j&&, ettd gravitaatiovakio y = 0; toisin sanoen

gravitaatiota ei ole olemassa.

TODISTELUJEN KORJAUKSET

Jousen tapauksessa kaava [3) antaa oikean potentiaalienergian lausekkeen,

Josta saadaan yht3dls

ki -F=0 (20)
u
kuten pit&&kin. Kaava (4) ei esitd end3 systeemin potentizalienergian yleis-

té lauseketta, vaan potentiaalienergian arvoa siirtymdn avulla lausuttuna ta-
sapainoasemassa.

Erds toinen joskus esiintyvd virheellinen k#sittely syntyy soveltamalla
ns. energiaperiaatetta seurasavasti. Vakiovoiman F alkutilan (u = 0) suhteen
tekemd tyd Fu varastoituu jousen kimmoenergiaksi 1/2-Ku2, josta saadaan jal-
leen va8&rd tulos F = 1/2-ku. Jos nimitt&in jousen p&d3#hdn vaikuttaa todella
vakiovoima heti alkutilassa, systeemi alocittaa kiihtyv&n liikkeen ja energia-
tarkastelua téytyy tdydentdd liike-energian csuudella. Jos taas energlatar-
kastelua sovelletaan antamalla systeemin siirtyd ns. kvasistaattisesti (eli
siis niin hitaasti, ettd hitausvoimia ei tarvitse ottaa huomiocon) perdkkais-
ten tasapainocasemien kautta alkutilasta lopputilaan, systeemiin t8ytyy vai-
kuttaa vakiovoiman F lisdksi siirtym&n mukana linsaarisesti pienenevd lisé-
voima, joka tekee tydn -1/2-Fu systeemiin, jolloin ndiden kahden voiman yh-
teensd tekemd tyd on 1/2-Fu ja saadaan oikea yhtdld 1/2-Fu = 1/2-ku2.

Maan painovoimaprobleeman k&dsittelyssd tehtiin virhe kaavojen (8) ja (10)

vilisen askeleen kohdalla. Kenttdvoiman intensiteetti B on periaatteessa
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paitsi paikan ja ajan funktic eli B = B(T,t) mybs funktio tarkasteltavasta
kappaleesta eli sen tdyttd&midstd avaruuden osasta V, koska B kaavassa (8) syn-
tyy kappaleen ulkopuolisen massen johdosta. Osoitetaan tdmd kayttamallad tun-
nusta EV(;,t) — tai jos pidetddn aluetta V kiinte&nd ja md&ritell&én B oalu-
een V osa-alusessa AV — tunnusta EAV[;,t). Siirtyminen kaavasta (13) kaa-
vaan (14) esitetddn léhteessd /2/ massan sdilymisen aksiooman yhteydessd joh-

tamalla yhtalosta

[ 1232 « F-(pWlav = 0 (21)
i

lokaalinen yhtdld (ns. jatkuvuusyht&ls)
90 L §.(pV) =0 . (22)

Yhtaltssd (21) ei kuitenkaan esiinny alueen valinnan mukana muuttuvaa termis,
joten tulos (22) on taysin oikea.

Kaavan (13) sijasta on syytd 1lahted liikkeelle kaavasta
[ F,.dv =10 . (23)
AV AV
Jokaista alueen V osa-aluetta AV kohti on siis ennettu AV:ssd mddritelty

vektoriarvoinen funktio $AV siten, ettd yht&ld (23) patee. Johdetaan nyt

tdta yht&lodad vastaava lokaalinen tulos -4, jossa funktio ¥ ei ole vield

tdsmadllisesti miA&dritelty. M#Eritellddn se seuraavasti:
Frmb) =  Lim Foldad , (24)
AV=P

missd oikea puoli tarkoittaa raja-arvoa, jota $AV(;’t] ldhenee AV:n kutistu-
essa kohti pistettd P (F on P:n paikkavektori). Oletetaan, ettd kaikille
V:in pisteille P kaavan (24) mukainen raja-arvo on olemassa ja riippumaton
tavasta, Jjolla AV kutistuu pistettd P kohti. T&lldin ¥ on hyvin maaritelty
Vissd. Tiedetd#an, ettd gravitaatiovoimakentdn tapauksessa ndin todellakin
on asian laita (ks. /3, s. 94/).

Vaitetasn, ettd ¥ = 0 Vissi. Kirjoitetaan funktiot ¥, ja ¥ komponentti-

muotoon:

Pl =y 0008 » By p0RETd & By oT90HIK . (25)
Tt = o, el « 00007 + £(T 00K . (26)
Ma&dritelmd&n (24) mukaan on selv@3d, etté

Fo(r,t) = lim £, . (F,t) , i =1,2,3 (27)

' avsp  AYSE
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ja kaava (23) on yht8pitédvd kaavojen

Fo P ol 20 5 35 14248 (28)
AV AV, 1
kanssa. Oletetaan, ettd kaikki funktiot FAV i ovat jatkuvia ja sovelletaan
v&liarvolausetta (kaava (18)). Lauseen mukaan AV:ssi on pisteet P%, PE, P§
siten, etta
o5

= * o
il {Av,idv FAV,iEFi’tJV[AVJ i i 123 (29)
AV
Yhtalst (28) ja (29) antavat yhdessé
FAV’i[ri,t] =0, 8 9,28 . (30)

Kun AV kutistuu kohti pistettd P, niin pisteet P¥%, P%, P§ lidhestyvédt P:téd ja

voidaan (tietyn jatkuvuusolettamuksen vallitessa) helposti osoittaa, ettéa

f (?*i,tJ + (T E) (31)

AV, 1

josta heti seuraa lokaalinen yhtald

B =0, 4= 1,28 (32)
eli
F-0 aluegssa V . (33)

Edelld mainitun jatkuvuusolettamuksen tarkka formulointi sek& vditteen (31)
tédsmdllinen todistus sivuutetaan siit3d syystd, ettd masdrittelemdlld funktio
% hieman toiseslla tavalla tulos (33) voidaan johtaa yksinkertaisemmin valiar-
volausetta kdyttédmdttad (ks. /1/1].

Edellisen perusteella suure B Cauchyn liikeyhtdléssd (10} tarkoittaa peri-
aatteessa kaikesta avaruuden massasta ko. pisteeseen kehittyvdd kenttdvoiman
intensiteettid. Tavallisemmassa liikeyht&l&éiden johtamistavassa — jossa tar-
kasteltavaksi kappaleeksi otetaan heti differentiaalinen tilavuusalkio dv —
ei ole varaa termin B merkityksen v&&rédstéd tulkinnasta.

Gravitaation h&vidmisen todistelussa sovellettiin v8&rin véliarvolausetta,
koska se ei p&de yleensd vektoriarvoisille funktioille. Itse asiassa kaava
(17), oikein tulkittuna, on hyvd vastaesimerkki. Koska gravitaatiovakio tie-

det33n nollasta erocavaksi, yhtals (17) on yhtépitédva kaavan

27
[ T (8)da = @ (34)
]
0
kanssa. Y113 olevassa integraalissa integroitava on jatkuva funktio, Jonka
itseisarvo on = 1 kaikilla argumentin 8 arvoilla, mutta kuitenkin integraalil
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h&vidd. Tilanne poikkeaa olennaisesti reaalifunktioiden tapauksesta; erityi-
sesti vdliarvolause ei ole voimassa.

Tédms selittdd myds sen, miksi Cauchyn liikeyht&léiden johdossa ei wvoitu
soveltas v&liarvolausetta suoraan funktioihin $AV’ vaan oli pakko siirtya
ensin komponenttiesitykseen. Todettakcon t#han liittyen vield, ettd l&htees-
sd /2, s. 76/ on juuri sovellettu vdliarvolausetta vasrin vektoriarvoiseen

funktioon johdettaessa tunnettua kaavaa %(n] = %[1)n1 + %[Z]nz * %[3]n3.
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