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YHTEENVETO: Artikkelissa k&sitell&&n rakenteen pienimmin rajekuormituksen
likimddrdista mdadritystéd. Ala- ja ylérajalauseet johdetaan. Konveksisuus-
lauseeseen perustuvaa osituskaaveaa sovelletaan 1l&hinng kimmoteorian stabiili-
suustehtdviin. Osituskaava antaa hyvid tuloksia erityisesti sauvarakenteiden
rajakuormituksille.

JOHDANTO

Rakenteiden stabiilisuustehtaviEn tarkasteluihin sopivia k&sikirjojen tau-
lukoita on v&h&n. Késikirjojen taulukoiden perusteells voidaan kuitenkin
laskea eri kuormitustapausten rajakuormituskertoimen likiarvoja yksinkertai-
sella osituskaavalla. Se antaa alarajaratkaisun eli varmalla puolella
olevan rajakuormituskertoimen arvon. Monissa suunnitteluohjeissa, kuten
esimerkiksi RIL 106 /1/ ja RIL 113 /2/, suositellaan osituskaavaa kiytetts-
vdksi kimmoteorian stabiilisuustehtdviss3,

Nylander /3/ totesi osituskaavan cikeaksi puristetun ja samalla taivutetun
palkin tapauksessa. Renton /4/ todisti stabiilien kuormitusten konveksisuus-
lauseen kimmoteorian stabiilisuusteht#vdssd. Rentonin todistus perustuu
Papkovichin /5/ esittdmdn kriittisen pinnan tarkasteluun. Renton tarkasteli
rakennetta, jossa on n kappaletta pistevoimia. Osituskaava muistuttaa paljon
Dunkerleyn v. 1895 esittidm&3 likikaavea, jolla voidaan asrvioida usean vapaus-
asteen vardhtelijén alinta ominaiskulmataajuutta. Seuraavassa todistetaan
osituskaava yleisemmin tapauksessa, jossa rakenteen muodonmuutosenergia U on
yksikdsitteinen siirtyméfunktion u funktio, ja tarkastellaan osituskaavan so-

vellutusmahdollisuuksia sekd arvioidaan tuleosten tarkkuutta.

RAJAKUORMITUKSEN ALA- JA YLARAJA

Rakenteeseen valkuttava ajasta riippumaton voimakuormitus voidaan esittaa

sarakematriisina

{P} = {P P "'Pn} = a{ m, m2...mn}, (1)
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missd positiivinen luku X on yhteinen kuormituskerroin ja m3 (i=1,2, 7355 :n) on

kuormituskomponentin Pi suhde tiettyyn vertailukuormitukseen.

Madritelmd 1 (Parland /B/): Konservatiivinen, ajasta riippumaton voimakuormi-

tus {P} on stabiili, jos

Yiu}Z{0k (P} {au} < AU, (2)

missd {4u} on kinemaattisesti luvallinen siirtymdkenttd ja vektorin {Au}
komponentit ovat voimien Pi vaikutuspisteiden siirtyméat.

Epdyhtdléssd (2) funktionaali AU on siirtymien {Au} ja {u} funktio, siis
AU =AU({u},{au}). Vektorin {u} kcmponentit ovat rakenteen siirtymékentta

alkutilassa. Funktionaali AU m&&ritell&an
AU = U({ul+{Au})-UC{u}), (3)
missd U on rakenteen muodonmuutosenergia. Kun kinemaattiset yht&ltt e = e(u)

ja materiaaliyhtdldt o = ol(e) tunnetaan, niin funktiocnaalin U arvo voidaan

laskea tunnetulla kaavalla
U= /11 1{o} {delav, (4)
v

missa

{c} = {UnyUszyTyZTZX},

d =
{de} {dsxdsydazdvxydyyzdyzx}

Pienimm3n rajakuormituksen mé3rittimistd varten voidaan todistaa seuraava lau-

se:

Lause 1. Stabiilien kuormitusten joukko on konveksi edellyttden, ettd AU on
yksikdsitteinen siirtymien {Au} ja {u} funktio.

Oletus: Kuormitukset {P}1 ja {P}2 ovat stabiileja eli
Viau} 2 {0}: {P};{Au} < aU,
V(au} # {0}: (P} {Au} < AU, (a')
Vdite: Kuormitus
{P} = a{P};+(1-a){Pl,s 0 % o = 1 (5)

on stabiili.

Todistus:

Py (au) = alP3i(andT+(1-0) (P} ] (a0)
(4)
< aAU+(1-al)aU
= AU
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Renton /4/ todisti lauseen 1 kimmoisessa tapauksessa. Oletetaan seuraa-
vaksi, stt&d nollakuormitus {P} = {0} on stabiilii Tarkastellaan kuormitus-
tilannetta, jossa kuormitus kasvaa nollasta t8yteen arvoonsa. Kuormitus
voi olla koko ajan stabiili, jolloin epdyhtZld (2) on voimassa WAu} % 0.
Kun kuormitus kasvaa riittdvén suureksi, niin saavutetaan ensimméisen kerran

rajatila.
Madritelmd 2 (Parland /B/): Kuormitus {P} on rajakuormitus, jos
visu} £ {0} : {P}T{au} < au,

(au} £ {0} : {P}'{Au} = AU, (7)
Rakenteiden mekanlikassa t&llaisia rajatiloja k#sitelld&n plastisuusteori-
assa ja stabiilisuusteoriassa.

Esimerkks 1. Tarkastellaan kuvan 1 palkkia (M20, P:0)

al M M b}

P P ]
e

M
M

sallittu
alue

20 %

1 Per : 1 © Ter

P

Kuva 1. Taivutettu ja puristettu sauva. a) Esimerkin 1 palkki, b)] P < P _;
c) Py € Pgpe Mp = plastinen kantomomentti, EI = taivutusjdyKkyys,
A = poikkileikkauksen pinta-ala, oy = mySt8jénnitys.

Dletetaan, ettd vaantdnurjahdus ja kiepahdus on estetty. Mik&li tasonurjah-
duskuormitus PCF = 112EI/12 on suurempi kuin plastinen kantokuorma Pp:UyA
(kuva 1c), niin kuvan 1b sallittu alue (rajasuora ei kuulu alueeseen) an

mitoittava. Kuvan 1 b rajasucran yht&ld on

P, (8)
M

jota on kAytetty useissa normeissa vedoten lukuisiin empiirisiin tuloksiin
(ks. esim. Massonet /7/). Lausesen 1 perusteella kaava(8) antaa alaraja-arvion
kriittiselle pinnalle, joka on todellisten rajakuormitusten P ja M mddritte-

lemd pinta P,M-koordinaatistossa.

*
Jos AU = 0 (kivirakenteet), niin nollakuormitus ei ole ma&ritelmé&n 1 mukaan
stabiili.
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Yleisessd tapauksessa voidaan rajakuormitusta

arvioida lauseen 1 perusteella seuraavasti. Las-
“PZ ketaan jollain keinolla m kappaletta (m 2 n) posi-
Por tiivisia rajakuormituksia Pcrj (j = 1,...,m),

Yhdistetd#dn kuormituspisteet "konveksisti” hyper-

crj tasoilla n-ulotteisessa kuormitusavaruudessa.

sallittu Lauseen 1 perusteella vastaavat ndin saadulla

ulosp&in kuperalla pinnalla olevat kuormituspis-

alue

/ Porm N teet stabiileja kuormituksia tai erityistapaukse-

= na kriittisid kuormituksia (kuva 2). Saatu pin-

Kuva 2. Kriittisen pin- nan yht&1d on alaraja-arvio tarkalle kriittiselle
Ezgs:;:;aiZ;:Eﬁigagé?IOt_ pinnalle, Jjolla olevat kuormitusyhdistelméat ovat
rajakuormituksia. Kdyténnissd kannattaa laskea
rajakuormitukset (vrt. esim. 1) Pcrj (j = 1,.4.,n) siten, ettad Pi =0 (i =

1,250, i # j). Seuraavassa oletetaan, ettd kaikki kuormitukset F’i ovat

positiivisia. Kriittisen pinnan alaraja-arvio on t&118in hypertaso

142 st (9)

Rajakuormitusta vastaavan kuormituskertaoimen Acr alaraja-arvio ACF on kaavo-

jen (1) ja (9) perusteella

A e (10)

Osituskaava (10) muistuttas ominaisvirdhtelytehtdvissé kéytetty& Dunkerleyn

likikaavaa. Osituskaavan (10) kdyttn edellytys on se, ettd rajakuormitukset

Pcri tunnetaan. Jos reunakuormitus on jatkuvaa, niin se voidaan esitt&a
muodossa

pix) = Af(x), (142
missd f(x) on kuormituksen dimensioton ei-negatiivinen muotofunktio. Korva-

taan reunakuormitus pistevoimilla Pi’ joita on n kpl ja joiden vaikutus-

kohdat ovat Xg (3512, seast) « Talloin

P, = p(xi]Axi = lF(xi] Xy (12)

Osituskaavan (10) perusteella saadaan rajakuormituksen alaraja-arvio

Kun n + = siten, etta max{Axi!i =1,2,...,n}t = 0, niin edellisestd kaavasta

saadaan
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ADp= E—;F_J_____' (13)
JRAES R
x=0 Pcr[x]

Keavan (13) avulla voidaan laskea jatkuvan rajakuormituksen alaraja-arvio,
kun arvot PCP[x) tunnetaan kaikissa reunan pisteiss&. Ké&sikirjoissa on
taulukoituna suureen Pcp[x) arvoja &8rellisessd méardssad reunan pisteita.
Integrointi kaavan (13) nimitt&j&ss& voidaan t&ll8in suorittaa numeerisesti.
Rajamomentin laskukaava saadaan kahden vastakkaissuuntaisen pistemé&isen
kuormituksen vaikutuksesta, kuten vaikutusfunktiomenetelmissd on totuttu.
Kriittisen pinnan ylé&raja-arvio, ns. karakteristisen pinnan yhtd1l6 voidaan
laskea méé&ritelm8n 2 perusteella. MB&ritelmdstd 2 seuraa kaavan (1) perus-

teella lause 2.

Lause 2. Kuormituskerroin Agp ON rajakuormituskerroin, jos
Visu)-2 10F ¢ A, % —-%E___? .
{m} {Au}
Saul £ 10} ¢ ko, = —20 (14)

BT rmi (A}
edellyttden, etta

{m}T{Au} > 0, [(15)

Ehto (15) tarkoittaa sitd, ettd rakenteen sortuessa kuormitus tekee posi-

tiivista tydtd., Kaavojen (14) perusteella rajatilan kuormituskerroin lcr

léytyy funktionaalin —2U — apsoluuttisesta minimikohdasta. Rajatilan
ehto esitetd&n usein {m} {Au} seuraavassa muodossa: On ldydettdvéd yhtdldn
F(x,{Aul},{u}) = 0 pienin juuri X, miss& funktionaali F on

F(A, {u}, {au}) = AU-A{m} (AU (18)

Laskelmat helpottuvat huomattavasti, jos ehto

F(A,{u},{au}) = F(A,{Aau}) (17)

on taytetty. Esimerkiksi lineaarisessa kimmoteoriassa on puristetulle ja

taivutetulle palkille voimassa muodonmuutosenergian lauseke

11 2. i
U = = é EIv" dx+?-gEAu'dx, (18)

missa EI on palkin taivutusjdykkyys, EA on palkin vetojdykkyys, v on palkin

taipuma ja u on siirtymd palkin akselin suunnassa.



T&1181in

1t 2 1 2 12 g 4 %
AU = = I EI(v+Av)"“dx+s f EAlu+Au)’'"dx |- > [ EIv'Tdx-5 J EAu’dx
0 0 | 0
1 1
= ) Seravraxed 1 EAGU Pdx (19)
0 0
vain, jos
1
S EIv"Ay"dx = O
0
1
J EAu'Au’dx = 0. (20)

0

Ortogonaalisuusehdot

kaavan

TASONURJAHDUS

(20)
taivu eikd rajatilassa puristu kasaan.

(10) sovellutusmahdollisuuksia kimmoteorian stabiilisuusteht&vissa.

toteutuvat esimerkiksi, jos palkki ei alkutilassa

Seuraavassa tarkastellaan ositus-

Kuvan 3 ulokepilarin tasonurjahduskuormitus on Eulerin mukaan

ﬁzEI
412

P =)
cr

(21

jossa EI on pilarin taivutusjdykkyys ja 1 on pilarin pituus.

lP

L s

Puristettu
pilari.

Kuva 3.

Esimerkki 2.

arvio P~ osituskaavalla (10).
cr

m,}

{P) .

A{m1
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a)

= P{1 o}

P P
T b) c)
EI
1 opP P
Bl YEI
\
Kuva 4. a) Esimerkin 2 pilari, b) Kuormitustilanne,

josta lasketaan P ¢) Kuormitustilanne,

. (a3 8 I
josta lasketaan P

crz*

Lasketaan kuvan 4a pilarin tasonurjahduskuormituksen alaraja-

Kuormitusvektori

(22)



missd o (sekd B ja v) ovat tunnettuja vakilioita.

Osituskaavan (10) mukaan

v 1 (23)

Pcr1 PCF2

missa Pcr1 ja Paso ovat kuvissa 4b ja 4c esitettyjen pilareiden vastaavat

tasonurjahduskuormitukset. Tarkka arve rajakuormitukselle F‘m_‘,1 on

(Timoshenko /8/)

_ myEI
= = (24)
crl 4 12

missd kerroin m katsotaan teoksen /8/ taulukosta 2-10. Rajakuormitukselle

PCPZ saadaan tarkka arvo kaavasta (21), ja se on
2
_ m yEI
p = . (25]
oL 43212

Alaraja-arvio kuvan 4a pilarin tasonurjahduskuormitukselle on kaavan

(23) perusteella

2
0. 2EL (26)

P_ -
olic] ﬂ2+ma62 41

Taulukossa 1 on vertailtu kaavan (28) antamia tuloksia késikirjan /9/

arvoihin.
FZYEI
Taulukko 1. Kuvan 4a pilarin tasonurjahduskuormitus Fcr = k-———ﬁ—,
kun kerroin k katsotaan taulukosta. 41
B | 1y m a=0 a = 0,25 a = 0.67 o = 1.50 o =4.00
0.4 | 0.1 | 2.40( O 24! 0.24( 0.24] 0.24| 0.24| 0.24| 0.23| 0.24] 0.21| 0.24
0.4 | 0.2 | 4.22| 0.43] 0.44| 0.42/ 0.42| 0.41]| 0.43| 0.38| 0.42| 0.34| 0.40
0.4 | 0.4 | 6.68] 0.68| 0.68| 0.66| 0.67| 0.63] 0.67| 0.58| D0.64| 0.47| 0.56
0.4 | 0.6 | 8.19} 0.83{ 0.84| 0.80| D.83| 0.76| 0.79| 0.68) 0.75| 0.54| 0.62
0.4 | 0.8 | 9.18| 0.93§ 0.92| 0.90| 0.93| 0.85| 0.89! 0.76( 0.82| 0.58| 0.66
0.4 { 1.0 | 9.87{ 1.00] 1.00| 0.96| 0.99| 0.90{ 0.94| 0.81| 0.86| 0.61| O.68
0.6 0.1 4,50| 0.46{ 0.48) 0.44| 0.45( 0.41| 0.46| D.37] 0.42| 0.28] 0.35
0.6 | 0.2 | 6.69{ D.68| 0.68} 0.64| 0.67| 0.58| 0.62| 0.50| 0.56| 0.34| 0.40
0.6 | 0.4 | 8.51, 0.86| 0.88] 0.B0O| 0.83| 0.71] 0.74| 0.59| 0.64| 0.38] 0.42
0.6 | 0.6 | 9.24| 0.94| 0.96f 0.86( 0.90| 0.76| 0.79| 0.62| 0.66| 0.40| 0.42
0.6 | 0.8 | 9.63| 0.58! 1.00; 0.50| 0.93| 0.79] 0.81| 0.64| B.67] U.41]| 0.42
0.6 | 1.0 | 8.87| 1.00] 1.00f 0.92] 0.93! 0.81] 0.84| 0.65| 0.67] 0.41| 0.43
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1: kaavan 26 antama tulos; 2: k&sikirjan antama tulos
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Easimerkki 3. Kaavasta (21) saadaan kuvan &

pilerille tarkka tasonurjahduskuormituksen

arvo ) ]

2

_ TmYEl EI l P

PCP[X) N 4 2 @ (27)

X

Osituskaavan ja kaavan (27) perusteella "

voidaan laskea mielivaltaisesti jakaantuneen o
puristavan kuormituksen kriittisen arvon _j
alaraja tasavahvalle ulokepilarille. Jas [ v

puristava kuormitus on vakio p_, niin

kriittisen kuormitustiheyden alaraja on Kuva 5. Esimerkin 3 "peruspileri.

2
Poer = 1 72 - i Eg #7.403 E% (28)
1+ 4x 41 1
S 5 dx
0n°EI

Tarkka tuleos voidaan laskea Besselin funktiociden avulla, ja se on
(Timoshenko /8/)

Pocr = 7.837% (29)
1

Virhe tuloksessa (28) on noin 6 %.

Esimerkki 4. Jos tasavahvaa ulokepilaria kuormittaa sen oma painovoima Py
niin voidaan laskea, millaisen puristusvoiman P se nurjahtamatta kestas.

Stabiilien kuormitusten joukko on havain-

P
nollistettu kuvassa 6. Mik&li pilari el ap1? !
Z
nurjahda oman painovoiman vaikutuksesta TRl :
- 1 |egi]|Pe
)
[pD < pODP], niin kuvan B suoralta :
voidaan lukea suurimman sallitun puris- {
tavan voiman alaraja P . Tarkka tulos \\
S alﬁraqa
(Grishcoff /10/) on piirretty kuvaan 6 \\KQ:A'YRFW;
= 1
katkoviivalla. p .
7,887 EL
Esimerkks: 5. Kuvan 7 pilarin tasonur- Kuva 6. Esimerkin 4 pilari ja
: kriitti inn la- j
jahduskuormituksen tarkka arvo Pcr(x] yf;;aj;?en 2 = S g

on (Timoshenko /B/) yht&1ldn

P _(x) (%)
S (1-x)+tan(f——— x) = 0O (30)
ET ET
pienin juuri. Yhtaldn (30) pienimmdt

juuret on esitetty taulukossa 2 suhteen

x/1 eri arvoilla.

Kuva 7. Esimerkin 5 "peruspilari”.
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Sovelletaan taulukon 2 arvoja kuvan B pilarin Taulukko 2.
nurjahduskuormituksen Pcr arvioimiseen.

Osituskaavan perusteella

i ; Popl?
P = X/l 3
or 5 N 3 + 7 } 1 P CS] T EL
Pcr1 Pch 5 0 Pcrjx
2EI 1.00 1.0000
Taulukosta 2 saadaan P ' T > ja 0.85 1.0008
B 1 0.830 71,0063
2EI 0.85 1.0203
P 5 = 1.6681 i > Numeerinen integrointi 0.80 1.04860
BX e 0.75 1.0862
5 " " : : 0,70 1.1440
Simpsonin kaavalla antaa integraalin arvoksi :
¢ ores | 1z
0.5553 5 Kaavan (31) perustella saadaan ' '4
T2ET 0.55 1.4746
0.50 1.6681
1 2 0.45 18325
o . m°EI 0.40 2.3032
cr 2 3 . 2 0.35 2.84186
TrpERT ¢ Y8352 0.30 3.5639
0.25 hl432
2EI 0.20 7.4548
~ 0.16671 T 5 (32) 0.15 12.6451
1 0.10 27.2017
0.05 104 .2210
Artikkelin /11/ pohjalta on TTKK:ssa 0.00 0
laadittu elementtimenetelmdén perustuva
tietokoneohjelma, joka antaa kuvan B8 l 2P
pilarin tasonurjahduskuormitukselle yl#rajan 1réﬂ) F% 4P
6 o, 4745 ToEI (33) L ¥ k
ar ~ U 5 - jat uvan
1 3p tasainen

fa
"
o

Kun taulukoidaan useimmiten rakennettavien puristava

EI kuormitus
pilareiden nurjahduskuormitukset PCF(x], niin
osituskaavalla voidaan laskea nopeasti pilarin 1/2
nurjahduskuormitus eri kuormitustilanteissa. R
Kdsikirjassa /9/ on taulukoitu yleisimpien - £$
pilareiden nurjahduskuormituksia Pcr[x]. Kuva 8. Esimerkin 5 pilari.

Estmerkki 6. Kuvan 9a symmetrisen kehdn

tarkka kriittinen pinta on esitetty kuvassa 9b (Renton /4/) katkoviivalla.
Suurin virhe osituskaavaa sovellettaessa saadaan, kun ehto P1 = P2 on tdytetty.
Virhe on t&ll8in prosentin suuruusluokkaa. Symmetrisessd kehissd on hyvd
huomatz se, ettd myGs kriittinen pinta on symmetrinen. Yksiaukkoisen, yksi-
kerroksisen keh&n tasonurjahduskuormituksia on taulukoitu ki#sikirjassa /9/.
Taulukossa 3 on esitetty kuvan 10 a symmetrisen keh&n tarkkojen tasonurjah-
duskuormitusten arvot (liite 1). Taulukon 3 arvojen perusteella voidaan
arvioida esimerkiksi kuvan 10 b keh3n tasonurjahduskuormitusta osituskaavan

avulla.
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a) b)

IP1 lpz B
1 2
T 14,58 EI
EI alaraja
— FLRTEGE
1 EI EI
Y
r 1 Vs o 1
e | ' 14.59 EI
Kuva 9. a) Esimerkin 6 kehd. b) Tarkka kriittinen pinta ja sen alaraja.
a) lﬂ l’%
p El, EL
Y
P,
b Ely El|| b El} Bt
x %
U - [P B,
Kuva 10. Yksiaukkoinen tasokehd. a) Esimerkin 6 "peruskeshd"”.
b) Esimerkin 6 keh&n kuormitus.
Taulukko 3. Kuvan 10a keh#n tasonurjahduskuormitukset.
gy il 2 o
x/b P /PE, PE = w"EI,/4b", a=>b
cr 1
0.3 24,74 | 20.66| 16.48 1 19.51| 16.49| 13.20| 15.21| 13.07 | 12.00
0.4 20.97| 17.36| 13.74 | 15.90| 13.53| 10.84| 12.23| 10.61 G k2
0.5 16.94 | 14.37{ 11.58 | 12.88 | 11.15 9.086 9.35 8.75 727
0.6 14.03 | 12.00 9.78  10.72 9.34 /.66 8.30 735 6.16
0.7 12.14 | 10.35 8.44 9.28 8.10 6.61 77 65.34 532
0.8 10.88 9.2 7.45 8.27 7% 18 5.84 6.60 5.62 4.69
0.9 9.92 8.38 5.73 750 65.49 827 5.78 5.08 4,22
1.0 8.81 72B2 5.18 6.74 5: 91 4.82 5422 4.64 3.86
EI,I/EI2 0.5 1.0 2.0 0.5 1.0 Z2.6 015 1.0 2.0
EI,I/EI3 0.5 0.5 0.5 1.0 1.0 1.0 2:0 2:0 ZlD
Esimerkki 7. 0Osituskaavan (10) kBytté perustui siihen, ettd kuormitus osi-

tetaan erillisiksi kuormitusksiksi Pi, joiden rajatilan arvot Pcri osataan
laskea. Paitsi kuormitusta, -niin myfs rakennetta voidaan osittaa, jotta
laskelmat muodostuisivat vksinkertaisemmiksi. T&1l8in voidaan ehkd soveltaa
plastisuusteoriasta tuttua maksimiperiaatetta, jonka perusteella rajakuormitus
ei voi kasvaa, jos siteitd katkaistaan. Kuvan 11 a keh&n tasonurjahduskuor-
mituksen alaraja saadaan laskettua osituskaavalla, kun ositettujen rakenteiden

[kuvat11c,e,g]nurjahduskuopmitukset lasketaan Eylerin kaavalla
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1 1
— =
Py Py P P P be
a
A
EI
EI
g1l
nL= EIZ g
Gy ki 1y
BIv‘l
Pn F.n P P lP P
1:[
n
— Wl‘
a) b) c) d) el £) g)
Kuva 11. Monikerroksinen kehd. a) Esimerkin 7 ja B symmetrinen kehd.
b) Ensimmiineén kuormituksen ositus. c) Rakennus ja kuormitus osi-
tettu, lasketaan Ponq. d) Toinen kuormituksen ositus. e) Rakepne
ja kuormitus ositettu, lasketaan P, pp. £) N:s kuormituksen ositus.
g) Rakenne ja kuormitus ositettu, lasketaan Pgpn-.
) 2 EI5
Paps = . 5 (34)
4 1i

missd kehdsauvan taivutusjdykkyys EI; on symmetrisessd tapauksessa (Parland
/12/)

2

BT = P68 w5 =S80 (552

: 2en

201+ 5 )

817k
ik

missd EI on paarresauvan taivutusjdykkyys ja EA on paarresauvan vetojéykkyys

ja k on kehdsauvan leikkausjdykkyystiheys.

VAANTEBNURJAHDUS
Esimerkki 8. Kuvan 11a tasokehdn vd&ntdnurjahduskuormituksen alaraja-arvio
voidaan laskea osittamalla kuormitus ja rakenne kuten esimerkissd 7. Vaanto-

nurjahduskuormitukset P;ri saadaan tunnetusta ulokepilarille johdetusta kaa-

vasta (Timoshenko /8/)

Z

o _ 2A = -7
Pcri - 2 [GIV+EIm 4 12)
21+211+E'7-A i

(36)

missa I1 on paarresauvan poikkipinnan neliBmomentti kuwvan tason suuntaisen
akselin ympéri ja GI; ja EI& ovat kehfsauvan vaantdé- ja kéyristymisjdyk-
kyydet. Jaykkyyksien GIv Jja EIw laskukaavat ovat téssd tapauksessa
(Parland /13/)
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S
Gl = 7 oI * 2BE
» \
'EaEI1
) 2
EI = 2EI + % - EI (37)
uw w 2 1

missa GIV an paarresauvan ja GIV1 on poikkisiteen va&ntdjéykkyys ja EIw an
paarresauvan kdyristymisjdykkyys.

Edelld esitetty laskentapa johtaa varmalla puclella olevaan tuloksen,
koska nsituskaava on alarajsn kaava, ja rakenteesta on "unohdettu” kuormi-
tuksen ylapuolinen rakenne ja koska jaykkyyksien GI; ja EIL (sekd esimerkissi

7 jaykkyyden EI™) laskukaavat perustuvat alarajaratkaisuun.

KIEPAHDUS

Erilaisten kiepahdus- ja v&antdénurjahdustapausten osalta kdsikirjojen kokoel-
mat ovat sangen niukat. Taulukossa 4 on esitetty joitain kiepahduskuormi-
tusten arvoja. Laskelmat on suoritettu pientietokoneella HP-45 nimenomaan
sita varten kehitetylld (ks. esimerkki 5] tietokaoneohjelmalla. Mainittu
ohjelma perustuu elementtimenstelmisdn. " Taulukkoon 4 on merkitty kirjalli-
suudesta loytyneet vertailuarvot. Ké&sikirjassa /2/ on esitetty vastaavia

tuloksia suorakaidepalkille.

Esimerkki 9. Esimerkkinid lasketaan, kuinka suuren taivutusmomentin Hb kes-

t&3 kiepahtamatta keskelld palkkia vaikuttavan tasaisen kuormituksen pg 13~

saksi.
al b) 64
P X
[ |
MD \ u ! ! M [ ] '_L_‘
Cop 2
—= % 1=8m 1 T
” | L N
i | B 1 x

Kuva 12. Esimerkin 9 palkki, poikkileikkaussuureet: E = 210 GN/mZ, G = _E/2.6,
I, = 1160 cm?, I = 170 cm?, k = 0.0125 1/em, I = 420 000 om®.

a) Palkki sivulta. b) Palkki pA&lta. c) Poikkileikkaus 1-400.

Kun momzntti M kuormittaa palkkia yksin, niin kiepahdusmomentti on
(Timoshenka /8/)

M = nAA+ i AELEL (38)
ocr (k1}2 1

Pelkdn tasaisen kuormituksen P, kriittinen arvo on (Timoshenko /8/)

A,‘EIXGIV

Pogr = ¥4 ™3 v k98]

26



missd termi Y4 ON riippuvainen vd&ntdhoikkuudesta kl ja se saadaan esimteoksen
/8/ taulukosta 6-6. Tulos on Y4 = 29.8. Taulukon 4 arvojen perusteella
saadaan (suorittamalla integrointi numeerisesti) osituskaavalla tulos Yq =
28.53. Kaavojen (38) ja (39) avulla voidaan

piirtdd kriittisen pinnan alaraja-arvio

(kuva 13). VYldraja-arvio voidaan laskea 20
seimerkikel otaksumalls paikin vdSntymin e ,
muutokseksi kinemaattisesti luvallinen \\\\ i ?E?E:
sinifunktio 051

0.50 F————-
0lz) = A sin 5%, (40) |

| 1.03

missa A on tuntematon wvakio. Timoshenkon ! \J > P
/8/ mukaan valinta (40) on t&ysin oikea, 0.50 g Poer
kun kuormituksena on pelkdstdan momentti M. Kuva 13. Kriittisen pinnan ala-
T&ssd tapauksessa funktionaali ja yléraja (esimerkki
F(A,{u},{Au}) on (Parland /12/) el
Fihu, ) = 2 i (EI, ©"°+GI 0'2- E;eszz (41)

miss& M on palkin taivutusmomentti ulkoisesta kuormituksesta. Funktion (40)
kaltaisella siirtymdotaksumalla ehto F(A,{u},{au}) = 0 johtaa suoraan tulok-
seen. Integroinnin j&lkeen saadaan kriittisen pinnan yl&raja-arvio (karak-

teristisen pinnan yht&als)

2,21%-3 Z, woeas . Beh 4 By 2 Elybly
Mot=2 " MoPol ¥ 7 " Pl =™ — g T — 5
8m 120m 1 1
2 2 2.4 _ 7’ e
= M°+0.21200 M p 1° + 0.07218 p“1" = L €I 6I (I + 1), (42)
0 [alis} o] 12 XV k212

jonka kuvaaja on esitetty kuvassa 13 katkoviivalla.

LAATAN LOMMAHDUS

Esimerkki 10. Yhdistdmélld osituskaavalla kuvan 14a ja b nivelisesti joka
reunaltaan tuetun tasavahvan laatan lommahduskuormitukset (Bryan /15/),

saadaan kriittisen pinnan alaraja-arvio, joka on piirrettynd kuvassa 714c,

kun suhde a/b = 1. Kriittisen pinnan alarajan yht&ld on (merkinndt kuvassa 14)
2
b2 2 b 2 _ mb,2 2., D
Px[E) m~+—n Py = E[7;] +n°] . (43)

missd m ja n ovat sellaisia kokonaislukuja, ettd kuormituskerroin A ({P} =

{PXPy} = A{mqmz}, missa m, ja m, ovat tunmetut suhdeluvut) on mahdollisimman
pieni. Brush /16/ on mé&rittényt kriittisen pinnan tarkan yht&l&én ja tulos
on sama kuln kaavassa (43). Ké&sikirjassa /17/ on esitettynd monien laattojen

kriittisten pintojen kuveajia. N&it& tarkastellessa havaitaan, ett3
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Taulukko 4.

Kiepahduskuormitusten arvoja

i X o5 ] 10| 20| 30| 40| 5.0 1000
1 LY . : ; . . . ;
t«——> | 0.1 [300.73| 156.86| 89.78| 71.34| 62.91| 59.45| 55.04
A—>—— | 0.2 [130.19| 96.04| 55.46| 32.05| 20.03| 27.75| 35.75
. 0.3 | 84.32| 44.40| 26.17| 21.39| 19.66| 18.98| 18.83
0.4 | 67.53| 35.64| 21.17| 17.46| 16.17| 15.73| 15.82
0.5 | 63.02| 33.29| 19.82| 16.40| 15.23| 14.84| 15.00
0.5 | 77.5 | 43.1 | 20.1 | 16.7 | 15.4 | 15.0 | 15.1
*oP
!Eiij“'“"'zx Koos | 1.0
1 L} i . 20| 3.0 4.0| 5.0 10.0
e—— 0.1 [378.4 | 196.3 | 110.2 | 85.34| 74.58| 6€9.08] 60.49
A>— |0.2[193.7 | 100.4 | s6.49| 43.74| 38.26| 35.47| 31.15
0.3 [137.9 | 71.55| 40.25| 31.21| 27.33| 25.37| 22.38
P 0.4 [115.8 | 60.14| 33.86| 26.28| 23.04| 21.41| 18.95
:i: 0.5 [109.7 | 56.98| 32.08| 24.91| 21.85| 20.31| 18.00
0.5 | 131 717 | 319 | 25.0 | 21.8 | 20.2 | 17.7
X
i ,/lkl 0.5 | 1.0 20| 3.0 40| 5.0 | 10.0
& 2
I 0.1 [460.0 | 237.2 | 130.8 | 99.31| 85.31| 77.91| 65.44
E e 0.2 [272.9 | 140.1 | 76.26| 56.96| 48.26| 43.57| 35.45
L7 |o0.3(217.0 | 111.0 | 59.76| 44.09| 36.94| 33.05| 26.25
0.4 [195.8 | 99.95| 53.38| 39.04| 32.46| 28.86| 22.57
_{: 0.5 [190.3 | 97.9 | 51.70| 37.67| 31.22| 27.69| 21.50
P 0.5 [227 | 121 50.0 | 37.0 | 30.3 | 27.0 | 21.0
X
=P ol 05| 10| 20| 30| 40| 50| 100
A
LD o [672.2 | 343.3 [ 181.2 | 131.3 | 108.2 | 95.64| 73.33
0.2 {336.7 | 171.3 | 90.68| 65.65| 54.11| 47.79| 36.76
T2 |03 |230.4 | 117.3 | e2.16| 45.08| 37.23| 32.97| 25.72
0.4 |185.6 | 94.58| 50.20| 36.51| 30.26| 26.89| 21.31
P 0.5 |169.1 | 86.23| 45.85| 33.24| 27.80| 24.78| 19.90
0.6 |172.9 | 88.17| 46.94| 34.29| 28.57| 25.53| 20.68
0.7 [201.4 | 102.6 | 54.65| 39.93| 33.28| 20.76| 24.19
0.8 |282.3 | 143.9| 76.46| 55.74| 46.36| 41.38| 33.53
0.9 |577.7 | 203.7 | 155.2 | 112.4 | 92.94| 82.52| 65.96

A;——?
F—

30

nivelinen kiinnitys

jdykkd kiinnitys

/8/

/8/

/e



Taulukko 4 jatkuu

Hiﬂp x/kl 0.5 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 10.0
e [ 5 0.1| 876.9 | 443.2 | 228.5 | 160.0 | 127.7 | 109.6 | 78.17
0.2 436.5 | 220.6 | 113.7 79.67| 63.57| 54.59| 39.11
F——F 0.3] 301.1 | 152.1 78.53| 55.09| 44.64| 37.91| 27.47
o 0.4 247.9 | 125.3 | 64.73| 45.48| 36.42| 31.41| 22.9
:i:: 0.5] 233.6 | 118.1 61.03] 42.90| 34.37| 29.66| 21.74
0.5] 415 220 88.8 | 64.1 50.2 | 43.1 31.7
0.5 66 54 45 25
- K1
***jp 0.5 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 10.0
4 a
! 0.1[4978  |2526 1343 978.8 | 812.9 | 724.0 | 575.3
g g 0.2(1194 608.9 | 324.1 | 236.7 | 197.2 | 176.2 | 142.6
F———n 0.3| 593.8 | 302.6 | 161.7 | 117.8 | 98.25| 87.86] 71.38
0.4] 407.9 | 207.8 | 170.5 | 90.73| 67.21| 60.00| 48.42
P 0.5( 343.2 | 174.9 | 92.87| 67.59| 56.08| 49.90| 39.73
0.6 339.9 | 173.0 91.57| 66.35| 54.78| 48.52| 37.94
0.7| 396.7 | 201.6 | 106.1 76.42| 62.68| 55.17| 42.22
0.8| 577.6 | 292.9 | 153.1 | 109.2 | 88.68| 77.32| 57.38
0.9]1312 663.9 | 343.7 | 241.8 | 193.3 | 166.05| 116.2
F§¥jp k1
. . 2.0 . 10.0
ﬂ N . 0.5 1.0 3.0 4.0 5.0
SO B 0.1(9357  |4726  |2441 1713 1370 (1180 852.3
0.2 (2150 1088 561.1 | 393.1 | 313.6 | 269.3 | 192.6
5?—*4--—-—4§ 0.3| 968.5 | 489.0 | 252.4 | 177.1 | 141.6 | 122.0 | 88.69
5 0.4 612.8 | 309.7 | 160.0 | 112.4 | 90.09{ 77.73| 57.00
‘ﬁL* 0.5| 485.2 | 245.3 | 126.7 | 89.08| 71.35| 61.55| 45.06
1 0.6| 459.2 | 232.0 | 119.7 | 84.00| 67.15| 57.80| 41.90
0.7) 518.0 | 2671.6 | 134.6 | 94.08] 74.87| 64.15| 45.70
0.8 740.8 | 373.4 | 191.1 | 132.5 | 104.5 | 88.83| 61.32
0.9[1729 867.7 | 439.8 | 300.6 | 233.1 | 194.4 | 124.74
- /ELGI
Pcr =y v katsctaan taulukosta
2
1
X
GI ;
1 _v EIX = taivutusjdykkyys
EL, GI, = vaintdjaykkyys

EIw = kdyristysmisjdykkyys

/8/
/13/
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a) b) c)

¥ ‘3 y a
o vy
x t=1 P =1
%' B :é g A iux;h—x B ErV
-4 5 -
A
7 " THPATE -
—
y-a
Kuva 14. Esimerkin 10 nivelisesti tuettu laatta. a) Kuormitus x-suunnassa.

b) Kuormitus y-suunnassa. c) Tarkka kriittinen pinta.

psituskaava antaa yleensd suhteellisen hyvid tuloksia suorakaidelaatan lom-
mahduskuormitukselle, kun suhde a/b = 1. Toisaalta, jos suhde a/b eroaa
paljnn'ykkﬁsesté, niin voidaan usein soveltaa palkkiteoriaa. Swurin virhe
sovellettaessa osituskaavaa syntyy ké#sikirjan /17/ arvoihin verrattuna nelid-
laatalla, kun sit3 kuormittaa taivutusmomentti ja leikkausvoima. Kriittisen

%

pinnan yht&l5 on silloin yksikkéympyrd. Suurin virhe on t&1158in noin 30 %.

KUOREN LOMMAHDUS

Bsimerkki 11. Tarkastellaan kuvan 15a suoraa ympyrisylinterikuorta. Yhdis-
+3ma115 osituskaavalla kriittinen aksiaalinen puristus P ja kriittinen ulkoi-
nen paine p (Brush /15/) saadaan kriittisen pinnan alaraja-arvioksi (merkin-

ndt kuvassa 14)

a) b) Ao o2(a Pnt D, (1-v2)c}
. me a?  (mPen®)?
A
: -2 2.2 5
1 Cm™=shn™) D m 2
o P B = 5 =5 H s g (1-v7)C
n a n“(m“+n”)
B2 Et2
1-v
pa
. Et®
D = Tt
12(1-v7)
Kuva 15. Esimerkin 11 pydréhdyskuori.
a) Kuormitus. b) Kriittinen pinta.
=3 7 s = -
(m +n2) [n2p3+§25 m2] = [m2+n2)4 §7+m4[1—u2]5, [44)
mised on merkitty m = wna/l. Kokonaisluvut m ja n mddritet8&n selleisiksi,
ettd kuormituskerroin {vrt. esimerkki 10) on mahdollisimman pieni. Kaavaa

(44) johdettaessa on kaytetty alkutilan siirtymind kalvotilan siirtymis.
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Teoksen /15/ mukaan kaava (44) on tarkka kriittisen pinnan yht315. K&si-
kirjassa /18/ on esitetty kuorien tarkkoja sek& empiirisid kriittisen pinnan

yhtdléitd ja kuvaajia.

ERT NURJAHODUSKUORMITUSTEN YHDISTAMINEN

Nylander /3/ totesi osituskaavan antavan hyvid tuloksia, kun lasketaan I-
palkin ns. avaruusnurjahduskuormitusta. Palkkia kuormittaa t&11din puristava

voima ja taivuttava momentti.

Esimerkkt 12. Kuvan 16a tapauksessa kriittisen pinnan tarkka yhtdld on sama

kuin (Nylander /3/) osituskaavalla laskettu alaraja-arvio (kuva 16b).

& b) , & M
' M
M M kiep
L 3
- A
" P
> p .
nurj

Kuva 16. Esimerkki 12 palkki. a) Kuormitus. b) Tarkka
kriittinen pinta.

Kuvassa 16b esitetyt Mkiep Jja Pnurj arvot ovat riippuvia palkin sivusuuntai-
sesta tuennasta sekd palkin materiaalista ja poikkileikkausmitoista /3/.
Mikdli kiepahdusmomentti Mkiep on suurempi kuin plastinen kantomomentti MD,

niin yhdistdminen voidaan suorittaa esimerkissd 1 esitetylld tavalla.

Esimerkke 13. T&11& esimerkills pyritZ&n kuvasmaan sitd, kuinka osituskaavaa
kdyttden voidaan tiestokoneen muistikapasiteettia s&3st#3d. Menetelmdn varsi-
nainen hydty saavutetaan tietenkin vasta paljon suuremmilla elementtimi&rilla.
Ratkaistaan kuvan 17a palkin kiepahduskuormitus. Edelld mainittu elementti-

menetelmddn perustuva tietokoneohjelma antaa tuloksen

P’ = 119.24 kN, (45)
crb

kun ki3ytetddn kuvassa 17b esitettys tihedmp&s elementtijakoa.

a) b) &) d)
ZPl FI ZF" Pl JF’ |P
l L) 2 ] L : ! ] ¥ ] ' ]
3’@ 1 1/ 1/6 1. Ll/i |21f3 L21/3 L1'3 |
I i " o ™ 1

1/3 1431 2+ /G 16 L/
1=6m 43 i3 T
= ¥ =T T

Kuve 17. Esimerkin 13 palkki. a) Tuenta ja kuormitus. b) Tihedmpi ja har-
vempi elementtijako, c¢) Ositettu kuormitus, lasketaan Perz:
d) Ositettu kuormitus, lasketaan Poro:

—
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Kuvan 17b harvemmalla elementtijaolla saadaan tulos

p;ra = 113.66 kN . (46)

Samalla ohjelmalla lasketut kuvien 17c ja d palkkien kiepahduskuormituksien
arvot ovat

p* _ = 347.22 kN, (47)
cr?

kun on kdytetty kuvissa 17c ja d esitettysa elementtijakoa. Osituskaavan

perusteella saadaan

P = — = 115.74 kN. (48)
cr 2 + 1
+ +
Pcrﬂ Pcr2
YHTEENVETO

Edelld kuvattu likimenstelmd ei anna mit&in tietoa rajatilan siirtym&kentasta.
Nurjahdusmuodoilla on merkittédvéd vaikutus ns. toisen kertaluvun teoriassa ja
lisdtukien paikan suunnittelussa. Osituskaava (10) antaa hyvid tuloksia
pienimm&lle rajakuormitukselle stabiilisuusteoriassa etenkin sauvarakenteissa.
Tulokset ovat varmalla puolella ja laskukaava on yksinkertainen, joten se
sopii hyvin tietokoneella suoritettujen tarkempien laskelmien tarkastukseen
sekd alustavaan mitoitukseen. Jos kuormituksen lis#ksi joudutaan osittamaan
myds rakenne, niin tulokset seattavat olla paljonkinvirheellisia. Pintara-

kenteisiin (laatat ja kuoret) voidaan osituskaavaa soveltaa varovasti.
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LIITE 1.

Lasketaan kuvan L1a kehédn tarkka nurjahduskuormituksen arvo keh&rakentei-
den voimamenetelmdll&. Merkinndt ja merkkiscpimukset on esitetty kuvissa
L1a ja L1b. Kun nurkkien momenttitasapainoyht&lét on kdytetty hyvédksi, niin
tuntemattomikei parametreiksi voidaan valita sauvanpd8momentit N12, M21,
M32, M42 Jja M54 sekd sauvakiertymdt w1 ja wz. Kiertymat ¢1 ja wz on esitetty

kuvissa L1c ja L1d. Kehateorian perusyhtg&ldt ovat t&ssd tapauksessa

a) b) ) d)

¢ﬁ :57 )
f@” kv W x|k

a) Esimerkkikehd, b) Merkkisopimuksia. c) Kiertymd ¢1. d) Kiertyméa wz.
Kuva L1.
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Gy = ogMi VB M POy, (4 = D)

¢ij = aijmij_Biiji+¢ij’ (443 3 37, (L1
missa ¢ij on nurkan i kiertymd (kuva L1b)}, a ja B ovat sauvavakicita

.. = 2B, ., = iii——— , G2
*d +J 3(ET),

sekd @(y) ja fly) ovat Berryn funktiot

@(y) = 3(1/y-1/tany)/y

fly) = 68(1/siny+1/v) /v, [La)

missd muuttuja v on

geid %, (L4)

EIT

Ratkaisuyhtdldt ovat yhteensopivuusyhtdlst

912 = 0

929 T 923

932 = 934 (L5)
%43 7 %45

P5q =0 -

sekd siirtyneiden kehien (kuvat L1c ja L1d) tasapainoyht&dldt

Mg MM ™My i pw P = 4

(b-x)M, *+b M, ~xMy+(b-x)PY,x = O, (L6)

Yhtdl4dt (L5) ja (LB) voidaan esittd3 matriisimuodossa ottamalla huomicon

kaavat
f = & +
Yip = Vg = Uty

X

Vo3 = V35 = Uyt
< b-x

=0 i)

Yo
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(oY) =B, f(y) 0 0 0 1 1 Mqo (o7
FBy P (Y) oy, @(Y)+0ys  Bog 0 0 0 b/ib-x) Mg 0
0 B Boctlian  Bhy 0 1 -x/(b-x)| Myp 0
0 0 Bga Gyt Byo =1 0 My =<0y [N:D!
0 8] 0 845 u45 1 0 M54 0
1 1 = 1 px 0 w1 0
b-x b -x D 0 0 P[b—x)J U5 \p/

Yhtdldryhmdlld (L8) on ei-triviaaliratkaisu, jos yht&1dryhmé&n kerroinmatriisin
determinantti on nolla. T&st& ehdosta saadaan transkendenttinen yht&1s,
Jjonka pienimm&t juuret P on esitetty tekstin taulukossa 3. Erityistapauksessa

x = b saadaan hieman pienempi kerroimmatriisi (5x5) kuin edelld.

Markku Heinisuo, dipl.ine., Tampereen teknillinen korkeakoulu, Rakennustek-
nitkan osasto
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