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YHTEENVETO: Artikkelissa kisitelld&n liitosta, jossa jahmess kappaletta pai-
netaan suoran levyn reunaan. Levyssd syntyy tasapintainen Jénnitystila. Lei-
masimen reuna on sugra ja pituus dé&rellinen. Painavan voiman ollessa epdkes-
kinen voidaan se jakaa keskeiseen voimaan P ja momenttiin M. Tédssd yhteydesss
tutkitaan momentin aiheuttamaa pohjapainetts ja leimasimen kallistumaa ¢.
Oletetaan, ettd kuormitus siirtyy levyyn ainoastaan pohjapaineen p valityksel-
18 (kitkaton tapaus). Likiratkaisu perustuu jaykkyyden dariarvoperiaattees-
seen, jonka k3yttd klassisen levyteorian rinnalla osoittautuu sangen kdyttd-
kelpoiseksi likim#drédisratkaisussa, etenkin kun tarkat tulokset ovat erittdin
monimutkaisia. Pohjapaineeksi otaksutaan polynomifunktio, Tuloksia verra-
taan tarkkaan arvoaon.

JOHDANTO

Jahmedn leimasimen aiheuttama tasojdnnitystila on lukuisten kosketusprob-
leemojen erikoistapaus. Kosketusprobleemojen kimmoteoreettisen ratkaisun
historian katsotaan alkaneen vuonna 1881, jolloin julkaistiin kuuluisa
Hertzin teos. Likimenetelmien historia on palﬁon nuorempi ja se alkanee
vuonna 1959 julkaistusta Signorinin teoksesta. Seuraavassa tutkitaan tapaus-
ta, jossa j&hmedd, suoraa, 2a:n mittaista ja aluslevyn levyistd leimasinta
kéddnnetddn levyn reunassa momentilla M. Tasapintainen Jénnitystila on
kirjallisuudessa todettu riittdvdn tarkaksi kyseisessd tapauksessa. Liitos
oletetaan kitkattomaksi, mikd 1isas varmuutta k&ytanndn sovellutuksissa.
Saumaan sallitaan vetojédnnitykset, miki taas vihentss tulosten sovellutus-
mahdollisuuksia. T&118in kosketuspinta s&dilyy vakiona kuormituksen muuttues-
sa ja superpositioperiasate on voimassa. Momentti M esiintyy harvoin yksin,
Yleens&d kuormana on sekd M stts keskeinen puristusvoima P. Jos M ja P vai-
kuttavat yhdessd leimasimeen, joka on yhditetty aluslevyyn vetoa kestamitts-
m&lld saumalla, niin teoksen /3/ mukaan leimasin ei irtoa . alustasta, jos
M < Pa/2. T&118in voidaan superponoida P:n ja M:n vaikutus, jolloin momentti
M md&&rittda yksin leimasimen kiertymén ¢. Tapaus Pa/2 < M < pa on laskettu
teoksessa /3/. Jos M 2 Pg ja sauma ei kestd vetoa, niin leimasin kaatuu.
Keskeisen voiman P aiheuttama painuma on 33rettdmin suuri. T&ts pulmaa ovat
kiert&neet mm. Schwartz ja Harper olettamalla, etti aluslevy on ympyridnmuo-
toinen. Kiertymdlle ¢ saadaan St Venantin perisatteen mukaan &3rellinen arvo.

Symmetrisen tapauksen tarkan pohjapaineen ratkaisi sadowsky v. 1928,
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Momentin M aiheuttamalle kiertym3lle ¢ on esitetty tarkka ratkaisu jo
1800-1luvun alkupuolella. Vuonna 1353 julkaistussa teoksessa /2/ on tulokset
esitetty englanninkielell&. Tarkka ratkaisu on sangen tytlads, ja sovellutuk-
sissa on approksimoitu mm. pohjapainejakaumaa. Kosketusprobleemoissa j&nni-
tyshuiput usein kasvavat &3rettomdn suuriksi, jolloin tapahtuu paikallista
myotddmistd, mikd tasottaa huippuarvot. Koska Jadnnityshuiput ovat lisdksi
voimakkaasti vaimenevia, niin rakennusteknisissd sovellutuksissa j3nnitys-
kuvioiden tarkka tuntemus ei ole kovin oleellista, vaan kosketuspinta vaikut-
taa muun rakenteen toimintaan 13hinn3 muodonmuutosten kautta. Vakavuustar-
kastelu sucoritetaan yleensd plastisuusteorian mukaan (esim. /5/).

Téassd artikkelissa kiertym& ¢ lasketaan teoksessa /1/ esitetylié keski-
médrédisen kiertymdn kaavalla, johon pdaddyt&an otaksuﬁalla leimasimen Ja
alustan vdlille suoraviivainen pohjapaine sekd kdyttdmalls hyvédksi teoksessa
/1/ midriteltyd jiykkyyskdsitettd. Suoraviivainen jé&nnitysarvaus on staat-
tisesti mddrdtty. Artikkelissa johdetaan laskukaavat, kun pohjapaineeksi
oletetaan antimetrinen polynomifunktio. Ratkaisu perustuu Jéykkyyden &&ri-
arvoperiaatteeseen (/1/) sekd klassiseen levyteorisan. Sovellutusosassa
lasketaan suoraviivaisen ja kolmannen asteen pohjapainejakautuman mukaiset

kiertymdn arvot.

KIERTYMAN LASKUKAAVA

Tarkastellaan kuvan 1 mukaista tapausta.
Oletetaan, ettd suora leimasin on j&hmed ja
kuormituksena on momentti M. Sauma valit-

taa normaalijannitykset, mutta ei leikkaus-

jannityksid. Aluslevyn paksuus on yksi.

Aluslevyyn syntyy tasapintainen jannitystila

eli kuvan 1 koordinaatistossa @ = TXZ =

Tyz = 0. St Venantin periaatteen mukaan

riittada, kun tutkimme leimasimen valitdnta

laheisyyttd, kun aluslevyn liikkuminen Kuva 1. Koordinaatit
jahmedna kappealeena on jollain keinolla
estetty. Aluslevyn kimmokerroin E ja Poissonin vakio on v.

Maaritelladn teoksen /1/ mukaan liitoksen jaykkyys

Clapeyronin s&&nndn mukaan kimmoenergia W on
_
W= = M. (2)

Olkoon pohjapaineen jakauma p(x) ja levyn siirtymid koordinaatin y suunnassa
V. Merkitddn reunan siirtymdid v(x,0)
vix,0) = v(x). (&)
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Koska oletettiin, ettd kuormitus siirtyy aluslevyyn ainoastaan pohjapaineen
p(x) valityksell&d, niin

1 da

W = > [ p(x)v(ix)dx. , {4)
= .
Yhdistamalld (1), (2) ja (3) saadaan
2

_ M

D=3 . (5)
fp{x)v(x)dx
=a

Jos pohjapaine on suagraviivainen

plx) = Py g, ' (6)

niin leimasin on tasapainossa, kun

3M
5, oo (7)
1 za2

Jdykkyydeksi D saadaan nyt kaavasta (5)

M
0= g/ » (8)

[xv(x)dx
-a
I
missd

3
T & LZe%j_l : (9)

Sovimme nyt (kuten teoksessa /1/ on ehdotettu taivutetulle palkille) keski-

médrdiseksi kiertymdksi kaavan (8) nimitt3jan eli

a
[ xv(x)dx

|
Preskim, " T . (10)

Jos tasapainoyhtdlon (t&ssd@ momenttiyht&ld) toteuttava dynamisesti luvallinen
p{x) aiheuttaa siirtymdn v(x) ja lisdksi p(x) valitaan sellaiseksi, etts
W( Di]' on mahdollisimman pieni, niin kaavasta (10) saadaan mahdollisimman

hyvd "varmalla” puolen oleva kiertymia (vet. /1/).

LEVYN RATKAISU

Pohjapainejakaumaksi oletetaan
k
_ Xy2n+1
plx) =.Ig p2n+1[E] . . (11)
Leimasin on tasapainossa, kun

a
M = [ p(x)xdx. (12)
-a

Sijoittamalla (11) kaavaan (12) saadaan tuntemattomille reunapaineille P

sidoskaava
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2 5 Panut (13)
n=0 2pn+3 °

Rakenne on fysikaalisesti ja geometrisesti lineaarinen, joten voidaan super-

M = Za

ponoida eri paineiden pi[ng aiheuttamat siirtymat vi{xJ. Keskimadrainen

kiertymd on t&118in

e X

a
n=0 I Xv2n+1(Xde
-a

Preskim. i
Siirtyméa vi[xJ ratkaistaan klassisen levyteorian /4/ mukaan. Kuvan 2 mukai-

(14)

sen kuormituksen Fourier'n sini-integraali

o K
- X

P @
p:(x) = . [1.(a)sinaxde, (15) ﬁ‘\\\\J P,
i L
s a a :
jossa v
a 5 Y
I;(a) = [ x "sinoxdx. (16) Kuva 2. Reunakuorma
-a

Funktio Ii[aJ saadaan suljetussa muocdossa Dsittaisintegroimélla i kertaa.

Reunaehdot ovat

1) 1, (x,0) =0, 2) o (x,0) = -p,(x) (17)
Xy y i

ja St Venantin periaatteen mukaan suurilla + x:n ja y:n arvoilla jannitykset
vaimenevat. Valitaan j&nnitysfunktioksi biharmoninen furmktio

fe el

plx,y) = [ 15 {Ai+BiayJe~aysinuxdu. (18)
0o
Jannitykset lasketaan derivoimalla ¢-funktiota seuraavasti
2 2 2
Ty B S g;%— 3 o = g g i 8, = E_% (19)
Y y y Ix% dy

Yhtd1ltstd (18) saadaan derivoimalla

agix, L2 -y &(Ai—5i+8iuy}e_aysinaxdu. (20)
0

Suorittamalla derivoinnit muuttujan x suhteen ja sijoittamalla y = 0 seuraa

reunaehdoista 1) ja 2)

Bi = A (21)
2pi

Ai = T Ii(u]. . (22)
Ta

Siirtymd v(x) voidaan integroida venymista ey. Tasapintaisessa j&nnitysti-
lassa

_ov _ 1 _
Ey 3y " E [oy \’Ux]'_ (23)

Integroimalla muuttujan y suhteen saadaan

vix,y) = %(ondy—v}oxdy}+F(x]. [24]
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Yhteensopivuusyht&ldiden perusteella voidaan osoittaa (/4/), ettd funktio
f{x) kuvaa jadhmedn kappaleen liikettd. Alkuoletusten mukaan on nyt

flx) = 0. ; (25)
Ottamalla huomiocon kaava (19) saadaan siirtymdksi '

2
vix,y) = fof 24 qy-u38 ¢) (26)
ox

Kun tahdn sijoitetaan y = U ja Ai = Bi’ niin

2

X . y=D'
Sijoittamalla osittaisintegrointi muuttujan y suhteen ja sijoittamalla y =0
saadaan

2 2 Ay

vix) = £ é — sinaxda. (28)

Keskimd&rdinen kiertym3 on

k o T (a)I, (a)
_ 8 Zn+1 1
Preskim, ~ Eﬁfnfop2n+1 é o da, (29)

Jjossa integraalilausekkeella on mddrdtty arvo. T&md voidaan laskea numeeri-
sesti kaikilla indeksin 2n+1 arveilla.
Vakiot Py maaradtdédn siten, etts Jjannitysenergia on mahdollisimman pieni.

Yhtadltstd (4) saadaan

s = xy2n+1,2 % fons1
W= I, Jp2n+1(_) z é sinaxdadx, (30)
ja téstad sijoittamalla Asn+q kaavasta (22)
2
kop
. 4 Z2n+1
Y7 Erdo Tanez Kaner (31)
missa
© (1, . (a))?
J o da = x2n+1 (32)

Yhtdlossd (31) olevalls m3drdtyllad integraalilla on olemassa tietty arvo
johtuen integrandin nopeasta suppenemisesta. Lasketaan derivaatat Bw/ap
Ja merkitd&n ne nolliksi, jolloin pa&ddyt&dn homogeeniseen yhtédloryhmsan
Ap =1, (33)
‘missd matriisin A alkio aij on (i ja j saavat vain parittomia arvoja)
(z6M9-1)(j+2)x,
= . 1, (34)

ad. .
ij a2d

§'9 on Dirac’n deltafunktio ja vektori p on

- T
p = {pq, Pgrrees pk} ; (35)
Téamd méarittdsd jénnitysenergian W minimikohdan, koska W on p;:n homogeeninen

nelidmuoto. Lisaksi pitn tulee toteuttaa momenttiyhtdls ( 13).



SOVELLUTUS

Lasketaan suoraviivaisen pohjapainejakauman mukainen kiertymd. Momentti-

tasapaino vallitsee, kun

3M
b, = . (36)
1 232
Funktioksi I1EaJ saadaan osittaisintegroimalla
I la) = ;% (sinaa-aacosaa) ., (37)

o

Sijoittamalla n&md kaavaan (29) saadaan

12m . [sinaa—aacosaa)z

¢ ; do. ' (38)
keskim. aZEIﬂ 0 u5
Josa = A, niin
a
2 © : 2
_ 12Ma (sini-Acos)) :
= ol 3 o (38)
0 A
18M [sinA-lcosA]2
= — = da (40)
Ea"m O A

Integraali (40) on olemassa, koska muuttujan c kasvaessa integrandi pienenee,
Jja kdytta&mdlla sini- ja kosinifunktiociden sarjamuotoja huomataan, ettd in-

tegrandi lahenee nollaa muuttujan A ldhetess3 nollaa. Integrandin kuvaaja

on esitetty kuvassa (3). Numeerinen integrointi antaa tulokseksi

@ : 2

I [51nl—gcaskJ dx = 0,250. (41)
0 A

i(A)

0.10
/
0.08 (sin?\ulcos?\)2
1 ¢

0.07 / \ _____ (=23 cos A+ 372 sin A + 6 A cos A -6 sinA)2
B Ag
0.06 / ~ (sinA-Acos A)( - M cosA+33 sin A -6Acosh-6sinA)
f \ \ N

0.05 l / \

0.04
I/ N

0.03 o
RN

0.02 11+ ,
I/ N \
0.01 t\{_
NN == ==
0.00 AL A

0 10 20 30 40 50 60 70 B0 90 100 10 120 130 1.0

Kuva 3. Integrandit
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Keskimddrdinen kiertymd on t&118in

. M
¢ : 4,50 . (42).
keskim. Ea21T
Tarkka arvo on teoksen /2/ mukaan
¢ = 4 Mz ; : 3 (43)
Ea™n

On huomattava, ettd Poissonin vakion v vaikutus h&vidd. Tarkka arvo tdyden

kitkan tapauksessa on

4 M
¢, - & — . = (44)
kitkall ln(?+v}' Eazﬂ
V.2
1o [—— 2]

Hakasulkulauseke yht&1l&6ssd (44) muuttuu eri v:n arvoilla seuraavasti
v 0,0 0,1 0,2 g,3

[ 1] 0,122 0,085 0,073 0,054,
Esimerkiksi, kun v = 0, niin
_ M
Pkitkall = 3,565 —% (45)
Ea“m
Talldin v:n vaikutus on kaavan (44) mukaan suurimmillaan,
Jos pohjapaine oletetaan kolmannen asteen funktioksi

_ X Xy 3
p(x). = Py g+p3(g) , (46)
niin tasapainoyht&ltstd (13) saadaan

. w.2.P4 Pg
M= 2a ETT + ?T]' (47)
Kezavasta (16) osittaisintegroimalla seuraa
Is[a) = ;% [f[aa)Bcosua*B[aa)zsinaa+6aacosua—55inaa], (48)
o
jolloin
Z

o I, (a) o o .3 I UL
Xy = [ 3 T aB [ [-A"cosA+3A“sinA+BAcosA-Bsin)l dx = aB-U,UBS. (43)

o 0 a2

Integrandi on j&lleen rajattu ja sen kuvaaja on kuvassa (3). Integrointi

on suoritettu numeerisesti taskulaskimella. Yht&ldryhmi (33) on nyt

3-0,250 -5-0,083 P, 0
-3-0,250  5:0,083)|py[ " {OF. (50)

Ratkaisuksi saadaan By = 0,720 mj ja Py = 1,300 ﬂ§. Kiertymén laskussa tar-

vitaan lisdksi integraalia = a
o I, (a)I,(a) :
S el S (51)
0 o
6 T (sinA-AcosA) (-AcosA+3A%sinA+BAcosA-Bsink)
= a° f v di. (52)
D A

Integrandi on esitetty kuvassa (3). Numeerinen integrointi antaa integraalin
arvoksi 35'0,139. Nyt
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M
Eazﬂ

= 4,33

¢keskim.

Iterointia voitaisiin jatkaa, mutta Jjo ensimmdiset arviot antavat kdytadnndn

sovellutuksiin riittsdvan tarkat arvot.

TULOSTEN TARKASTELU

Kuvassa 4 on esitetty laskettujen pohjapainejakautumien kuvaajat seks
vastaavat keskimddriiset kiertymdt. Vertailukohteena an tarkka tulos teok-

sesta /2/.

NN

p{x) = p(x)=
M X M X x3
v 1_50(1 =, (0.72 - +1.3003)
M M
= 450 —= = 433
¢ EaZsr ¢ EaZu

Kuva 4. Likiratkaisu ja tarkka tulos

Virhe siirtymdssd on suoraviivaisella pohjapainejakautumalla 12,5 %.
nen asteen pohjapainefunkticarvaus johtaa 8,25 prosentin virheeseen.
mdt ovat laskutavasta johtuen "varmalla” puolella.

p(x) =
M . 2x
(.'-'.7 n qu-x?
M
= 4.00
¢ Ealn

Kolman-

Siirty-

Laskelmista havaitaan

lisdksi, ettd alustan Poissonin vakio v ei vaikuta siirtymd&n levyn reunassa.

J. Dundurs on artikkelissaan /6/ todistanut jénnitysten riippumattomuuden

t&std vakiosta. Tarkan ratkaisun pohjapaineen lausekkeesta havaitaan, etts

tamé on kehitettdvissd potenssisarjaksi, joten likimd&r&isratkaisussa pohja-

paine lahestyy oikeaa sarjan termien lis&&ntyesss.

kiertyma l&henee tarkkaa arvoa.
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