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YHTEENVETO: Artikkeli liittyy kirjoittajan lisensiaattity8n osaan, jossa k&-
sitellddn Langer-palkkisiltojen dynaamista ratkaisemista koko sillan Jja eri
pitkien riipputankojen ominaistaajuuksien 1l8ytimiseksi. Koko sillan dynaami-
nen analyysi on suoritettu diskretoitua mallia kdyttden. Taivutuksesta aiheu-
tuvien taajuuksien ja ominaismuotojen lis&ksi lédytyi yksi aksiaalinen taajuus
ja ominaismuoto. N3iden taajuustyyppien riippuvuus kaaren nuolisuhteesta ja
jéykistyspalkin ja kaaren taivutusjdykkyyksien suhteesta osoittautui toisil-
leen kadnteiseksi. Normaalivoiman vaikutus koko sillan taajuuksiin an vaAh&i-
nen. Riipputankojen vérdhtelytaajuudet on johdettu differentiaaliyhtaldsta
léhtien erilaisille tankojen kiinnitystaveoille tangon vetovoimasta, taivutus-
Jjadykkyydestd ja pituudesta riippuvan dimensiottoman parametrin funktiona.
Teoriaa sovellettiin kolmeen tiesiltaan laskemalla koko sillan ja riipputanko-
Jjen taajuuksia. Niiden sopivuus kokeellisesti mitattujen alimpien taajuuksien
kanssa on sangen hyva.

JOHDANTO

Langer-palkkisilta on sellainen kaarisilta, jossa kaarivoiman vaakasuora
komponentti siirret&in kaaren kannoissa niits yhdistdvdlle vetotangolle, jol-
loin rakenne on ulkoisesti laakeroitavissa kuten yksinkertainen palkki. Kaa-
ria on kaksi kappaletta ja sillan kansi on sijoitettu kaarten vdliin lihelle
kaaren kannan tasoa. Jalkak8ytédvat voidaan sijoittaa myds kaaren ulkopuolelle
ulokkeiden varaan. Kansirakenne on ripustettu kaaresta riipputangoin. Sillois-
sa kdytetaadn sekd pysty- ettd vinoriipputankoista rakennetta (kuva 1). Kaari
tehd&an. hoikaksi ja siitd ripustettu kansirakenne jaykistetaan jaykistyspalk-
killa. Yleensd kaari liitetd&n kannoissa Jaykistyspalkkiin, jolloin jaykistys-
palkki toimii samalla myds vetotankona. Kummankin kaaren Jéykistyspalkit yh-
distetdén sillan poikkisuunnassa poikkikannattimin. Kansirakenne tuetaan poik-
kikannattimiin.

Kaari on taivutettu rakenneosa, jota puristuksen ohella rasittaa myds heik-
ko taivutus. J&ykistyspalkkia rasittaa veto ja voimakas taivutus. Riipputan-
got ovat miltei yksinomaan vedettyjd rakennedsia.

1960-1uvun alkupuoliskolla suunniteltiin Suomessa maantiesillan normaalira-
kenteeksi terdksinen ter&sbetonikantinen langer-palkkisilta j&nnemitaltaan
65 m, jota sovellettiin 7,0 m levyisens Matilanvirran siltaan Sumiaisten ja

Konginkankaan kuntien rajalla sekd 10 m levyisen3d mm. Kotakenn&an siltaan



Adnekoskella. Pian valmistuttuaan niiss3 silloissa tapahtui vaurioita riippuy-
tangoissa ilmenneiden halkeamien ja suoranaisten katkeamisien muodossa. On
todenn&kdistd, ettas syy ndihin vaurioihin 16ytyy sillan dynaamisésta kdyttay-
tymisestd. MySs Ruotsissa ja Amerikan Yhdysvalloissa on todettu v&r8htelyon-

gelmia Langer-palkkisilloissa, joissa on kdytetty riipputankoina hoikkia j&yk-
kid tankoja.
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Kuva 1. Langer-palkkisiltatyyppeji. a) Pystyriipputankoinen silta, b) vino-
riipputankoinen silta.

Seuraavassa tarkastellaan sellaisen pystyriipputankoisen Langer-palkin o-
minaisvdrdhtelyitd, jossa Jdykistyspalkki ja kaari liittyvét toisiinsa jay-
kdsti. Ts. kysymyksessd on sillan vapaa vdrdhtely ainoana kuormituksenaan
ajallisesti ja paikallisesti vakiosuuruisena pysyva sillan oma paino. Pyrki-
myksend on selvittdd sillan ominaistaajuudet ja niitd vastaavat ominaisvaradh-
telymuodot ja rakenteellisten seikkojen vaikutus niihin. Jos koko sillan
taajuudet sattuvat samalle alueelle kuin tankojen taajuudet on mahdollisuus

resonanssille ja tankojen vaurioitumiselle olemassa.

OMINAISVARAHTELYN LASKEMINEN

Ratkaisuperiaatteista

Rakenteen ominaisvdrdhtaly on sellaista vardhtelyd, jonka aikana rakentes-
seen el vaikuta ulkoisia ajasta riippuvia kuormia. T&llaisen vdrdhtelyn aika-
na liikkeestd ja rakenteen massasta aiheutuvat hitausvoimat, liikettd hidasta-
vat vaimennusvoimat ja staattisesta tasapainoasennosta poikkeamisesta aiheutu-
vatrpalautevoimat pit&vat toisensa tasapaincssa eli muodostavat dynaamisen ta-
sapainbsysteemin. Varadhtelyalttiilla rakenteilla vaimennusvoimien vaikutus o-
minaistaajuuteen ja v&rdhdysmuotoihin on yleensd merkityksetdn. T&8ssd suhtees-
sa Langer-palkkisillat eiv&t muodosta poikkeusta, joten vaimennuksen vaikutus
voldaan j&ttad huomiotta. Rakenteen muodonmuutosten ollessa kimmoisia palaute-
voimatkin ovat kimmoisia. N&inollen vardhtelyn rakenteesta riippuvat paramet-
rit ovat rakenteen massa ja kimmoisuus tai sen kédédnteisominaisuus Jaykkyys.
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Rakenteen oma paino tai yleensdk&&n ajallinen vakiokuormitus ei vaikuta omi-
naisvadréhtelyyn ellei se vaikuta varahtelyliikkeen palautevoimiin. Taivutus-
vardhtelyssd tdssd suhteessa poikkeuksen muodostaa aksiaalinen kuorma, joka
puristaﬁana pienentdz palautevoimia eli rakenteen taivutusjdykkyyttd ja veta-
vdnd vastaavasti 1is&8 taivutusjdykkyyttd. Langer-palkkisillassa kaari on pu-
ristettu, kun taas jdykistyspalkki ja riipputangot ovat vedettyj&d. Ominaisvé-
rédhtelyn rakenneparametrit massa ja jéykkyys ovat rakenteissa jatkuvasti ja=--
kaantuneita suureita. Niiden ottaminen huomioon jatkuvina johtaa liikeyhta-
ldissa rsittaisdifferentiaaliyhtéltihin, joissa muuttujina ovat aika ja paikka.
Néiden yhtdldiden soveltaminen on mielek&std vain aivan yksinkertaisille raken-
teille. N&in on menetelty tarkasteltaessa tasajdykkis Ja -massaisia riippu-
tankoja. Langer-palkki kokonaisuutena on t&ssd mielessd liian monimutkainen
rakenne. Se voidaan taloudellisesti ratkaista diskretoituna, s.o. keskittimdl-
18 massa ja jaykkyys sopivasti valittuihin pisteisiin ja tarkastelemalla nai-
hin pisteisiin keskitettyjen massojen liikettd. Tihentdm&lli diskretointia
pddstaddn mielivaltaisen 1dhelle jakaantuneiden parametrien muodostamaa tilaa.
Rakenteen ratkaisun laskentatalouden kannalta mahdollisimman pieni koordinaat-
timddra, jolla saadaan riitt&vén tarkka tulos, on edullisin. Kdyt&nnén tarpei-
siin riittas yleensd n. 3-5 alinta ominaistaajuwutta ja niitd vastaavat omi-
naismuodot. Karkeasti voidaan sanoa, ettd jos taivutusvdrdhtelysssd diskreette-
jé koordinaatteja valitaan n kpl, niin n/2 ominaistaajuutta ja -muotoa saa-
daan vield tarkkuudella, jossa virhe on enint&&n muutaman prosentin suuruinen.
Langer-palkin sauvat ovat hoikkia, joten massapisteiden rotaatiocinertia sa-
moin kuin leikkausvoimien vaikutus muodonmuutoksiin voidaan -perustellusti jat-

tad huomioconottamatta.

Dynaamisia malleja

Luonnollisin massan keskityskohta Langer-palkissa on riipputankojen liitty-
miskohdat jaykistyspalkkiin ja kaareen (kuva 2).

Jaykistyspalkin siirtymédt tapahtuvat miltei t&ysin pystysuorasti, mutta
kaaressa myds vaakasuorasti. N&inollen koordinaatisto olisi 3 - nt-ulotteinen
ja rakenteen jdykkyysmatriisin koko olisi 3 ng * 3 Ny kun ny merkitsee riip-
putankojen lukumd@&rdd kaarta kohden. Koordinaatiston ulotteisuutta voidaan
pienentdd kolmanneksella otaksumalla kaaren siirtymdn tapahtuvan kohtisuoras-

ti kaarta vastaan (kuva 2b) eli

8, =v, "V .

k k 1 + tan"a .

Iastakin koordinaattien lukua voidaan vield pudottaa pucleen tarkkuuden sa-
nottavasti kdrsimattd jattamdlld kaaren massan vaakasuoraan siirtymddn 1liitty-
vd inertia huomioonottamatta. Koska kaaren pystysiirtymd on likimain sama kuin
jaykistyspalkinkin pystysiirtymd, voidaan koko rakenteen massa sijoittaa
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Kuva 2. Lagranger-palkin diskreettej& dynaamisis malleja.



Jjaykistyspalkille (kuva 2c). Esimerkiksi Matilanvirran sillan painosta kaa-
ren osuus on 11,3 % ja koska vaakasiirtymd& on keskimé&&rin pystysiirtymd3 pie-
nempi, wvain muutama prosentti hitausvoimasta j&3 huomioonocttamatta.
Haluttaessa vieldkin piehentéé koordinaattien lukum&&r33, voidaan esimer-
kiksi joka toinen massapiste j&ttd3 pcis (kuva 2d). Korostettakoon vield, et-
ta koordinaattien lukumd&r&lld on oleellinen merkitys numeeristen laskelmien

talouteen.

KOKO SILLAN OMINAISTAAJUUDET JA -MUQDOT

Perusyhtdlot

Diskretoidun systeemin liikeyht&l6t voidaan tunnetusti kirjoittaa muodossa

[kl * {v} + [m] *« {¥} =0 (1)

missd [k] on rakenteen yhdistetty jaykkyysmatriisi,
[m] on rakenteen diagonaalinen massamatriisi,
{v} on rakenteen siirtymdvektori ja

{¥} on rakenteen kiihtyvyysvektori

Em. matriisit ja vektorit lausutaan rakenteen diskretoidussa koordinaatis-
tossa (vrt. kuva 2 ). Dynaaminen tasapaino edellyttd3 harmonista vardhtelys,
jolloin siirtymi& ja kiihtyvyyksid sitoo yhteys
W) = -0’ - (v}

missd w on rakenteen ominaiskulmataajuus.

Tasapainoyhtdlst (1) voidaan nyt lausua'algebrallisessa muodossa

[R) = d} ~ 5= THl + dud =1
ell
(IK] - w® * [m]) * (v} =0 (2)

Ts. véréhtely on mahdollista vain jos t&man homogeenisen albergrallisen yhta-

l8ryhmdn determinantti on nolla eli

det ([k] - w’+ [m]) = O (3)
Yht&dld (3) on rakenteen taajuusyht&l6. Sen ratkaisuna saadaan rakenteen omi-
naiskulmataajuudet.
Rakenteen joustomatriisin [6] alkiot saadaan rakenteen siirtymini valitus-
sa koordinaatistossa siten, etta Gij on siirtymd koordinaatissa i pistekuor-
masta F = 1 koordinaatissa j. Koska rotaaticinertia jatetdan huomiotta, esit-

tas aij vain siirtymén ja voiman v&list3 relaatiota, joka on muotoa



missa Bl Jja 82 ovat numerokertoimia,

L on jokin valittu vertailupituus,
EI on vertailutaivutusjiykkyys ja
EA  on vetojdykkyys.
T4116in on leikkausvoiman vaikutus muodonmuutoksiin j&tetty huomiotta. Va-

litaan vertailuarvot seuraavasti:

L on sillan j&nnemitta
= I on Kaaren poikkileikkauksen jayhyysmomentti ja

E = Ek on kaaren materiaalin kimmokerroin.

Merkit&&n jaykistyspalkin Ja kaaren taivutusjdykkyyksien suhdetta

m
—
—

(
_ p
1 7 D (5)

Jjolloin vertailuarvojen perusteella (EIJp = cy - [EIJk.

Vertailuarvojen valinta merkitsee itse asiassa kuvan 3 mukaisen "yksikkd-

sillan” ratkaisemista. .

y /’E|=1 o
f= nfL
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Kuva 3. "Yksikkdsilta”.

Vetojdykkyyttd EA ei voida en33 valita mielivaltaisesti, koska poikkileik-
kausala A riippuu poikkileikkauksen Jéyhyysmomentista. T3lle riippuvuudelle
el voida esitt3d mit3&n yleistd lakia poikkileikkausmuotojen moninaisuuden

vuoksi. Joustokerroin (4) voidaan kirjoittaa

§,. = [ * ' = " Ay (6)
o (en), T By L%EA

[EI]K } L3

Joten vetojdykkyys voidaan korvata dimensiottomalla redusoidulla vetojdykkyy-

dells



(EA) . = =25 . (7)

Kirjoittamalla kaikki joustokertoimet muotoon (B) saadaan joustomatriisik-
si
L3

[§] = TETTE [a]. (8)

missa L on sillan jannemitta,
(EI), on kaaren taivutusjéykkyys,
[a] on rakenteen joustomatriisin numeerinen osa valitussa koordinaa-

tistossa.
Matriisin [al] numeeriset alkiot ovat

{EI]k
BBy % By = Bq * By/ [EA) .
1 2z LZEA AK 2z r

Rakenteen jaykkyysmatriisi saadaan Jjoustomatriisin k&&nteismatriisina
(B):sta

) (ET) . (E1)
(k) = (817" = —5=" a7t - —-K [b], (9)
L L.
miss& [b] = [a]_1 on jaykkyysmatriisin numeerinen osa.

Langer-palkkisilloissa riipputankovédlit ovat s&&nn6llisesti yhtd suuret
yleensd poikkeuksena reunimmainen tuelta reunimmaiselle riipputangolle ulot-
tuva vali, Jjoka on usein muita riipputankovdlejd lyhyempi. Merkitd&n ndiden

valien suhdetta kuvan 3 merkinndin

C, = _% , (10a)

R’C
= _'[ ’ (10B6)

kun QC on keskimmdisten riipputankojen vali.

Merkitd@dn vdlien suhdetta

85
C (10c)

(9]
w

Sauvan vetdvd normaalivoima vastustaa sauvan poikittaista taipumaa lisdten
taten sauvan jaykkyyttd. Puristavan normaalivoiman vaikutus on p&invastainen.
Tétd normaalivoiman aiheuttamaa jaykkyyden lisdystd kutsutaan geometriseksi
Jaykkyydeksi. Taipumaa vastustavien palautevoimien ja taipumien valinen yhte-
ys saadaan /1/:n mukaan ajattelemalla normaalivoiman vaikuttavan sauvan ulko-

puoliseen nivelelliseen sauvajaksoon, joka liittyy tarkasteltavaan sauvaan



pendelein koordinaattipisteissé kaordinaattisuuntiin (kuva 4a),

(11a)
ja reunimmaisen koordinaattipisteen i =1 kohdalla, kun
2,1 = 'Q'r = CQJLC Ja 2,2 = J?,C
Fl=o- - o) (vy = v,) (11b)
c

raavasti

(F} =[], + {u3, | (12)

missd rakenteen geometrinen Jaykkyysmatriisi [k]G saa kuvan 2¢ mukaisessa

kDordinaafistDssa muodon

r_ c4+l =]
-1 2 -1 0
(k] o2 - (13)
-1 2 -] c
D -1 2 -
_l I+C4 —J




eli

[kl, = [blg * %— , ’ (14)

G
C
missé [b]G on geometrisen jaykkyysmatriisin (13) numeerinen asa.

Otetaan kdyttddn dimensioton normaalivoiman N suuruutta kuvaava normaali-

voimaparametri

Geometrinen Jjaykkyysmatriisi (14) saadaan nyt muotoaon

32 (EI]K
3 L.

Rakenteen yhdistetyksi jaykkyysmatriisiksi saadaan yhteenlaskemalla (9)

ja (18)
(K] = [K] + [K],
(EI) z
= k a
[k] = © ([b]l + [b].)
L3 Cq G
eli
) (EI),
[k] = 5 * [c], (17)
L

miss& yhdistetyn jéykkyysmatriisin numeerinen osa saadaan jaykkyysmatriisin

ja geometrisen jéykkyysmatriisin numeerisista osista
[c] = [b] + & - [b],. (18)

Rakenteen massamatriisi on diskretoidussa muodossa (vrt. kuva 2)

m .
n

Kdytettdessd kuvan 2c mukaista diskretointia, jossa n = Ny kunkin koordi-

naatin massa voidaan otaksua yht& suureksi
C - .
m = ,L___ « G = (33 G, ‘ (20)

missd G on Langer-palkille tuleva osa sillan kokonaispainosta (-massasta) ja



Gy On (10b) ja ilmaisee mySs kunkin massan suhteellisen osuuden sillan puo-
likkaan kokonaispainosta.

Massamatriisiksi (19) saadaan tdssd tapauksessa

[m] = c36 - [I], ' [Z1)

missd [I] on yksikkBmatriisi.

Rakenteen taajuusyhtsls (3) saadaan nyt muotoon

- (EI)
det [ K el - &2 . c46 [I]_], = g

L3
eli
(EI) 3
Kk 2 . . GL . .
det La [[C] - W Cg TETTK {I]} = 0. (22)

Jos merkit&an yhdistetyn Jaykkyysmatriisin numeerisen osan [c] ominaisar-
vqjali:llé
2 . . GL3

K I T I

saadaan sillan ominaiskulmataajuudet

(EI)k

w, = wy 3 i=1,2,...n (23)
GL

missd kulmataajuuskerroin &i = Al/c3.

Ominaistaajuuksien lukum3ars n on sama kuin diskreettien koordinaattien

lukumdars.
Ominaismuodot eli vardhtelyn taipumien suhteet saadaan yhtaltists (2).
Néin saadut muotovektarit {¢} yleensd normeerataan siten, ettd vektorin pi-

tuus on yksi.
Elleivdt massamatriisin alkiot ole keskenddn yhts suuria, kuten esimerkik-
si kuvien 2a ja 2b esittdmisssa tapauksissa, kirjoitetaan taajuusyhtdls (3)

muotaon

[K1 + o3} = Im] * {4} » o? (24)

i
Ja edelleen kertomallsa vasemmalta [m]_l:llé

(M™% IRD - (0,1 = 164} * w2, (25)

ak

jolloin tehtdvad palautuu matriisin [m]_l = Tkl ominaisarvotehtdviksi.
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Cminaistaajuudet ja muodot

Staattisen ratkaisun tuloksena saadaan rakenteen siirtym&t murkkapisteis-
sd. Valitsemalla ndistd diskretoidun dynaamisen mallin koordinaatteja (ku-
va 2c) vastasavat siirtymdt, saadaan joustomatriisi t&ssd koordinaatistossa.
Kuormituksena on luonnollisesti yksikk&voima vuoronperdsn kussakin koordinaa-
tissa. Joustomatriisi on dimensioltaan Ne ° Ng. Riipputankojen lukumddriksi
on valittu n, = 14.

Laskelmat on suoritettu edelld esitetylld tavalla. Massamatriisille (19)
on kdytetty lauseketta’[ZZJ. Taajuuskertoimet w (23), ja vastaavat normeera-
tut ominaisvektorit on laskettu UNIVAC 1108-tietokoneella FORTRAN V-kirjas-
ton standardiominaisarvo-ohjelmaa kayttéaen.

Kaari on sekd puristettu ettd taivutettu rakenneosa. Tamd ilmenee pelkén
kaaren ominaismuodoissa siten, ettd osa niistd syntyy valtaosaltaan kaaren
taipumisen tuloksena (flexural mode) ja osa valtaosaltaan kaaren aksiaalisen
muodonmuutoksen, siis puristuksen ja vedon, tuloksena (extensional mode).
Taivutusmuodossa on siihen sitoutunut kimmoenergia taivutusenergiaa, kun taas
akslaalisessa muodossa kimmoenergia on aksiaalista kokoonpuristumisenergiaa.
Myds selvid valimuotoja esiintyy /8/.

Vaikka Langer-palkissa kaaren suhteellinen osuus koko rakenteesta on vi-
hdisempi, esiintyy ominaismuodoissa aksiaalisia muotoja. Kaytetyllsd diskre-
tisoinnilla niitd 1l6ytyi yksi kappale. Kuvassa 8 t3md on toinen ominaismuoto
L Kéyﬁetéén tdstd ominaismuodosta merkintdé ¢N ja taivutusmaodoista vastaa-
vasti ¢ . N&inollen kuvaa 5 vastaavilla parametrin arvoilla ¢ @ = b - Vastaa-

o N
vasti w = w2.

-
/ﬂ/ T\
hal e o I I e
e S N R S,
22
Ml ___‘___/-‘"
@y /—4--\ | T
—
9, L -_—\J sl
r—t"1 S
$5t | |4 L
L 1 S~
L | — |~ L —
L — L— \\J/
Kuva 5. Matilanvirran sillan ominaisvardhtelymuodot $1 — g
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Laskelmien l&htSarvot

Taajuusanalyysi on suoritettu kuvan 2c mukaisella dynaamisella mallilla.
Sen perustana oleva staattinen ratkaisu on suoritettu siirtymdmenetelmdsn
perustuvalla sauvarakennechjelmalla. Ohjelman vaatimat nurkkapisteiden koor-
dinaattien numeeriset arvot on laskettu kayttémdllé riipputankojen lukum&a-
rdalléd arvoa ny = 14 ja valitsemalla kaaren muodoksi paraabeli. Kuvan 3 mer-

kinnfin lasketut koordinaatit on merkitty taulukkoon 5.

Taulukko 1. "Yksikkdsillan" nurkkapisteiden koordinaatit
i X ¥i
palkki ja kaari palkki | kaari
0 0 0
l...ht c, + (i-1) - Cg 1] 4 - ne * [;—izl
Ry # 1 0 0

Kimmokertoimet lausutaan suhteessa kaaren materiaalin kimmokertoimeen,
Jjoksi valitaan E = 1, Poikkileikkaussauvojen perustaksi valitaan kaaren Jay-
hyysmomentti I = 1. T&ten taivutusjdykkyydet saadaan lausutuksi kaaren Jayk-
kyyden EI = 1 avulla. Redusoitu vetojédykkyys (7) vaihtelee sillan osien poik-
kileikkausmuotojen mukaisesti. Sen mukanaolo merkitsee normaalivoimasta ai-
heutuvien aksiaalisten muodonmuutosten huomioon ottamista rakenteen siirty-
missd. Koska niiden vaikutus on taivutuksesta aiheutuvien muodonmuutosten rin-
nalla pieni, on sen vaihteluiden vaikutus myBs v&hainen. Koska t&sss tylssa
on pyritty 1l&hinn& tutkittujen siltojen mitta-alueelle, voidaan k3ytt&3d re-
dusoidulle vetojdykkyydelle jotain keskim3&r&isti arvoa. Tamin arvon valitse-
miseksi on taulukossa 2 laskettu tutkittujen siltojen redusoidut vetojdykkyy-
det eri sauvoille. J&ykistyspalkin taivufusjéykkyyteen on siind otettu mukaan
terdsbetoninen kansilaatta otaksuen sen Ja terdskannattimien v&lille té&ysi
liittovaikutus. J&ykistyspalkin vetojdykkyyteen sensijaan on otettu pelkéas-
t&3&n sen terisosa.

Laskelmissa on rakenteen sauvoille valittu taulukossa 3 ndkyvdt numeeri-
set dimensiottomat materiasali- ja poikkileikkausarvot. ¢, on taivutusjéyk-

kyyksien suhde (10b).
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Taulukko 2.

Tutkittujen siltojen sauvojen jaykkyydet

Silta Matilan- Kotaken- Riutta-
virran ndan salmen
silta silta &silta
Jidnnemitta L 65,0 . 65,0 . 81,5 m
Kaari
(E1), 388 431 572 MNm?
(EA]k 8106 8946 9p72 MN
Jaykistyspalkki
(EI)p 8032 9352 74445 P’INm2
[EA)p 16800 16800 11090 MN
Riipputangot
(E1), 0,2 0,2 0,2 MNm?
(EA]t 9498 998 808 MN
Redusoitu vetojéyk-
kyys (EA) (7)
kaari 88268 87695 105347 -
jaykistyspalkki 182938 164687 128700 ~
riipputangot 10867 9783 9383 -
Taulukko 3. Sauvojen materiaali- ja poikkileikkausarvot
Sauva E I A
r
Jaykistyspalkkisauvat 1 cq 150000
Kaarisauvaf 1 90000
Riipputankosauvat 1 0 lo000

Laskelmissa varioitavia numeerisia suureita ovat té&ten seuraavat kolme:

kaaren nuolisuhde ne = F/L

jdykistyspalkin ja kaaren taivutusjaykkyyden suhde cy

jaykistyspalkin normaalivoiman suuruus kertoimen o (15) muodossa.
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Alimmat taajuuskertoimet ai on esitetty kuvassa 6 jdykkyysparametrin cy

ja nuolisuhteen Ne funktiona.

@

1200 i M - "

1100
- . / a=5 /
900 / // ' /
800 / /] / —
- ,/ e D¢ __oL;;
[/ P 0,20
o / % 0,15 g
500 / 0,10
2L

1=

300 f=> N
200 (£ b
100 fe]
ol i
0 510 20 30 50 75 100 125 150
Kuva 6. Taajuuksien riippuvuus muuttujista. o = 5. M = Matilanvirran silta,

K = Kotakenn&an silta, R = Riuttasalmen silta.

Taivutustaajuudet wM ovat kdytdnndllisesti katsoen tdysin riippumattomia
nuolisuhteesta Nes Jjoten niitd kuvassa 6 esittavit yhtendiset viivat kuuluvat
kaikille mukaan otetuille nuolisuhteille. Sen 'sijaan uM riippuu voimakkaas-
ti jaykkyysparametristea ¢ kasvaen jaykistyspalkin taivutusjsykkyyden suh-
teessa kaaren taivutusjdykkyyden lisdédntyessd. Tamd kasvu on sita Jyrkempé&s -
mité korkeammasta taajuudesta on kysymys.

Aksiaalisen taajuuden wN riippuvuus j8ykkyysparametrists c; on heikko,
Jonka vuoksi sen kuvaaja on miltei vaakasuora. Riippuvuus nuolisuhteesta taas
tulee selvdsti esiin ja on sellainen, ettd taajuus kasvaa, kun nuolisuhde kas-
vaa.

TanUUKSiEﬂ;wM Ja Wl riippuvuus parametrista on siis toisilleen k&&nteis-
td ja tarjoaa keinon niiden erottamiseksi toisistaan. N3in on kuitenkin asian-
laita vain suurilla jaykkyyssuhteen c arvoilla. Kuvan arvoista t3llaisia
ovat c, = 20. N&illa arvoillq myds ominaismuodot ¢M ja ¢N erottuvat selvisti
toisistaan kuvan 5 tapaan.

Taajuuksien riippuvuus normaalivoimaparametrista a on heikohko sill3 alu-
eella, mihin parametri k&yt&nndn rakenteissa asettuu.

Normaalivoiman suhteellinen vaikutus on sitd pienempi mitd korkeammasta

o\@

taajuudesta on kysymys. Vaikutus aksiaaliseen taajuuteen on vain noin 25

siitd mita se on tasivutustaajuuteen. Normaalivoiman vaikutus kasvaa kiihty-
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vidsti normaalivoiman mydté.

RIIPPUTANKOJEN DMINAISVARAHTELY

Riipputangot liittyvét alapddstdén jiykistyspalkkiin ja ylap&sstdsn kaa-
reen. UOmapainokuormituksesta ne saavat kdytdnn8dllisesti katsoen pelkdstdin
vetorasitusta. Ne ovat usein pdist&d3n niveldidyt, mutta koska varahtelyampli-
dit ovat sillan mittoihin verrattuna kovin pienid ja tangot eritt&in hoikkia,
kitka riittdd est&méén kulmanmuutokset nivelissd. Tangon alap&s liikkuu pysty-
suorasti jdykistyspalkin ominaismuodon mukaisesti ja yl&p334 suorittaa liki-
main yhté suurta pystyliikettd, mutta samalla myds vaakasuoraa liikett3 kaa-
ren mukana. Vaakasuoran liikkeen osuus pystyliikkeestd riippuu tangon sijain-
nista ja sillan v3rdhtelyn ominaismuodosta.

Riipputangot suorittavat taten pakkovdrdhtelyd ajasta riippuvien siirtymi-
en ja kiertymien avulla lausuttavien reunaehtojen johdosta. Sillan vardhtely
ruokkii t&ten tankojen vérdhtelyd. Tangon vdrdhtely saattaa resonanssitapauk-
sessa muodostua huomattavaksi. T&llainen tilanne on olemassa, kun sillan taa-
Juus tai kenties tesajuuden pieni monikerta sattuu samaksi tai hyvin 1&helle
Jjotakin tangon omaa ominaistaajuutta.

Vedetty suora tasajdykkd ja -massainen tanko on rakennecsana niin yksinker-
tainen, ettd sitd voidaan késitelld massaltaan ja jaykkyydelt&sn jatkuvana il-
man ndiden ominaisuuksien diskretointia. Vaimennus tangoissa on eritt&in pie-
ni ja sen lisdksi my&s leikkausvoiman ja rotaatioinertian vaikutukset voidaan
Jéttéd& huomioconottamatta. ‘ .

Tédssa tapauksessa tankojen taivutusjdykkyys ja massaintensiteetti samoin

kuin sillan amasta painosta aiheutuva sauvavoima ovat vakioita

EI(X) = EI
mix] = m
N(x,t)= N

Koska kysymyksessd ovat ominaisv@rdhtelyt, ulkoinen poikittaiskuorma p(x,t)=0

Jja ominaisvérahtelyjen differentiaaliyht3ldksi saadaan

84v . azv - 82v
EL * === = N T rm St — = 0 (26)
ax 9 x at

Etsimdlld ratkaisua erottamalla muuttujat muodossa
vix,t) = Xix) = T(t)
saadaan

EI * T(t) = X (v) - N * T(t) * X (x) +m* X(x) = T(t) =0

elil
X" x) e XTUx) L o= . T
&L " R twd A T I L & - il
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joka hajoaa kahdeksi yhden muuttujan differentiaaliyht&ldksi

X" (x) - a% * X"(x) - kT * X(x) = 0 (27)

2

T+ T=20

jossa on merkitty

2 N
5% w D
EI
(28)
k4 - %wz
ET
Jdlkimmdisen yht&dlén (27) ratkaisu on tunnetusti
T =A « coswt + B * sinwt (29)
osoittaen, ettd tangon vérdhtelyn aikariippuvuus on harmonista kulmataajuu-
della w.
Kédyttden lyhennysmerkintdjs
L
='Vé}£ LIRS -
- 7 2
1
B 1 _4 4 4 2
§ = Ea + Kk > a
saadean ensimmdisen yht&dldn (27) ratkaisu muotoon
X(x) = D, * sindx + D, * coséx + D3 * sinhex + D, "coshéx (31)
Yhtd1ld (31) on vdrdhtelyn muotofunktio. Se ilmaisee vdrdhtelevdn tangan
mucdan.
Koko liikeyhtdldn (28) ratkaisu on t&ten
vix,t) = {Dl sindx + D, * coséx + Dy + sinhex + D, * coshex)
taz)
(A * coswt + B * sinwt)

Kertoimet A ja B mddrdytyvdt liikkeen alkuehdoista ja kertoimet Dl’ D2,
D3 Jja D4 vdrdhtelevan tangon reunaehdoista. VArdhtelyn ominaistaajuudet saa-
daan my8s tangon p&iden kiinnitysten reunaehtotarkasteluista. Soveltamalla
nivelkiinnityksen reunaehtoja X = X" = 0 ja Jéykan Kkiinnityksen reunaehtoja
X = X' = 0 yhtdlddn (31) saadaan homogeninen algebrallinen yhtédléryhma. Ne
kulmataajuuksien arvot, jotka tekevdt t&mdn yhtdléryhmdn determinantin nol-
laksi, edustavat ominaistaajuuksia. Kuvassa 7 on esitetty kolme alinta kul-
mataajuutta normaalivoiman eri arvoilla kolmelle sauvalle, joilla on erilai-

set sauvanpddkiinnitykset.
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Kuva 7. Vedetyn tangon kolme alinta ominaiskulmataajuutta normaalivoiman

funktiona.



LASKENNOLLISET JA KOKEELLISET TAAJUUDET

Laskennolliset tulokset

Koko sillan ominaistaajuudet saadaan laskelmista sijoittamalla tuloksiin
siltaan liittyvdt parametrit. Em. tuloksia on tdmdn artikkelin puitteissa e-
sitetty ainoastaan kuvassa 6. L&hdeteoksessa /5/ on taajuuskertoimia esitet-
ty taulukkomuodossa. On tunnettava myds omapainokuormituksen aiheuttama nor-
maalivoima jéykistyspalkissa ja riipputangoissa.

Esimerkiksi Matilanvirran sillassa on

(EI), = 388 MNm
(ED) - 8032 MNm?
cq = B032/388 = 20,7
(EI), = 0,1886 MNm’
G = 310 000 kg (kaarta kohden)
H = 1,914 MN (omapainokuormasta)
ne = 0,20
L = 65 m
jolloin (15):stéa
)
z2
v/2,914 * b5 - ~
o = g5 —— 4,55 £ 5
ja (23):sta :
388 *+ 106
wl = 186 * 3 5 = 12,55 rad/s
310050 -« BS " s
joten
el

Fl =g 2,00 Hz

Vastaavasti saadaan riipputankojen taajuudet, kun niiden pituudet, jaykkyy-
det ja riipputankovoimat tunnetaan. Kuvassa 8 . on esitetty Matilanvirran sil-
lan n&in lasketut taajuudet. Kuten ndkyy, pisimpien tankojen perustaajuudet

osuvat sillan toisen ja kolmannen ominaistasjuuden valiin.

Tutkittujen siltojen rakenne

Kokeita suoritettiin Matilanvirran, Kotakenn#in ja Riuttasalmen silloilla.
Kaikki mainitut sillat ovat pystyriipputankoisia terdsbetonikantisia tiesil-
toja.

Matilanvirran sillan ajoradan leveys on 7,00 m ja Kotakennddn sillan 10,00
m. Muutoin sillat ovat v&h&isi&d kaaren ja poikkikannattimien eroavuuksia lu-
kuunottamatta samanlaiset. Riipputankojen lukumdirsd on 14 kpl kaarta kohden

ja kaarien nuolisuhde ng = 13/65 = 0,2, Jaykistyspalkgi muodostuu kahdesta
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Kuva 8. Matilanvirran sillan ominaistaajuuksia. Vaakasuorat viivat ovat ko-
ko sillan taajuuksia ja pisteet ao. riipputangon taajuuksia: * on

perustaajuus, s on 2. taajuus ja x on 3. taajuus.

rinnakkaisesta valssatusta IPB 1000-profiilista. N&in on p33sty plenemp&dn
rakennekorkeuteen joskin terdsmenekin kustannuksella. Riipputangot muodostu-
vat kahdesta rinnakaisesta tangosta & 4 55 mm. Kansirakenne lepd3 poikkikan-
nattimien k 4,4 m ja neljé&n sekund&d&drisen pituuskannattimen varassa. Kansi-
laatta on yhdistetty niihin ter&svaarnoin, joten kysymyksessi on liittoraken-

ne. Kaaren tuulisiteet ovat Vierendeel-tyyppid poikkisiteitten lukuméérin ol-

lessa 6.
Riuttasalmen sillan jannemitta L = 81,5 m ja nuolikorkeus f = 14 m, joten
ne = 14/81,5 = 1:5,82 = 0,172. Riipputankojen lukumdiri By 16 ja vali RC =

4,8 m. Kaari on kotelorakenne ja jdykistyspalkki on hitsaamalla koottu epa-
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symmetrinen yksiuumainen I-palkki. Ajoradan leveys hl = 9,00 m. Sekund&&risii
pituuskannattimia ei ole, Jjoten kansi on jatkuva vain poikkikannattimiin Eii=
keutuva terdsbetoninen laatta. Liittovaarnoja on vain reunimmaisissa poikki-
kannattimissa kansilaatan pit&miseksi paikoillaan. Rllpputangot muodostuvat
yhdestéd pyidredsts tangosta g 70 mm. .

Koko sillan ominaistaajuuden mittaamiseksi suoritettiin pudotuskokeita.
Pudotuskohdat olivat ajoradan keskell3 sillan Jjénteen puolivdlissd ja neljén-
nespisteen tienoilla olevan riipputangon kohdalla. Terdsbetoninen 720 kg bai~
noinen jdrkdle kiinnitettiin vaijeriin, joka johdettiin pudotuskohdalle pys-
tytetyssd puisessa tEllﬂEEDSE olevan rissan kautta sillan ulkopuolelle pyséa-
7k01dyn auton vinssiin. Vinssin ja vaijerin avulla paino nostettiin sillan
kannelta ja pudotettiin laukaisemalla veijerin Jja painon vEliin sijoitetun
laukaisukoukun narusta vetdisemdlld. Pudotuskorkeus oli 40-50 cm. Ajoradan p&dl-
lysteen vaurioituminen ehkdistiin pudottamalla paino puulankuista tehdyn 1,2
x 1,2 m2 suuruisen suojalevyn pddlle.

Riipputankojen ominaisvadrdhtelyn md3drittamiseksi suoritettiin lydntikokei-
ta lyomdlld riipputankoja raskaalla lyijyvasaralla.

Ajokokeet suoritettiin raskaalla 2-akselisella sorakuormassa olevalla kuaor-
ma-autolla, joka painoi kuormineen 13000 kg. Ajot suoritettiin pitkin ajoradan
keskiviivaa eri nopeuksin. Niiden tarkoituksena oli selvittds sillan dynaamis-
ta vastetta. Ominaisvdrdhtelyjen kannalta ajokokeiden tuloksista kiinnostavat
sillan j&lkivardhtelyt ajonsuvon poistuttua sillalta.

Vérahtelyjd mitattiin venym&liuskoilla ja pietsosahkdisills kiihtyvyysan-
tureilla. S8hkdisiksi muutetut venymé&t ja kiihtyvyydet taltioitiin instrument-
tinauhurin nauhalle maastossa siltapaikoilla. Nauhat purettiin laboratoriossa
piirtureille, jolloin oli mahdollisuus kayttdad valissd transienttitallennin-
ta, jonka avulla lyhyttdkin ajanjaksoa voitiin tarkastella ajallisesti mieli-
valtaisesti hidastettuna. Kuvassa 9 on esitetty esimerkki pienimittakaavai-

sesta pilirturin tuloksesta. Siltojen kaksi alinta ominaistaajuutta Fl ja Fz

TTHI!HHHHHH
l{f[!HfH [T T T ] Kanaa ] ||
ERNE S 1 i
| T
1 7 W 2 L g 0 o I O
PANAMAMARAARAARANANAR AN
LT P T e vt

Kuva .8. Matilanvirran sillan jaykistyspalkin alalaipan venyma pudotuskokees-
ta j&nteen puolivdlissi.

saatiin esiin pudotuskokein janteen 1/4-pisteessd (vastaa kuvan 6 ominaismuo-

toa ¥ J ja jénteen puolivdlissa, Jjossa edelliselld muodolla on solmupistae.

Rllpputankogen perustaajuudet saatiin lydntikokein. Koetulosten mukaan Matilan-

virran ja Kotakennddn silloissa f' = f,, mutta Riuttasalmen sillassa N fis

mikd on sopusocinnussa laskennollisten tulosten kanssa (vrt. kuva 6). Mitatut

ja lasketut taajuudet on koottu taulukkoon 4.
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Taulukko 4.

Mitatut ja lasketut taajuudet

£ Matilanvirran silta| Kotakenndidn silta Riuttasalmen silta Osa
Mitattu Laskettu Mitattu Laskettu Mitattu Laskettu
Fl LB 2 =L 3 2,00 1,45-1,53 1,88 2,08-2,09 2,05 Sil-
£, |2,88-2,96 | 3,05 2,602,852 230 3, 15-5,20] 8,98 kA
1({66 - 75 77,2 55 - B9 78,0 170 Riip-
2110,0-10,2 13,9 11,0-11,6 15,0 15,5 pu-
3 5,4 7,38 5.8 6,1 8,06 e 8,66 tan-
Fl 414,1 - 5,2 5.2b 4,8 - 5,1 5,85 6; 2B got
8 [3.,5 = 8,6 4,33 3;8 = 4,0 4,84 5. L7
B 13,3 ~ 3.5 3,87 Fybd = 3.8 4,35 4,50
Z 13,3 = 3,6 3,67 3;3 = 4,72 4,13 4,17
8 |- - - = 4,02
Hz

x) Mittaus epédonnistui

VAIMENNUS

Rakenteiden v&rdhtelyissd esiintyy aina vaimennusta. Vaimennuksen sSuUUruus
on mahdollista m88ritt&8 ainoastaan kokeellisesti. Terdssiltojen vaimennuksen
on havaittu olevan luonteeltaan 1&helld viskoosia vaimennusmallia. Sovelta-
malla tata vaimennustyyppid saatiin tutkittujen siltojen suhteelliseksi vai-
mennukseksi kahdella alimmalla taajuudells 0,3...1,2 %, mikd on verrattaiﬁ
pieni. Edelleen tulokset osoittavat, ettd vaimennus on pienin aksiaalisessa
vérahtelymuodossa riippumatta siit3 onko sen taajuus pienin. Riipputankojen
vaimennus todettiin niin pisneksi, ettd se muodostuu pelkédstdan terdksen si-
sdisestd vaimennuksesta. N&inollen laskelmien yhteydess3 tehty oletus vaimen-

nuksen merkityksetttmyydestd tuloksiin on perusteltu.

JOHTOPAATOKSIA

Mitatut kaksi alinta koko sillan taajuutta Fl Ja FZ ovat Matilanvirran

sillassa keskim&&rin B85 % ja 96 % laskennollisesti saaduista tuloksista Jja

rakenteellisesti samanlaisessa Kotakenn&&n sillassa vastaavasti noin 80 %
Riutta-

salmen sillan osalta mitattujen ja laskettujen arvojen n#in hyva yhtdpiti-

ja 90 %. Riuttasalmen sillassa vastaavat luvut ovat 101 % Jja 98 %.
vyys viittaa selvdsti siihen, ettd rakenne toimii vapaissa varahtelyissi
liittorakenteena terdsosien ja betonikannen v&lisen kitkan ansiosta. Liitto-
rakenteisuudella on aivan oleellinen vaikutus taivutusjéykkyysparametriin

Cys Jjosta taajuudet voimakkaasti riippuvat (vrt. kuva 6).
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Sensijaan Matilanvirran sillassa ja Kotakenn&dan sillassa, jotka ovat liit-
torakenteisia, kokeellisten Ja laskennollisten taajuuksien erg on suurempi.
Erds hajontaa omaava lahtdarvo, jolla saattaa olla Osuutta asiaan, on kansi-
laatan betonin kimmokerroin. Sille on laskelmissa kéytetty‘lyhytaikaiselle
kuormitukselle suositeltua arvoa E = 5700 V? (K MN/mz]. Kansirakenteen 1iit-
tyminen Jadykistyspalkkiin ei ole jdykkd, koska se ei tapahdu v3littomssti
vaan poikkikannattimen vdlityksellsd., Ts, kKysymyksessd on kansilaatan toimiva
leveys, Taivutusjéykkyys (EI)_ on laskettu otaksumalla kansilaatan toimivan
tehokkaasti koko leveydelldsn., Ilmeisesti myds sillan leveys vaikuttaa asiaan
poikkikannattimien'taipumisena Ja kansilaatan poikittaisens taipumisens.

Riipputankojen vdrdhtelyiden mitatut taajuudet ovat pienempid kuin laske-
tut taajuudet. Tims selittyy seuraavilla seikoilla:

- tankojen vérdhtelypituuden tarkka mddritys on epdtarkkaa niiden pdiden
kiinnityksen rakenteen vuoksi. Laskelmissa kdytetty vérdhtelypituus lienes
Jjonkin verran todeilista suurempi, jolloin taajuudet alenevat,

- tankojen taajuudet an laskettu p&istdsn Jéykésti kiinnitettyiné. Kiinnitys
on todellisuudessa Jonkin verran kimmoinen, milla an taajuutta alentava

vaikutus,

reettisesta arvosta.

Riipputankojen mahdollisuus Joutua resonanssiin koko sillan vérdhtelyissj
on mahdollista. Tamé& ndkyy kuvasta 8. Pisimpien riioputanko-
Jen alimmat taajuudet eivit ocle kaukana sillan taajuudests Fz. Sama seikka
paljastuu taulukosta 4. Erityisesti Matilanvirran sillan osalta kiinnittyy
huomio siihen, ettd alimmat mitatut riipputanﬁolujuudet ovat 3,3 - 3,5 Hz,
kun taas sillan mitattu Fz on keskimd&rin 2,92 Hz. Jos asennusvaiheessa kaa-
ren oikeata muotos tavoiteltaessa riipputankoja on kKiristelty, on mahdollis-
ta, ettd jonkin riipputangon Kirist&minen on Jaédnyt vdhemmille tai tankoa ei
ole kiristetty lainkaan, jolloin se on jaényt ldysemmdlle kuin alunperin oli-
si ollut laita. Tdlldin tdllaisen tangon'taajuus alenee ja saattaa Osua sa-
maksi kuin sillan taajuus Fz. On huomionarvoista, ettd juuri Matilanvirran
sillassa tapahtui tankovauriocita. on myds mahdollista, etts Jonkin tangon
taajuus on t&smilleen kaksinkertainen sillan taajuus, jolloin tanko varihdel-
less&3n saa impulssin sillasta Jjoka toisells vidrdhdysjaksollas, Koska sillan
Ja tankojen vaimennukset ovat mittausten mukaan sangen pienid, saattaas tan-

gon vardhtely resonanssitapauksessa muodostua huomattavaksi,
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