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YHTEENVETO: Artikkelissa esitet&in jaksollisesta vaihtuvasta kuormituksesta
syntyvén virumismuodonmuutoksen ma&ritt&miskeino, joka perustuu Boltzmannin
superpositioperiaatteen integraaliesitysmuodon kdyttddn yhdessd vaihtuvan
Kuormituksen maksimi- tai minimi-intensiteettis vastaavan staattisen viru-
miskdyrdn kanssa. Jaksollisen kaksiportaisen tykytysvetokuormituksen tapauk-
sessa on kehitetty tarkennettu likikaava virumismuodonmuutoksen arvioimiseen.
Likimenetelm&lle on vield kehitetty laajennus mielivaltaista jaksollista
tykytyskuormitustapausta varten. Kehitetyn menetelm&n tarkkuudesta on annet-
tu esimerkki vertaamalla GR-UP-lujitemuovilaminaatin kaksiportaisista tyky-
tysvetokokeista saatuja venyminarvoja likimenetelm&l1la laskettuihin arvoihin.

JOHDANTO

Kédytdnndn rakenteisiin kohdistuvat ulkoiset kuormitukset ovat tarkkaan ot-
taen lahes aina luonteeltaan vaihtuvia kuormia, eli toisin sanoen kuormitus-
ten intensiteetti ei ole vakio, vaan vaihtelee ajan mukana. Rakenteiden vas-
te ndihin vaihteleviin ulkoisiin vaikutuksiin ilmenee siten vastaavina sisdi-
sind jannitys-muodonmuutostilojen vaihteluina. Rakentesen materiaalin olles-
sa nk. ajasta riippumatonta ainetta rakenteen vaste ajan mukana vaihtuvaan
kuormitukseen seuraa silloin t&smélleen t3t4 kuormituksen vaihtumista. Jos
sen sijaan rakenteen materizali on nk. ajasta riippuvaa ainetta, rakenteen
vaste el silloin en&& seuraa suoraan ulkoisen kuormituksen vaihtumista, vaan
ulkoisen kuormitustilan ja rakenteeseen syntyvén j&nnitys-muodonmuutostilan
vdlille syntyy viive. T&man viiveen méirittaminen on yleisesti ottaen vaikea
tehtdvd., Itse asiassa viive pystytddn laskennallisesti maarittamisn tark-
kaan vain s&&nntllisen sinimuotoisesti ajan mukana vaihtuvan ulkoisen kuormi-
tuksen tapauksessa, kun lisiksi materiaalin kdyttadytyminen otaksutaan lineaa-
riseksi viskoelastiseksi. T&118in viive madrittyy materiaalin ns. kompleksi-
sen virumisjoustokertoimen reaali- ja imaginaariosan (engl. storage and loss
compliance) suhteen eli nk. hdvidtangentin avulla, Jjoka ilmaisee suoraan
kuormituksen ja vasteen sinimuctojen vilisen vaihe-srokulman tangentin. K&y-
ténndn tapauksissa ulkoisen kuormituksen vaihtelutaajuuden on my&s lis#ksi

pysyttdvd niin alhaisena, ettsd materiaalin lémpenemistd ei p#&se tapahtumaan,

jolloin voidaan otaksua isotermiset olosuhteet.
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Muunlaisten kuin sinimuctoisesti vaihtuvien kuormitusten tapauksissa j&n-
nitys-muodonmuutostilan ja sen viiveen tarkkaan laskennalliseen miapittami-
seen ei yleensd pystytd lineaarisen viskoelastisen materiaalinkaan kyseessa
ollen, vaan ratkaisussa joudutaan turvautumaan erilaisiin likim&&riismenetel-
miin. Seuraavassa tarkastelussa esitet&in ensin Boltzmannin superpositiope-
riaatteen integraaliesitysmuotoon sovellettu likim3ar&ismenetelmd virusmis-
muodonmuutoksen arvioimiseksi jaksollisen, kaksiportaisen tykytté&vdn porras-
kuormituksen tapauksessa sekd kirjoittajan kehittam3i tarkennus tédlle likime-
netelmdlle. Sen j&lkeen esitetdin niinik&an kirjoittajan kehitti&mi laajennus
menetelmdn soveltamiseksi yleiseen jaksolliseen, mielivaltaista tykyttdvas
vaihtelumuotoa jakson aikana noudattavaan kuormitustapaukseen, Likimenetel-
man tarkkuudesta annetaan esimerkki vertaamalla lujitemuovilaminaatin (lasi-
kuitulujitteinen tyydyttym&tdn polyesterimuovi GR-UP) vetokokeissa kaksipor-
taisesta tykyttdvéstsd porraskuormituksesta syntynytts venyman vaihtelua liki-
mddrdismenetelmdllsd laskettuun venymdn vaihteluun aina tuhannen 2 tunnin mit-

taisen ja kahdentuhannen tunnin mittaisen Jakson aikana.

TEOREETTISEN TARKASTELUN LAHTOBKOHDAT

Tarkastzllaan lineaarisen viskoelastisen materiaalin ajan mukana muuttu-
van jénnityksen o(t) ja venymin e(t) valists riippuvuutta aksiaalisessa
Ja&nnitys-muodonmuutostilassa. Tama riippuvuus voidaan esittdi tunnetusti
Boltzmannin supzrpositioperiaatteen ilmaisemalla integraaliyhtd16113&, joka

on virumistarkastelun tapauksessa muotoa
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Kuva 1. Boltzmannin superpositioperiaate.
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T&mén yht&ldn oikeanpuoleisessa nk. perinntllisyysintegraalissa (engl.
hereditary integral) on otettu suoraan integroinnin alarajaksi ajanhetki t = O
Ja otaksuttu materiaali kuormittamattomaksi ennen t&t& hetkei. Integrandin
ydinfunktio B(t) on nimelt&&n virumisfunktio. Sille kiytets&n kuitenkin
useimmiten nimitystd virumisjoustokerroin, ja t#ssi esilli olevassa erikois-
tapauksessa t&sm&llinen nimitys on vetotapauksen virumisjoustokerroin (engl.

tensile creep compliance).

Kuvassa 1 on esitetty yksinkertaisen porraskuormituksen perustapaus.

Sen esittamd kuormitushistoria on lausuttavissa mucdossa

o(t) = OU[H[t} - H(t-tDJ], (2)
missd H(t) on Heavisiden yksikk&funktio. T&st& porraskuormituksesta synty-
vd virumisvaste on seuraava:

0,D(t), 0 £ t < tg

e(t) = (3)
oylD(t) - Dlt-ty)), t > ¢
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Kuva 2. Vetotykytyskuormitus ja syntyvan venym#n vaihtelu.
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Témé kaava vahvistaa kuvaan 1 hahmotellun, Beltzmannin superpositioperiaat-
teen merkitystd havainnollistavan piirroksen sis&lldn.

Tarkastellaan taman j&lkeen kuvan 2 mukaista jaksollisen tykytysvetokuor-
mituksen tapausta. Yhden kuormitusjakson kokonaisjaksonaikaa merkit3in Tozlla
Jja Jakson alun maksimikuormituksen (dm ) kestoaikaa knglla, jolloin jak-

ax
son loppuosan minimikuormituksen (cm. ) kestoajaksi j33 (1-k]TG. Jaksol-

lisesta kuormituksesta syntyvén venymég vaihtelu ajan mukana on hahmoteltu
kuvaan 2. Kuvaan on myds hahmoteltu virumisk&yrat Emax(t} Ja Emin(t), Jjoi-
ta vastaavat kuormitushistoriat ovat UmaxH{t] ja GminH(t]. Perdkkdisten
kuormitusjaksojen maksimikuormituksen loppuhetkid vastaavat venymdarvot on yh-
distetty kuvassa pistekatkoviivalla k&yraksi ey[t) Ja yastaavasti jaksojen
minimikuormituksen leppuhetkeen mennessd palautuneet venymdarvot k&yriksi
ea(t}.

Edelld esitettyjen rajakdyrien Ey[t) ja ea(t) madrittdminen on kiytdn-
non kannalta tarkastelujen t&rkein p&&m&3r&i. Tamsd voidaan tehds jatkossa
esitetylld likim&&r&ismenetelm&dlld, jossa ki3ytetdin ns. staattisia virumiskay-

ris emax(t] Jja emin(t) vertailukayring.

LIKIMAARAISMENETELMA JA SEN YLEISTYS

Kuvan 2 mukaisen rajakdyrin Ey(t) ratkaisemiseksi tarkastellaan venymien
Ae = By Ey (n+1):nnen kuormitusjakson maksimikuormituksen loppuhetkella
t = (n+kJTD. Se voidaan ajatella muodostuvaksi pienisti "jddnndsvenymists”
Aayi, Jotka syntyvat tarkastelukohtaan kuvan mukaisesti vinoviivoituksella
varjostetusta [1-kJTD pituisesta kuormitusportaasta Ac. Kaava Aeyi(tJ:n

médrittamiseksi saadaan Boltzmannin superpositioperiaatteen nojalla muotoon

Aeyi(t) = Ac[D((n+1-iJTU) - D((n+k-iJTDJ] (4)
Kdyttadmdlla lyhennysmerkintdja

def

D((n+1-i]TD) = P jne. (5)

n+t+1-1i’

Asy saadaan lausutuksi summamuodossa

n

n
pAe, = } Ae. = Ao ] (D

1 yi s %4 nt1-1 = Dn+k-i)' (6)

Ensimm&isen approksimaation saamiseksi lausekkeelle (6) tarkastellaan kuvan
3 mukaista virumisk&yr&n oordinaatta-arvon D(TD) = Dy suoraviivaista app-
roksimaatiota D'[TU} = Dé arvojen D, Ja D1+k avulla. Kuvan perusteella

voidaan siten kirjoittaa likikaava
By = Diqai © (1-k)[Di+k-Di_1+k], (7)
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Kuva 3. Virumiskdyrén approksimointi suorilla.

mistd puolestaan saadaan summamuotoa (6) varten yhteys

n ) _ n :
i§1 (D; - Dy q,) = (1-K) i§1 Dy, = Dyoqag) = (1-KIID(t) - DCKTH)I. (8)
Tdssd on sovellettu tarkasteluhetken t ilmaismuotoa t = (n+k)TD. Toisaal-

ta kaavan (8) vasemman puolen summalausekkeelle p&tevdt yhteydet

n n
i§1 (Bl g b = i§1 (D ) = be /ho (9)

i n+1-1"Onek-i

jolloin kaava (6) saadaan kaavojen (8) ja (9) avulla muotoon

Aey[t) = Ac{1-k)[DO(t) - D(kTD3] (10)
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Talle Ae :n ensimmdiselle likiratkaisulle saadaan kdyt&nndllinen esitysmuoto
kytkem&lld se esimerkiksi staattiseen virumiskdyrdsn Emax[t) = cmaxD[t],
jolloin p&&stddn kaavaan

Ao

g
max

Aey[t] = [1*k][€max(t] - Emax(kTU]] (11)

Kaavan (6) summalausekkeelle voidaan johtaa edellist3 tarkempi approksimaa-
tio ldhestym&lld virumiskdyrin ocordinaatta-arvoa D(Ty) kuvassa 3 esitetylls

tavalla, jolloin approksimaatio ﬁ(TDJ = 50 haetaan oordinaattojen Dy 4k

Jja D2+k yhdistysjanan jatkeen kohdassa t = TD saaman arvon ja D'[TD) =

Dé:n keskiarvosta. T&ll8in saadaan yleisesti approksimaatiolle ﬁi lauseke

. ) .
Di ) [D k(D 0. .) Di] (12)

i+k i+1+k “i+k

T&man kaavan (12) sekd kaavojen (7) ja (9) avulla voidaan muodostaa seuraava
kehitelma:

Ae n ' . n -
= - Ly PiPiogd - PRLERLTIPIOR
‘ n 1 n
= 121 (D 4k Bi14) ~ 5 K i§1 (D), 1ek 054! (13)

Kahdelle viimeiselle summalausekkeelle on edelleen kirjoitettavissa muodot

(0540314 = Dy = Dy = DE) = DIKT) (14)

ne-13

i=1

ja
n
121(Di+1+k'0i-1+k] " Onek TPk " Dpa 7 Dyu 7 2008 - DLOI+K)IT ) =D (KT ) (15)

T&m&n j&lkesn Aey(t):lle saadaan sijoittamalla edelliset lauseckkeet kaavaan
(13) uusi tarkennettu likiratkaisu

- Ao

max

1
{““‘”Emax‘“ - e (KTI] + Sk [amax((1+k)TD)~emax(kTDJ]} (16)

Aey(t) =

Kaavan (16) avulla pystyt&an tarkentamaan vaihtuvan porraskuormituksen ai-
heuttaman virumismuodonmuutoksen seuraamista erityisesti sellaisissa tapauk-
sissa, missd kuormanvaihtoluku n on suhteellisen pieni,

Edelld esitettys porraskuormitustapauksen tarkastelua voidaan laajentaa
yleistdmdlld kunkin kuormitusjakson sis3113 tapahtuvan kuormitusvaihtelun muo-
toa. Tarkastellaan t&t& varten kuvassa 4 esitettyd jaksollista kuormitushis-
toriaa, missd jaksonaikainen kuormituksen muuttuminen otaksutaan mielivaltai-
sen jatkuvan kdyrdn mukaiseksi; jakson alkuhetki valitaan vain kuormituksen
maksimi-intensiteetin kohdaksi. Ajatellaan t&man jdlkeen jatkuvaa kdyrss
approksimoiduksi tihe&jakoisella porrasviivalla, mist& yhden portaan kohta on
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Kuva 4., Yleinen jaksollinen vetotykytyskuormitus.

piirretty n&kyviin kuvassa 4. T&t& yhtd kuormitusporrasta Aci vastaava

"j&&nndsvenyma” Aeyi tarkastelukohdassa t on kaavan (11) mukaisesti
Aoi

Aayi = (1-ki][emax(t) = Emax(kiTD” (17)
max

Jos tém&n jdlkeen muodostetaan Ae summaamalla kaikkien kuormitusportaiden
vaikutus kohtaan t Jja annetaan porrasjaon tihet& rajatta, muodostuu seuraa-

va raja-arvo summalausekkeelle:

, n ﬁ‘.Ui
AEy(tJ = - 121 [1-kiJ[Emax[t) - Emax(kiTDJ] o A
TU (18)
1 do(1)
- JO-/Tgd Leqag () = ey (D)) Ss de
max 0

Rajankéynnissd on siis k&ytetty yhteyksis

Ao,
Ky = /Ty » lim —% ar = - EEL;.T[_TJ_ dt (19)

AT=+0

Kaava (18) on siten kaavan (11) yleistys mielivaltaisesti Jjakson aikana vaih-
tuvan jaksollisen kuormituksen tapaukselle,

Tarkennstulle likikaavalle (16) voidaan johtaa myds edells esitettyd ra-
Jjankdyntid soveltaen yleistys mielivaltaisen muotoisen Jjaksollisen kuormitus-

historian tapauksessa. VYleistetylle &ey:n kaavalle saadaan silloin seuraa-

va muoto:
T
.
e, (8) = - o f {emite 01 - e (0 o
T do(t)
¥ ?TE [Emax{TD+T] B Emax(T]]} dt dt
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T&lla kaavalla (20) pystyt&&n taas tarkentamaan yleisen Jjaksollisen kuormi-
tustapauksen ensimmdisen likikaavan (18) antamaa tulosta erityisesti silloin,

kun kuormitusjaksojen lukum338r3 on suhteellisen pieni.

SOVELLUTUSESIMERKKI JA KOETULOSVERTAILU

Tarkastellaan kaavan (20) soveltamista kuvan 5 ylimm&n jaksollisen kuormi-

tushistorian tapauksessa. Kaavan integrandiin sisdltyvalle virumisfunktiolle

bol(t)
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Kuva 5. Esimerkkitapauksen jaksolliset kuormitusvaihtelumuodot.

D(t)

€ (t)/o valitaan nk. Findleyn mallin potenssimuoto
max max

D(t) Ny

DO(1'+ M), (21)

joka soveltuu monien eri materiaalien primaarivirumisvaiheen kuvaamiseen.

Matariaaliyakiot M Jja N seks DD (=1/ED) otaksutaan lineaarista visko-

elastista kéyttdytymistd vastaavasti j&nnitystasosta riippumattomiksi.
Sijoittamalla keavan (20) integrandiin tekij&dt kaavasta (21) sek3 "sahaa-

van" kuormitusvaihtelumuodon aikaderivaatalle arvo & - /T

s i Jja suorittamal-

la integroinnit lopputolokseksi saadaan kaava

N N

_ N[/ t _ 2(1-N=27)+N 22)
feglod = 7 UmaxDoMTUL\ﬁ) N+T) (N+2 ] (
Tatad tulosta hyvdksikdyttden voidaan saada helposti myds kuvan 5 toista "sa-
haavaa” kuarmitushistoriamuctoa vastaavan Aay:n likikaava. Kyseisistd kah-
desta kuormitusvaihtelusta syntyvien virumavaihtelujen v&lill3d p&tee nimit-

tdin se ehto, ettd niiden Aey-erotusten summalla on joka hetki sama arvo
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kuin kuvan 5 alimmasta vakiokuormitua-(cmaxlhistoriasta aiheutuvalla ajasta .
N

riippuvalla virumisosalla eli arvo GmaxDDMt . Siten kuwvan 5 keskimm3ist3
kuormitushistoriaa vastaavalla Ae :n kaavalla on t&smilleen sama muoto kuin
kaavalla (22) paitsi, ettd hakasulkulausekkeen sis&lld kahden tekij&n v&lis-
s8 aon +-merkki.

Jaksollisia kaksiportaisia tykytysvetokuormituksia vastaavaa tarksnnettua
Ae :n kaavaa (16) on testattu Aachenin teknillisen korkeakoulun muovi-insti-

tuutissa (Institut fir Kunststoffverarbeitung (IKV) an der RWTH Aachen) syk-
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Kuva 6. OGR-UP-yhdensuuntaislaminaatin virumiskokeen ja kaksiportaisen
tykytysvetokokeen kiyrat.
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Kuva 7. GR-UP-sekalaminaatin virumiskokeen ja kaksiportaisen tykytysveto-
kokeen kdyréat.
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sylld 1877 tehtyjen lujitemuovilaminaattikokeiden tuloksilla [4]. N&ist3 la-
sikuitulujitteisen tyydyttymatttm&n polyesterimuovin (GR-UP) eri laminaatti-

tyypeilld tehtyjen kokeiden tuloksista ovat esimerkkeind kuyvissa 6 Jja 7 esi-

tetyt kayrat.

Kuvassa 6 on esitetty nelikerroksiselle yhdensuuntaislaminaatille saatu
n. 2500 tunnin staattinen virumiskdyri Emax[t) jannitystasolla e
1DSN/mm2 Jja sen rinnalla jaksollisella kaksiportaisella kuormitusvaihtelul-
la cmax/1h -+ % Umax/1h syntynyt k3yri sy(t) tuhannen jakson aikana., Ku-
vassa on mybs esitetty kaavasta (16) laskemalla saatuja e -kdyrdn pisteita..
Niinkuin kuvasta n&hd&&n, likikaavan antama tulos todellisiin koetuloksiin
ndhden on erittdin hyvi,

Kuva 7 esitt&d kuusikerroksisella nk. sekalaminaatilla (2+2 ristikk3isla-
minaattia ja 2 "lasikuitumatto”-kerrosta) tehtyjen kokeiden tuloksia. Maksi-
mijédnnitystaso on O e 10,1N/mm2 Ja 1 tunnin kuormitusjaksconajasta mini-
mikuormitus-(Zomax/3} vaiheen osuus on kolmenelj&sosaa. Kahdentuhannen jak-
son aikana syntynyttd kokeellista k&yr&& on tissikin tapauksessa pystytty

laskennallisesti ennustamaan kaavalla (15) erittdin tarkasti.

LOPPUPAATELMAT

Edelld esitetty menetelmd jaksollisen vaihtuvan kuormituksen aiheuttaman
virumismuodonmuutoksen m&&rittidmiseksi perustuu materiaalin osalta otaksut-
tuun lineaariseen viskoelastiseen kdyttdytymiseen Ja itse muodonmuutoksen
maadrittamisen osalta vaihtuvan kuormituksen maksimi- (tai minimi-)intensiteet-
tid vastaavan staattisen virumiskayrdn hyvaksikdyttdsn, Tarkastelu, joka on
tehty artikkelissa selvyyden vuoksi vain tykytyskuormitukselle, voidaan laa-
Jjentaa helposti my8s varsinaisiin jaksollisiin vaihtokuormitustapauksiin,
missd kuormitus vaihtaa merkki&an jakson aikana.

Artiikelissa kehitettyd menetelm#n laajennusta kaksiportaisen tykytyskuor-
mituksen vapauksesta mielivaltaisesti jakson aikana vaihtelevan kuormituksen
tapaukseen ei ole pystytty vield testaamaan koetulosten avulla samalla tavoin,
kuin on teﬁty kaksiportaisista GR-UP-lujitemuovin tykytysvetokokeista saa-
duilla tuloksilla. T&llaiseen testaukseen olisi kuitenkin kdytdnndssd hyvat
mahdollisuudet, silld rakenteet ja niiden materiaalit ovat useimmiten kaytto-
olosuhteissaan vuorokausi- tai vuodenaikarytmis noudattavien kosteus- tai
lamp8tilavaihtelujen alaisina, ja ndistd vaihteluista aiheutuu esimerkiksi
estyneen muodonmuuttumisen tai siirtymisen kautta rakenteeseen Jjaksollinen
vaihtuva kuormitus.
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