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YHTEENVETO: Artikkelissa kdsitell&sn polynomifunktiota betonin Jénnitysten

Jja muodonmuutosten vilisen riippuvuuden matemaattisena mallina lyhytaikais-
kuormituksessa. Lisdksi tarkastellaan mallille asetettavia yleisiid vaatimuk-
sia. N&iden pohjalta kirjoittaja on johtanut neljénnen asteen polynomin be-
tonin jannitys-puristumakdyrin kuvaajaksi ja jénnitys—venymékéyrénkuvaajaksi
kolmannen asteen polynomin epdkeskisessd ja toisen asteen polynomin keskises-
sd vedossa. Polynomifunktioiden todetaan aproksimoivan koetuloksia varsin
hyvin ja soveltuvan parhaiten tietokoneella suoritettavien laskelmien pohjak-
si.

JOHDANTO

Betonin jdnnitysten ja muodonmuutosten vélisen riippuvuuden kuvaajiksi on
esitetty suuri joukko erilaisia matemaattisia funktioita. Hyvd yhteenveto
etenkin puristuspuolen funktioista léytyy esim. lahteissd [1] ja [2]. Veto-
puolen kuvaajista sen sijaan on v3hemman matemaattisia esityksid, koetuloksia
sen sijaan l8ytyy esim. 1l&hteiss3d [3], (4] ja [5]. T&ss3 yhteydessi on tar-
koitus tarkastella pelk#stiin polynomifunktioita betonin jénnitySvmuodonmuJ-
toskuvaajana, niiden etuja ja haittoja sekd soveltuvuutta erilaisiin lasken-
tatarkoituksiin. Samoin tarkastellaan ko. kuvaajien yleisia reunaehtoja se-

k& polynomifunktion soveltuvuutta niiden huomioon ottamiseen.

KUVAAJILLE ASETETTAVAT VAATIMUKSET

Betonin jé&nnitysten ja muodonmuutosten valists riippuvuutta esittdvan ma-
temaattisen mallin tulee tayttas seuraavat vaatimukset:

1. Matemaattisen mallin tulee aproksimoida todellista J&nnitysten ja muodon-
muutosten valistd riippuvuutta mahdollisimman hyvin.

2. Kuvaajan tulee olla matemaattisesti mahdollisimman yksinkertainen funktio
sekd integroitavissa mieluimmin suljetussa mucdossa betonin jénnitysresul-
tanttien ja niiden momenttien laskemista varten.

3. Kuvaajan tulisi soveltua erilaisiin kdyttdtarkoituksiin, kuten koetulosten
analysointiin, k@yttdtilatarkasteluihin, murtotilatarkasteluihin, erilais-

ten rakenteiden mitoitukseen, yksi- ja kaksiulotteisen jénnitystilan tar-



kasteluun jne. Lisdksi sen avulla tulisi voida ottaa huomioon ilmiddn
liittyvien fysikaalisten parametrien suuruuden vaihtelut kuten ecy:n,
:n, K:n jne. suuruuksien vaihtelut. -

€ in, € tn, €

- by :n, ¥ _:n, Fctlﬂ, Ec

ctu o]

BETONINORMEISSA ESITETYT JANNITYS-MUODONMUUTOSKUVIOT

Betoninormeissa [6] on annettu. betonin jé@nnitysten ja muodonmuutosten vi-
liselle riippuvuudelle kuvaaja, joka sek3 puristus- ettd vetopuolella koos-
tuu nousevasta kaarevasta osasta ja vaakasuorasta vakio-osasta. T&ssi muo-
dossaan silld voidaan todeta olevan seuraavat puutteet:

1. Puristuspuolen kuvaajasta puuttuu koetuloksissa esiintyvd laskeva osa.

Se on betoninormeissa korvattu vaakasuoralla viivalla, so. vakioarvolla.
2. Kaikilla betonin lujuusluokilla on sama murtopuristuma, vaikka kokeelli-

sesti on voitu todeta sen pienenevdn puristuslujuuden kasvaessa.

3. Kuvaajan koostuminen sekd puristus- etts vetopuolella kahdesta funktiosta
aiheuttaa ylimd&rdisid ongelmia mitoituslaskelmien tietokoneohjelmoinnis-
sa, koska esim. laattapalkkipoikkileikkauksen mitoituksessa-saattaa Ecy:n
tai €gtyiN arvo osua uumaan, laattaan tai poikkileikkauksen ulkopuolelle.

4. Puristusjdnnitysten resultantin laskenta suorakulmaisen Jannityskuvian
avulla, jonka sivut ovat 0,8 *« x ja FC, antaa riittdvan tarkan tuloksen
vain, kun reunanpuristuma £_ = ¢

c "
vasti yleisempi tapaus, niin puristusjénnitysten resultantti an pienempi.

JDS'EC on pienempi, mik3 on huomatta-

Sama voidaan todeta vetojé&nnitysten resultantin laskennasta.
5. Kuvaajien kaarevia osia ei ole matemaattisesti méédritelty, joten niiden
tarkka matemaattinen k3sittely laskelmien yhteydessd ei ole mahdollista.
Ne voidaan kyll&kin m&&dritelld, esim. polynomifunktion muodossa.
6. Betoninormien mukaan kdyttd- ja murtorajatilatarkasteluissa kdytettdvien
alkukimmokerrointen suhde voidaan esittdd yht3lslla
Eck {ck

= Y =
cd & ‘ ch

(1)

Koska tutkimustulosten mukaan betonin kimmokerroin On suoraan verrannolli-

nen betonin puristuslujuuden neliBjuureen, yht&ldn (1) tulisi 0lla muodossa

E VT

EDK = /:;E " ck , ja (2)
Cd ¥ Cd

Euei © Eck//?; £8]

(Vertaamalla yht&l6ita {1) ja (3) voidaan todeta, etts betoninormien lasku-
tavalla murtotilan kimmokerrointa pienennetdin enemman kuin betonin lujuuden



mahdollinen satunnainen aleneminen vaatisi. T&ten betonikimmockertoimen suu- .
ruudesta riippuviin murtumistapoihin tulee suurempi varmuus kuin betonin lu-

juudesta riippuviin. Toim. huom.)

POLYNOMIFUNKTIO JANNITYS-MUDDONMUUTOSKUVAAJANA

Puristettu betoni

Betonin jénnitys-muodonmuutoskuvaajan tulee tdytt33 seuraavat reunaehdot:

1. o = 0, kun g_ =0
c @
2 @, = FC, kun Bw & Ecy
ddc (4)
3. el 0, kun €, = Ecy
c

do
4, — = E , kune_ =0

de E

o}
Ndistd reunaehdoista voidaan mddrittd4 polynomin 0, = ag *+a, " n+ a, * n2
3 ) )
*ag " n kertoimet, kun n = ec/ecy' _

Osoittautuu kuitenkin, ettd saatu polynomi ei kuvaa j&nnityksen ja muo-
donmuutoksen v&listd riippuvuutta riittévédn hyvin alueella ECy < EL £ ELe
Té&mén vuoksi on kdytettdvd viidettd reunaehtoa [1]

5. g = k - FC, kun B T B (5)
Kerroin k voidaan valita koetulosten perusteella, mutta yleensd k =~ 0.85.
T&1ll8in jannitys-muodonmuutoskuvaajaksi saadaan nelj@nnen asteen polynomi

—_ L] 2 L] 3 . 4
o, = a, * a, no+ oa, nt o+ ag nT o+ a, n (6)

Laskemalla CEB - FIP -suositusta [7] ja betoninormeja soveltamalla murto-
puristuma yht&lésta
€y T 0,0038 - 0,00002 - Fc (7)
ja merkitsemdlla

€CU
S = e ‘ (8)
cy

sgaadaan polynomin (6] kertoimille seuraavat lausekkeet:



0
By = Ec ) ecy
.g3.4.52,ky . s o ¢ [H-ATZ a i
i (3:57-45 +S) FC (2:5+1) (5-1) E. €y
. s ¢ (s-1)2
(9)
-2-5344.5-2K) . . (5-112 . ;
i (=2 5" 4wg 28) T * b2} r [8-1) E, B
%3 © 2
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2 S.o.k \ _ _432 .
. [2~55=3 S+§) s {S-1) E, =y
9 2
§ « (5-1)
Saadut lausekkeet ovat tietokonelaskentaakin ajatellen varsin pitkid. Ne

saadaan hieman yksinkertaisempaan muotoon seuraavasti:
Edelld S on FD:n funktio, ja k on vakio. Valitaan nyt S vakioksi ja an-

netaan sille betoninormien mukaisesti arvo

3,5 %°/ao

Sz_'"“T—:1,75, {10)
2,0 “/oo
Ja olkoon k nyt Fc:n funktio, joka osoittaa GC/FC:n arvaon, kun €, = 3,5 %/00.

Sijoittamalla yhtd16 (10) yht31ldihin (9) saadaan polynemin (6) kertoimille

seuraavat lausekkeet:

C 0

ay = EC . Ecy

a5 = (3,90 + 0,58 * k) - FC = é,57 ©oay (11)
ag = *[3179 + 1,16 = k) - foo*r 2,14 - a,

A, = (0,89 + 0,56 +« k) - FC ~ 0,57 - a,

Kokeilemalla saadaan k:lle lauseke

k -0,88 -2 10°° . Fg, (12)
kun [FC] = MN/m. Laskemalla kimmokerroin yht318std

ED = 5700 - /?; (13)



saadaan polynomia (6) k3yttden betonin eri lujuusluokille kuvan 1 mukaiset

jdnnitys-muodonmuutoskuvaajat.
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Kuva 1. Puristetun betonin o- e- Kuva 2. Puristetun betonin o-s¢ ~kdy-
kdyradt yhtadlon (6) mukaan. rdt lahteen [7] mukaan.
fc on m8dritelty kuutiolu- fo on mddritelty sylinterilu-
juutena MN/m<. Juutena MN/m<.
Kuvassa k&ytetty seuraavia Kuvassa kdytetty seuraavia
arvoja: arvoja:
Ecy = 2,0 o/oo oy = 2,2 o/oo
B 3,9-0,02-FC o/oo € 4,1—0,02'FD o/o0
E = 5700-V/F
) c
n = ec/eCy

Voidaan todeta, ettd kuvan 1 0.- €, ~kuvaajat ovat hyvin samankaltaisia ku-
van 2 mukaisten CEB - FIP -suositusten kanssa.

Edelld olevissa yhtaldissd betonin puristuslujuus FC on esim. koetuloksia
analysoitaessa sama kuin kuutiolujuus K tai madratty osa siitd. Kayttdtila-
tarkasteluissa FC saa arvon Fck = 0,65 * K ja murtotilatarkasteluissa arvon
ch = (0,65 - K/YD. Koska kimmokerroin Ec lasketaan vastaavan lujuuden FC
avulla yht&ldstd (13), suoritetaan mitoituslaskelmat itse asiassa kdayttotila-
tarkasteluissa "lujuusluokkaa” 0,65 * K ja murtotilatarkasteluissa "lujuus-

luokkaa” 0,65 "K/YD vastaavien kuvan 1 kuvaajien avulla.

Vedetty betoni

Vedetyn betonin j&nnitysten ja muodonmuutosten vilinen riippuvuus an huo-
mattavasti suoraviivaisempi kuin puristuspuolella [3], [5]. Keskisess3d ve-
dossa kuvaaja ei itse asiassa poikkea kovin paljon suorasta viivasta. Epé&-
keskisessd kuormituksessa, kuten taivutuksessa, jénnitysmuodonmuutoskuvaajan
tulee tdyttad yhtdldiden (4) kaltaiset ehdot:

1. Ont = 0, kun Eot = 0

P Oy = Fct’ kun Eot = Ecty



do (14)

ct _ _
3 E[;; = EC’ kun ECt =0
do
gk . _
4, dect = 0, kun & g = gcty
Koska Out = €y -kuvaajalla ei ole syytd esitt33d ns. laskevaa osaa, vaikka

sellainen on erdissi kokeissa voitu todeta, ovat em reunaehdot riittivis.
T&lldin Ecty = oyt Tédten vetopuolen jénnitys—mucdonmuutoskuvaajaksi saa-

daan kolmannen asteen polynomi

F—} - - 2 . 3
Gp * bO + b1 n + b2 n- + b3 n- ., (15)

kun n = Ect/E Reunaehtojen (14) avulla saadaan polynomin (15) kertoimil-

ety"
le seuraavat lausekkeet:

b =10
o

1 C cty
(16)
b2 = & +‘r:t -2 Ec : Ecty
by = -2 * f4 *+ g Ccty

Lahteen [3] mukaan voidaan taivutetun palkin vedetylld reunalla otaksua saa-

vutettavan arvot

Fct ~ 0,3 - 3/FC Jja

(17) -
0
ecty & By B 0,15 9/qq0 ,
kun [Fct] [FC] = MN/m2 Jja FC cn méddritetty 200 x 200 x 200 mm3:n kuution
puristuslujuutena. Kun kimmckerroin Ec lasketaan‘yhtélﬁsté (13), saadaan

betonin vetojénnitysten ja muodonmuutosten vdliselle riippuvuudelle kuvan 3
mukaiset kuvaajat.

Koetulosten mukaan n&ytt&s siltd, ettsd keskisessa vedossa yht&ldiden (14)
neljés reunaehto ei pid& paikkaansa [3], (41, [5], vaan vetomurtuma tapahtuu
hauraasti ilman Tut™ Eap -kdyré&n vaakasuoraa osaa. Kolmen ensimmdisen reu-
naehdon avulla saadaan betonin vetojénnitysten ja muodonmuutosten vélisen

riippuvuuden kuvaajaksi keskisess3d vedossa toisen asteen polynomi

5 .
Eop = bD + b1 *on o+ b2 *n, (18)

jonka kertoimille saadaan lausekkeet



(19)

kun n = Ect/ectu'

Ldhteen [3] mukaan on keskisessd vedossa

£ .~ 0,25 3/{2 3

ct
(20)
~ 0,10 o/o00 ,

Ectu
kun [Fct] = [FC] = MN/m2 ja FC on médaritetty 20 x 20 x 20 cm cm3:n kuution
puristuslujuutena. Kun kimmokerroin EC lasketaan yht&l6std (13), saadaan po-
lynomia (18) kaytt&en betonin eri lujuusluokille kuvan 4 mukaiset Jénnitys-

muodonmuutoskuvaajat.
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Kuva 3. Vedetyn betonin o-e -k&yrit Kuva 4. Keskisestl vedetyn beto-
yht&1dn (15) mukaan. nin g-e -k&8yrdt yhtadldén
f, on madritetty kuutiolu- (18) mukaan. f_, m3&ritet-
jGutena MN/m<. ty kuutiolujuutena MN/m2.
Kuvassa k&ytetty seuraavia Kuvassa kdytetty seuraa-
arvoja: via arvoja:
€ = g = 0,15 o/oo0 € = 0,10 o/oo
cty ctu cu
E, = 5700-/F E, = 5700-/%g
_ L3 /2 - ey %)
foy = 0.30:°/F7 foy = 0,25 /%C
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JOHDETTUJEN FUNKTIOIDEN JA KOETULOSTEN VERTAILU

Edells esitetyist3 jénnitys-muodonmuutoskuvaajista voidaan todeta, ettd
polynomifunktiolla (6) kuvatut puristuspuolen jénnitysmuodonmuutoskuvaajat
aproksimoivat koetuloksia varsin hyvin., T&ama ndkyy selvdsti verrattaessa
kuvan 1 kuvaajia esim. kuvan 5 mukaisiin, useissa yhteyksissj esitettyihin
Hognestadin [8] koetuloksiin. Myos keskeisess kuormituksessa saadut koetu-

lokset ovat hyvin samankaltaisia [8].
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0 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 0 0,2 0,3 *fu
Kuva 5. 125x200x400 mm3:n betonipris- Kuva 6. 89x150x600 mmB:n betoni-
mojen epdkeskisess3 puristus- prismojen veto- ja taivu-
kokeella saatuja o-e -k8yria tuskokeissa saatuja Opt™
28 vrk:n ikdiselld betonil- €ct -kdyrid 28 vrk:n ikii-
la [8]. selld betonilla [3].

Kuten kuvasta 5 ilmenee, lujemman betonin murtopuristuma on pienempi, kdy-
rén nouseva osa suoraviivaisempi ja laskeva osa Jyrkempi kuin pienemmin pu-
ristuslujuuden omaavalla betonilla. Kuvasta 1 ndhddan, ettd polynomifunkti-
oiden avulla t&md seikka voidaan hyvin kuvata.

Kuvassa 6 on esitetty erdissd vetokokeissa saatuja Ost = €. -kdyrid kes-
kisessd ja epdkeskisessd vedossa sekd taivutuksessa [3]. Ep&keskisessd ve-
dossa ja taivutuksessa on jannityksen otaksuttu muuttuvan palkin poikkileik-
kauksessa suoraviivaisesti, jonka vuoksi niit3 vastaavien kédyrien tulisi il-
meisesti olla kdyr&viivaisempia. Silti voidaan todeta, ettd kuvissa 3 ja 4

esitetyt polynomifunktiot aproksimoivat n&its kcetuloksia varsin hyvin.

JANNITYSRESULTANTTIEN LASKEMINEN

Polynomifunktio an matemaattisesti yksinkertainen. Sitd kayttden voidaan

betonin j&nnitysten ja muodonmuutosten v&linen riippuvuus kuvata yhdelld funk-

tiolla puristuspuolella v&1illd 0 < B S B ja vetopuolella v&1lilla 0 < Eap b

Eoty” Polynomifunktio on helposti integroitavissa Jénnitysresultantteja las-
kettaessa. Kun esim., taivutuksessa merkitdan puristetun reunan etdisyytts

neutraaliskselista x:115, betonin reunapuristumaa EC:llé Ja suorakaidepoikki-

8



leikkauksen leveytta bw;llé, saadgan puristusjédnnitysten resultantille poly-

nomia (6) kdyttden lauseke

a a a a
_ . . . 1 2 3 2 4 3
o = By m Xt b g e T e ) L2
ED
kun n = = .
cy

Vastaavasti puristusjdnnitysten momentti esim. neutraaliakselin suhteen saa-
daan yhtaldsts
a a a a

2 1 2 5 4 3
Myg = by, = x° = n v (5« 2 v 2n? + Zad) (22)
Kun vedetyn reunan etdisyyttd neutraaliakselistamerkitdsn x':1la ja betonin
reunavenymés Ect:llé, saadaan betonin vetoj&nnitysten resultantti taivutukses-
sa polynomia (15) kd8yttden yht&ldésts

b b G o
1 3
Z =0b - L f—2— + Tzn + Tné]. (23)

kun n = Ect/ecty'
Vastaavasti vetojdnnitysten momentti neutraaliakselin suhteen saadaan lau-

sekkeesta

M, = b+ x'? e (b 2 e 302 (24)
n 3 4ﬂ 571

Suorakaidepilarin poikkileikkauksen ollessa kokonaan puristettu siten, ettd

reunamuodonmuutokset ovat €51 Jja €52 [801 < ECZJ, puristusj&nnitysten resul-

tantti eli pilaria kuormittava normaalivoima saadaan yht&l&st3

a a (63 gD )
0 e ho« B -[—1(;2-32]+—-§- c2 %c1’ |
c Ecy(302'€c1) 27 e2 cl 3 Eloy
(25)
4 4 5 _5
85, gt &y (B y)
4 E2 5 e3
cy cy
Normaalivoiman momentti neutraaliakselin suhteen saadaan yht&ltsta
4 4
_ h? - b 91,3 . =3 29 (802 801}
M = —(E €S Y 4 e b ¥
nc ey o ]2 3 "Tg2 c1 4 Ecy
cY ©2 el
5 _ 6 __6
ié . (€C2 € 1) R fa . [ECZ 801}} (26)
5 2 B 3
cy cy



yht&816t (21)...(26) soveltuvat tietokonelaskentaan eritt&in hyvin Jja kéytet-

tdviksi siten esim. kapasiteettilaskelmiin,

JANNI TYS-MUODONMUUTOSKAYRAN PARAMETRIEN MUUNTELU

Polynomifunktio soveltuu betoaonin jénnitys-muodonmuutoskuvaajana monenlais-
ten laskelmien pohjaksi. Valitsemalla 1&htdarvaot sopivasti voidaan kuvaajien
muotoa sd&delld. Puristuspuolen 13htdarvoina ovat kimmokerroin Ec’ mydtépu-
ristuma Ecy’ murtopuristuma €eu’ betonin puristuslujuus FD sekd kerroin k
(yht&d18ssad (5)). Vetopuolella vastaavat l3htSarvot ovat kimmokerroin EC,
my&tBvenyma acty’ murtovenyma €Lty sekd vetolujuus Fct' Yleensa Ecty = Elty’
mutta on mahdollista my&s vetopuolella ottaa huomioon jannitysmuodonmuutoskdy-
rédn ns. laskaeva osa, jolloin Ecty # A ja jolloin mySs vetopuolen kuvaajana
paadytain neljannen asteen polynomiin. L&htBarvot eivdt luonnollisesti voi
vaihdella kovin laajoissa rajoissa. Tarvittaessa voidaan kuitenkin reunaeh-
toja valita lis&&, jolloin kuvaajien aproksimointikyky paranee, mutta samalla
tulee mybs korkeamman asteen termejd polynomiin lis&i.

Edelld on kuvattu polynomifunktioilla betonin jannitys-muodonmuutoskdyris
ainoastaan lyhytaikaiskuormituksessa. 0On ilmeistd, ettd polynomifunktio so-
veltuu hyvin my8s pitkdaikaiskuormitusten aiheuttamien Jé&nnitys-muodonmuutos-
tilojen tarkasteluihin. Edelld esitettyj3d kuvaajia voitaneen t&1184n kdyttasa
mitoituslaskelmiin valitsemalla l&htdarvot FC Jja Fct pienemmiksi ja kerroin k

hieman suuremmaksi.

YHTEENVETO

Voidaan todeta, ett& neljdnnen asteen polyﬁomi antaa betonin puristusjdnni-
tysten ja muodonmuutosten vdliselle riippuvuudelle varsin hyvdn aproksimaati-
on. Vetojannitysten ja muodonmuutosten vdlisen riippuvuuden kuvaajaksi riit-
t&3 kolmannen asteen polynomi epdkeskisessd ja toisen asteen polynomi keskei-
sessd kuormituksessa.

Esitetysséd muodossaan kuvaajat poikkeavat betoninormien Jannitysmuodonmuu-
toskuvaajista jonkin verran, l&hinn3d v&leill3 e,y < E s B A8 Sy B B <

y c
Valitsemalla l&htdarvot sopivasti on polynomifunktioiden avulla raken-

£ .
tggga mitoitettaessa kuitenkin mahdollista taata rakenteille betoninormien
edellyttémd varmuus. MyGskin betoninormien mukaisia Jénnitysmuodonmuutoskay-
rig on mahdollista aproksimoida polynomifunktioilla, mutta t&118in on kdytet-
tédva vahintd&n viidennen asteen polynomia, jotta aproksimaatio olisi tyydyt-
tava.

Polynomifunktiot soveltuvat parhaiten tietokoneella suoritettavien laskel-
mien pohjaksi. Mik&li rakenteiden mitoitus tapahtuu kdsinlaskuna, ovat poly—‘
nomifunktiot jénnitySHmuodonmuutoskgvaajina liian ty&l&ita. T&118in puolusta-
vat peikkaansa esim. valmiit mitoituskdyrdstdt tai kertoimet, joiden avulla
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kdyrdviivainen jénnitys“muodDnmuutoskuvaaja korvataan suorakaiteella. Laskel-

mien tarkkuudessa saattaa kuitenkin t#118in olla toivomisen varaa.
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