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YHTEENVETO: Kirjoitus k3sittelee nk. kaaren paradoksia: Kuivilla saumoilla
muurattu kaari seisoo vakaana, vaikka siin3 on lukematon m&3r3d mahdollisia
nivelid ja johteita. Paradoksi toteutuu t8ydellisesti, siis jokaisessa
mahdollisessa tasapainotilassa, jos kivien saumat toimivat nk. jdhmedn kitkan
hypoteesin mukaisesti. Reaalisen kitkan vallitessa paradoksi sen sijsan ei
toteudu samassa laajuudessa. Jihmeiden kappaleiden statiikkaan perustuva
lingaarinen stabiilisuusteoria antaa n&ille ilmidille yksinkertaisen geomet-
risen selityksen. Se selittd3 myds .entisaikojen rohkeiden kaari- ja hol-
virakenteiden pystytyksen ilman edell&kdyvia laskelmia. Elementtirakenta-
minen tekee t&mdn vanhentuneena pidetyn teorian tulokset uudelleen ajan-
kohtaisiksi.

KAAREN PARADOKSI

"Ut pendet continuum flexile,
sic stabit contiguum rigidum

inversum,”
Robert Hooke

Y118 oleva Hooken v. 1675 esitt&md lausuma, joka kulkee "kaaren arvoituk-

sen” nimelld, on vapaasti k&idnnettynd:

"Joka taipuisasti yhtendisend riippuu,

se k&&nnettyn&d kosketuksessa vakaana seisoo.”

Lausuma tarkoittaa ilmeisesti kuormitetun ketjun eli statiikasta tunnetun
kéysikulmion (kuva 1) ja kaaren puristusviivan v3list3 yhteyttéa.

KSysikulmioilla on seuraavat ominaisuudet: a) Jokaista annetun kuormi-
tuksen P1"'Pn voimakulmion Vn napa-asentoa 0 kohti voidaan piirt33 &8retdn
joukko kdysikulmioita K (kuvat 1 ja 2).

b) P&invastoin, jos kuormat P1"‘Pn ja vaikutusviivat 11"'1n ovat annet-
tu, niiden ja n+2 mielivaltaisesti valitun pisteen 0, 1, 2,...n+1 kautta
piirretty kdysikulmio Kn méd8rittelee yksikdsitteisesti yhdenmuotoisten voi-
makulmioiden joukon V.

c) Jos kdysikulmiossa K, kuormat {P1"'Pn} ja kdysivoimat {81"'Sn} ovat

tasapainossa, silloin my&s kuormat {AP1---APD} ja kbysivoimat {181...A8n}



ovat tasapainossa samassa kdysikulmiossa Kn'
Jos A = -1, siis kuormien suunta muuttuu p&invastaiseksi, ovat voimat

{-P1...—Pn} tasapainossa k@ysivoimien {_51"'_Sn} kanssa, jolloin vetdvit

kysivoimat muuttuvat puristaviksi, kuten kaaren puristusviivassa (kuva lb).

Kuva 1. a) Kivikaari. b) K8ysikulmio K ja kd&nnetty kdysikulmio K' eli
puristusviiva.

K8ysikulmion k&&ntamisen aiheuttama kdysivoimien merkin muutos onkin eras
Hooken lausuman perusta.

d) Navan siirto -lause: Jos annetun voimakulmion napa 0 siirret&sn O':uun,
(kuva 2a) leikkaavat toisensa O:ta ja 0':a vastaavien kdysikulmioiden K ja
K' yhteenkuuluvat kdysivoimat (i) ja (i') samalla 0-0' suuntaisella suoralls,
polaariakselilla L.

Kuva 2. Navan siirto (a). Kdysikulmion piirt&minen kahden annetun
pisteen a, b (b) tai kolmen pisteen a,. ag: b kautta (c).
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Todistus: Kdysivoimat i, i' ja L, 0, O' muodostavat voimakulmiossa tasa-
painoryhman. Voimien i, i' resultantti L1 kulkee kdysikulmion pisteen (i,iq
kautta ja on 0-0':n suuntainen. Koska 0-0' on myds voimien i-1 ja i-1'
resultantti, sen téytyy kulkea myds pisteen (i-1,i-1') kautta.

T&mé&n lauseen perusteella on mahdollista ratkaista seuraavat tehtdvét:

e) Piirrettavd kaikki annettua kuormitusta {P1"'Pn} vastaavat kdysikulmiot,
jotka kulkevat kahden annetun pisteen a, b kautta (kuva 2b).

Kuormituksen resultantin R vaikutusviivan piste c yhdistet@&n pisteisiin
a ja b. ac ja bc m&&rittévat navan 0' voimakulmiossa. Jos k8ysikulmio,
Jjonka voimakulmion napa 0 sijaitsee 0':n kautta kulkevalla ab:n suuntaisella
suoralla piirretddn a:n kautta, tédmé& kulkee mytskin b:n kautta.

f) Piirrettédvd annetulle kuormitukselle {PT"'Pn} kBysikulmio, joka kul-
kee kolmen annetun pisteen ags b, ¢ kautta siten, ettd ensimmdiset ja vii-
meiset kO8ysivoimat kulkevat pisteiden a, Jja ag kautta (kuva 2c).

Ensiksi piirret&&n napaa 0’ vastaava kdysikulmio ags si...sé pisteiden
a, ja a,. kautta. Maarataén sa:n ja polaariakselin L leikkauspiste ag» josta

6

vedet&an kdysiviiva 5, b:n kautta. Kulmio §q¢++8g ON etsitty koysikulmio

ja §4:iN leikkaus 0':n kautta vedetyn a,-ag suuntaisen suoran kanssa antaa

voimakulmion vastaavan navan O.

b)

-‘—. M"I-—.

Orfbefon-

fundamen!

Drainage!

A
-Q?"
= vt 0 N
.'E.I...—. L 1A ] :A Ed L = —‘\-\:‘
Goottilainen tukijirjestelmd, a tu- %
kipilari, b fiaali, ¢ tukikaaria, d tri- T 7 N L
forioparvi, ¢ holviruode, f holvi- MMM lm-“-w&vy Fundames! z.Vorsohicben o, w*
vaippa.

Kuva 3. a) Goottinen tukirakenne. b) Bebo-elementtikaari.

Koysikulmion keksi Varignon 1687 ja sitd kaytettiin muurattujen kaarien
muodon ja paksuuden m&drittamiseen. Siitd sai mybskin alkunsa graafinen
laskenta eli graafinen statiikka, jota sovellettiin nimenomaan 1800-1luvun
jalkipuoliskolla kehittyneeseen elastostatiikkaan. Palkkien taipumaviivat,
poikkileikkausten jadyhyysmomentit ym. m&&drdttiin kdysikulmion avulla. Sen

kdyttd kaarien suunnittelussa j&i taka-alalle. N&m& mitoitetaan kimmoteorian

mukaisesti ja vain pienempien muurattujen kaarien ja holvien mitoitus



suoritetaan nk. "puristusviivamenetelmdi” k&yttden. Onkin luonnollista,
ettd tietokoneiden aikakautena graafisen statiikan kaltainen laskentamenetel-
ma& on aikansa eld&nyt. Sen vuoksi on esitetty, ettd kdysikulmio ja puristus-
viiva ovat modernissa rakenteiden statiikassa tdysin tarpeettomia k&sitteité.
Témd ei kuitenkaan selitd, miten muurattuja kivikaaria on voitu mitoittaa,

ja edelleen sallitaan rajoitetusti mitoitettavan puristusviivan avulla, vaik-
ka t&m& selvdsti saattaa olla ristiriidassa kimmoteorian kanssa.

Té&h&n liittyy my8skin edelld esitetty Hooken lausuma, joka ilmeisesti
tarkoittaa kuivilla saumoilla muuratun kaaren vakavuutta. Koysikulmion
k8&ntHsd8ntd c ei itse asiassa selitd kaaren arvoitusta tyhjentdvésti. J&h-
meistd sauvoista nivelilld yhdistetty kdysikulmio K (kuva 1b) on stabiilissa
tasapainossa, mutta se on liikkuva. K&&nnetty nivelrakenne (K') on tasa-
painossa, joka rakenteen liikkuvuuden takia kuitenkin on labiili. Kuivilla
saumoilla muuratussa kaaressa sen sijaan on lukematon mé&&rd mahdollisia ni-
velid ja kuitenkin se pysyy vakaana (kuva 1a).

T&m&n paradoksin taakse kdtkeytyy vield toinenkin arvoitus. Miten on
ilman nykyaikaisia mitoitusmenetelmi& yleensd pystytty rakentamaan vuositu-
hansien aikana suurijénteisid kaaria ja holvirakenteita, kuten goottilaiset
rakenteet, joiden hoikkuutta, muotojen moninaisuutta ja rohkeutta ei voida
selittdsd sovinnaisen kaari- tai kuoriteorian perusteella.

Elementtirakentaminen tekee n&m& kysymykset uudelleen ajankohtaisiksi,
koska keskiaikaisia kivirakenteita voidaan pit&3a nykyisten elementtiraken-
teiden edeltdjind. Elementtirakenteissa on usein pakko tdysin poiketa so-
vinnaisista monoliittisten rakenteiden laskentaperusteista. Esim. kuvan 3b
mukainen elementtikaari on jAykistettyine saumoineen ndenndisesti monoliitti-
nen. Kimmoteorian mukaiset momentit ylitt&v&dt kuitenkin moninkertaisesti

murtomomentin, mink& takia kaari on mitoitettava puristusviivan avulla.

LINEAARINEN STABIILISUUSTEORIA

Jihmeiden toisiaan kaoskettavien kappaleiden statiikan perusteet

Hooken esittdmén kaaren arvoituksen ratkaisu on 18ydettdvissd j&hmeiden,

siis d&rettdmdn jaykkien ja lujien (E = «; ¢ = »), toisiaan kosketta-

vien kappaleiden mekaniikasta. Osittain téltguggéjalta Kohaarian 1852 /1/,
Heyman /2/ ym. palauttivat vetoakest&mdttdmilléd saumoilla varustettujen kaa-
rien ja holvien k&sittelyn sellaiseen pléstisuusteoreettiseen rajatapaukseen,
jossa kiven mydtdlujuus on &&retdn ja jossa kivien saumgissa tapahtuu vain
keskindisia kulmanmuutoksia, mutta ei liukumista. T&11ldin rakenteeseen voi-
daan soveltaa plastisuusteorian yksikdsitteisyyslausetta sek& myBttéikuorman
ylé% ja alarajps&snt8jd. Vaikka t&mé&n tapainen teoria antaa asiallisesti oi-
keita tuloksia ndin rajoitetuissa puitteissa, se on k&sitteellisesti epdjoh-

danmukainen ja vaillinainen. Vuonna 1970 on sen yuoksi esitetty yleisempi
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puhtaasti j&hmeiden kappaleiden statiikkaan nojautuva tulkinta /3/, jossa
my&s liukuminen ja kitka on otettu huomicon. Seuraavassa pyrit&an antamaan
yhtendinen esitys jdhmeistd osista koottujen ei-monecliittisten rakenteiden
teoriasta. J&hmeitd osia yhdistdvit rakenteellisten nivelten lisfksi nk.
toispuoliset liitokset, jotka siirtadvat vain tietyn suuntaisia voimia.
Téllaisia ovat vetoakestdmittdmit saumat, jotka eivat siirri vetoa Jja pu-
ristusta kest3m3tt&mét liitokset, joissa osakappaleet on yhdistetty venymat-
tomilld k&ysilld ja kalvoilla.

Vetoakestamdttdmit saumat

Esityksen yksinkertaistamiseksi otaksutaan, etta kappaleiden v ja p sau-

. ) = N . .
mapinnan AV muodostaa perustaso m(x,y) normaaleineen n, = nu Jjaksollisine

u ~
kohoumineen ja syvennyksineen. Pinta-alkioiden paikalliset normaalit n,i
tdyttdvat ehdon ﬂviﬁv> 0. Kosketuksen kinematiikkaa ja voimansiirtoa. s3i-
tdvdt seuraavat lait (kuva 4a):

- Lapitunkemattomuusehto. Mik3&n osakappaleen p piste Elu ei voi tunkeutua

- Léhivaikutuksen_laki. Sauman pisteessé Q(x,y) vaikuttavat j&nnitysvekto-

rit Bv[x,y) = —Eu(x,y] ovat O:sta poikkeavia vain, jos kosketus on olemassa

pisteessa ;(x,y).
- Sauma_gi_siirrd vetorasituksia. Sauman j&nnitysvektorin pv(x,y)

o(x,y)3v+?(x,y) normaalikomponentti on negatiivinen.
olx,y) S 0. (1

- Kitkaleki. Jé&nnitysvektorin on pysytt&vd kitkakartion sis&ll3d (kuva 4b)

It $ £lo]. (2)

______________ H uv
ovat yhtenevdt jaksollisine kohoumineen ja pinta-alkiot dAi vadlittavat

~
vain alkion normaalin ni suuntaisia puristusvoimia

~ <

pv(x.Y) = oninvi(x,y] (cni - 0). (3)

Liukumiseen liittyy aina sauman aukeneminen (kuva 4c).

yhteen kosketus rajoittuu paikallisiin alueisiin Ak (kuva 4d), jossa suur-
ten jénnitysten takia aine saavuttaa my&tBrajan ag ¥ 30m (om mydtéraja

vedossa) ja hitsautuu. Todellinen kosketuspinta on

ZAk = P/US.

Jos saumaan lis&ksi vaikuttaa leikkausvoima @, on t3m&n maksimi mmax=TaZAK

johon 1liittyy liukuminen, jolloin T, on ainevakio. Vastaava kitkakerroin

on

o= 0 = 12_
P 3o,
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siis ainevakic. Jos P # 0, ei liukumiseen liity sauman aukenemista.

b

d)

Kuva 4. a) Saumapinta. b) Kitkakartio. c¢) J&8hme&d kitka. d) Reaalikitka.

Rakenteen vakavuus

Monoliittinen kiinte&sti tuettu rakenne on vakaassa tasapainossa jokai-
sessa kuormituksessa lukuunottamatta tapausta, jolloin ylikuormituksen ta-
kia suuret siirtymdt tai lujuusrajojen saavuttaminen aiheuttavat rakenteen
sortumisen. Ei-jaykills liitoksilla yhdistetyistd kappaleista muodostetuis-
sa rakenteissa (kuten kuvan 1b nivelkulmiossa) sen sijaan tilanne on mut-
kikkaampi. Tietyn kuorman vaikuttaessa tasapaino el ole mahdollinen, tasa-
paino toteutuu, mutta se on epdvakaa,tal vakaa tasapaino toteutuu. T&h&n
ryhm&&n kuuluvat my8s j&hmeistd osista kootut rakenteet, joissa on toispuo-
lisia siteita (kuva 1a). N&iden rakenteiden kantavuus riippuu tasapainon
ja nimenomaan vakaan tasapainon olemassaolosta.

Annettuihin pisteisiin tai alueisiin vaikuttavat kuormat Pq"'Pn voidaan
kisittds vektorina {P} kuormitusavaruudessa V_. Jos tadmd on eukliidinen,

masritellasn vektoreiden {A} ja {B} skalaaritulo (A|B) ja vektorin A pituus

||A]] kaavoilla.

n
(A[B) =;%, A;-Bys  [IAll = Y(A|A) (4)
Jos kuormat P?...Pﬁ, ulkoiset reaktiot ja osien vdliset liitosvoimat 81"'Sk

ovat tasapainossa, sanotaan tasapainon vallitsevan avaruuden Vp pisteessa pk.
Staattisesti voidaan rakenteen vakavuus kuormituksessa Pk luokitella

seuraavasti:

- Rakenne on stabiilissa tilassa, jos tasapainoehdot toteutuvat, paitsi

pisteessa Pk, myBskin jokaisessa sen avoimen l&ahiymp&ristdn pisteessd P'k.

- Rakenne on tasapainottomassa_tilassa, jos tasapainoehdot eivéat totsudu

pisteessa Pk.
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mutta a1nak1n yksi infinitesimaalinen lis&kuormitus {6P } saattaa raken—
teen tasapainottomaan tilaan.
Stabiilisuuden luokittelu voidaan perustaa myls energian tarkasteluun.
Kun kuormituspisteiden siirtymid merkit&in uj 1118, niin ehto sille, ettd kuor-
mat suorittavat positiivista ty6td rakenteen sortuessa, voidaan esittdd muo-
dossa
P, -Aul z 0, (4)

Kun lis&ksi otetaan huomioon, ettd t&118in Py pysyvat vakioina, veoidaan vaka-
vuuskriteerit lausua kuormituksen ty&n ja sis&isen muodonmuutosty8n D(u):n
avulla /3/.

Taulukko 1. Kineettiset vakavuusehdot
Tasapaino Yleinen tapaus Jédhmed kitka
(reaalikitka) saumogissa ja
saumoissa AD # O kfysissd AD = O
Stebiili_tila
jokaisessa mahd. tilassa {Au} ZPiAGi < AD ZﬁiAui <0
Tasapainoton tila
olemassa ainakin yksi
tila {Auk}, jossa ZF‘-Auk > AD EPAuk >0
Rajatila
jokaisessa mahd. tilassa {Au} B.au $ AD IP-au S 0
olemassa ainakin yksi
tila {Au,}, jossa ZP-AGC = AD zPeal, = 80

J&hmedn kitkan tapauksessa (E, S =») muodonmuutestyd AD = 0. Reaalisen
kitkan tapauksessa (E =, omsm] suuren lujuuden takia muodonmuutostyd rajoit-

tuu saumoihin.

Jadhmeé&n kitkan tapaus

Vetoakest&métttméssad saumassa A S vallitsee l&ahto6tilassa tdydellinen kos-

ketus, jolloin jokainen sauman v&lysvektori

[ri] = TyiTyi ° 0; Vv xpy; € Auv' (5)

Saumasiirros
y(ri] = uu(ri)-uv(ri)

on pieni rakenteen lineaarimittaan L n&hden, jos |uu|, lu,| << L.

La&pitunkemattomuusehto on varmasti tdytetty jaksossa k, jos jokainen sau-

mapiste ;ui my&s siirtymé&n jé&lkeen pysyy vastaavan tasoalkion AAV_:n
i
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ulkopuolella. Merkitsem&lla

I\'. A ~ ~ ’ = ~
pui

~
r .+y .; r'. = T .+U .; n'. = n .+
i “pi’ vi vi “pi’ vi vi an

vi

on jokaiselle jakson valysvektorille [r{] voimassa (kuva 4)

A A T R 2 Q. 2
[Pui rvi) noi Y'n,4 0; vr, € Ak' (8)
silld y on Ak lineaarimitan pienuuden vucksi likimain vakio ja AnVi = 0.

Jos jokainen vektori ; piirretéén lahtevdksi jakson k keskipisteestd ?k,
Jjokainen yht&ld (6) edustaa T kautta kulkevaa tasoa II; ja jokainen epayht&-
16 (B6) madrittelee jogkon Ki(y], joka edustaa tason I, rajoittamaa puoli-
avaruutta. . Vektorit y, jotka tayttavat kaikki jakson ehdot, muodostavat
joukkojen Ki leikkauksen X.

n
X(Y) = KK, .o onK o= 0K, (7)

Sanomme X-joukon ?—vektoreita luvallisiksi saumasiirroksiksi. 0On helppo tode-

ta, ettd jos §i on luvallinen, myds ? =x§i on luvallinen, jos A > 0, silla
san. = 7.0 2

yrng = A(y.ni) 0. (7")
Tdma merkitsee, ettd joukko X muodostaa kartion.

Jos Y, ja ¥, ovat luvallisia ja siis tayttdvat ehdot

.02 Q. .
Wng C 05 yyong k

tdyttds myds niiden yhdysjanalla (;1'§2) oleva vektori

2

n, 20  vn, €T
1

‘IY\ = -,Y\1+a(§2—§1) 1 < a <1 (7"

kaikki ehdot (6), koska

9ohy = ((1-a)9,+ay, ) n; = (1-a) (v -0 )valy,fs) 20 vn,

ja kuuluu joukkoon X. T&m& merkitsee, ettd joukko X muodostaa k o n v e k -
sin kartion.

Kappaleen v saumajaksoon k vaikuttavien voimien joukon Yk maédrittelee

kaava
~ ~ N S ~ .A ./\
Svu = Jo,sn,qdA (jossa Vo . = 0 Vng:ingn > 0) (8}

Jos 8! ﬁuuluu joukkoon Y, my8s AS' € Y, jos X > 0, mutta -AS' € Y. Samoin,
jos 8', 82 € Y, mys § = A,5'+A,87 € Y, jos A,

taa konveksin kartion, jakson (k) kitkakartion.

5 0, joten myds Y muodos-

Jos 8' €Y ja ;" € X, on ilmeisesti kaavan (6) mukaan niiden skalaaritulo
AI.Aﬂ = o _An < g
S'ey Jo ;n;ey"dA 2 0. (8)

bos lineaarisessa avaruudessa suljettu joukko <A> muodostaa konveksin

kartion, on niiden vektoreiden b joukko B, joka taytt&& skalaarituloehdon
(bla) £ 0 va € A (10)
konveksi kartio, jota sanomme kartion A pol aarikartioksi A*

B - A% (1)
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Vastaavasti on joukko B*, joka t3ytt&3 ehdot

(ble) £ 0 vb € B.

Edelld mainittu kartio A

B*= A¥%* = A (10")

Vain kartioiden vaippoja 9A, 3B generoivat a- ja b-vektorit ovat parittain

ortogonaalisia, jos a; € A3 bi €B

(a;|b;) =0 (10")
Konveksisuus seuraa va&littomésti soveltamalla (10) vektoreihin Ab1 ja

X1b1+k b b, € A ja i, A1, A

jossa b 2 > 0., Jos taasen vektorit a, ja b

ovat oitggonaalise: [af|b1] = 0 ja dr > 0, ovat vektorit a = a,+dib, ¢ A. 1
b = by+dra, € A*, koska (b[a) > 0; (b,la) > 0, joten a;» by, skalaaritulon
jatkuvuuden perusteella, ovat vaippavektoreita.

Edelld olevan perusteella ovat saumojen kitka- ja siirroskartiot tois-
tensa polaarikartiot saumajakson k avaruudessa R3
X = Y*; Y = X* (12)

Kartion X vaippavektoria YC# 0 vastaa suunnaltaan mddrdtty, sitd vastaan
kohtisuorassa Y kartion vaippavektori S°.

Kitkakartion vaipan muodostavat jakson eniten kallellaan olevat normaalit

ﬂi ja niiden lineaariyhdistelm&t. Jos lausutaan saumavoima muodossa
S = § n+5_ = j(on+rxi+1yj]dA (S§;n = 1°n = 0)
A
voidaan voimansirtoehto lausua kaavoilla
s, =8n>0 (13a)
Y(s) = |s_|-|f||s.| < o, ' (13b)
] n

Jjossa f = tg¢(s) on suuntaa S5 vastaava kitkakerroin.

Saumaan vaikuttavat resultoivat normaali ja leikkausvoimat

R = Nn = (fodA)A; O = [1dA (14)
n
A A
] 5
muodostavat yleisessd tapauksessa voimaristin. Normaalivoiman vaikutuspis-

te [ex,ey] sijaitsee sauman tukipinnalla (At), Joka on pinnan &&riviivan
tangenttien rajoittama konveksi alue (kuva 6a), koska epdkeskisyys e; suun-

nassa & on

{B l = |J’E0dﬂ| < |II£[10|dA < SUD|E|
2 J odA ,|'|0|B”\
huomioon ottaen
[Pol = IR I = floldA.
Q:n vaikutussuora saattaa sen sijaan olla tukipinnan ulkopuoclella. Voimaris-

ti voidaan korvata edelld médritetyssd pisteessd e vaikuttavalla resultantilla
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R ja vaédntdmomentilla ﬁe

e o ) ) . N ,
R = Nn+Q; M, (.J(ry(x e -1, ly ey))dA)n. (14")
Mikdli kitka on homogeeninen, siis riippumaton paikasta, on R:n kitkakartio
Y(R) suppeampi kuin Y(S}, jos Me # 0. Vain silloin, kun voimaristi voidaan

redusoida pelk&dksi resultantiksi, jolloin Me = 0, on

Y(R)} = Y(S) (14a)
Kartion X vaipan muodostavat niiden pinta-alkioiden tangentit, joiden
kaltevuus tgﬁi perustasocon n&hden on suurin. Sen takia X sanotaan suurimman

kaltevuuden kartioksi. Jos lausutaan siirros komponenttimuodossa ? =
yn3+§s; (G-QS = 0), on lapitunkemattomuusshto

2 .
Yo 0: (15a)
X(y,r ) = (tgd (s)-v /|y 1) s g, (15b)

jolloin jokaisessa jaksossa hammastus voidaan korvata kartion X vaipalla

(kuva 5a). Diskreeteille jaksoille johdettu ehto (15b) voidaan korvata
jatkuvalla ehtofunktiolla X(y,r).

KOSKETUS

tdydellinen

paikallinen
(nivel)

osittainen
(johde)

Kuva 5. a) Sauman siirroskartio X ja voimakartio Y. b) Kosketuksen lajit.
c) Kdysiliitoksen siirrospyramidi X'ja voimapyramidi Y'.
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Puristusta_kestdmdttomien_liitosten, kalvojen ja kdysien otaksutaan alku-

tilassa olevan suoria (kuva 5b). Liitoksessa, jossa osa u pisteissé §ui"'

TN kysilld liitetty kappaleen v pisteeseen L madritellddn kbysisiirros

erotuksena (vrt. kaava 20)
Yu}rv] = uu(rv)-uv[er =Vt XTy (16)

jossa uu(rv) on kappaleeseen u j&hmedsti kiinnitetyn pisteen ;v siirtymi.

K8ysien venym&ttdmyys antaa jokaiselle k3ydelle (i) ehdon

1 & ~ ~ ~ 1 ~ ~ ~
1, = +(p -2 . )- - D)y s )
ALy li(rul rv) mu(ru1] q}rv)) T;(Pui PVJ Ty a, (16')
ﬁoska Eu(rui) = Gu[rv)+wuvx(;ui—;v]. Merkitsem&11lsd kdyden (i) suuntavektori
n; = (Fui_rv)/li saadaan
Bi-§uv <0 VﬁJipisteessé r,. (171

Vektorit ?, jotka tayttavadt ehdon (17), mi33rittelevdt konveksin luvallisten
kéysisiirrosten kartion X’(Y.rv].

~
Kappaleeseen v vaikuttava voima pisteessa r,

~

8 = pS
S, = IS;n; vs; 2 0 (18)

mé&rittelee konveksin &&rimm3isten ny vektoreiden viritt&mén luvallisten

kéysivoimien pyramidin Y'(S). Koska kaavojen (17) ja (18) mukaan

s'y" S0 VS’ € Y'vy" € X', (19")

kartiot X' ja Y' ovat toistensa polaarikartiot. Samat tulokset ovat voimas-
sa myds kalvoille, koska niihin muodostuvat vetokent&dt voidaan palauttaa
kdysikokoelmiin. Silloin luvallisille rasituksille S ja siirroksille ¥y

ovat voimassa kaavoja (13) ja (15) vastaavat ehdot:

< ’ 2 v
Yn 0 (15’a) Sn 0 (13’a)
X' (v) = |y ltedr(y)-]y | S0 (15'6)  ¥'(8) = |y |-]v,ltew! €0, (13'h)
Jjossa Y, = Sk-§; Sn = ﬁk-é Rk EY Sm Jje W, ovat vaippavektoreiden kalte-
vuuksia.

Toispuolisissa liitoksissa on siten yleisesti voimassa polaarisuusehto

Y = X*; 8§+.y" S Q. {19a)
Yhtalaisyysmerkki
Sy =0 (19b)

on polaarisuuden perusteella voimassa vain md&ar&dtyille ei h&vidville vaippa-
vektoripareille ja tapauksille, kun S tai y h&vi&vat. Ehto (19b) toteutuu
vain yhteenkuuluville S ja y vektoreille, kuten alla oleva saumojen koske-
tusehtoihin ja k8ysien venymdttdmyyteen perustuva yhdistelmd osoittaa

(kuva 5b).
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Taulukko 2 Voimansiirto saumassa

Voimansiirto Geometrinen Dynaaminen §-§
(kosketus)
Taydellinen § = S #0; Y(8) <0 0
Osoittainen Y #0; X(y) =0 § #0; Y(5) =0
Puuttuva YA 0; X(y) <0 §=-10;Y(8) =0
Ei yhteenkuuluville S ja y vektoreille on voimassa
St.y" < 0 S' €Y Yy" € X. (19¢)

Tam3 tayttdd ehdot: Jokaisen rakenteen pisteen (r) siirtyméa U(r) on pieni
verrattuna rakenteen mittaan L, joten ((r) voidaan ilmaista j&hmedn csakap-

paleen translaation v, ja rotaation w, avulla

GV(P) = Ov+&vx;‘ (20)
jossa |v/L] << 1; |w| << 1.

Kappaleiden v ja u vélisen liitoksen siirros pisteessa rj on

Y(éf) = uu(rj)—uv(rj) = Vuv+wucx Ty oo (21)

jossa v = v v 0 =0y —GV (lv] << L5 Juw] << 1),

Toispuolisissa liitoksissa tayttavat saumasiirrokset ehdot

Y, > 0 X({y) < 0. (22)
Jos saumasiirrokset lausutaan muodossa QK = Q;+w"x(;k—§), on saumarasi-

tusten yhteenlaskettu tyd saumassa AVU
1. Cw =A|_A wamirain < s =""A
IS Yh R Vg +Me w 0 (ve v+wxe) . (19d)

Saumasiirrokset vastaavat rakenteen muodonmuutoksia. Joukko {u,y} kuvaa
rakenteen siirtymi- ja muodonmuutostilaa. Kuormien vaikutuspisteiden T
siirtymét u_ voidean, kuten {P} kdsittaa kuormitusavaruuden vektoreina {up}.

Kinemaattisten ehtojen (20-22) konveksisuudesta seuraa:

- Jos liiketila {u,y} on luvallinen ja vakio a >0, on myds tila {au,ay} 1lu-
vallinen. Jos toispuolisessa liitoksessa y # 0,on {-au,-ay} luvaton siir-
tymatila.

- Kaikki luvallisten tilojen {u',y'} ja {u",y"} viliselld janalla olevat ti-
lat {au'+(1-a)u”,ay’'+(1-al)y"}, jossa 0 < a < 1, ovat luvallisia.

- Jos {u',y'} jafu",y"} ovat luvallisia tiloja, on myts {u'+u”,y'+y"”} luval-
linen tila.

Sa&nndt 1, 2 ilmaisevat, ettd luvallisten liiketilojen joukko muodostaa kon-

veksin kartion. Tamd koskee mydskin luvallisia liiketiloja vastaavia kuor-

mitukssiirtymid u_, joten:

- Luvallisten kuormitussiirtymien joukko muo dos -

taa kuormitusavaruudessa konveksin kartion E.
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voimasiirtoehdot tayttdva voimatila. Jokaisen osakappaleeseen v vaikuttavat

kuormat ij ja liitosvoimat gvuk (mukaanluettuna reaktiot) t&yttivit tasa-

painoehdot

Zij+£Svuk =0 (23a)

erxPj+Erkasvuk =0 (23b)

Svuk+§uvk = 0. (23¢)

Toispuolisissa liitoksissa t8ytt33 liitosrasitus S ja siirros y ehdot (19a)
< s '

Sn =20 Y(SﬁJ— 0 (237)

Kahta j&nnitystilaa {P', 3'} ja {P”, S"} sanotaan identtisiksi, jos kuor
mien P(PV) Ja liitosrasitusten jokaiseen kappaleeseen v vaikuttavat resultan
tit ja momentit ovat yhtdAsuuret R' = ﬁ"; fir = ﬁ"; R = R» H Me = omr o,

v v v v VU Vi Y Vi

Jokainen luvallisia j&nnitystiloja rajoittava ehto (23-23') mdarittelee

konveksisen joukon Ci. Yhdess& ehdot méd&rittelevdt joukkojen Ci leikkauksen
n
C = g Ci’ Jjoka on konveksi ja liitosvoimien toispuclisuuden takia kartio.

Tasapaineehtojen (23) lineaarisuuden takia t&m# koskee mydskin kuormia P,

joita vastaa luvallinen tasapainotila. Luvallistaen kuormi -

en joukko muodostaa kuormitusavaruudessa
Vp suljetun joukon, konveksin kartion B.
Tamé osoittaa, ettd samat ehdot ja geometriset struktuurit, jotka fysikaali-
sessa avaruudessa kuvaavat liitosten, paikallisten voimien ja siirrosten
rajoituksia, toistuvat kuormitusavaruudessa saman muotoisina rakenteen kuor-

mien ja siirtymien rajoitusten kuvaajina.

Rajatilan m&aritys

Ne kuormitukset, joita vastaa toteutuva tasapainotila, siis stabiilitila
ja rajatila, muodostavat joukon E, joka on stabiilien kuormien joukon E
sulkeuma. T&lldin E on kartio, joka sisdltyy B:hen.
Eec Ec B,

T&t8 kartiota sanomme rakenteen vakavuuskartioksi.

Virtuaalisen ty6n periaate sovellettuna luvalliseen tilaan {P’,S'} luval-
lisessa liiketilassa {u”,y"} antaa ty8yht&lén
zﬁ'-G"-zzéou-§ﬁv = 0. (24)
Termit é&u.§ﬁv hdvidvét rakenteellisissa liitoksissa. Toispuolisissa 1ii-

toksissa ne ovat ei-positiiviset, joten
zPreGr € g, (24a)
Epdyhtdld edellyttdd, ettd edes yhdessd liitoksessa, jossa on tdydellinen

dynaaminen kosketus, y" # O.
Yhtdlaisyysmerkki on voimassa vain yhteenkuuluville P ja u. Ominaista
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rajatilalle on, ettd siind toteutuvat staattisen ehdon c) mukaan luvallinen
jénnitystila {PCSC} ja kineettisen ehdon c") mukaan ei-h&vi&vad yhteenkuuluva

luvallinen siirtymatila {ucwc}, jolloin kaavan (19b) ja taulukon 1 mukaan

ZPQ'UC = 0; {UC} # 0. ‘ (24b)
Kaavojen (24a) ja (24b) vdhennys antaa kaavan (24) mukaan
LP-Pr)eu, = zz(§c—s')-yc 2 g P' € B. {25a)

Ne kuormat, jotka tayttdvét ehdon

A~

IP":4" = 0, (26a)

jossa {u",y"} on tietty luvallinen liiketila, toteuttavat (24a) mukaan ep&-
yht&18n

E(Pv-P )+U" = 23§ y" 20 u" €8 (26b)

ja yht&léisyysmerkki on voimassa vain, jos PC ja u" ovat yhteenkuuluvia.
Kaava (24a) kirjoitettuna skalaaritulona

(P'lu") S0 Yu" € E, VP' € B (24a")

osoittaa, ettd luvallisten kuormien kartio B ja luvallisten kuormitussiirty-

mien kartio E kuormitusavaruudessa ovat toistensa polaarikartiot
B = E¥; E = B* (27)
siis kartioiden B ja E vaippavektorit ovat parittain ortogonaaliset.

Rajatilan kineettisestd midritelmistd (taulukko 1, c') seuraa edelleen,

ettd rajatilan PC ja U vektorit muodostavat kartioiden B ja £ vaipan 9B,9Z

(P ju)=0; P €3B, u, €3
[ C C C

31

(24b")

Sen sijaan jokainen B-kartion ei veippaan 3B kuuluva ei-h&vidv&d luvallinen
kuormavektori {P'} tayttd& ehdon (14')

(P'|u") < 0, Yu"u" € 2, VP' € B-3B, (24¢’)

joten naiden vektorien joukko kineettisen vakavuuskriteerin a') mukaan muo-

dostaa stabiilien kuormien joukon E. Sen sijaan ehdon

(P"|u”) = 0, u" €E (26")
tdyttdvad vektori P" ei Kuulu kartioon B paitsi, jos P” .= PC; u" = u. kaavan
(24b') mukaan.

lause I. Luvallisten kuormien kartio B muo-
dostaa luvallisten siirtymien kartion E
polaarikartion Rajatilan kuvorma t {Pc} muo -
dostavat B kartion vaipan. Jokaista ralja-
kuormaa PC vastaa m é_é radtty l1liiketila {ucyc}
tai masdrattyjen liiketilojen lineaari-
yhdistelma,., Toteutuvien kuormien jou k k o
E yhtyy luvallisten kvormien kartioon B, ja
stabiilit kuormat E, kartion B sisuksen B,
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E=8° E = 8. (27

Jos rakenteen osakappaleiden luku on &&rellinen, vastaa jokaista tilaa
{uy} tietty mekanismi. Kaavojen (15) ja (16) avulla voidaan silloin osoit-
taa /3/, ettd jos rakennetta kuormittaa {P1+Ak}, jossa P1 € E ja a{k}

(k € B, kuva B6b) on suunnaltaan, mutta ei suuruudeltaan madratty lisdkuorma,
rajatila toteutuu kahden yksik&sitteisesti md&ratyn mekanismin siirtym&ti-
lassa {u_, ,y_,} Ja {Ug»y g} Joissa (k,u_,) > 0 ja (kyu,_) < 0 ja joita
vastaavat yksikdsitteisesti md&rdtyt kuormitusintensiteetit Ac+ ja AC_.
Rajatasapainotila on liitosten resultoivien voimien osalta yksikisitteinen,
jos mekanismilla {UCYC} on &drellinen liikkuvuus.

Stabiilin alueen laajuuden méirittelee kartion E" vastaava k&rkikulman

© kaava
-2 X
tPTPT) A A A
0 = are sinlfi- —2 . 2\ et k- 02,
P TIPS 2 1Pl TPl ]
jossa (28)

PP =Pl Ak PDo= Plea k.
[8 + C =

Adriarvoperiaatteet

Rakenteen stabiilisuuskartiota eli stabiilia tasapainoa vastaavien kuor-
mitusten {Ps} Jjoukko voidaan rajata joko kineettisen raéaehdon c") tai
staattisen kriteerin a) avulla. Kineettinen rajaehta EZP":0U" = 0 voidaan
kuormituksessa {P1+A"k} kirjoittaa muotoon

A zkedr = -ppt0n un e sl (29)
Jos {P1} on stabiili, yht&1&én oikea puoli on aina positiivinen, jolloin

2P -Gr .G ,
Agy = Iﬂjl’ Ae_ = —|m . (29")

Staattisesti voidaan stabiilien kuormien'PS joukko rajata mielivaltaisen
kartion E0 avulla, joka sis&ltyy joukkoon B; E0 € B. N&md rajaukset eivat
madrittele stabiilia aluetta yksikisitteisesti. Todelliset rajat voidaan
md&rittdd seuraavien &3riarvolauseiden perusteella.

Lause ITa. Annettua stabiilia alkukuormaa
{P1} ja suuntaa {k}

vastaava todellinen vaka-
vuuskulma © on pienin kinemaattisest:i
madritellyistd vakavuuskulmista @; . Sta-
biilien intensiteettien alueen mdaritte-~
lee pienin avoin vali (Ae_,x ). (Pienimm&n vakavuuskul-

e+
man periaate.)

Todistus. Kirjoitetaan kaava (26b) liiketilalle {u"} € & ja kuormil-
le P_ = P'+X_k ja P" = P'+A"k, jossa 1P"-G* = O
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(x"—xc)-zﬁ-ﬁ" z 0,

A

e _ Agos kun u” = u".

jolloin X} = A
Lause IIb. A nnettua s abiilia kuormaa {Pq} j a

kun u” = ul; A

t
aa {k} vastaava todellinen vakavuus-
t

s uunt

kulma 06 on suurin s aattisesti mdédritel-
lyistd vakavuuskulmista 00 ja stebiilien
intensiteettien alueen m&ddrittelee suurin
luvallisten intensiteettien avoin vali
(Ag-»Age)s (Suurimman vakavuuskulman periaate.)

Todistus. Kirjoitetaan kaava (25a) luvallisille tasapainotiloille

{P1+A'k15'} ja {P1+ACKSJ, jossa PIl € E ja yhteenkuuluvalle liiketilallae

{uC-YC}

(A_-A")zkea_ % o0, (29b)
c c

jolloin A, > A, kun u o= UL, Ao < A, kunu o= U .

Geometrisesti IIa ilmaisee, ettd vakavuuskartion E madrittely Z:n aidon
osajoukon E" polaarikartiona E; = (E"¥, merkitsee kaavan (26') mukaan, etta

E":hen sisdltyy ei-luvallisia kuormia.

|
"
as]

IIb seuraa valittdmisti siitd, ettd jokainen E0 c

v AV

Ry we kaatuminen
R, V¢ liukuminen

Kuva 6. a) Tukipinta, b) J&hmed kitka, c) Reaalikitka, koska P1==N€EP on ET=E

Luvallista liiketilaa rajoittavat ehdot muodestavat ITa:n minimitehtévan
ehtoyhtdlst, jonka perusteella saadaan seurauslauseet:
1. Siteiden lisdaminen, toispuolisten siteiden muuttaminen kaksipuoli-

siksi, kuten kuivien saumojen korvaaminen kiinteillsd saumoilla ja kdysien
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tangoilla tai kBysien lukumB&rdn lisZ&minen, ei voi pienentsa vakavuuskul-
maa O.

2. Siteiden katkaisu tai rikkominen lipitunkemattomuusehtoa vastaan ei
vol suurentaa 0.

Vastaavasti toimivat luvallista jAnnitystilaa koskevat ehdot lauseen IIB:n
maksimitehtdvén ehtoyht&ldind, jonka perusteella saadaan seurauslause:

3. Tasapainoehtojen relaksointi, vetoj&nnitysten salliminen saumoissa,
kitkakulman suurentaminen ei voi pienentdi vakavuuskulmaa.

Lauseet 2. ja 3. ilmaisevat myds ne rajoitukset, joiden puitteissa
gériarvo on olemassa, ja niiden avulla voidaan kehitt&3 tiettyjd hybriidi-
ratkaisuja.

Dynaamista kosketusta toispuolisessa liitoksessa sanotaan maksimaaliseksi,
Jos liitoksessa vallitsee td&ydellinen dynaaminen kosketus. Vastaavien tasa-
painotilojen {Pa,Sa} kuormat Pa muodostavat stabiilien kuormien aidon osa-
Jjoukon Ea ¥ E; Ea € E. Sen vuoksi sanomme tiloja {Pa,Sa} "varmoiksi” ta-
sapainotiloiksi. Stabiilin tilan olemassaolo j&hmedn kitkan tapauksessa
todetaan seuraavan varman tasapainotilan s&3nndn mukaan:

Seurauslause I. Jos annetun kuormituksen {P}
valkuttaessa 1l16ytyy edes yksi varma tasa-
palinotila {Pa,SaL rakenne on stabiildi.

Annetun kuormituksen stabiilisuus voidaan my&skin todeta seuraavan lau-

seisiin I ja IIb perustuvan monik&sitteisyysperiaatteen avulla.

Seurauslause II. Jos annetun kuorman {P} vaikut-
taessa on olemassa kaksi luvallista tasa-
painotilaa {P,5} ja {P!S'}, joita ei vastaa
vyvhteinen luvallinen liiketila {uc,yc}, t asa-
paino on stabiili.

Stabiili tasapainotila on siis monik&sitteinen, paitsi jos. rakenne on
staattisesti mé&rdtty. Rajatasapainotila on sen sijaan tietyssd mieless3

yksikésitteinen.

Reaalisen kitkan tapaus

Luvalliset j&nnitystilat ja luvalliset liiketilat m3&ritell&&n er&in
poikkeuksin samojen ehtojen peruteella kuin j&hme&n kitkan tapauksessa.
Koska kitkanalaisessa liukumisessa saumojen epitasaisuudet leikkaantuvat,
jolloin vastaava saumasiirros on saumatason suuntainen, lapitunkematto-

muusehto (6) on
Y, =AY =0, (30)
mikd vastaa jaAhmed&n kitkan tapauksessa arvoa f = 0.

Jos saumarasitus § = snﬂ+§5, merkintid t = 5./|s,| kdyttaen, kirjoitetaan

muoctoon
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S = |s |tk-n ) (30")

voidaan kitkalaki lausua

~n oA

[E]-1F(B)| < o, (30")

jossa |F(E)| = max|t| = tgsja ¢ on voiman suuntaa t vastaava kitkakulma.
Jos reaalisen kitkan lihtékohdaksi otetaan palstisuusteoria, jokaista

saumavoimaa S tulee vastaamaan konveksi leikkausvoimak&yra §é = |Sn|$,

n ‘
joten myds reaalinen kitkakartio YT on konveksi. Leikkausvoimakdyrdn kon-
veksisuusehdot ovat

f'u>0 (30a)

(F-t k) 2 o, (30b)

jossa ﬁ on kayréan és ulosp&in suunnattu normaali pisteessd f ja £' 1luvallista
§' vastaava vektori.

Yhteenkuuluvat saumarasitukset S ja siirrokset Yy tayttdvdt seuraavat
ehdot.

Taulukko 3 Saumarasituksien ja siirrosten v&linen yhteys

Kosketus Dynaaminen Geometrinen ' tyd §-§
S

Taydellinen 5,<0; |g=]<|F(s)] y,=0; ¥ =0 0

Osittainen Sn

(kitkallinen liukuminen)[ S _<0; |§i1=1f(SSJ] y,=0; ¥ =Cu (C>0) |snﬁ;§>o

Puuttuva Sn,SS=U YnZD 0

Rasitusten todellinen tyd on siten 0, paitsi kitkallisen liukumisen tapauk-
sessa, Jjolloin

5+ = |s ¥y > 0. (31)
Muodonmuutostyd k&sittdd kitkavoimien tydn saumoissa

AD = zz|s |f+y > 0.

Tulo f'¥ riippuu pelkastaan liiketilasta {u,¥}. Koska tiloja rajoittavat
chdot masrittelevdt konveksiset joukot, voidaan t&ssdkin tapauksessa osoit-
taa, ettd luvallinen siirtymdtila ja siis mydskin kuormitussiirtym&t muodos-
tavat konveksin kartion g7, Luvalliset kuormat muodostavat konveksin kar-
tion B kuormitusavaruudessa.

Stabiilin tasapainotilan {P,S} on taulukon 1 mukaan tadytettdvd jokaisessa

luvallisessa tilassa {u",y"} ehto

zPrun < zz|s_ |Feeyr. (32)

26



Stabiilien kuormien joukko ET on kartio, koska tila {aP,aS5} té&ytt&&d ehdon
(32), jos o > 0.
Yhteenkuuluvien rajatilojen {Pc' SC} ja {uc,yc} tydyhtals (24) antaa

taasen

nv

TPy = zz[sn|fc-yc 0. (327)
Té&ma merkitsee, ettd kuormitusavaruudessa {PC} ja {uc} yleensd muodostavat
keskend&n terdvan kulman ((P_|ug) > 0). Ne ovat ortogonaaliset vain, jos

liukumista ei esiinny saumoissa, missd S # 0.
Vakavuuskartion ET karkikulmia 6T tutkitaan tarkastamalla kuorman {P'+)k'}

stabiilisuusrajoja. Rajat suunnassa k voidaan ma&ritelld kinemaattisesti

tybyhtalén (32') avulla, mik& antaa

lzplur] zzfs [P

MER = 4 ~ (33)
Lk-u Lkeu

tai staattisesti luvallisten tasapainotilojen avulla otaksumalla kartio

r,

E,’ € B.

AR&riarvoperiaatteen olemassaolo ja puitteet riippuvat konveksisuusehdosta
(30b)

S, g .
& - 2 y-y 2 g, (30c)

Isd 18]

Erikoisesti, jos Sa = Sa, voidaan ta&md kirjoittaa

A _A' A 2 ,
(SC S )YC o, (30c')
jolloin ovat voimassa kaavat

5 _Ar . = —q 2 ’
Z(PC P") u, ZZ[SC S ]Yc 0 P' € B (31a)
L(Pr-P)-Um = -1Es y" 2 0 IP"eu” = 0 u" € BT, (31b)

Né&md kaavat vastaavat silloin t8ysin kaavoja (25a-26b), joihin lauseet I,
IIa ja IIb perustuivat, joten

Lause I'. J o s annetun alkukuorman {P1f l1is &d k-
si rakenteeseen vaikuttaa 1isé&dkuorma {rk},
on rajatila{Pler ks, (PleA_k, S} yksik&sittedi-
sesti ma ratty vain siin8d8 tapauksessa,
et td kai issa kitkasaumoissa normaalira-
situkset Sn riippuvat vainmn F'1 :sta eikada ak:

s t a.
tause II'. J os vetoakestadamidttdmien kitka-

saumogjen normaalirasitukset Sn riippuvat
pelkidstédédn alkukuormasta p’ , niin silloin:
alSuuntaa k vastaava todellinen vakavuus -
kulma © on pienin kinemaattisesti m3dari-
tellyistd8 vakavuuskulmista 0. ja stabii-

in intensiteetin alueen mdadrittelee pie-
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tymien puitteissa, sitd voidaan nimitté&a

Todistus.
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Koska (PT]uT) 2 0; 2(0) = 27(); E%(0)
Lauseesta IIb seuraa ET(f) < BY(f).
E(F).

Koska yll13 esitetty teoria kdsittelee rakenteen vakavuutta pienten siir-
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{Suurimman vakavuuskulman periaate reaali-
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E(0) » B(0)<ET.

Jos kitkan alaista liukumista ei esiin-

Kivirakenteissa saumoja voidaan pit&3 vetoakestdmdtttmind laastin pienen

Koska jannitykset yleensd ovat pienid luonnonkiven

murtolujuuteen verrattuna ja rakenteissa kaytettyjen neljdkdskivien muodon-

muutokset ovat pienid verrattuna saumojen siirroksiin, niitd voidaan pitaa

jahmeind (o_=E=«).
m

Sen vuoksi lineaarinen stabiilisuusteoria on sovellet-

tavissa kivirakenteisiin ja erdin rajoituksin my8s muurattuihin tiiliraken-

teisiin.

sesti médritellyt stabiilisuusrajat

juuden) yl&rajan.

teella rajata kahdella kartiolla E& c Ec Eg.

T41151in on huomattava, ettd jahme&dn kitkan hypoteesi antaa yksikasittei-

ja vakavuuskulman (siis kuormituslaa-

Vakavuuskartiota E voidaan &&riarvoperiaatteiden perus-

Vaikkei hypoteesi todellisuu-

dessa aina toteudu, voidaan konstruktiivisin keinoin hammastuksin tai vaar-

nojen avulla varmistaa sita vastaavat olosuhteet.

tarkeata,

ettd siihen voidaan soveltaa varman

monikdsitteisyyslausetta.
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Reaalisen kitkan hypoteesin puutteena on, ett3 ss vain staattisesti maa-
rdtyissd rakenteissa antaa yleispédtevid yksikisitteisid stabiilisuusra-
Joja. Muissa tapauksissa n&ma JjB8vat ep&midrdisiksi. J&hmedn kitkan je
reaalisen kitkan stabiilisuusrajat poikkeavat toisistaan vain, Jjos raken-

teessa esiintyy kitkallista liukumista.

Sauva- ja holvirakentest

Sauva- ja tasorakenteiden vakavuusrajat mdaritetdsn valitsemalla mahdolli-
simman yksinkertainen luvallinen tasapainotila. VYksinkertaisin tila on se,
joka jokaisessa saumassa t&dytt&3 ehdot: a) Saumavoimat voidaan redusoida yh-
deksi resultantiksi R, b) R:n vaikutuspiste sijaitsee sauman tukipinnan
sisdpuolella. c¢) N S 0, d) |Q] < [N|1f], jossa N ja Q ovat sauman normaali-
voima ja leikkausvoima. T&m&n mukaan voidaan tasapainotila miaritelld pelk-
kien rakenteen sis&lld pysyvien puristusviivojen avulla. Ehto a) on yksin-
kertaisen kitkaehdon d) edellytys ja se koskee l&hinnd avaruussauvarakenteita.

Jokaiselle stabiilille kuormalle voidaan piirt33 &&retdn joukko puristus-
viivoja monikdsitteisyyslauseen IV mukaan, mutta rajakuormalle voidaan piir-
td8 vain yksi, jota vastaa m3ardtty mekanismi,

Jahme&n kitkan tapauksessa varman tasapainon olemassaoclon takaa perus-
sddntd A. Kivinen sauva- tai levyrakenne on
s t ilissa tilassa, jos annetulle kuoaor-

voidaan piirtédsd yksi puristusvii-

3 0 ~ O

a i
1 e

J n yhdistelma, joka liitoksissa pysyy

u an tukipinnan At jJa kitkakartion siség-
olella

Kiviholveissa mahdollisimman yksinkertainen luvallinen tasapainotila, joka

cC o o o

m
v
s
p

tayttd3& edelld mainitut ehdot a), b), c) ja d), on ilmeisesti sellainen, jossa
sisdiset holvivoimat voidean redusoida holvin sis3lld pysyv&n pinnan nk. pu-
ristuspinnan kalvovoimiksi. Puristuspinnan ei tarvitse yhty3 ns. kuoren kes-
kipintaan ja sen muoto riippuu kuormituksesta.

Vakaa tasapaino todetaan seuraavasti: Peruss&&nts A'. Ho lvira-

nn on stabiilissa tilassa, jos kuormi-

[al}

edes yksi holvin sis&dllig py-

o o+ x

e
s ta vasta
van pinnan kalvotila, jossa jokaisaeaessa
um a s

D < £ @

]

s s a e iintyy puristust jJaresul toi-

He

kalwvovo

<
[

a
ma pysyy sauman kitkakartion
siséd&puolella,tai on olemassa vastaavia
varmojen puristusviivojen parveja.

Stabiilin alueen ylédraja m&&rat&d&n kinemaattisesti jakamalla rakenne sa-
rananivelien ja johteiden (kuva 5b) sekd niiden yhdistelmien, liukunivelien
ja ruuviakseleiden, avulla j&hmeisiin osiin, jotka muodostavat mekanismin.

Reaalisen kitkan esiintyessd esim. laastilla saumatuissa rakenteissa ei

edelld mainittujen varman puristuspinnan olemassaolo sinZnsd takaa rakenteen
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stabiilisuutta, jos lisdksi 1l8ytyy luvallinen puristuspinta, jonka saumaresul-
tantin kaltevuus saavuttasa kitkakulman. Reaalisen kitkan vakavuuskartiota
EV ei poikkeustapauksia lukuunottamatta pystytd m&&rddmdadn ei-jédhmeiden kap-
paleiden statiikan eik& edes kimmoteorian perusteella.

Kivirakenteissa tapaus on ongelmallinen ja on aiheuttanut sortumia, kun
liukumista on esiintynyt paksuseindisten kaarien pystysaumoissa. Liukuminen
riippuu ennen kaikkea saumojen normaalivoimasta N. T&118in on turvauduttava
haarukointiin. Suurimman kuormituslaajuuden antaa j&hmedn kitkan teoria.
Kuormituslaajuuden alarajan antavat sellaiset puristusviivat ja pinnat, jois-

sa saumojen normaalivoimat ovat pienimm&t. Alarajan md&ritys on kuitenkin

hankala.
a)
_ johde soumassa 2-2'(A0) 4 nivel pisteessd (2') (As0)
08 E 7
# |
z - o 1sc o2, 2
* oz 3 S
w =) E / s
= = | - v qw
- |2 Fossee o 4
06 F 7 1 2 e ‘r b)
3 j’ Emin E
05 . 1s
5? =0 ]
04 = 'n" TV T T T |'|':|'|'-‘—‘r
El A / N10
’?:f /z' //
0,3 =
by //
7 s rary
0,2 j /
7 /7
7
0 fF /
7 |
: 05 115’3 15 1
“‘i““
o Ny, |
o
oty
-0,2 'y
N“\\
LE]
= ivel t (1)(2) i i
m’:unx::l e;;?sst:ess(ﬁ ) i mivelet pisteissa (1(2)(T)(2)
Kuva 7. Levyrakenteen stabiilin Kuva 8. Kaaren rajatilat ja me-
sektorin ET rajaaminen reaa- kanismit.

lin kitkan tapauksessa.
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Kuvassa 7 on esitetty levyrakenteen stabiilisuussektorin ET ylédraja seka
vastaavat kulmat Ie'max kitkakertoimen f = tg¢ funktiona, kulman maksimi-
lauseen perusteella puristusviivaa k8ytt&en. T&tA ratkaisua vastaa jahmean
kitkan mekanismi (E = (E*¥°, Pienints normaalivoimaa N vastaa kuormituslaa-

Jjuuden alaraja |O|. Reaalista kirkaa vastaavan sektorin .ET rajasédteet

min®
c . T - oy ol r . .
sijaitsevat E ja Emin rajasdteiden vd@lissd. 0O :n tarkkaa arvoa ei voida
maadrata.

Kaarissa m&drda saumojen normaalivoiman kaarivoima H saumojen leikkaus-
voimien @ riippuessa p&8asiassa kuormista P. T&118in riitt&3 stabiilisuuden
L)

min
on varma, koska t3118in saumaresultantilla my8s on suurin kaltevuus. Suurin-

toteamiseksi, ettd pienintd kaarivoimaa Hmin vastaava puristuviiva K'(H

ta ja pienintd kaarivoimaa vastaavilla puristusviivoilla Kmin Jja Kmax on
tédrked merkitys kaaren tukien mitoituksessa. Niiden mdaritys tapahtuu joh-
dannossa esitettyjen tehtdvien e ja f mukaisesti (kuva 2). Puristusviivat
Kmin max

Luonnollista on, ettd mitd ohutseindisempi rakenne on sitd pienemmdksi muo-
dostuu rakenteen sis&lld pysyvien ei-luvallisten puristuspintojen joukko ja
sitd pienemmdksi muodostuvat luvallisten puristusviivojen ja -pintojen kal-
tevuudet saumapinnoissa. Kun rakenne on riittdvin ohutseindinen, tulee kaik-
kien puristuspintojen kaltevuus alittamaan saumojen kitkakulmat. T&118in
liukuminen on estetty ja s&&nndistd A seuraa ohutseindisten kivirakenteiden
staattinen perussdantd.

indisessé&d8 kiviraken-

w
o

Perussddntd B. J os o hu t

teessa annettua ku ma a a s

.
3

a ainak
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kaltevuus saumoissa saavuttaa tai vy
td8d8 kitkakulman, rakenne on stabiilidi

On huomattava, ettd mik&li s&&nntn B mukaisesti liukuminen on estynyt,
kaikki j&hme&&n kitkaan perustuvan teorian lauseet ja rakenteen stabiilisuus-
ja siirtymdkartiota koskevat sZanndét ovat muuttumattomina voimassa.

Tall6in mahdollisista mekanismeista on poistettava johteet, liukunivelet
ja ruuviakselit, ja liiketila E voidaan rajoittaa pelkkiin nivelmekanismeihin,
jolloin lauseen IIa mukaan pé&tee:

Perussdadntd C. Vakavuuskartion C m&d8rittaasa

laajimman pelkkien nivelmekanismien gene-

roiman 11iikekartion Eé polaarikartio EP=(E;)D.

Annetun rakenteen kuormituslaajuus © voidaan m3&r&td staattisesti puris-
tusviivaa kdyttden tai kinemaattisesti (kuva 8). P&invastoin voidaan kaarien
ja holvien ja niiden tukirakenteiden mitoitus suorittaa peruss&anntn B no-

jalla.

o X W o o
-
<
|

Jja K vastaavat kaaritukien siirtymistd sis&&np&din ja ulospdin (kuva 8.
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Kaarien ja pilareiden vahvuus d minimoitiin &&rimmdisid kuormitustapauk-
sia vastaavien varmojen ja optimaalisesti valittujen puristusviivojen avulla
(kuva 10).

Nykyajan teknillisestd kirjallisuudesta l8ytyy vain joitakin jadnteita
perussdannén kaytdstd. Erdiss&d normeissa /4/ on maininta, ettd suurimpia
muurattuja kaaria on laskettava kimmoteorian mukaan. Pienempid perinteisié
kaaria ja holveja voidaan kasitelld nk. puristusviivamenetelmin /5/ avulla,
jossa omanpainon g ja liikkuvan kuorman p seuraaville yhdistelmille m&ar&taén
puristusviivat (kuva>11):

a) Puristusviiva kuormalle g+p/2, joka valitaan kaaren akseliksi.

b) Puristusviivan kuormalle g+p keskiviivan kantapisteiden ja lakipisteen
kautta.

c) Samalle kuormalle puristusviivat Kmin Ja Kpax kannan ja tuen vastak-
kaisten syddnpisteiden kautta.

g) Puristusviiva kuormalle g t toispuolinen p.

B

LS
0358-3
<7 R
25339
1 B
AN
S

AN
~
AN
N

U2mr‘nm-_--

Kuva 9. Kaaren vakavuussektorin E ma&ritys (a & b) puristusviivan
avulla. (a & c) tarkistus kinemaattisen ketjun avulla.

(d) E:n m&dritys E_:n avulla.
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Kuva 10. Holvin mitoitus puristus-
viivamenetelmdn mukaan.

Jos kaaren paksuus on sellainen, ettd ylld mainittujen puristusviivojen
epdkeskeisyys e £ d4/2 ja puristusjannitykset, otaksumalla lineaarinen jakau-
tuma, eivdt ylitd sallittuja puristusj@nnityksi&, rakenteen katsotaan olevan
stabiili.

N&m& ohjeet ovat perussd&nndn mukaisia paitsi, ettd maksimi epdkeskeisyys
on rajoitettu e = d/3 peruss83nndn edellyttdmdn arvon d/2 asemesta, miké
voidaan pitd3 erd&nlaisena varmuutena. Heyman /2/, joka on tutkinut asiaa
perusteellisesti, katsoo, ettdkivirakenteissa voitaisiin sallia epdkeskeisyys

s%_

Holveissa voidaan yleensd katsoa liukumisen keskipinnan suunnassa olevan
estetty, joten perussdd@ntéd voidaan soveltaa holveihin kuten kaariin. Staat-
tiset menetelmidt k3sittdvdt holvin jaon joko yksinkertaisiin (kuva 11a) tai
kaksinkertaisiin ristikkdisiin kaarisuikaleisiin (kuva 11 b). N&m& menetel-
mat vastaavat luonteeltaan taysin laattojen plastisuusteorian nk. suikale-
menetelmdd, jossa laatta jaetaan risteileviin palkkeihin.

Kinemaattisessa menetelmé&ssd voidaan kdyttdd samoja sarananivelmekanisme-
ja kuin terdsbetonikuorien plastisuusteoriassa. Ratkaisu muodostuu kuiten-
kin huomattavasti yksinkertaisemmaksi liikekartion Z ja vakavuuskartion g°
polaarisuuden johdosta, jolloin kinemaattisesti m&&rdtyn E pyramidin vaippa-
tasojen normaalit muodostavat B-pyramidin s&rmdt (kuva 6). Sarananivelme-
kanismeissa osien absoluuttiset kiertoakselit [vo] [po] ja keskin&iset kier-
toakselit [vp] tayttdvdt kolmen kiertoakselin peruss&&nnén, jonka mukaan ne
leikkaavat toisensa samassa pisteessé (vu) ja sijaitsevat samassa tasossa
7 (kuva 12a).

Yhdensuuntaisten kuormien vakavuuskartion m&&ritys mucdostuu erikoisen

yksinkertaiseksi. Kaaressa keskimmdisen kaariosan (2) O-napa (02) toimii
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9/2

9/2

Kuva 11. Puristusviivan k3yttd holveissa. al), b) Jako puristusviivaparviin.
c) PyBirdhdyskuoren kalvoratkaisu puristusviivan avulla. Osalla
0B puristusviiva pakotetaan NJ voimien avulla yhtymé&an keskivii-
vaan. 0Osalla AB on N3 = O.
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Kuva 12. a), b) Pydr&hdyssymmetrisen holvin mekanismi. «¢) Hybriidimeka-
nismi. Laessa O-akseleiden sisdpuolisissa murtoviivoissa Y <0,

tukena, jolloin kaaren pystysiirtymit vastaavat p&istddn ja navassa (02) tuet-
tua nivelpalkkia. T&ysin vastaavasti holvissa liikkuvien osien O-akselit
vastaavat laatan tukisuoria, joten kuoren taipuma voidaan palauttaa vastaa-
vasti tuetun laatan taipumaksi ja voidaan siihen soveltaa samoja mydtdvii-
vakuviota (13c). Taipuman suunta on nyt kuitenkin kuvion mé&r&démd. Liik-
kuvien tukien sijainti riippuu myds murtoviivakuviosta (akselista [vul).
Tall6in on stabiilisuusrajoja m&3r&dttédessd suljettava pois sellaiset kuviot,
joissa kaikki kuormat suorittavat negatiivista ty6téd. Jos kuori voidaan
osiltaan levittdd tasoksi, voidaan laatta-analogia yleensd toteuttaa rikko-
matta ldpitunkemattomuus ehtoa vastaan. Muissa tapauksissa voidaan kuiten-

kin poistamalla ainetta saumoissa ts. rikkomalla em. ehtoa vastaan p&astd
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yksinkertaisiin tasorakenteita vastaaviin mekanismeihin. N&in saadut hyb-
riidiratkaisut saattavat antaa kinemaattista peruss&ant8d suppeamman vaka-

vuuskartion E' < B°,

Kaaren arvoitus

Palataksemme johdannossa mainittuun Hooken arvoitukseen toteamme, etta
kdysikulmion k&antds&&ntd el sellaisenaan takaa kaaren vakaan tasapainon ole-
massaoloa. Vakaa tasapaino toteutuu, jos on olemassa edes yksi seuraavia
ehtoja tédyttavad puristusviiva:

i) pysyy kaaren sis&puolella
ii) joka saumassa vallitsee puristus
iii) kosketus on tdydellinen, saumapinta &&rellinen.

Tdysin taipuisa, kuormitettu kdysi tai ketju tayttdd ehdon i). Siind val-
litsee pelkkd veto, joten johdannon k&adnt&sd&nndn c¢) mukaan ehto ii) tulee
tadytetyksi. Vakaan tasapainon varmistaa kuitenkin vasta ehdon iii} mukai-
nen %8rellisten saumapintojen toteuttama t&ydellinen kosketus.

Staattinen perussidntd, jonka mukaan tasapainon mahdollisuus takaa vakaan
tasapainon olemassaolon, antaa suunnittelijalle arvaamattomia mahdollisuuk-
sia. Jos ripustetaan kdysiin, verkkoihin tai kslvoihin kuormia siten, ettad
kaikkialla vaikuttaa veto, niin vastaava kdannetty rakenne, joka koostuu ve-

tcakestdmattismasti yhdistetyistd kivistd, seisooc vakaana samojen kuormi-

tusten alaisena ilman, ettd yksik&&n kivi siitd irtoaa.

Tamidn rakennusten suunnittelulle avaaman mahdollisuuden oivalsi ensim-
madisend espanjalainen arkkitehti Antonio Gaudi (1852-1326). Gaudi oli toi-
mintansa aikana omaksunut syv&llisen statiikan ja muuraustekniikan tuntemuk-
sen. Han perusti tiilikuorien suunnittelun painoilla kuormitettujen, ri-
pustettujen verkkojan ja kalvojen pienoismallikokeisiin (kuva 3). T&llad kei-
nolla h&dn yhdelld iskulla loi aivan uusia muotoja kaari- ja pilarirakenteita
sekd tiiliholveja varten. H&nen vaikibuksensa vuosisatamme kuorirakennetek-
niikan kehitykseen onkin ollut merkittdv&. Voimien toispuolisuus kiviraken-
teiden saumoissa rajoittaa tuntuvasti stabiilien tilojen joukkoa, Jotka voi-
daan kuvata varmojen, rakenteen sis&lld pysyvien perustusviivojen avulla.
Suunnittelussa voidaan pdinvastoin pakottaa rakenteen muodot seuraamaan annet-
tua puristusviivayhdistelm&&. T&ll6in rakenteen painot mitoitetaan suoraan
johdannon kdysikulmions&&nndn b) mukaan. Sen vuoksi muodon ja kantavien voi-
mien yhteys ja vuorovaikutus ilmenee t&ydellisimmin kivirakenteissa. Mono-
liittisissa rakenteissa tamd yhteys joko puuttuu tai se on niin monimutkainen,
ettei silm3 sitd hahmota (kerroskeh&t, ristikot). Muodon mukautuminen voiman
kulkuun vBhent&3 mydskin materisalirasituksia. Sen vuoksi kiviholveissa ei
esiinny monoliittisille kucrille ominaisia reunah&iridita.

Kivirakenteiden edelld selostetun suunnittelun samoin kuin vakavuuden maa-
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Kuva 13. Gaudin kdysikulmion kd&ntdsd&ntodn perustuvat pienocismallit. a)
kuormitettu verkko. b) Kuormitettu kirkon kalvomalli .

rityksen yksinkertaisuus perustuu stabiilin tilan monik&sitteisyyteen. "Pu-
ristusviiva voidaan vetdd mielivaltaisesti”, lausui Gaudi 1898. Vastaava
menettely monoliittisessa, kimmoisessa rakenteessa ei kimmoisen ratkaisun yk-
sikédsitteisyyden takia olisi mielekds.

Vakavuuden md3drityksen yksinkertaisuus ja siihen liittyvé& suoranainen mi-
toitus selittdd mydskin, miten entisajan rohkeita kivirakenteita on voitu
pystyttdd ilman laskelmia jo kauan ennen k8ysikulmion keksimistd. Kokeneet
muurarit tasapainottivat ty6n edistyessd muurausmassoja vakavuuskartion
konveksisuusominaisuuksia hyv&ksik3ytt&en, varoen kuormituksen l&hestymista
kartion vaippaa ennakoivaa saumojen aukenemista ja rakenteen huojumista.

Stabiilin alueen kartiomaisuudesta seuraa, ettd painojen lisddminen siis
muuraaminen on aina turvallisempaa kuin painon poisto eli purkaminen. Sii-
hen perustuu myds kivirakenteissa usein havaittava lujuusmitoituksen vastai-

nen painomassojen korkea sijainti.
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MERKINNAT

vektori fysikaalisessa avaruudessa R3

, {A} = {A1...An} vektori abstraktisessa avaruudessa (kuormitusavaruudessa V

mahdollisten kuormien kartio

stabiilien kuormien kartio (j&hmed kitka)

3

stabiilien kuormien kartio (reaalikitka)

rakenteeseen vaikuttava tunnettu kuormitus

-

, M = Irx§ kappaleeseen v vaikuttava momentti liitoksessa vu

.

= R = stukappaleeseen v vaikuttava resultantti liitoksessa vu
S kappaleeseen v vaikuttava liitosvoima liitoksessa vu

liitoksen paikallisia liikerajoituksia kuvaava karliu

< X 0 W =E D M M D > >
~
o>

liitoksen paikallisia voimarajoituksia kuvaava kartio

rakenteen liikerajoituksia (kuormitussiirtymid) kuvaava kartio
kaarivoima

kappaleen v sauman (vu) ulospdin suunnattu paikallinen normaali
kappaleen v sauman (vu) ulospdin suunnattu keskipinnan normaali

paikkavektori

H>H> 3> 3> I
<

liitospinnan (vu) pisteen paikkavektori

<

siirtymd, kuormituspisteiden siirtymé&t

—

-
o B =]

—

kappaleeseen u jayk&sti kiinnitetyn pisteen ;v siirtymé

<

= aﬁ(U] kappaleen u translaatio

-~ T T

vuv N vu~vv kappaleiden u ja v keskin&inen translaatio
= Yo - uu(rv)~uv(rv) siirros liitoksessa (vp)
kuormitusintensiteetti

-

~> <>

kappaleen v kiertyméa

<

£>
It

muv = ¢u—¢v kappaleiden u ja v keskindinen rotaatio

€ ©>>» X < «>CHC
-

Alaindeksit Y1l&indeksit

o rajatila * polaarisuure
n normaalikomponentti sisus

s sauman tangentiaalikomponentti
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