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YHTEENVETO: Kirjoituksessa pyritd&n antamaan ainoastaan johdanto satunnais-
vdrdhtelyjen teoriaan ja sen soveltamiseen. Homogeenisia stationaarisia
prosesseja ké&sitelldadn hieman perusteellisemmin, silld niill& on suurin mer-
kitys k8ytannodsséa.

YLEISTA

Varahtelyjd tutkittaessa kdytetddn tavallisesti determinististd analyysia,
jolloin oletetaan rakenteen staattisten ja dynaamisten ominaisuuksien samoin
kuin ulkoisten kuormitusten noudattavan t&sméllisesti formuloitavissa olevia
funktiomuotoja.

Deterministiselle prosessille on tyypillist&, ett& samanlainen koe antaa
mittatarkkuuden rajoissa aina saman tuloksen. Jos tulokset jatkuvasti eroa-
vat merkittdvésti toisistaan sanotaan prosessin olevan luonteeltaan satun-
naisen eli stokastisen, eli se on ns. random-prosessi. Satunnaisuuden aste
voi tietenkin vaihdella eri prosesseilla. Stokastisuutta aiheuttavia ominai-
suuksia voi olla sekd@ rakenteessa itsess&dn ettd kuormituksessa. Usein kuor-
mituksen stokastisuus on ratkaiseva, jolloin itse rakennetta voidaan pitaa
deterministisend. Tavallisin stokastinen kuormitus on tuulikuorma, maanja-
ristys, liikennetédrind tai epdsa&nndllinen lampttilan vaihtelu.

Insinddrin ratkaistavaksi tuleva stokastinen probleema kuuluu johonkin
seuraavasta kolmesta ryhmasté:

1. Olosuhteiden mittaaminen,

2. Tdllaisissa olosuhteissa toimivaksi tarkoitetun rakenteen suunnittelu,
3. Olemassa olevan rakenteen toimivuuden testaus. )
On selv@3, ettd stokastisen prosessin kdyttaytymista tutkittaessa tarvitaan

enemman havaintoja kuin deterministisestd prosessista kyseen ollen.

STOKASTISTA ANALYYSIA

Olkoon X(t) stokastinen prosessi ja xi(t] erds sen ndytefunktio eli tulos

i:nness&d kokeessa. Ajatellaan suoritetuksi n koetta, jotka esitetdin seuraa-



vasti (kuva 1). T&116in voidaan maari-

telld seuraavat keskiaryot:

Aikakeskiarvo v3&lilla T2>t>T1 i:nnesséa
kokeessa
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Kuva 1. Ryhmd saman stokastisen i=1 (2)
prosessin eri realisaa- o1
tioita. [4) m, (t) Lim E,[X(E)]
Jos todenndkdisyystiheysfunktiot
p(x,t) ja p(x1, t1; Xo» t2) (3)

tunnetaan saadaan odotusarvo eli keskiarvo

+ o

E[x(t)] = [ xp(x,t)dx . (4)

- 0o

autokorrelaatiofunktio
¢xx(t1‘ t2) = E[x1(t1) x2(t2)]

+00+00
= J Ix1x2p(x1, tys x5, t2)dx1dx2 (5)

—-Q-a

sekd autokovarianssifunktio

Voot

wx (tqr t) = Ellx (v - mx1(t1)][x2(t2) - mx1[t2)]}- (6)
Purkamalla j&lkimm&isen oikea puoli saadaan

(ty, ty) = ¢, (t,, t) - m (t,dIm (t)). (7)

lpxx 1 "2 ] 2

HOMOGEENISUUS JA STATIONAARISUUS

Stokastisen prosessin sanotaan olevan (heikosti) homogeeninen, jos ajan

18httkohta on merkitykigtﬁn eli

p(x1, t1] = p(x1, ty + a],p(x1, tys X5 t21 = p(x1, ty o+ a; Xo» t2 + al.

Jos erikoisesti a =-t1,keskiarvo on ajasta riippumaton, ja autokorrelaatio

sekd autokovarianssi riippuvat vain aikaerosta T = t2 - t1. Merkitddn sil-
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loin seuraavasti (ks. (4), (5) ja (8)):

mx(t] =m
¢xx(t1’ t1 + 1] = Rxx(Tl (8)
wxx(t1' t,I + 1) = Fxx(rl.

Yht&ldstd (7) seuraa t&116in

_ _ 2
FXX(T) = Rxx(Tl m (9)

Stationaarisuus taas tarkoittaa, ettd olosuhteissa ei tapahdu muutoksia.
Prosessin alkamisesta on kulunut niin pitk3d aika, ett3d siit3d aiheutuneet
h8iridt ovat hdipyneet. Kuvassa 2 n3hd33n kaksi esimerkkis, joista a) on
stationaarinen ja bl epdstationaarinen.

a) b)

v“ Xo ]

Kuva 2. Stokastisten prosessien realisaatioita. Tuulen nopeus (a) on sta-
tionaarinen ja maanjéristyksen aikainen maanpinnan kiihtyvyys (b)
epdstationaarinen prosessi. [1]

ERGODISUUS

Prosessin sanotaan olevan keskiarvon suhteen ergodinen, jos todennikdi-

syydelld 1 aikakeskiarvo on sama kuin ryhmikeskiarvo eli

P{<x(t)> = mx(t)} = 1, (10)

On selvad, ettd keskiarvon mx(tl = m, on oltava t4l1ldin ajasta riippumaton.

Prosessi on korrelaation suhteen ergodinen, jos péatee:
Pl<x(t)x(t + t}> = Rxx(Tl} = 1. (11)
Prosessin ergodisuudesta on se etu, ettd riitt33 tarkastella yht3 nadytefunk-
tiota keskiarvon ja joko korrelaatiofunktion tai autokovarianssifunktion m&i-

rittémiseksi. Kaksi ndistd riittd4 karakterisoimaan prosessia, joka noudat-

taa Gaussin todenndkdisyysjakautumaa.
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SPEKTRAALITIHEYS ELI TEHOSPEKTRI

Spektraalitiheysfunktio Sxx(w] saadaan autokovarianssin Fourier-muunnokse-

na

I\)I-—\
E

Sxx(w) =

P —iwt
e
-i

FXX(T)dT.

Edelleen seuraa kdadnteisesti

L)

(12)

I (0 =_°J° S, (e du. (13)
Koska FXX(T] = Fxx(—T), voidaan integraalit esitt&d myGs seuraavasti:

1 [+
S (W) = érxx(r)coszdT, (14)
T, (1) =2 ngx(w)coszdT. (15)

Kuvassa 3 n&dhdd&n muutamia tyypillisid vardhtelyjad ja niitd vastaavat RXX(T)

ja Sxx[w]-Funktiot.

Yksinkertaisuuden vuoksi on ndissd@ koordinaatisto valit-

tu niin, ettd aikakeskiarvo on nolla, jolloin FXX(T] = RXX(T).
]
X Ry (x) Sy,w)
%% Rirel) T&-bﬂ\
e
—_— -
t L3 e
Epdsddannéllinen Vahdinen riippu- | Leveinauhainen
vérdhtely vuus ldheisisti spektri
- | arvoista
Vallitseva kulma- | Selvd riippuvuus | Kapeanauhainen
nopeus erotetta- | ldheisistd ar- spektri
vissa voista
Useampia vallitseyia kulmanopeuksia | Monihuippuinen
. spektri

Kuva 3.
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Stokastisten prosessien
spektritiheyden avulla.

karakterisointi autokorrelaatiofunktion tai
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NELIOBLLINEN KESKIARVO

Ergodisen prosessin nelilliselle keskiarvolle saadaan (ks. (5), (8] ja
(9)) :

x(£)%> = E(x(£1°] = R (01 = mZ e (0) =m? + f5(wlde (16)

Spektritiheys ilmaisee w:n funktiona, kuinka suuri osa nelitllisestd keskiar-
vosta tai siihen verrannollisesta tehosta on perdisin tietyn taajuisesta va-

rédhtelystéd. Siitd johtuu nimi tehospektri.
SATUNNAISPROSESSIN DERIVAATTA JA INTEGRAALI SEKA KONVERGENSSI NELION -
KESKIARVON MIELESSA

Jos on olemassa sellainen satunnaisprosessi X'(t), ettd kiintedlld t:n

arvolla

lime [ X' (t)]%1 =0 (17)

(Xt + h) - X(t)
h>0 h

eli

X(t + h) - X(t)

DX(t) = X'(t) = l.i.m, R

h-+0

(18)

niin sanotaan prosessin X(t) olevan derivoituvan nelidn keskiarvon mieless&
(l.i.m.) pisteessd t. Satunnaisprosessin integraalin t&smdllinen ma3rittely
sivuutetaan tdssd. Erona deterministiseen m&&rittelyyn on se, ettd tavalli-
sen raja-arvon lim tilalle tulee raja-arvo nelidllisen keskiarvon mielessé&
eli l.i.m..

Odotusarvo-operaattori E kommutoi derivaattaoperaattorin D ja integraa-
lioperaattorin D_1 kanssa. Todistus perustuu siihen, ettd operaattorin 1lim
tilalle tulee 1l.i.m..

STOKASTISEN DIFFERENTIAALIYHTALOUN RATKAISEMISESTA

Dlkoon meilld Y(t):n lineaarinen differentiaaliyht&ld, jonka kertoimet
ovat deterministiset ja kuormitustermi X(tl stokastinen. Differentiaaliyh-

t&818 voidaan esitt&3 operaattorin

n

- : -9
L(Dk) = anDk , Jossa Dk = Btk , (19}

n~M3

i=0
avulla seuraavasti:

L(Dk)Y(tk) = X(tk). (20)
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Keskiarvon m (t) ma&ritt&minen: ottamalla yht&ldn (20] odotusarvo E saadaan,
koska EL = LE, yht&ls

L(Dk)my(tk] = mx(tk]- (21)

josta keskiarvo m_(t) voidaan tarvittaessa maaritt33.
Autokovarianssifunktion wyy(tj, tzl madrittdminen: V3hennetddn yhtdls
(21) yht&ldsta (20):

L(Dk][Y(tkl - my(tk)] = X(tkl - mx(tk]. (22)

Valitaan ensin k = 2 ja kerrotaan (22) lausekkeella X(t11 - mx[t1] sekd ote-

taan odotusarvo. Koska E ja L kommutoivat, saadaan yht&18n (6) avulla

L(DZ)E{[X(t1) - mx(t1]][Y(t21 - my(tz]]} = Uty t2]. (23)

Sen jdlkeen valitaan k = 1 ja kerrotaan (22) lausekkeella Y(t2) - my(tz) se-

ké& otetaan odotusarvo. Tulos on

L(D1]wyy(t1, t21 = E{[X(t1l - mx[tjll [Y(t2) - my(tzll}- (24)

Yht&16istd (23) ja (24) saadaan ratkaistuksi

L[DZ)L(D1)wyy(t t,) =y, (t t,1. (25)

17 72 xx 717 "2

Vastaava yht&ld, jossa ¢ on Y:n tilalla, saadaan autokorrelaatiofunktioille.
Ratkaisu heikosti homogeeniselle stationaariselle prosessille: Jos keskiar-

vot ovat ajasta riippumattomia, seuraa yhtdldstd (21)

m = %— LIV (26)
y 0

Yhtdldé (25) voidaan kirjoittaa muotoon

L(DZJL(D1]Fyy(t2 - t1) = Fxx(tz - t1].

Jos merkit8an 1 = t2 - t1 ja D = BT , havaitaan, ettd
L(Dz) = L(D),mutta L(D1) = L(-D).

T8116in ndhddan, ettd yht&ld (25) kuuluu nyt seuraavasti:

L(DIL(-D)T_ (1) = T__(1). (27)
vy XX

Té&méan yht&l16n ratkaiseminen kdy parhaiten yht&l1dn (12) md&rittelem&n Fourier-
muunnoksen avulla. Osittaisintegroinnilla voi todeta, ettd yht&ldssd (27)

tulee D:n paikalle iw ja T:n paikalle tulee tietenkin S. Tulos on seuraava:

L(iw)L(-im)Syy(w) = Sxx(w). (28)

Koska L(iw) ja L(-iw) ovat toistensa konjugaatit, on niiden tulo yhtd kuin

itseisarvon nelid eli
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1

Lliw)L(-iw) = |L(iw]|2 = — . (29)
|[H(wl |
Funktiota H(w) kutsutaan systeemin siirtofunktioksi ja funktiota |H(wl|2
kutsutaan systeemifunktioksi.
Lopputulokseksi saadaan yksinkertainen kaava
_ 2
Syy[w) = |H(w)] S,y (0l (30)

tehospektrien vdlille. Vertaamalla yht&18it& (20) ja (30) n3hd&dn, miki etu
saavutetaan, kun aikamuuttujan differentiaaliyht&l8n sijasta saadaan kulma-
nopeuden funktiona algebrallinen yht&ls.

Autokovarianssifunktio Fyy[ml saadaan kd&nteiselld Fourier-muunnoksella

kaavaa (13) vastaavalla tavalla:

+

. +co - .
P () = 8 wletTdw = f [H) %5, (w)e'Tdu. (31)

- 0o

Taman integraalin laskeminen analyyttisesti on usein eritt#in vaikeaa ellei
suorastaan mahdotonta. Siit3d syystd joudutaan turvautumaan numeerisiin me-
netelmiin (ks. [4]).

Epdstationaarisen prosessin ratkaisusta: Ajatellaan aluksi yht&ldn (20)
hdiridtermin olevan Diracin deltafunktion eli yksikk&h&irisn X(t) = &(t - 7).
T&lldin vaste Y(t) = h(t - 1) on vaikutusfunktio eli Greenin funktio. Kysei-

sen Greenin funktion avulla saadaan sitten yht&1dn (20} yksityisratkaisu

+00
Yo(t) = f h(1)X(t - TldT. (32)
Yht&l6n (20) yleinen ratkaisu on deterministinen ja muotoa U(t) = I CiYi(t)

Jos Cftovat alkuehdoista riippuvia deterministisia vakioita. T&ydellinen
ratkaisu on yleisen ratkaisun U(t) ja yksityisratkaisun YG(t] summa.
Funktioiden H(w) ja h(t) v&1ill3 vallitsee yhteys

+ 00

Hlw) = [ hit)e 19%g¢,
- (33)
17 iwt

hit) = 5= [ H(w)e ™ do

Koska vain stokastinen osa Yo(t] kiinnostaa, jatet&&n U(t) huomioon ottamat-

ta. Ottamalla yhtdldn (32) odotusarvo saadaan

+to
mY0= {mh(Tlmx(t - tldTt. (34)
Jos mx(t - 1) = m eli vakio, seuraa (33):n avulla, kun w = 0, ettd
mYU = H(Ulmx, (26)

joka on sama kuin yht313 (26).

Autokovarianssifunktioille saadaan yhteys
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+00+

(tg, t2) = [ f hlrphlt)e, (b - 14, &

Yyy ‘ol 2

Tz]dT1 dT2. (35)

Jos prosessi X on heikosti homogeeninen, saadaan
+00+00

Fyy(T) = {w{wh(T1)h(12]Fxx(T Ty - oTyldry dr,,. (36)
Kun muodostetaan t&man Fourier-muunnos kaavan (12) mukaan,saadaan (33) avul-
la uudelleen kaava (30).

Yhtald (35) on yleistett8vissa, joten vasteen kaikki statistiset ominaisuu-
det pystyt&&n lausumaan heridtteen vastaavien ominaisuuksien avulla.

Yleisemm&n yht&16n ratkaisemisesta: Jos yht318n (20) kertoimet ovat sto-
kastisia (vakioita tai funktioita), ratkaisu vaikeutuu oleellisesti. Lahde-

kirjallisuudesta 18ytyy apua joihinkin tapauksiin (ks. [3]).

STOKASTISEN ANALYYSIN SOVELTAMISESTA

Edelld ollut esitys on varsin suppea johdanto satunnaisvdridhtelyjen teo-
riaan. Sovellutusten kannalta t&rkeimmin alueen muodostavat homogeeniset
stationaariset prosessit.

Aivan alussa mainittiin kolme teht&vdryhmds, jotka stokastisessa analyy-
sissd tulevat kysymykseen.

1. Dlosuhteiden mittaaminen: T&118in rekisterdid&&n herdte X(t) sopivan pit-
kdlld aikavalilld ja lasketaan Sxx(w].

2. Tdllaisissa olosuhteissa toimivaksi tarkoitetun rakenteen suunnittelu:
kuvan 3 perusteellakin jo havaitsee, ettd rakenne tulee suunnitella niin,
etta Sxx(m):n Jja |H(w)|2:n huiput eivdt satu ldhekkdin eli etté Syy(w) on
mahdollisimman laakea.

3. Dlemassa olevan rakenteen toimivuuden testaus: Teht&v&&n sisdltyy paitsi
herdtteen spektrin Sxx(w) laskeminen mittaustuloksista usein mybs systee-
mifunktion |H(m)|2 kokeellinen mé&drittaminen. T&118in systeemid kuormi-
tetaan herdtteelld X(t), jonka tehospektri Sxx(w) tunnetaan. Mitataan
vaste ;(t) ja lasketaan siitéa Syy(w). Kaavasta (30) saadaan sitten
[H(w) | = Syy[w]/Sxx(w].

Rakenteen vaurioitumisen kannalta satunnaisv8rdhtelyjen alaisena voidaan
erottaa kaksi erilaista mahdollisuutta:

- vaurioituminen tietyn amplitudirajan ylittyessé

- vahitellen tapahtuva vaurioituminen vésymisen seurauksena.

Ndiden teoriaan ei puututa t&ssd vaan viitataan esim. ldhteisiin [1] ja [2].
Stokastiselle analyysille on tyypillistd, ettd mittaustuloksia, joista
erilaisia suureita tulee laskea, kertyy usein erittdin runsaasti. N&in ollen
numeeriset laskut muodostavat analyysin suurit&isimm&n vaiheen. N&iden las-

kujen nopeuttamiseksi on kehitetty erilaisia laskurutiineja kuten esim.

FAST-FOURIER-TRANSFORMS rutiinit (ks. [4]).
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LOPPUSANAT

Rakenteiden luotettavuusteoria yleensd ja satunnaisvdrdhtelyjen teoria
erityisesti ovat viime vuosina kehittyneet tai paremmin sanottuna tulleet
huomatuiksi ja kdyttddn otetuiksi myds insinddritieteiden piirissd. Teoriat
eivdt suinkaan ole vield t&ydellisid vaan kaipaavat jatkuvaa kehitt3mistd ja
ennen kaikkea soveltamista. Todenndkdisyysteoreettisten laskumenetelmien
merkitys tulee tulevaisuudessa jatkuvasti kasvamaan.

Léhdeluetteloon on suomenkielisten lis&dksi valittu vain kolme muuta, silla

ndiden perusteella kiinnostunut lukija jo pystyy tunkeutumaan aiheeseen.
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