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YHTEENVETO: Artikkelissa tarkastellaan pitkdaikaisen kuormituksen vaikutusta
sandwich-rakenteeseen. Rakenteen pintakerrokset kdyttdytyvat lineaarisen
kimmoisen ja ydinkerros lineaarisen viskoelastisen aineen tavoin. Ydinker-
roksessa kaytetddn solupolystyreenid, jonka leikkausvirumiselle on maaritet-
ty kokeellisesti virumismalleja. Virumismallien avulla analysoidaan sand-
wich-palkkeja ohut- ja paksukuorisen sandwich-palkin teorian mukaan seka
ohutkuorisia sandwich-laattoja.

JOHDANTO

Sandwich-rakenne muodostuu tavallisesti kolmesta yhdess& toimivasta ker-
roksesta. Pintakerrokset ovat ohuita ja niiden lujuusominaisuudet ovat hy-
vdt. Pintakerrokset cttavat vastaan etupd&dssad kerroksen tason suuntaisia
voimia sekd suojaavat ydinkerrosta ymp&ristdn aiheuttamilta vaurioilta.
Ydinkerroksena kdytetddn tavallisimmin kevyttd solu- tai vaahtomuovia tai
kennostoa. Pintakerrosten yhteistoiminnan edellytyksend on ydinkerroksen
riittdvd jaykkyys ja lujuus leikkausvoimia vastaan. Ydinkerros estd& my®s
pintakerrosten paikallisen lommahtamisen ja toimii l1&mm&neristeena. Ydin-
ja pintakerrokset liitetasn tavallisesti yhteen liimaamalla.

Pitkdaikaisen kuorman vaikutuksen alaisena sandwich-rakenteen kayttayty-
miseen vaikuttavat rakenteen eri kerrosten ja liitoksen pitk&daikaislujuus
Jja -muodonmuutokset. Useimmat pintakerrokset voidaan olettaa kimmoisiksi.
Merkittdvdad virumista ajan mukana esiintyy muovi- ja puupohjaisissa levyisséa
Sen sijaan aika vaikuttaa suuresti kevyen muoviytimen mekaanisiin ominaisuuk-
siin. MyBs pinta- ja ydinkerroksia yhdist&van liimasauman k&yttdytymiseen
pitkdaikaisen leikkausjé&nnityksen alaisena on kiinnitett&dvad huomiota.

Artikkelissa k&sitellddn soluuntuvaa polystyreenid, jota nimitetdé&n yk-
sinkertaisesti polystyreeniksi. Solupolystyreeniytimisen sandwich-rakenteen
pitkdaikaisk&dyttadytymisen tarkastelemista varten tarvitaan viskoelastiselle
ydinkerrokselle virumismalli. Mallissa voidaan ottaa huomiocon my&s liiman
leikkausviruminen. T&116in mallista tulee kuitenkin rakennekohtainen. Eri
tyyppisid kokeellisesti madritettyj& virumismalleja kaytetddn ratkaistaessa
sandwich-rakenteita analyyttisesti tai numeerisesti. Tdssd& rajoitutaan ana-

lyyttisiin ratkaisumenetelmiin.
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POLYSTYREENI

Solupolystyreenin (EPS) kdyttdytymistd leikkausjannityksen alaisena on

tutkittu kokeellisesti kirjallisuudesta saatavien tietojen niukkuuden vuok-

si /12/. Kokeissa kdytetty polystyreeni on valmistettu suurmuotissa ja sen
tilavuuspaino on d,Z kN/m

Kuvassa 1 on esitetty joitakin wel T (MPa) Leikkaus murtokoe EPS
kokeista saatuja leikkausjannitys- =
liukuma kuvaajia. , Liukuman arvot a0 f’z;;z
vastaavat 1 min kuluttua Jjé&nnitys- N 2
tason muuttamisesta tapahtunutta 0o 4
liukumaa. Jannitystasoa on kasva- ail dﬁﬁﬁp
tettu n. 0,01 MPa:n portaissa. $¥D
Koekappaleissa merkinta VA tar- 0061
koittaa vaneripintaista koekappa-
letta, numerot 1...4 eri liima- |
laatuja sekd& numerot 20...23 koe- 004} &
kappaleen jarjestysnumeroa. Ko- -
koonpuristumisaste r ilmoittaa 003 VAL20 ng
koekappaleiden valmistuksen yh- vA221 | 13
teydessd tapahtuneen EPS-ytimen o VA322 | 56
pysyvan keskimd&rdisen kokoonpu- 001 vaizy| S8
ristumisen. P el
r = 100 4255 , (1) : o 1 2 2 5
missd € on koekappaleen EPS- Kuva 1 Solupolystyreenin t-y-kuvaajia,

ytimen keskim&&rdinen paksuus (mm).

Alkuperdinen paksuus oli 40 mm.

Lyhytaikaisessa kuormituksessa

pienilld jannityksilla leikkausjannityksen

ja liukuman v&listd suhdetta voidaan kuvata

Liukukerroin  (MN/m)
N w
(-] o
T

o
T

01 02 03 04 05 06 07 08

solujen seindmien vahvuudesta,

vuuspaino {kuva 2).

tilavuuspaino 0,2kN/m3. @©il-
moittaa vastaavan liukuman vi-
rumiskokeessa. Koekappaleen
VA2,21 virumiskoetulos puuttuu

/12/.

vakioarvolla, liukukertoimella.

vat jénnitystasolla 1= 0,0391 MPa
liukukertoimeksi G = 2,89...4,07 MN/m°.

Tilavuuspainolla

kuvan 2 mukaan saadaan liukukertoimeksi
2,55...2,90 MN/m°.

(2)

Liukukertoimen suuruus riippuu polystyrsenin
jota kuvaa tila-
0,2 kN/m

w

G =

Kuvan 1 koetulokset anta-

sekantti-

tilavuuspaino (kN/m) kuttaa voimakkaasti koekappaleen muoto,

Kuva 2 Polystyreenin liu- ja kuormitusnopeus.

kukerroin, 7=23°¢c/3/.
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rumiskokeen tulospisteistd& saadaan vastaavasti

P G = 2,64...3,87 MN/mz. Koetulosarvoihin vai-
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Rakenteessa pitkdaikaisen leikkausj&nnityksen vaikuttaessa on otettava
huomioon polystyreenin viskoelastiset ominaisuudet. Leikkausvirumisen tut-
kimiseksi on suoritettu kaksi koesarjaa. Alustavissa kokeissa tutkittiin
polystyreenin virumista ja palautumista. Kuormitusaika vaihteli v&alilla
62...102 h ja palautumisaika 1...45 h. Pitkdaikaiskokeessa leikkausmuodon-
muutosten kehittymist& seurattiin 1000 h:n ajan. J&nnitystaso molemmissa
sarjoissa oli 0,0390...0,0395 MPa koekappaleen dimensioista riippuen. T&a-
mé& on n. 30 % polystyreenin lyhytaikaisesta leikkausmurtolujuudesta tilavuus-
painon ollessa 0,2 kN/ma.

Leikkausvirumiskoe EPS

Livkuma 3 (%) , T-00391 MPa
T

viruminen, pal autuminen
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Kuva 3 Polystyreenin (0,2 kN/m3] leikkausviruminen ja palautuminen alusta-
vissa kokeissa, vaneripintaiset koekappaleet /12/.

Kuvassa 3 on esitetty alustavista kokeista vaneripintaisille koekappaleille
saatuja liukuma- ja palautumiskdyri&d. Tuloksista havaitaan valmistuksen ai-
kana tapahtuneen pysyvan kokoonpuristumisen voimakas vaikutus. Osittain rik-
koutunut solurakenne edistdd virumista ja vdhentd3 palautumista.

Kuvaan 3 on piirretty my6s Bolzmannin superpositioperiaatteen /2/ mukaan
virumiskdyristd saatavat palautumisk3yrat.

Yp(t) = Y(t) - Y[t-tz] , (3)

missd y on liukumista ja Yo palautumista kuvaava funktio sekd t aika

kuormitushetkestd l&htien ja t2 kokanaiskuormitusaika. Liukumakdyrien
vy(t) arvot ajalle t > t2 on saatu ekstrapoloimalla.
Tuloksia tarkasteltaessa havaitaan polystyreenin kd3yttdytyvan elastisen

viskoplastisen aineen tavoin. Muodonmuutoksessa on kimmoinen ja ajasta
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riippuva osa. Osa muodonmuutoksista on lisdksi palautumattomia. Nopeasti
(1 min kuluessa) tapahtuvan palautumisen havaitaan olevan vastaavaa alkuliu-
kumaa pienemmdn. Suhdetta Yro/Yo pienentdd voimakkaasti pysyv3 kokoonpuris-
tuma. Suhteelle Yro/Yo saatiin kokeissa arvoja 0,712...0,986, kun r
vaihteli v&lilld 2,3...12,1%.

Pitkéaikaiskokeéssa koekappaleita o0li nelja. Koeldmpdtilaksi muodostui
25:1,500 ja keskimd@&rdiseksi suhteelliseksi kosteudeksi 36 %. Koetulokset
on esitetty kuvassa 4.

Leikkausvirumiskoe EPS

T =00392 MPa
T =25%15°C

Liukuma (%)
C

T

iI.A'I 24| 48

10 VA125 60
VA 226l 7.1
VA227 54
54 .
arka t(h)
0.01 01 1 10 100 1000

Kuva 4 Polystyreenin (0,2 kN/m3] leikkausvirumiskuvaajat 1000 h:n kokeesta
/12/.

Rakenteiden analysointia varten polystyreenille on etsitty virumismalleja
pitk3daikaiskokeen tuloksista. Virumismallin etsiminen perustuu tietynmuotoi-
sen yht&ldn parametrien arvojen mé&rittdmiseen. Polystyreenille on sovellet-

tu seuraavia malleja.

p(t) = XU o gD (4)
T
(]
D(t) = a + b e"t (5)
log D(t) = a + b arsinh (log(%)), (6)

missd t on aika sekd a, b ja n parametreja. Malli (4) on useille aineil-
le 1lyhyilld ajanjaksoilla sovellettu potenssimuotoinen malli, ns. Findleyn

ja Khoslan malli. Malli (5) on kehittynyt 13hinn3 lineaarisen standardiai-
neen konstitutiivisen yht&18n pohjalta, ja se soveltuu hyvin rakenteiden ana
lyyttisiin tarkasteluihin. Malli (6) on P. Mikeldisen /4/ PVC-muoville ke-
hittdmd& virumismalli, joka kuvaa hyvin virumista pitemmilld ajanjaksoilla.

Parametrien arvot m&&r&t&an pienimmdn nelidsumman keinolla minimoimalla vir-
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hefunktio
v - 2
¢ =iz1(na(ti] - D(t;))° (7)

missa ﬁ(ti) on kokeellinen ja Da(ti] approksimaation antama virumisfunk-
tion arvo sekd r koetulospisteiden lukumd33r&. Mallien sopivuuden kritee-
reind koetulospistejoukon kuvaamiseen on kdytetty suhteellista keskihajontaa

ja maksimipoikkeamaa /5/,

1 r D_(t;) - ﬁ(ti) 2y1/2
S (R - B ) ] , (8)
ror=T B(t;)
0_(t,) - D(t,)
qQ = max (39)
i D(ti)

Taulukko 1 Pitk&aikaiskokeen koetuloksista laskettuja virumismallien para-
metrien arvoja

malli koekappale a 2 b n s q
mZ/MN | m“/MN

VA1,24 0,2303 0,07716| 0,1520 0,0075 0,0242
VA1,25 0,2823 0,1220 D0,1560 0,0059 0,0143

(4) VA1,26 | 0,2039 | 0,1455 | 0,1460 | 0,0076 | 0,0198
vA1,27 | 0,2305 | 0,08252| 0,1440 | 0,0056 | 0,0139
res. 0,2362 | 0,1074 | 0,1490 | 0,0056 | 0,0178

mé/MN | ME/MN 1/h

VA1, 24 0,4265 |-0,1284 |-0,0180 0,0434 0,1023
VA1.,25 0,6006 |-0,2103 |-0,0170 0,0579 0,1414

(5) VA1,26 0,5559 |-0,2255 |-0,0210 0,0673 0,1640
VA1,27 0,4275 |-0,1249 |-0,0210 0,0444 0,0973
res. 0,5028 |-0,1723 |-0,0190 0,0540 0,1277
2
log (m~/MN) h

VA1,24 | -0,4200 0,06965 69,66 0,0076 U,DZOé )
VA1,25 | -0.2810 0,08464 71,61 0,0127 0,0364

(6) VA1,26 | -0,3409 0,09894 39,449 0,0124 0,0348
VA1,27 | -0,41689 0,06751 63,10 0,0094 0,0216
res. -0,3603 0,08126 58,21 0,0101 0,0279

Taulukossa 1 on esitetty mallien (4), (5) ja (6) parametrien arvot kuvan
4 koetuloskdyrille sekd ndiden k&yrien keskiarvona saatavalla kayralle.
Mallien etsimisessd on kdytetty 50 koetulospistettAd.

Viskoelastisen aineen viruminen korkeilla jannitystasoilla tapahtuu terti-
88risend virumisena, joka johtaa virumismurtoon. Aineen murtolujuuteen vai-

kuttaa kuormitusaika ja -nopeus merkittdvadsti. Aineen sallittu ja&nnitys ra-
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kenteessa voidaan periaatteessa mé&rdtd rakenteen kdytt&idn mukaan. Samalla
tavalla on m#ardttavd myds sallittu muodonmuutos. Kuva 5 esittdd polysty-
reenin lyhytaikaista leikkausmurtolujuutta tilavuuspainon funktiona.
Sandwich-rakenteen ytimeen tulee puristus- ja vetojdnnityksid ytimen es-
tiessd kuorikerrosten lommahtamisen. Puristusjannityksi&d tulee lisdksi pin-
tapaineesta. Puristusjinnityksen vaikutusta polystyreeniin on tutkittu huo-
mattavasti veto- ja leikkausjdnnityksen vaikutusta enemmén. Tiedot puristus-

ja vetolujuusominaisuuksista on t&hdn poimittu kirjallisuudesta.

& MN/m?
tilovuuspamno
04
015 0.20kN/m
e
03
£ =016 ki
] 040 ///,,«’//
S0z} -~ A0 KN/
®»
3
H
X
=
20 mmﬁ;:f/’
a1 02 03 04 05 06 07 08 € W

tilavuuspaino (kN /erf) 10 0 n

Kuva 5 Polystyreenin %eikkausmurto- Kuva b

Polystyreenin o-e-kuvaajia
lujuus, T = 23°C /3/

(puristusjannitys).
Polystyreeni kuuluu sitkeisiin jaykkiin solumuoveihin. Puristusjénnityk-
sen lisd3ntyessd sen solurakenteessa ei tapahdu &killistd murtumista solu-

seindmien rikkoituessa, vaan puristuma

kasvaa entistd nopeammin jénnityksen
kasvaessa (kuva B).

Vetoj&nnityksen aiheuttamat muodonpmuutokset ovat vas-
taavalla jannitystasolla puristumia pienempi&. Solurakenteen murtuminen ve-
dossa tapahtuu mydtddmisen jdlkeen.

Kuvan 6 mukaan saadaan tilavuuspaino-
luokalle 0,2 kN/m

o-e-kuvaajan lineaarisesta osasta lyhytaikaiseksi pu-
ristuskimmokertoimeksi E = 5,2 MN/m2.

Vastaavaksi vetokimmokertoimeksi il-
moitetaan 7,5 MN/m /3/.
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A
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/
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/
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w 1|
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=
w
20 1 i N ; = s L
10" W’ o 1 0 0 0 0° 10°

aka {h}

Kuva 7 Polystyreenin (0,2 kN/m3] puristumia eri jannityksilla, 1-20%C /3/.
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Kuva 7 esittd3d polystyreenin puristumaa eri jénnitystasoille ajan funktio-
na tilavuuspainoluokalle 0,2 kN/m3. Pienilld j&nnitystasoilla ja lyhyilla
ajanjaksoilla (t < 10-2h) kdyttdytyminen on lineaarisen viskoelastisen ai-
neen mukaista. Pitemmilld ajanjaksoilla (t > 10-2h) kuvaajat D(t,OO] =
E(t_)/O0 eri jannitystasoilla eivat end3 yhdy. Polystyreeni on puristusjén-
nityksen suhteen epdlineaarinen viskoelastinen aine.

' Polystyreenin lyhytaikaisiksi puristusmurtolujuusarvoiksi ilmoitetaan ta-
vallisesti j&nnitys-muodonmuutoskuvaajan muodosta johtuen 5 tai 10 % puris-
tumaa vastaavat jannityksen arvot (kuva 8). Lyhytaikaiseksi vetomurtolujuu-

deksi sen sijaan ilmoitetaan todellinen vetomurtolujuus (kuva 9).

o
£
~
F 071
:c\f 0st 2o
~
= 04 2 05
v z
v 04
2 03} H
‘_." =)
§ 02} E 03
= g 02
2 o1 E
T g
01 02 03 04 05 06 07 08

tilavuuspaino (kN/e) 01 02 03 04 05 06 07 08
titavuuspaino (kN/rf)

Kuva 8 Polyst¥reenin puristuslujuus, Kuva 9 Polystyreenin vetomurto-
T = 22°% /3/ lujuus, T = 23°C /3/

SANDWICH-RAKENNE

Kerroksellisten palkki- ja laattarakenteiden kayttédytymisestd ja kerrosten
ominaisuuksista tehdddn seuraavat oletukset:
- pintakerrokset ovat lineaarisia kimmoisia
- ydinkerros on lineaarinen viskoelastinen
- taipumat ovat pienid rakenteen paksuuteen ja jannemittaan verrattuna
- ydinkerros ei ota vastaan normaalijdnnityksia

- kerrosten vdlisissd saumoissa ei tapahduiliukumista.

Ohutkuorisen sandwich-palkin teoria

Ohutkuoriselle sandwich-palkille oletetaan kuvan 10 mukainen jénnitysja-

kautuma. Siind ei ole otettu huomioon

pintakerrosten taivutusjdykkyytta.

Kuvasta 11 selvidvat sandwich-palkin

siirtymdt ja kaytetyt merkinnat. !

Palkin taipumasta syntyy kulmanmuu-

tos Y9 ja ydinkerroksen leikkausmuo-

donmuutoksesta kulmanmuutos v, Kuva 10 D%ﬁtﬁtgﬁigzggitij3k?uﬁug21
ohutku a sandwich- -
kissa
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Kuva 11 Sandwich-palkin siirtymdt /6/

Merkitsem&lld ytimessd syntyvdd kulmanmuutosta YK:lla saadaan

Y1=%=W', (10)
h ho(t )
Y T Yt Yyt wW Y, T3 T3 l D(t-t') T(t")dt’ , (11)

missd D(t) on ydinkerroksen virumisfunktio ja 1 1leikkausjannityksen aika-
derivaatta, 1T = dt/dt. Ylemm&n ja alemman pintakerroksen muodonmuutoksil-

le on voimassa

da dy, du dy,

€ T ax " fu ax € T dx ~ % dx (12)
Alkuoletuksen mukaan pintakerrosten j&nnityksille voidaan kirjoittaa lausek-

keet

o, = Eueu » 0 = EoeO 4 (13)

Kdyttdmdlld lyhennysmerkintdja ,

O -E bt , D =Ebt , D=0 +D , B_=0Da%s+0Da’ |, (14)
u u u o 0o O u (o] s u u 0 0

saadaan poikkileikkauksen jéannitysresultantit muotoon

N = J gdA = blt,o, * t,o,) = DU’

= b(tuahou + toaboo) = Bsyé = BS(Y’ - w") (15)

Q

N

o

>
1

t,
bat = ba § [ G(t") y(x,t - t')dt’ ,
(u]

Ll
a
b

1

missd b on palkin leveys ja G(t) ydinkerroksen relaksaatiofunktio. Ot-

tamalla jannitysresultanteista huomioon Taylorin kaavan mukaan kaksi ensim-
miistd termid ja j&ttdmAlla alempien kertalukujen tekijoitd merkityksettd-
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mind pois saadaan ralkkialkion (kuva 11) tasapainoehdot muotoon

dM _ _ EQ v o
Tx Q =0, dx+q+Nw 0 (16)

Kun lausekkeet (15) sijoitetaan yht&ldihin (16) saadaan <«:n ja w:n ratkai-

semiseksi yhtdldt

. NA (b
Ag J Gt )y" (x.t - t)dt’ - o J Bt )y(x,t - £7)d’ + Ny" + q* = 0 (17
[a] s o]
" A, b
Wy - R J Gt )yl t - t)dt’
S

0 .
missd on k3ytetty lyhennysmerkintaa Ag = azb/h.
Erikoistapauksena k#sitell#&n molemmistd p&ist&&n nivelellisesti tuettua
sandwich-palkkia, johon vaikuttavat Fourierin sinisarjaksi kehitetty kuorma
q Jja N,

aGGt) = H(E) ¥ qp sin X, N(E) = N_H(E) (18)
141

missd H(t) on Heavisiden funktio. P&ist3ddn nivelellisesti tuetun ochutkuo-

risen sandwich-palkin reunaehdot ovat

wix,t) = 0 ja y'(x,t) - w'(x,t) = 0, kun x =0, 1. (19)
Taipumalle ja kulmanmuutokselle voidaan muodostaa reunaehdot toteuttavat
lausekkeet
@ . oo .
wix, t) = S(t)sin 22, yix,t) = ] ¢, (t)cos ZIX (20)
by 4 I iz 2t I

Sijoittamalla ndmd& yht&ldihin (17) ja vaatimalla yht&l6t toteutuviksi erik-
seen jokaisella 1i:n arvolla saadaan T ja ¢1i:n ratkaisemiseksi yh-
tdls6t

. .2
1 1
ty (1) Bg (T) B,
Ay I Bt gy (k- t7)dt” + —2 B N g . (£) - —2 S H(t) = O
i in (21)
o (1;] 85+No PTJ Bs*No
.3
im
) T 8, . q;Ht)
L2 Tz $24 ir 2 1n2
SRR CONICORERIN

b1 ratkeaa analyyttisesti edellisestd yht&dl6std esimerkiksi Laplace-muun-
noksen avulla ja ¢4 t&mdn jdlkeen jalkimmdisestd yhtdldstd. T&lldin re-
laksaatiofunktion on oltava Laplace-muunnettavissa. Yleisemmin ratkaisuja
voidaan etsi& soveltamalla yhtd&l6ryhmd@édn numeerisia ratkaisumenetelmid.

Jos palkkia kuormittaa ainocastaan kerrosten tasoa vastaan kohtisuora kuor-
ma, kulmanmuutos <y saadaan ratkaistuksi suoraan lausekkeesta (11) sovel-
tamalla siihen leikkausvoiman ja -jannityksen valistd& yhteyttd (15). Taipu-
maviiva ratkeaa kulmanmuutoksen ja momentin avulla yht&18std@ (15) integroi-

malla ja ottamalla huomioon reunaehdot.
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t Py
Y(x,t) = -A1— I D(t-t*) Q(t’)dt’
Ka (22)
_ Mix,t)

8
5

w"(x,t) = Y'(x,t)

Kuvan 12 mukaisen sandwich-palkin maksimitaipumalle saadaan lauseke

— vaneri -9 mm
"EPS(PZOI-ZWmm

i Pl

[& VAVAVAVAVAY W\/\/\/\/V\z;:\]_ﬂ

P —— E———

A- A

i !

; | 8

= :'
Kuva, 12

_ 1 2 _ 2 D(t)

w(l/2,t) = P 1, [74Ts @% - o)) - B ] (23)

Kuvassa 13 on esitetty t&mdn lausekkeen mukaisesti taipuman &3riarvoja

kuvan 4 mukaan kdyttden virumismallia (4). Pistekuorma P on 3,04 kN, ja

MU ke &

aika t (h)

+— U

(L] 01 1 10 100 1000

Kuva 13 Kuvan 12 mukaisen sandwich-palkin maksimitaipumia
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pintakerrosten kimmokertoimille on k&ytetty arvoja E, *© 8022 P’IN/m2 ja
E, = 8728 MN/mz. Kuvassa 13 on esitetty myds tutkimuksen /11/ yhteydesséd

saatu kokeellinen maksimitaipuman kuvaaja kuvassa 12 esitetylle rakenteslle.

Paksukuorisen sandwich-palkin teoria

Paksukuoriselle sandwich-palkille oletettu jannitysjakautuma on esitetty

kuvassa 14. Rakenteelle ja siirtymille k&ytet&&n edelleen kuvan 11 mukaisia

Too
- =

merkintdja.
A

N .

T(z)

Kuva 14 Oletettu jannitysjakautuma paksukuorisessa sandwich-palkissa /6/.

Pintakerrosten muodonmuutosten lausekkeet tulevat nyt muotoon

_di, g, Y2, I

€u dx u dx u dx ’
'(24)

Sdi o, T2 9

€0 dx 0 dx o dx °

Poikkileikkauksen j&nnitysresultanttien lausekkeiksi saadaan yht&ldiden (15),
(13), (24) ja (14) avulla

N = Du’
{25)
- y 1 3 3 , I
M= By - g7 (Bt * Egty) by
Kun otetaan kayttdtn lyhennysmerkinnat
A1 3 _ A1 3 . -
B, = Vi Eutub , B0 Vi Eotob ja B BS + Bu + By (26)

sekd otetaan huomioon kulmanmuutosten lausekkeet (10) ja (11), momentin lau-

seke voidaan edelleen esittd&d muodossa

M= Bgyy - BuY1 ) BoY1 B BSY' - Bw' o (27
Leikkausvoima jakautuu ydin- ja pintakerroksille. Tasapainoehdon (16) ja

yhtdldiden (15) sekd (27) avulla havaitaan yhteys

t
Q= AK I G(t') y(x,t-t')dt’' - (BU+BO]w” . (28)
0
Soveltamalla momentin (27) ja leikkausvoiman (28) lausekkeita tasapaino-

yht&18ihin (16) p&&std&n y:n Jja w:n ratkaisemiseksi yht&ldihin
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B LI NA (b,
B, Ag J G(t") y"(x,t-t’)dt’ - 5, I GLt’) ylx,t-t’')dt’ - (B +B_)y™ +
[s] s]
29
N,Yn + ql = 0 R ( ]
Ag (v .
w" Y- g J G(t") y(x,t-t')dt’
S

o
Erikoistapauksena tarkastellaan molemmista p&ist&&n nivelellisesti tuet-

tua ja ilman p&&dtyjdykistettd olevaa paksukuorista sandwiéh-palkkia. Palkkia
kuormittaa ainoastaan pintakuorma q{(x) H(t) , joka saa Fourierin sinisar-
jaksi kehitettynd muodon (18).

Palkin reunaehdot ovat
wix,t) =0, ¥y'(x,t) =0 ja w'(x,t) =0, kun x = 0,1 . (30)

Taipumalle ja kulmanmuutokselle oletetaan reunaehdot toteuttavat lausekkeet

~ . oimx - v imx
wix,t) = z 9,5 () sin =32, v0x,t) z ¢, (t) cos = | (31)
i=1 i=1 .
Sijoittamalla lausekkeet (31) ja qg:n lauseke (15) yhtdléihin (29) ja vaati-
malla yhtd18t toteutuviksi erikseen kaikilla i:n arvoilla saadaan funktioi-

den ¢1i(t) ja ¢2i(t] ratkaisemiseksi yhtdlot

t B, ip.2 B
» ' , , s cim __s 1 -
A f G(t") ¢, (t-t)dt" + (B,*B ) 5 (T} ¢, (t) - 5 17 9; HIt) = 0, (32)
s}
B 4
o . _s 1 1 1
118 g 3w 40 v g (55 ey D)

Edellinen yht&ld ratkeaaa ¢21(t):n suhteen esimerkiksi Laplace-muunnosta
kdyttéden ja ¢1i(t) saadaan tamdn jalkeen suoraan j&lkimmdisestd yhtaldsta.
Yht&l6itten (32) ratkaisemiseen voidaan tietenkin k8ytt&& mySs numeerisia
menetelmid, jolloin kayt®ssd olevien relaksaatiomallien joukko on suurempi.
Laplace-muunnetun virumis- ja relaksaatiofunktion v&1illd on tunnetusti

yhteys

B(s) E(s) = (33)

1

2 ’
s
misséd

B(s) = J e %% nitydat
(o]

Laplace-muuntamalla ensimmd&inen yht3lgistd (32) ja kayttadm&lla hyvédksi yh-
teyttad (33), saadaan $21(s):lle lauseke

v _ g% sB(s)
¢’2i(5] = m . 7 " AK B ° (34)
(_BU+BO) [T) sh(s) + 5

K&8ytet&3n virumisfunktiona D(t) wvirumismallia (5). Kun t&mdn Laplace-muun-

Ny
nos sijoitetaan ¢21(s):n lausekkeeseen ja suoritetaan k&&nteismuunnos, muo-
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dostuu ¢2i(t):lle lauseke

n h t
7 A B .
b (t) = (g, KD Mo (35)
21 ITN, . BN,
11 s 21
missd on kdytetty lyhennysmerkintdja
o 2 A B
im K .
Njg = (B,*B)) a ()~ g Je
s 2 A B
- im K
Npj = (B +B,) (a+b) (_1_] "B
Edelleen jdlkimmaisestd yhtdldstd (32) saadaan
N, .
11
n — t
9% 142 (142 Bs AB Npi
= = b= R —— 36
PO i s U o U R ol (36)

Tarkastellaan esimerkkin& kuvan 12 mukaisen sandwich-palkin maksimitaipu-
maa ajan funktiona. Kuvassa 15 on esitetty paksukuorisen sandwich-palkin
teorian mukaan laskettuja maksimitaipuman kuvaajia, sekd vertailun vuoksi
samat kuvaajat ohutkuorisen palkin teorian mukaan. Virumismallin (5) para-
metreille on kdytetty resultoivan kuvaajan parametrien arvoja. Laskelmissa
ydinkerroksen paksuutta on pidetty vakiona. Pintakerrosten paksuudet vaih-
televat v&1ill13 9...21 mm. Pistekuorman arvo on 3,04 kN ja sen jakautumis-
leveys 0,10 m. Pintakerrosten kimmokertoimille on kaytetty arvoja Eu =
9022 MN/m’ ja E_ - 8728 MN/m’.

Tuloksista havaitaan paksu- ja ohutkuoristen sandwich-palkkien teorioiden
antavan erittdin 1&helld toisiaan olevia tuloksia tutkituilla pintakerrosten

paksuuksilla. Erot kasvavat luonnollisesti pintakerrosten paksuuden ja ajan

o\
.

mukana. 9 mm pintakerrokselle ero on 1000 tunnin aikana l&hes vakio, 0,11
21 mm pintakerroksella ero kasvaa 0,64 %:sta 0,73 %:iin. Verrattaessa ku-
via 13 ja 15 kesken#d&n havaitaan virumismallien (4) ja (5) erilainen luonne.

Malli (5) l&hestyy vaakasuoraa asymptoottia, jota mallilla (4) ei ole.

Sandwich laatta

Sandwich laatan pintakerrokset oletetaan tdssi ohuiksi seka ydin- ja pin-
takerrokset isotrooppisiksi. Ydinkerrokseltaan viskoelastisen sandwich-laa-
tan ratkaisuja etsit3&n elastis-viskoelastisen analogian avulla. T&116in
kdytetddn hyvdksi eri kerroksiltaan kimmoisen sandwich-laatan differentiaali-
yht&18it4. Laatta-alkion siirtymit ja kdytetyt merkinndt selvifivat kuvista
11 ja 16.

Kun kimmoiseen sandwich-laattaan ei kohdistu aksiaalisia voimia, laatan

differentiaaliyht&16t voidaan esitt&& muodossa /6/, /7/,

=9 _ Aq - -4 2 - - A 2
AAw Bs A2 ’ AAYXZ rz 3% ’ AAYyZ A2 ay » (37]
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taipuma paksukuorisen sandwich-palkin teoria
204 ¥ fmm) — — — — ohutkuorisen sandwich-palkin teoria 1 2
ME#?J?*?;@aq
1 e ts
w
15 4+ 9mm 415
12mm
15mm
18mm
= 2Amm
10 -+ 10
5 + - 5
aika t (h)
aot 041 1 10 100 1000

Kuva 15 Kuvan 12 mukaisen sandwich-palkin maksimitaipumia paksu- ja ohut-
kuorisen palkkiteorian mukaan.

Kuva 16 Laatta-alkion jénnitysresultantit

missa Yyz ja sz aﬂ?t ku%ﬂfnmuutoksia tasoissa x-z ja y-z , A on

A 9 P 2
Laplace operaattori e T A> on lyhennysmerkinta A, = Gya /h
sekd G2 on ydinkerroksen liukukerroin.

‘Taipuman w Jja kulmanmuutosten ja sz sijasta kdytet&an usein

Vxz
ns. osittaistaipumia Wy ja WQ , jolloin laatan taipuman ajatellaan koos-

tuvan taivutusmomenttien ja leikkausvoimien aiheuttamista osista.

BwM  dw an )

ax PR xz 9x Yxz (38)
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=y s, W S Wy, tow

awM Iw an
dy yz M

ay  dy  Yyz

Jannitysresultanttien lausekkeet osittaistaipumien avulla lausuttuina ovat

BZWM asz asz Bsz
M =-18 v — M =-8 YV —
X s [3x2 dy ] ’ y s [8y2 Ix ] ’
azwm
Mey = = °V) By 5ome (39)
aw aw
Uy = Az 7;? ’ Qy Ay 7%? ’

Soveltamalla nditd laatta-alkion tasapainoehtoihin p&&st&3n osittaistai-
pumien avulla lausuttuihin sandwich-laatan differentiaaliyht&ldihin

Adwy = éL , Aw[J = - iL . (40)
s 2

3-aksiaalinen jannitystila voidaan jakaa hydrostaattisen paineen aiheutta-

maan dilataatioon ja muodonvd&dristymisestd syntyv&3n deviaatioon. Jannitys-

ten ja muodonmuutosten vdliset yhteydet ovat kimmoteorian mukaan:

s = 3Ke s, S, = 2Gei R (41)

ij J
missé

8= ( 0,,v0,,%0,,) e = 1 (e,,*€E;,%E,,)
3 11 722 V33 x 3 11 =22 =33° *

S:: = T, ja e,. = : Y
ij ij ij VARE

543 0j57s Ja Biy - €;;7e o kun i = j , sek&

K on puristuskerroin ja G liukukerroin.

Sandwich-rakenteen ydinkerroksessa normaalijdnnitykset 049 » Opp ja
O35 sekd leikkausjdnnitys Ty " T42 ovat pienid ja ne voidaan j&ttd3 huo-
mioon ottamatta. Viskoelastiselle aineelle j&lkimmdinen yht&18ist3d (41) esi-

tetd8n muodossa

k k
? 3 sij ? 9 Bij
' al Y , i,3 = 1,2,3. (42)
kir K aeR 0 KEq K TR

Témén Laplace-muunnos an
k¥ (o) = [ by K Y (8), eli Als) ¥, (s) - Bls)
s 8y s) _k§1bk s e;;(s) , eli s) S5
Elastis-viskoelastisen analogian mukaan ydinkerrokseltaan viskoelastisen
sandwich-laatan ratkaisuyhtdldt voidaan kirjoittaa differentiaaliyht&lditten

(40) avulla,

T §..(s) (43)
kz1ak ®ij5'®

ny .
(x,y,t) N _ _ 1 qlx,y,s) A’(s)
, AwQ(x.y,s) = ' — 3 5) , (44)

= K
Yht&ldille 1l6ytyy ratkaisuja kimmoteoriassa k&ytetyilld menetelmills.

AAwM(x,y.t) =

wo(x,y,t):n 18yta8miseksi jdlkimmdinen yht&l6 on ratkaisun jossakin vaiheessa
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kdanteismuunnettava.

Esimerkkind tarkastellaan reunciltaan vapaasti tuettua, reunajéykisteilld
varustettua sandwich-laattaa. Kehitetdin tasan jakautunut kuorma qlx,y,t)=
9, H(t) Fourierin sinisarjaksi

=) oo ° . 16(]
. . kmw o
q_ H(t) =] Y q.  sin AMX gin &Y, q., = , i,k = 1,3,5,... (45)
o j=1 k=1 9k 1y ly Ik a?5k

Esimerkki-laatan reunaehdot ovat

w=0 Mz _ a%w 0 =0 k -0, 1
’ 3% —7 ,sz » un x = U, 1x
9 x
(46)
A N G =0 k =0
WwE 0, 5t T3t 0 v, =0, kuny = 0,y
oy
Taipumille oletetaan seuraavat reunaehdot toteuttavat lausekkeet
- b ps . Jmx . kmy
wy (x,y) _Z1 kZ1 wM'k sin 7:: sin 3 .
J J y (47)
[se] 0 . k
wg(x.y.t] =7 ) wg (t) sin %25 sin ﬁﬁl
31 k=1 Yik x y

Oletetaan viskoelastisen ydinkerroksen noudattavan kiinte&n lineaarisen stan-
dardiaineen virumismallia. VYht&ld (42) saadaan silloin muotoon

» d -
(1 + a} E¥) Sij © (b’ +b,l —¥) &5y (48)
Kun tamin Laplace-muunnos sijoitetaan j&lkimmdiseen yht&1&6n (44), otetaan
huomioon Fourierin sarjakehitelmdt q. 3K :1le ja vaaditaan yht&ld toteutu-

vaksi erikseen kaikilla kj—yhdistelmllla, w :1le saadaan lauseke

16qg ij
Mg, (s) = —3 o o —— 212 (49)
.]k Akn jk[[‘li‘] . [T_k_, ] S(b0+b15)
X
WQ (t) ratkeaa tdstd k&&nteismuuntamalla b;
Jk 1Bq0 1 Ell,.lb'_"bi] - EI']' t
wo () = — |1« LPF— e (50)
Q. 4 b
I jk[fa 57 % :
1) h))
wM'k:lle saadaan lauseke sij01ttamalla lausekkeet (45) ja (47) edelliseen
J
yhtalssn (44),
16qg
_ o 1
wMjk o 116 ; 5 LY (51)
ST CONRICoN

X y
w _k:n ajasta riippuva osa voidaan korvata muotoa (5) olevalla virumismal-
liila. Kun kdytetddn lisdksi lyhennysmerkintaa «k = 1y/1x , kokonaistaipu-

man lopulliseksi lausekkeeksi tulee
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2 2
160, 1x 2 1 2 .
_ 1 nt . Jwx
wix,y,t) = ) £ ( X K + — (a+b e )] sin =—
3z K21 2e60) Bs"z 23202 A Ix
. kmy (52)
s1in —17

Osittaistaipumien avulla lausutut jd@nnitysresultantit (39) ovat ajan suhteen
vakioita. .

Kuvassa 17 on esitetty vaneripintaisen ja polystyreeniytimisen reunoiltaan
vapaasti tuetun, reunajdykistein varustetun sandwich-laatan keskipisteen
taipuman kuvaajia erilaisilla laatan sivusuhteen arvoilla. Kuvaan on piir-
retty my8s pelkdstddn taivutusmomentista tuleva taipumaosuus sekd ochutkuori-
sen sandwich-palkin teorian mukaan lasketut arvot jénnemitalle lx. Poly-
styreenin virumisfunktion parametreina on kdytetty resultoivan kuvaajan pa-
metriarvoja (taulukko 1). Tasaisesti jakautuneen kuorman arvo on 1,50 kN/n%
Pintakerrosten kimmokertoimille on kaytetty lukuarvoja Eu = 9022 MN/m2 ja

E0 = 8728 I"IN/m2 sekd Poissonin vakiolle arvoa v = 0.

taipuma
T w L . I
L {mm) wM wQ i
- _——— W
204 I M —420
1 | | vaneri - 9mm _|_
q, Hit) | b EPS (PS 20)-200
' -
S dq +

10 4~

1 s alkkiteoria

| R " | S 8 Il

T800 i

154 d1s

T 20 1

. -~

- 15
/ 12

I | ly/Ix=10

palkkiteoria [ N
St o = o o o = o == = I - e w0 -

5.1

o 15
oLB 1.2 T

e S S [/ lx =10 I
aika t {h)

0.01 01 1 10 100 1000

Kuva 17 Ohutkuorisen sandwich-laatan keskipisteen (x=14/2, y=1y/2) taipumia
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