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YHTEENVETO: Artikkelissa k&sitelldin tutkijoiden Vijakkhana, Nishino ja Lee
esitt3masd elementtimenetelmis, jolla voidaan suorittaa toisen asteen teori-
aan perustuva keh&n kimmoplastinen analyysi sek& laskea kehdn stabiilius.
Artikkelissa on lis&dksi esitetty perusteita kyseisen menetelmdn teoriaan.
Kirjoitukseen liittyv&ss&d esimerkiss# verrataan t&11& teorialla lasketun
kaksikerroskeh&n tuloksia ensimm&isen asteen teorialla laskettuihin tulok-
siin.

Kimmoplastisessa analyysiss&, jota artikkeli k&sittelee, otetaan rakenteen
toisen asteen teorian mukainen toiminta huomioon stabiiliusmatriisilla.

Sekd jiykkyys- ettd stabiiliusmatriisien sopivuutta rajakuorman laskemi-
seen, rakenteen ep3lineaariseen k3ytt&ytymiseen, helpotetaan A-funktion kay-
t8114. Rajakuorman laskemisessa voidaan myds nivelen palautuminen ottaa
huomioon. Laskettaessa kehdn rajakuormaa, tarkastetaan keh&n stabiilius
jokaisen nivelen syntymisen j3lkeen laskemalla nurjahduskerroin sellaiselle
rakenteelle, jossa plastinen nivel on korvattu rakennenivelelld.

JOHDANTO

Laskettaessa hoikkia monikerroskehid alkaa kehdsauvojen aksiaalisilla
kuormilla olla yhd enemmin vaikutusta rakenteen rajatilaan. Rakenne saattaa
nurjahtaa, ennen kuin siihen on syntynyt niveli& niin paljon, ettd& se menet-
tdisi kantokykynsd muodostumalla mekanismiksi. Toisaalta rakenteeseen syn-
tyvét nivelet kasvattavat nopeasti keh&n sivusiirtymid, jotka puolestaan ai-
heuttavat aksiaalisten voimien kanssa lis&rasituksia sauvoihin.

Suurten kehien rajakuorman mé3rd&miseen kdytet&&n nykydan matriisimene-
telmid, jotka on kehitetty alunperin kimmoisten rakenteiden laskemiseen tar-
koitetuista menetelmistd. Kimmoplastisessa analyysissd lisatddn asteittain
kehdn kuormaa ja seurataan momenttia kehd&n kriittisissa pigteissé. Kun mo-
mentti ylitt3d& jossakin seurattavassa pisteessd kyseisen sauvan my&tdmomen-
tin, asetetaan pisteeseen nivel, sek# annetaan nurkkaan, johon nivel 1iit-
tyy, kuormitukseksi myBt&mementin suuruinen momentti. Nivelten vdlisten
osien oletetaan toimivan td8ysin kimmoisesti. Rakenteen stabiilius tutkitaan
jokaisen nivelen syntymisen Jj&lkeen.

Tarkasteltaessa kehid toisen asteen teorialla, ka&ytet&&n yleensd jayk-
kyysmatriisissa stabiilisuusfunktioita. T&ssd esityksessd kaytetddn tdhén

tarkoitukseen geometrista jaykkyysmatriisia 1., stabiiliusmatriisia.
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Matriisien sopivuutta rajakuorman laskemiseen parannetaan A4 - funktion kdy-
tolla. .

PERUSOLETUKSET

Materiaali oletetaan kimmoplastiseksi. Aineen jannitys-venymé&kdyrds idea-
lisoidaan kahdella suoralla, joiden kulmakertoimet ovat E ja O.

Kehdn oletetaan toimivan paloittain kimmoisena rakenteena ja plastisoitu-
misen oletetaan rajoittuvan yhteen poikkileikkaustasoon.

Poikkileikkaus toimii niin kauan lineaarisesti kimmoisena, kun M < MT
missa M* = mydtBmomentti.

Oletetaan, ettd normaalivoimasta ja sauvan taipumasta johtuva sauvan ly-
heneminen ei vaikuta sauvan jéykkyyteen.

Muodonmuutoslujittumista ei oteta huomioon.

Kuormitukset ja sivutuenta ovat sellaisia, ettd edellytykset tasokeh&tar-

kastelulle ovat olemassa.

RAKENTEEN VAKAVUUDEN LASKEMINEN JAYKKYYS- JA STABIILIUSMATRIISIN AVULLA

Tarkastellaan rakennetta, jolla on kaikkiaan n kpl yleistettyjd koordi-
naatteja, siirtymdsuureita, kahdessa toisiaan hyvin 1&helld olevassa siirty-
mitilassa. Ensimmiisessd siirtymitilassa, tasapainotilassa, on siirtymillé
arvot a; ja rakenteen ja kuormien muodostaman systeemin potentiaalienergial-
la arvo V[qi). Toisessa tasapainotilassa siirtymilld on arvot Q; * 6qi ja

potentiaalienergialla arvo V(qi + 6qi). Potentiaalienergian muutos on siten

AV = V(g + qu) - Viay) (1)
eli
AV = 6"« 267V -+ 006%) (2)
missa
61V = 5 oV q. (3a)
i §qi 1
2
2 a Vv
§°V = I L s=—=— 9Q. 9Q. (3b)
i quﬂqj i 77
ja 0(63) sisdltds kolmannen ja sitd suuremman kertaluvun termit /1/. Raken-
ne on tasapainossa, jos 61V = 0 milld tahansa lis&dsiirtym3n arvolla. Raken-

teen tasapainotila on labiili, jos rakenteen saadessa lis&siirtymén toinen
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variaatio 52V < 0 ja stabiili, Jjos 62V> 0. N&in ollen on kriittinen kuormi-

tus, kuormitus, jolla rakenteesta tulee epdstabiili, ratkaistavissa ehdosta
] on positiivisesti semidefiniitti (4)

J

T&m3 ehto tAyttyy, kun vastaava determinantti menee nollaksi.

32y

s—m— | =0 (5)
aqiaqj F

Merkitdan rakenteen muodonmuutosenergiaa U:lla ja potentiaalienergiaa,
Jjonka Qi kuormat tekevét Q; siirtymistd W_:1lla, sekd potentiaalienergiaa,
jonka aksiaaliset voimat tekevit sauvojen lyhetess& taipumien vaikutuksesta
wn:llé.

T&118in on kokonaispotentiaalienergia

Vg; = U - W - W (6)

Kriittisen kuormituksen ehto saa siten muodon

2 2 2 2
37V - 97U - 3 Uy _ 3°Wn =0 (7)
8q15qj ’[ aqiaqj ] [ 3009 ] [ 90499 ].

Merkit&&n taipumat yleistettyjen koordinaattien avulla /2/

y(x) =

. qui(x] (8)

e

1

missd g; on yleistetty koordinaatti, siirtymé eri koordinaattipisteissé, ja
Qi(x) siirtymdfunktio eli muotofunktio, mikd kuvaa koordinaattipisteiden
v&81i114 olevan siirtyman laadun. )

Jos sauvaa kuormittaa sekd momentti ettd normaalivoima N, sen kimmoviivan

differentiaaliyht&ld on

er 24 . v Y - p. (9)
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Jos tehdB&n sellainen aproksimointi, ettd normaalivoima ei muuta sauvan
taipumaviivan muotoa, j&3 sauvan toimintaa kuvaavaksi differentiaaliyhté-

léksi

a
i

EI = p. (10)

o
X

T&11l8in on muodonmuutosenergia
11 2
Ulg.) = 5 [ EI [y"(x)]° dx. (1)
i 2 N h
Kun rakenteeseen tulee siirtymdtila Q. kuormien Qi potentiaalienergia on

W = -1I Q.q, (12)

Siirtymista Q; aiheutuu samalla lyhenem#. Normaalivoimasta johtuva potenti-

aaliensrgian muutos t&t& lynenemd@3 vastaten on

W= 2 TN Iy (1% dx. (13)

n 2

0

Sijoitetaan yht&ldihin (11) ja (13) taipumaviivan (8) derivaatat ja merki-

taan
1 ” n 1 ” T ”
k;. = [ EI®, (x) @, (x) dx = [ EI® (x) ¢ (x) dx (14)
iy g i J °
l ’ " 1 L} T r
i ° g No, (x) ¢j {x) dx = g N® (x) & (x) dx (15)
sgadaan
U=25%1k.0a,q; = 319} [k]{g} (16)
755 "4 i% ~ 2'9 q
1 1 T
W= > ? § 8539595 ~ g{q} [s){q}. (17)

Kun sijoitetaan n&m#& lausekkeet kokonaisenergian lausekkeeseen saadaan

kriittiseksi kuormitukseksi

2
ﬂ—_‘=|[|<]-[s]|=u. (18)
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Lausekksesta on voimien §; vaikutus derivoitasssa h&vinnyt. Kun otetaan
kuormitusintensiteetti A = NA/N tekijdksi, saadaan stabiiliusehto muotoon

(T&sts eteenpdin N tarkoittaa normaalivoimaa X:n arvolla 1, ja Akr N Nkr/N]

|[k]l - a[s]l] = O. (19)

SIIRTYMAFUNKTIOT ELI MUOTOFUNKTIOT

Sauvan siirtymille ja voimille kaytet&&n seuraavaa koordinaatistoa

mf ' qu
=92+l &4l
S2=s2 rq4= 4 positiiviset
: E 1L \\— siirtymdt

011 Toa

, C02=M2/| /-Q"=M““ positiiviset

: E,I L \_‘ voimat
X

Kuva 1. Siirtymien ja voimien merkkis&anndt.

Edells tehtiin aproksimointi, ettd normaalivoima si vaikuta kimmoviivan
muotoon. T&man perusteella voidaan laskea sauvan muotofunktiot @i(x) yhta-
ldsta

M = =5 " "
ET © = ¢.". (20)

Annetaan vuoron perddn yhdelle siirtymistd arvo 1 ja asetetaan muut siirty-
m&t nollaksi, saadaan ratkaistuksi yleinen siirtymdvektori

(1 +2x) (1 -x)2
TOR LD S (21)
x (3 - 2x )
201 - x)
missd x' = x/1.

Jaykkyys- Jja stabiiliusmatriisit voidaan ndin ollen laskea lausekkeista
(14) ja (15).
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(22)

(23)

Siirretdsn matriisien kertoimet matriisin sis#in sek& otetaan aksiaali-

voima huomioan.

nennd sauvan jaykkyyttd.

[K] =

[s] =
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SAUVAN VOIMATILAN LASKEMINEN

Matriisimenetelmid on pyritty kehitt&m#én siten, ettad ne soveltuisivat
mahdollisimman joustavasti kehdrakenteiden ratkaisemiseen rajakuormateori-
alla /3/. T&118in on voitava ottaa huomioon, ett# momentti poikkileikkauk-
sessa ei riipu nurkkapisteen kokonaiskiertymdst&, kun my&tdmementin arvo on

saavutettu. Kaytet&in plastisoituneelle sauvalle seuraavia merkint8ja.

Yij T Yij Yii A Yiji

Xij Xji
Xij Xji
Kuva 2. Plastisoituneen sauvan siirtymdt ja voimat.
Merkit&éan
W,, = (Xs:s Vi O..)T Wye = (Xuep Yiezs 0..) (26)
1j 1] ij" "i) Ji jis 73ir Tii
ja vastaavasti voimista
Foe G Ve M7 Ga Feom Xy Yaps M7 (27)
1] 1} 13 1] Ji Ji Ji J1i
Kimmoisen sauvan voimien ja siirtymien riippuvuudeksi saadaan
F.. ‘ W, . L
1 1]
= ([K] - alsDh (28)
F.. W J
J1 Ji
Kun sauvan p&a plastisoituu, syntyy kimmoviivan t&lle kohtaa ep&jatkuvuus-
*
kohta. Sauvan p&&n kiertyméd O on pienempi kuin nurkan kiertym& 0. K ja
nain ollen on sauvan v01mat11a laskettava kiertymésta O Momentin arvoksi

tdytyy tulla M
Erottamaan sauvan p&in plastista ja kimmoista tilaa voidaan kayttaa
A-funktiota /4/.

*

A.. = +1, kun M,., = +M. . (plastinen)
ij ij ij
*

A.. = 0, kun |M,.|< M, {kimmoinen) (29)

ij ij ij
*

A,, = -1, kun M,. = -M.. (plastinen)
1) 1] 1)

NZin voidaan sauvan pdan kiertym& esitt&d muodossa
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0y: = (1-82, 00, . + a2, 0},
ij ij'vij 1) 71]
(30a)
_ a2 2 *
Oji = (1-4A ji)oji + A §i eji
ja vastaavasti momentti muodossa
2 2 *
Mee = (1-847;.) M,, + A",, M.
tJ : 13) 1J 1J 13 (30b)
_ .2 2 *
Mji = (1-A ji) Mji + A e Mji

N&itd kiertymdn arvoja voidaan kd&ytt&& sauvan voimatilan laskemiseen olivat-
pa sauvan p3&t kimmoisia tai plastisia. Sijoitetaan uudet kiertymé&n ja mo-
mentin lausekkeet yht&ldén (28) ja otetaan muotoa (1—A2) ja A2 olevat teki-
jat kerroinmatriisiin. T&118in saadaan yht&léryhm&, joka ilmaisee sauvan
voimatilan, olipa se tdysin kimmoinem tai plastisoitunut joko toisesta tai

molemmista pAisté&én.

0
ij 1]
*
0 eij Qij
= ([K] - A[S]) = (31)
F Wy 0
Ji Ji
- *
0 e,. Q..
Ji J1
missd
0 Aoy M
ij ij 'ij
Q by, MY
Ji ji i
ja matriisit ovat
EA EA
' 0 o 0 =1 V] a 0
12E1 BEI,, 2 _BEI,2 12E1 BEI,, ,2 _BEI,2
o i _2'“ Ai)] ?_Aij 2] ———13 1 A_]i) ?AJ)
_ BEI , ,2 4EI,,_,2 BEI,, ,2 2EI . .2 4 s2 €I, 2 y,2
4] —12(1 Aij] —1—(1 Aij) 0 o —12(1 Aij) T 1 Aij)(‘l Aji) T 1 Aij]Aji
6EI, 2 4E1,2 6EI, 2 2ET,2 2 2EI, 2 .2
0 ay . 0 —AL . ] AL ===AL.(1-4%) —=AL AT,
=7 -
ij 1 ij 12015 1 °ij ji T 7ij7ji (32]
1K]= [-52 0 o 0 £ 0 0 6
_ J2E1 BEI,, ,2 6EI, 2 12E1 BEI ,_,2 6EI, 2
LS Al 2t ST A B T2
CBELp2 ) ZELy 2 gy 21,2 (4,2 BEI(, AEL(, 2
L] 12(1 Aji] 7 i1 Aijl[i Aji) 1 A1J[1 Aji) 0 12[1 AJI) T“ Aji) (
_ BEI,2 2EL,_,7 2 2€1,2 2 BEI,2 aEI,2
i} ——l—zAji 1 1 Aij)ji 1 ijAji 0 12Aji 0 T Aji
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Kun plastisessa poikkileikkauksessa kiertymissuunta vaihtuu, palaa poikki-

leikkaus valittdmésti kimmoiseen tilaan, ts. nivel palautuu.
lan jaykkyydestd ja nivelen kokonaiskiertymist# laskettua voimavektoria on

korjattava lausekkeella

0

F.:
Ji

, *
= ([K] - ALS]) {0.0.(eij-oij),0,0.0.(e

ji-ezi).o}

T

Kimmoisen ti-

missd Gij Jja Oji ovat nivelen palautumishetken kokonaiskiertymié.

T5118in saadaan sauvalle tasapainoyhtdld, jolla sauvan voimatila voidaan

(34)

lausua, olivatpa sauvan péédt kimmoisessa, plastisessa tai palautunsessa ti-

lassa ja muodostivatpa n&mé& tilat millaisen kombinaation tahansa.

= ([K] -

ALS])

g

W, .
1]
*

0..
ﬁ 1J -
W

ji

-

(S
\J1
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1]

a

ij
F.2
ji

Q

ji

(35)

Siirtymiseen sauvakoordinaatistosta systeemikoordinaatistoon ja elementeistd

kootun rakenteen tasapainoyhtildiden muodostamiseen gi tdssd ole syytd puut-
L :

jS} liitet#an

tua.

On kuitenkin huomattava, ettd& vektori {Fig, Q

.., F.°
ij

kuormitusvektoriin tasapainoyhtdlditd muodostettaessa.

Ji’
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PALOITTAIN KIMMOISEN KEHAN RAJAKUORMAN LASKEMINEN

Kehdn rajakuormaa laskettaessa tarkkaillaan kahta eri kerrointa, nurjah-
duskerrointa Akr sekd kerrointa Aq, joka ilmoittaa, milld kuormitusintensi-
teetilld rakenteen eri nivelet syntyvét.

Koska rakenteen tasapainoyhtdlét, joista Aq ratkaistaan, ovat epdlineaa-
risia johtuen normaalivoiman rakenteen j&ykkyytt& pienentdvastd vaikutukses-
ta, on A_ iteroitava. T&h#n voidaan k&ytt#&& lineaarista ekstrapolointia,
jonka Jennings ja Majid /5/ ovat esittdneet. Kahdella eri kuormakertoimen
arvolla lasketuista voimavektoreista voidaan jokaiselle sauvan p&&lle laskea

ennustearvo, milld kuormitusintensiteetilld sauvan p&&h&n syntyisi nivel.

M, = A,M m*
A= W_"’ ()\2 - )\1] Mz_'—ﬁ_»]' 3 )\2>)\1 (36)

Kun jatketaan iterointia, valitaan keh&n eri pisteitd varten lasketuista en-
nustearvolsta pienin.

Kun A_:n arvo on riittdv&1l1l3 tarkkuudella laskettu, ratkaistaan rakenteen
nurjahduskerroin Xkr kyseisessd niveltilassa. T&man jdlkeen muutetaan sen
sauvan padn A kertoimen arve, johon nivel syntyi ja lasketaan matriisit uu-
silla A:n arvoilla. T&m&n lisdksi lasketaan nivelen syntymisestd johtuvat
korjauskertoimet kuormitusvektoriin. Heti uuden nivelen syntymisen j&lkeen
on tarkistettava, purkautuiko jokin aikaisemmin syntynyt nivel. Nivel on

purkautunut, jos

* *
(0,.- 0..), = (0,.- 0,.)
i 2 1
J 1] iJ 1] <0, (37)
(0,, - 0..)
ij ij’1

missd indeksi 1 tarkoittaa rakenteen tilaa ennen ko. nivelen syntymistd ja
2 rakenteen tilaa nivelen syntymisen j&lkeen.
Mik&1li nivel on purkautunut, tehd&&n vastaavat muutokset kerroinmatrii-
seihin ja kuormitusvektoriin ennen kuin uutta A_:ta aletaan iteroida.
Rakenteen rajatilaa vastaava kuormitusintensiteetti (Aq)n on saavutettu,

kun

) (Alaindeksit viittaavat nivelien (38)

(x ) 1 >(Xq)n > (Akr B

krn-
lukum&&raén)

Laskemista voidaan haluttaessa jatkaa keh&n ollessa jo ep&stabiili, kunnes

tulokseksi saadaan kuormakerroin, jolla rakenteesta tulee mekanismi.
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MENETELMAN TARKKUUS

Stabiiliusmatriisilla ja stabiiliusfunktioilla korjatulla jaykkyys
matriisilla suoritettua stabiiliustarkastelua ei ole kovin perusteellises-
ti verrattu. Eraitsd hajanaisia tuloksia sekd teorian vertailuja on kuiten-
kin ké&ytettdvisséa.

Nurjahduskuorma stabiiliusmatriiseilla laskettuna on aina yl&rajarat-
kaisu. Energiaperiaate johtaa luonnollisesti t&h&n, kun laskennassa ei kéy-
tetd puristetun sauvan tarkkaa kimmoviivaa, vaan sen likiarvoa. Suurin tu-
loksen tarkkuuteen vaikuttava tekijd on vapausasteiden lukuma&ra. Niinpé
esimerkiksi sauvalla, jolla vapausasteita on vain yksi, saattavat tulokset
olla moninkertaiset oikeisiin arvoihin nahden.

Tulosten tarkkuus riippuu nimenomaan vaakasiirtym&n suuruudesta. Niinpa
esimerkiksi vaakasuunnassa tuetuille jdykk&kantaisille kehille antaa mene-
telmd epdtarkkoja tuloksia ilman keinotekoista vapausasteiden lis&&mista,
osasauvoihin jakamista.

Hartz /2/ on laskenut yksitt&isii sauvoja ja yksinkertaisia kehid ja on
saanut virheeksi yleens& alle 1 %, kun vapausasteita on 0llut sauvalla vé&-
hintdin kaksi tai enemmin. Tutkijat Vijakkhana, Nishino, Lee ovat saaneet
kriittisen kuormituskertoimen arvoksi vajaat 0,5 % stabiiliusfunktioilla
laskettua suuremman, kun vertailu on suoritettu siirtyvélle kaksikerroske-
hélle.

Tallaiset tarkkuudet ovat riittdvid nurjahduskertoimen laskemiseen raja-
kantavuusteorian yhteydess3d ja yleensd normaaleissa mitoitustehtdvissd myds-
kin kimmoteorian mukaan laskettaessa. T&rked osuus stabiiliusmatriisilla
on A :n laskemisessa, missd se edustaa rakenteen ns. toisen asteen teorian
mukaista k#yttaytymistd. Suurilla kehills, mihin nivelid syntyy paljon, al-
kavat sivusiirtymdt olla jo sellaisia, ettd aksiaaliset voimat aiheuttavat

merkittavisd lisdrasituksia sauvoihin ja vaikuttavat siten my8s rajakuormaan.

SOVELLUTUS
Harrison /6/ on laskenut siirtyvén kaksikerroskehdn rajakuorman ensimmdi-

sen asteen teorialla. Lasketaan tadm#d sama kehd edelld esitettyyn teoriaan

perustuvalla tietokonechjelmalla /7/.
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Kuva 3. Esimerkissi kasitelty kehé.

Ensimméisen asteen teorialla laskettu kimmoplastinen analyysi:

Nivel syntyi:

sauva paa kuormitusintensiteetti Aq
4 2 2.788
6 1 3.091
4 1 3.203
7 2 3.284
8 1 3.423
1 1 3.496

Esitettyyn teoriaan perustuva kimmoplastinen analyysi, kun stabiiliusmat-
riisissa on k3ytetty kullakin sauvalla koko ajan samaa normaalivoiman liki-
arvoa N1 = 60/2 ja N2 = 30/2.

Nivel syntyi:

sauva paa kuormitusintensiteetti Aq nurjahduskerroin Akr
4 2 2.761 126.136
6 1 3.083 76.954
4 1 3.177 76.652
7 2 3.259 36.123
8 1 3.352 12.794
1 1 3.394 9.086

Eroa eri teorioilla laskettuun rajakuormaan syntyi vain n. 3 %. Nurjahdus-

kertoimista p&&tellen kehd onkin suhteellisen jaykka.
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