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1. JOHDANTO

Nykyisin terdsrakentamisessa pyrit&&n mahdollisimman suuriin
vapaisiin tiloihin pilareiden v&1ill4. T&st&d johtuen pilarit jate-
t&8n usein jaykist&mattd, jolloin niiden stabiilisuus tulee miteoi-
tuksessa m&&rddvdksi. Pilaria kuormittaa usein normaalivoiman 1li-
sdksi momentti kahdessa tasossa, ja pilari menett&3 tavallisesti
kantokykyns& vasta silloin, kun suuri osa siitd on joutunut mydtd-
tilaan. Lis&ksi pilari ei aina liity hivelellisesti muuhun raken-

teeseen, vaan se kiinnittyy yl&- ja alapuolisiin palkkeihin.
Seuraavassa esitetddn menetelmd, joka mahdollistaa t&llaisen

pilarin taipumien, kiertymien ja j&nnitysten m&&ritté&misen, kun pi-

laria kuormitetaan asteittain murtoon saakka.
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2. YLEISTA

Tarkastellaan avoimen poikkileikkauksen omaavaa ohutseindista

pilaria, jonka ulkoisena kuormituksena on normaalivoima P, momentit

Mo, M° , vaakasuorat pistekuormat vo  ja VO ylap&d&sssd sekd momen-

X2 N X1 Y1 -

tit Mi Ja M; alapasssd (Kuva 1.). Lis&ksi kuormituksena voi olla
2 2

ulkoiset bimomentit Bi Jja Bg.
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Kuva 1. Ulkoiset kuormat, Jaykistavat jouset ja koordi-
naatisto
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Pilarin liittymist& muuhun rakenteeseen kuvataan lineaarisil-

SMX

la jousilla SMXl, SMY SMY2 yl&- ja alapdan kiertymiin nahden

1’ 2°

Ja SVX SVY, yl&p#&n sivusiirtymiin n&hden (Kuva 1l.). Lis&ksi yla-

1’ 1
ja alapiissd voi olla poikkileikkauksen k&yristymistd estaviat jousi-
systeemit SBl Jja SBZ' Kuormituksilta ja jousilta ei oleteta mit&an

symmetrisyytté.

3. TEORIAN LAHTOKOHDAT

Tasapainoyht&l8itd johdettaessa on kdytetty mm. seuraavia
olettamuksia:

- pilariﬁ poikkileikkaus on avoin ja chutseindinen ja sdilyt-
t&a muotonsa

- siirtymien vaikutus tasapainoyht&l@ihin on otettu huomioon
ns. toisen kertaluvun teorian mukaisesti

- materiaali on ideaalista kimmoplastista

- ainoastaan normaalij&nnitysten oletetaan vaikuttavan mydta-
miseen

- jdanndsjannitysten vaikutus otetaan huomioon

- De St. Venant'in v&antdjaykkyys Id sdilytt&8 alkuperdisen
kimmocisen arvonsa my&is asan poikkileikkauksesta my&dettyad

- poikkileikkauksen kd8yristyminen on mahdollinen eli poikki-
leikkauksen pisteet voivat siirtyd toistensa suhteen akse-
lin suunnassa

- poikkileikkauksen keskipinnan leikkausmuodonmuutos on havi-

dvén pieni.
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4. KAYTETYT MERKINNAT JA KOORDINAATISTOT

Pilarin jonkin poikkileikkauksen osan plastisocituessa seké
painopiste ja v&antdkeskid ettd ns. p&dkoordinaatisto muuttavat ase-
maansa kimmoiseen tilaan verrattuna. Plastisoitumisen edistyesséa
t3m& muutosprosessi on jatkuva. Kirjoittamalla tasapainoyhtdlot
kiintedssd koordinaatistossa sdilyttdvat akselit alkuperdisen suun-
tansa myds plastisoituneilla alueilla, ja painopisteen ja v&&ntdkes-

kidn muuttuminen tulee huomioiduksi itsestdén.

Seuraavia kahta suorakulmaista vasenkdtistd koordinaatistoa

on kdytetty (Kuvat 1 Jja 2).

ReS
x

Yy

(a) y (b)
YO

Kuva 2. Pilarin poikkileikkaus ennen siirtymista (a) ja
siirtymisen j&lkeen (b)
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[u}

- (X%, ¥°, z°) koordinaatisto, jonka pituusakseli z° kulkee

poikkileikkaukseen kiinte#isti liittyv&n pisteen 0 kautta Jja
akselit X2, v°, z° sailyttavat alkuperdisen suuntansa myds

muodonmuutoksen tapahtuessa. Origo sijaitsee pilarin péé&s-

s8 1. (Kuva 1).

= (x, y, z) koordinaatisto, joka liittyy kiinte&sti pilarin

’

poikkileikkaukseen ja kiertyy sen mukana (kuva 2).
Pilarin muodonmuutokset on ilmaistu siirtymilld g, N, jotka
esittévit pisteen O siirtymds alkuperdiseen asemaansa nihden X°- ja

Yo-suunnissa, seka kiertym&lla @ z%-akselin ympari.

Tasapainoyht&ldissd on kdytetty seuraavia poikkileikkauksesta

riippuvia termeja:

F = I_ _dF poikkilteikkauksen kimmoisen osan pinta-ala

= I_ ydF staattinen momentti x-akselin suhteen
xe Fe

Sye = fFexdF staattinen momentti y-akselin suhteen
- 2 . A :

Iee © fFey dF jayhyysmomentti x-akselin suhteen

Iye = fFexzdF jéyhyysmomentti y-akselin suhteen

Ixye = IFexde keskipakoismomentti
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Swe = fFewdF sektoriaalinen staattinen momentti

2 . -
Iwa = IFew dF kdyristymisjdykkyys
wae = IFBmxdF sektoriaalinen kgskipakoismomentti y-akselin
suhteen
Imye = fyydF sektoriaalinen keskipakoismomentti x-akselin
suhteen
Id = De St. Venant'’in va@antéjédykkyys.

Kaavoissa y on sektoriaalinen koordinaatti (Kuva 2), ja merkinté IF
e
tarkoittaa poikkileikkauksen kimmoisen osan yli suoritettua inte-

grointia.

Tasapainoyht&ldissd on kdytetty myds seuraavia poikkileik-

kaukseen kuuluvia jannitysresultanttien lausekkeita:

P = chdF normaalivoima
Mx = fFode momentti x-akselin suhteen
(1)
My = ngxdF momentti y-akselin suhteen
B = chwdF bimomentti

IF tarkoittaa koko poikkileikkauksen yli suoritettua integrointia.
o on normaalijdnnitys, joka muodostuu rakenteen ulkoisen kuormituk-
sen aiheuttamasta normaalij&nnityksesta 00 ja jaanndsjédnnityksesta

06, 0=0_ %0 Kun o saavuttaa my6tdjénnityksen O rakenne mydtaa

ko: kohdasta.
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J&&nndsjannitysten tulee t&ytt&& ehdot:

= = - 2
feo dF = foo xdF = fLo ydF = [o0 wdF = [0 (x“+y?)dF = O (2)

Kun poikkileikkaus on osittain mydd&nnyt, j&nnitysresultant~

tien voidaan katsoa muodostuvan kimmoisesta ja plastisesta osasta:

(3)

5. TASAPAINOYHTALST

Tarkastelemalla &drellisen pienen elementin dz . ds (Kuva 1)
tasapainoa muodonmuutoksen j&lkeen saadaan seuraavat j&nnitysresul-

tanttien avulla lausutut tasapainoyht&lot [4,5]):

]
o

Mn = PE" + (Mxe)u

{(4)

1]
o

-Mx - Pn" o+ (My@)
_Bl‘ oy [(K + GId) 9)] H + MXEIJ + Mynll = O
Yht3l8issd (' ) tarkoittaa derivointia Z:n suhteen, ja

K= f¢ 0[x2+y2]dF. {5)
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Integroimalla yht&ldt (4) kaksi kertaa ja ottamalla huomioon

seuraavat reunaehdot (Kuva 1)

[w] 2 . f
M1 = Myq + SMXy = nlys
M° _ = M_, - SMX '

%2 x2 2 "Moo
M® =M . - SMY, -« &’
yl yl 1 1’
(6)
Mm% =M ., + SMY, . E'
y2 y2 2 2°

o = - .

B, =8, $8, ',

o .

B 2 = 82 + SBZ 2] 27

Ep =Myt 0 = 6 =0,

joissa yl&aindeksi O gsittas ulkoista kuormitusta ja alaindeksit 1 ja

2 pilarin yla- ja alapd&td, saadaan tasapainoyht&l16t muotoon

s} s}

My-PE+Z|XO+ (2= - 1) sMyy g} « Bosmy, £5 - (- - 1) P g

s Moyl + %— (IVI;2 - M;ll i
z° z° z°

M - P M (S - 1) S o v B S o - (B 1 Py

= =MS, - B Mg, - MDD
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o o
y4 _ _ 2z 2
-8 - (K +OGId] 6 - [E— Z i) SBl Oi [ 882 02> .
= -B] - £ (B3 - BJ1 - S[U(M E" + Mn") dzZ] dz ¢ -
20 L L e °
A £[£(MX gh o+ IVIy g") dz] dz

Lisadksi pilarin p#an 1 sivusiirtymille ovat voimassa seuraavat ta-

sapainoehdot.

0 = - ’ g 9 - .
Ver = Myp * P gg = Mg 0 - SVXy -y
(8)
o _ ’ = y
Vop =My o+ PE] IVIyl 0] sVY, &

Normaalij&nnitykselle o patee yht&ld [5]

g =E (p" = g"x - n"y - @"uwl + oL (?)
kimmoisessa tilassa ja

g =0 (10)
plastisessa tilassa. p on siirtymd 2%-akselin suuntaan.

p:in eliminoimiseksi muodcostetaan lauseke:

P = fpodF =f p odF + S o dF = E (Fg p' = Syq £ = S, n" = §,, 0

Fp ye xe = We

+ fFBoFdF +f Fp (os - 0,) dF + pr%,dF (11)

S Fp tarkoittaa poikkileikkauksen mydt&neen osan yli suoritettua - -in-
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tegrointia. Ottamalla huomioon, etté

[0 8F + fp o dF = 0,
(12)
Pp = pr (Us.—or) dF
P=P_ +P
e ' p
saadaan
cofe L Sve g, e Jue g (13)
P EF_ " Fe Fg " Fe

Sijoittamalla t&m& edelleen normaalijé&nnityksen lausekkeeseen saa-

daan

Pe Sye Sxe Swe
O=F—B--E[(><'Fe)g+[y'Fe—]£+(w'T:? @](14)
+ 0
r
kimmoisessa tilassa Jja
0 =0 (15)

plastisessa tilassa.

Tasapainoyht&18iden (7) ja sivusiirtymdehtojen (8) ilmaisemi-
seksi siirtymien &, N ja kiertym&n © avulla sijoitetaan normaalijén-
nityksen lauseke (14) ensiksi jé&nnitysresultanttien yvht&ldihin (1)
ja (3) ja nam3 edelleen yht&ldihin (7) ja (8). Yht&loista (7) saa-

daan:
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s " hy " i " . ZO )
EI_\/e E" + EI><th n" + EL o © Peg+Mo+ (—-1)sMye
z° z° 0 z° u] o] Pe
— 4 - —— = £ = —— - - —
i SMY2 £ (L 1) Pg 1 Myl * T (My2 Myl] Myp * Eo
v N n .
" " W = = ’
EIXyB g EIxB L EIwyB e P+ MyO " [L 1) SMXI N1
z° z° s] z° o] 5] Pe
ol [ < o = — =" - =
P SMXy mp s s D PNy = My M M) M
E’:EJ " o2 ” E%} " GI ZD '
- B : 92
oxe B Y ELgn "+ EI 0 (K q) ® - {f 1) sB; ef
2® 0 2° 0 ) 22
- {— 8B, 6," = - B] - £ (B) - B]) - é[é(Mx g+ My m ) dz] dz
2° LL Pe
A g[g(Mx g" o+ My n") dz] dz + Bp * Eo Swe
Sivusiirtymdehdot (8) tulevat muotoon
i ’ v ’ E L ' 1
E (Iye El) + E (IxyB nl) + E [wae Ol) - P E] * Mxl Ol + SVX1
_ _,,0 E_e— ] _ '
= Ve * (F5 Sye] Mypl
n . N , A or1’ ' '
E (Ixye El] + E (Ixe nl) + E (Iwye l) - P El + Myl C1 + SVX
0 Pe ! '
vyl t (gg Sy ¢ IV]xpl

5 2 2
Y =1 = Y8 Y a1 = X8
ve ye Fe ' Txe xe Fe ’
P -aefve p L . ye ue
xye xye Fe ' Tuxe wxe Fe ’
2
T = 1 _ Sxe Sme ¥ -1 _ Sme
wye wye Fe ' T we we Fe

*1

(17)

n

(181
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6. TASAPAINOYHTALUIDEN RATKAISEMINEN

Yhtil8iden (16) ja (17) muodostaman yht&ldryhmé&n ratkaisemi-
seksi kdytetdsn differenssimenetelmd&d. Pilari jsetaan n:8&n yhté-
suureen osavaliin eli (n + 1l):een differenssipisteeseen. Korvaa-
malla differentiaalit ndissd pisteissd differensseilld saadaan seu-

raava matriisimuotoinen yht&ldéryhma

[A] x {d} = {W}. (19)

Tassd {d} on muodonmuutosvektori, jonka komponentit ovat siirtymat

Nye«sn ja kiertymat el...e

El...g noe 1’

(Al on 3 (n + 1) x 3 (n + 1) suuruinen nelidmatriisi, jonka eleman-

n + 1 n + 1°

tit muodostuyat yht#ldiden (16) ja (17) siirtymien g, n Ja kiertymi-
en © kertoimista kussakin differenssipisteess&d. Vektori {W} on
kuormitusvektori, joka k&sittda yhtdldiden (16) ja (17) oikeanpuo-

leiset termit.

Yhtaldryhmén ratkaisemiseksi pilarin poikkileikkaus on jaettu
pieniin osa-alueisiin (Kuva 3) kussakin (n * 1):ss& differenssipis-
teessi. Kuvassa (4) on esitetty laskennan kulku kuormitusvektoria
{W} vastaavan siirtymdtilan p md&rittsdmiseksi. Ensimm&isen lasken-
takierroksen tuloksena saadaan siirtym&t p, jotka vastaavat kimmoi -
sen tilan ratkaisua. N#istd lasketaan edellsen j&nnitykset eri dif-
ferenssipoikkileikkauksissa kunkin osa-alueen keskipisteessa ja tar-
kistetaan mydtdehto (14), (15). Sitten lasketaan matriisin [A] ele-
mentit uudestaan ottaen huomioon myBt&neet alueet. Samoin korjataan

kuormitusvektorin {W} termit. Yht&ldryhm# ratkaistaan uudelleen
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Kuva 3. Esimerkissd k8ytetyn I-poikkileikkauksen jaka-
minen osa-alueisiin
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Kuva 4. Laskennan kulku
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n&ills korjatuilla arvoilla ja tulokseksi saadaan siirtymadtila GRS
Jos pz:n ja Ol:n vélinen ero ei tdytd annettua konvergenssiehtoa,
lasketaan pz:ta vastaavat j8nnitykset kaikissa differenssipoikki-
leikkauksissa. Tarkistetaan j&lleen myétﬁehﬁo ja korjataan [A]:n ja
{W}:n komponentit sekd ratkaistaan yht&l8ryhm& n&illd korjatuilla
arvoilla. Laskenta toistetaan kunnes konvergenssiehto tayttyy. T&-
min jalkeen lis&t#an kuormitusta ja laskentaa jatketaan siihen saak-
ka, kunnes siirtymit o kasvavat &&rettdmén suuriksi. T&ma raja vas-

taa pilarin murtokuormaa.

7 SOVELLUTUSESIMERKKI

Edells esitetyn teorian pohjalta on kehitetty tietokoneohjel-
ma, jonka avulla on mahdollista laskea hyvin monentyyppisid pilarei-
ta ja tutkia j3d&nndsjénnitysten ja reunaehtojen vaikutusta muodon-
muutoksiin ja murtokuormaan. Ohjelmaa k&ytt&en on laskettu useita
aikaisemmin teoreettisesti ja kokeellisista tutkittuja pilareita ja
tulosten on havaittu vastaavan toisiaan. Laskelmissa pilari on

jaettu yleensd 8 osaan ja sen poikkileikkaus 2B60:een osa-alueeseen.

Seuraavassa tarkasteltava esimerkkipilari on valittu Englan-
nissa Building Research Station'issa suoritetusta laajasta koesar-
jasta. Siind tutkittiin normaalinkokoisen kolmikerroksisen avaruus-
kehidn kayttdytymistd kuormittamalla se vaiheittain murtoon saakka
[2]. Esimerkiksi on valittu keh#&n pilari B2. Pilarin liittyminen
muuhun rakenteeseen ja pilarin p&ihin tulevat momentit on ma&r&tty

referaattien [1], [2] ja [6] perusteella.
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Koesarjan viimeisessd vaiheessa kuormitettiin osa pilareista
murtoon saakka. T&m&n vaiheen alkuhetkelld pilariin yl&p&&h&n liit-
tyvit primddripalkit olivat jo plastisessa tilassa, ja niistd aibeu-
tui pilareille momenﬁti Mgl = 1750 Mpem. Pilariin liittyvat sekun-
diaripalkit olivat viel#d kimmoisessa tilassa jannityksien ollessa
juuri my8tdrajan alapuolella. T&st&d alheutui momentti M;l =
440 Mpom. Pilarin alapdi oli kiinnitetty jAyk&sti perustuksiin.
Ylip&sn kiinnitysastetta kuvaaville jousille voidaan laskea kimmoi-

sessa tilassa olevista sekundiZ&ripalkeista ja yl&puolisesta pilaris-

ta seuraavat arvot:

SMXl = 176000 Mpcm, SMYl = 161000 Mpcm.
Y14p&&n sivusiirtymét €10 N3 ja kiertymad oli estetty, Jjoten £1 =n1
=0, = 0. Mydtbraja 0 oli 3,9 Mp/cm2 ja poikkileikkauksen k8yris-
tyminen oli estetty molemmiss& p&issd&. Laskennassa jBannGsjénnityk-
set on otettu huomioon kuvan (5] mukaisesti. Samassa kuvassa on
esitetty myds lasketut pilarin keskikohdan siirtym&t El'nl ja kierty-
m& 0. Murtokuormaksi saatiin 270 Mp, joka on 1&helld kokesllisesti

saatua tulosta 266 Mp. Pilarin pituus L oli 518 cm ja profiili

8 x 8 x 48 UC.
8. JOHTOPAATUKSIA

Edells esitetty menetelmd antaa mahdollisuudet tutkia eri-
laisten reunaehtojen, sisBisten ja&nnitysten ja eri kuormitusyhdis-

telmien vaikutusta pilarin muodonmuutoksiin ja murtokuormaan.
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lasketut siirtymdt kohdassa C.

Kuva 5. Esimerkki

Menetelm3 on tuskin kAytt&kelpoinen normaalissa suunnittelutydssa,

mutta sitd voidaan kaytt&&d esim.

tarkkuuden tutkimiseen.

Uusissa terdsnormeissa [7] on annettu yhdistelykaava, Jjoka on
hyvin monipuclinen ja suhteellisen yksinkertainen k&ytt&a.
otettu huomicon normaalivoiman lis&ksi momentti kahdessa eri suun-
nassa ja reunasehdot voidaan ottaa huomioon nurjahduspituuden avulla.

Esimerkiksi t3m&n kaavan k3yttdkelpoisuutta erilaisille reunaehdoil-

le on hyvin vdh&n tutkittu.
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Esitetty menetelmd voidaan laajentaa k#sittadm&dn myds palkit
lis88m&l1& tasapainoyhtdl®dihin (16) termit, jotka sallivat kuormi-
tuksen pilarin p&iden v&1illd. Lisaksi p8iden v&1ill& voidaan kier-

tymille je siirtymille antaa lis8ehtoja jousien avulla.
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