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Luku 1

Johdanto

1.1 Peruskasitteita

Stabiilisuusteoriassa selvitetddn, milloin liiketila tai tasapainotila on stabiili eli vakaa tai
labiili eli epdvakaa. Rakennesuunnittelussa tutkitaan erityisesti hoikkien rakenteiden staat-
tista stabiiliutta. Lento- ja avaruustekniikassa ja sdédtotekniikassa tarkastellaan liikkeen tai
systeemin dynaamista stabiiliutta. Seuraavassa esityksessi keskitytdan hoikkien rakentei-
den staattisen stabiiliuden analysointiin.

Rakenteen tyypistd ja stabiiliuden menetystavasta riippuen méaéaritellddn ilmict:

e nurjahdus,
e kiepahdus,
e vidntonurjahdus,

e lommahdus,

kuva 1.1.

Tasapainotilan luonne voi olla stabiili, labiili (epéstabiili) tai indifferentti. Asiaa on
havainnollistettu kuvan 1.2 pallon ja alustan muodostaman systeemin avulla. Kuvan 1.2a
tapauksessa tasapainotila on stabiili, ja pallo palaa siirtyneestd asemasta kupin pohjalle.
Kuvan 1.2b tapauksessa tasapainotila on puolestaan labiili, ja pienikin h&irio aiheuttaa
pallon dérellisen poikkeaman tasapainotilasta. Kuvan 1.2c pallon tasapainoasema on indif-
ferentti, eli se on vilinpitdméaton pienelle hiiriolle.

Stabiilisuusteoriassa kiytetddn usein seuraavia késitteité:

e Perustila on jirjestelmén alkuperédinen tasapainotila.
e Hiiritty tila on jarjestelmén tila hairion aiheuttaman muutoksen jilkeen.

e Hairi6 on ulkoinen impulssi, kuorman muutos tai rakenteen epétéiydellisyys (muoto-
virhe).

e Poikkeama on on héirityn tilan ja perustilan ero.

Rakenteen stabiiliuden tutkimiseen voidaan kiyttdd mm. seuraavia menetelmié:
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Kuva 1.1 Stabiiliudenmenetysilmidité.
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OR®,

Kuva 1.2 Tasapainotilan luonne.

e tasapainomenetelma,

e energiamenetelmd,

epikeskisyysmenetelm4,

kineettinen menetelma.

1.2 Yksinkertaiset rakennemallit

Tutkitaan seuraavassa rakenteiden stabiiliuden analysoinnin menetelmid yksinkertaisten
rakennemallien avulla.
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Kuva 1.3 Jousella tuettu pilari.

1.2.1 Jousella tuettu pilari

Tutkitaan kuvan 1.3 jousella tuetun Ad&rettomén jaykin sauvan stabiiliutta tasapainome-
netelmilléd, energiamenetelmélld, epikeskisyysmenetelmélld ja kineettiselld menetelmélla.
Jousi on kiinnitetty sauvaan kitkattoman renkaan avulla.

Tasapainomenetelmai

Tasapainomenetelméssd muodostetaan momentin tasapainoyhtdlo tukipisteen O suhteen
ja saadaan
PyoL — kapa =0, (1.1)

mistéd seuraa homogeeninen yhtilo
(PL — ka*)p = 0. (1.2)

Kysymyksessd on ominaisarvotehtdvd. Homogeenisella yhtéloryhmélla on ei-triviaali
ratkaisu (eri kuin nollaratkaisu), jos kerroinmatriisin determinantti on nolla. Nyt yhtalo-
systeemissé on vain yksi yhtélo, ja determinantin nollaechdosta seuraa ratkaisu

PL = ka? (1.3)
eli )
k
P:%< (1.4)
Energiamenetelmi

Energiamenetelméssd muodostetaan ensin rakenteen kokonaispotentiaalienergia

M=U+YV, (1.5)
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p = PL/ka?

haarautumispiste

Kuva 1.4 Tasapainopolut ja haarautumispiste.

F = kayp

Kuva 1.5 Siirtynyt tila.

missé

on muodonmuutosenergia ja
V=—Pu=—PL(1—cosyp) (1.7)

on ulkoisen kuorman potentiaali. Pienen kulman ¢ tapauksessa on likim&arin

V =-1PLy% (1.8)
Tasapainotilassa potentiaalienergia saa stationaarisen arvon, jonka valttdméaton ehto
on, etta
dll
— = ka*¢p — PLyp =0, 1.9
g, ke @ (1.9)
eli
(ka®> — PL)p = 0. (1.10)

Tasapainotilan laatu saadaan selville tutkimalla potentiaalifunktion toista derivaattaa
tai yleisemmin toista variaatiota. Yhden vapausasteen systeemin tapauksessa toinen vari-
aatio on )

d-11
2 2
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Kuva 1.6 Stabiilit, labiilit ja indifferentit pisteet tasapainopoluilla.

ja useamman vapausasteen systeemin potentiaalienergian toinen variaatio on
n n
911
5711 = ————60i0p;. 1.12

Jos 8211 on positiivisesti definiitti, niin tasapainotila on stabiili. Jos 6?II on negatiivisesti
definiitti, niin tasapainotila on labiili. Tapauksessa 6?II = 0 tasapainotila on indifferentti.
Esimerkin tapauksessa saadaan

d11
—— =ka® — PL >0, (1.13)
dip
joten tasapainotila on stabiili, kun
ka?
P<— 1.14
L Y ( )
ja rakenteen kriittinen kuorma Py, on
ka?

Varioimalla potentiaalienergian lausekkeessa kiertymaé

o=0+¢ep (1.16)
tulee
o 1 2 AN2 1 N2
(e +ep) = §ka (0 +ep) —§PL(0+5¢) (1.17)
Lo9po 1 2
—- = ~-PL
Qka 0 5 0

+ e(ka®0 — PLO)@

1
- iégm?—Pm¢%

jossa viimeistd edellinen termi on potentiaalienergian 1. variaatio ja viimeinen termi on 2.
variaatio.
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Kuva 1.7 Epékeskinen kuorma.

Epikeskisyysmenetelmi

Epikeskisyysmenetelméssé tutkitaan epétiydellistd, muotovirheellistd rakennetta. Kuvan
1.7 esittdmén rakenteen héiirityssa tilassa muodostettu tasapainoyhtolo on

—P(Ly + e) + kaypa = 0, (1.18)
josta saadaan ratkaisu
Pe
o= ka% (1.19)
— =P
L

2
a
Kiertymé ¢ ldhestyy ddretonta, kun P — R joten

ka?
Kirjoitetaan ratkaisu muodossa
P 2
P o4O 2y
L

ja piirretdédn ratkaisuja eri epdkeskisyyden e arvoilla.

Kinemaattinen menetelmi

Kinemaattisessa menetelméssé tutkitaan rakenteen virdhtelyjd perustilan suhteen. Kuor-
maparametrin arvo, jolla amplitudi kasvaa rajatta, on kriittinen. Menetelma soveltuu myos
epakonservatiivisiin tapauksiin. Tarkasteltavan rakenteen liikeyhtdlé on

J& +kap-a— PLp =0, (1.22)
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P/Pkr
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y

Kuva 1.8 Epékeskisen kuorman ratkaisuja.

L
a
AR
Kuva 1.9 Virahteleva rakenne.
eli
G+ N =0, (1.23)
missé 2
a“ — PL
2\ = 1.24
- (124)
ja J on kiertohitausmomentti
7 AL3
J:/J:QpAd:L‘: P - (1.25)
0

missd p on tiheys, A on poikkileikkauksen pinta-ala ja L on sauvan pituus.
Liikeyht#lon ratkaisu riippuu parametrin A arvosta. Jos A? > 0, niin ratkaisu on

@ = Acos A\t + Bsin M, (1.26)
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Kuva 1.10 Kahden vapausasteen systeemi.

ja virihtelyn amplitudi on #irellinen. Tapauksessa A\? < 0 ratkaisu on
¢ = Acosh At + B sinh At. (1.27)
Alkuehdoilla ¢(0) = ¢g, ¢(0) = 0 saadaan ratkaisu
» = g cosh \t. (1.28)

Kulma ¢ menee jalkimmaéisen ratkaisun mukaan &irettoméksi ajan mukana. Kriittinen
kuorma saadaan siten ehdosta A% = 0, ja se on

Py = T (1.29)
1.2.2 Kahden vapausasteen malli.
Tutkitaan kahden vapausasteen systeemin stabiiliutta energiamenetelmallé.
Kuvan 1.10 systeemin potentiaalienergia on
I = U+V
= Zk(LO)* + ik(Lyp)? (1.30)
—PL[(1 —cos®) + (1 —cosp) + (1 — cos(¢ — 0)].
Kun kulmat ¢ ja 6 ovat pienid, niin
92 2
cosﬁzl—g, cosgo%l—%, (1.31)

ja potentiaalienergian lausekkeeksi tulee

IT = 1kL?0% + LkL?p® — PL(6” + ¢* — 0yp). (1.32)



1.2. Yksinkertaiset rakennemallit 9

Stationaarisuusehdosta 011 = 0 saadaan

o oIt

=5 = 0, 7 =0, (1.33)

joista seuraa kahden tuntemattoman ja kahden yht&lén homogeeninen yhtéloryhma
(kL? —2PL)0 + PLy = 0, (1.34)

PLO + (kL? — 2PL)y = 0. (1.35)

Matriisimuodossa kirjoitettuna yhtalot ovat

L? - 2PL PL
K ) o0 (1.36)
PL kL® —2PL ® 0
tai lyhyemmin merkittyna
Kq=0. (1.37)
Ehdosta
det K =0 (1.38)

saadaan toisen asteen yhtélo, jonka juuret ovat P = %k:L ja Py = kL.
Ominaisvektorit ratkaistaan yhtaloryhmésté (1.36) sijoittamalla P:n paikalle vuoron-
perddn ominaisarvot P ja P». Ominaisarvoa P) vastaa ominaisvektori q;, joka ratkaistaan

Al e

o1 = —b1. (1.40)
Ominaisarvoa P, vastaava ominaisvektori g, ratkaistaan yhtaloryhmésta

IR NG
2 0

P2 = 02. (1.42)

yhtaloryhméstéa

ol ol
ol ol

Tuloksena saadaan

josta saadaan

Ominaisvektorit on esitetty kuvassa 1.11.
Yleisessd tapauksessa, n-vapausasteiselle systeemille ominaisvektorit ratkaistaan yhta-
16ryhmista
K(P)q,=0, i=1,..n. (1.43)

Tutkitaan tasapainotilojen laatua muodostamalla potentiaalifunktion II toisen variaa-

tion
n

62
Zza = ~pide; (1.44)

=1 j=1



10 LUKU 1. Johdanto

Kuva 1.11 Kahden vapausasteen systeemin ominaisvektorit.

tai toisen neliomuodon kerroinmatriisi

O’ O°11

202 900 kL? —2PL PL

Il ol PL kL? —2PL | (1.45)
0pdl  Op?

Kerroinmatriisi on positiivisesti definiitti, jos sen paddeterminantit ovat positiivisia, eli

0?11
202 0 (1.46)
ja
QPILA2IL ([ 9211 \°
902 92 (89890) 0 (147)
joista seuraavat ehdot
kL
P< = (1.48)
ja
(kL? —2PL)? — (PL)* > 0 (1.49)
eli
(kL — P)(3kL — P) > 0. (1.50)

Ehdoista péditelldan, ettd tasapainotila on stabiili, kun P < %k:L, ja kriittinen kuorma on

Pyr = $kL. (1.51)

1.2.3 Jousella tuetun pilarin darellinen kiertyma

Tavanomaisissa rakenteissa stabiiliuden menetys tapahtuu yleensé pienten siirtymien jal-
keen, mutta joskus on kiytettiva tarkempaa, geometrian muutoksen huomioonottavaa teo-
riaa. Tutkitaan tédtd asiaa kuvan 1.12 pilari-jousi -mallin avulla. Ratkaistaan tehtévi ensin
tasapainomenetelmilld ja sitten energiamenetelmall.
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| P/Pyq

haarautumispiste

14
arecon ~a
a. CCOSL aI'CCObL
Kuva 1.12 Jousella tuetun pilarin darellinen kiertymaé.
Tasapainomenetelmai
Tasapainomenetelméssd muodostetaan tasapainoehto
PLsi © R=0 (1.52)
sin ¢ — = :
L— © ’
missé sauvaa vastaan kohtisuora tukireaktio on kitkattoman renkaan tapauksessa
kat
R ratane (1.53)
cos
Sijoittamalla tukireaktio tasapainoehtoon tulee
kat
PLsing — — P2 _ (1.54)
COS( COS®
eli
2
PL — sinp = 0. 1.55
(PL~ 5 )sing (1.55)
Yhtalolla on triviaaliratkaisu ¢ = 0 tai ratkaisu
PL 1
— = —. 1.56
ka?  cos3 (1.56)
C : : P
FEi-triviaali ratkaisu voi olla olemassa, kun Ta? > 1.
a
Energiamenetelm3i
Energiamenetelmin potentiaalifunktio on
II=U+V = ik(atan ) — PL(1 — cos ). (1.57)
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A P/Pkr
1
1
u=L(1— cosy) :
k | ! |
y : | :
d E haarautumis iste,i
| (indifferenttisj |
: --- labiili
¢ stabiili |
| E K
_ a sl
aI'CCOSL arccosz
Kuva 1.13 Pilarin ratkaisu energiamenetelmaélla.
Rakenteen tasapainoehto on
dIl ta
— =0 = kd 112g0 — PLsinyp =0, (1.58)
do cos?
eli
ka?
(PL - — > sinp = 0, (1.59)
cos?
kuten tasapainomenetelméssi. Ei-triviaali ratkaisu on
P 1
= — (1.60)

P, cos3p’

missd Py, on pilarin kriittinen kuorma pienen kiertymén ¢ tapauksessa.
Tasapainotilojen laadun selvittdmiseksi muodostetaan potentiaalifunktion toinen deri-

vaatta
a2

sin? . (1.61)

d>T1 ka?
S =

= — PL> cos p +
dy

cos? cost

Tasapainopoluilla ¢ # 0 toinen derivaatta on positiivinen,
——sin“ ¢ > 0, (1.62)

de?

joten padtellddn, ettd tasapainoasemat ¢ # 0 ovat stabiileja. Sensijaan tasapainoasemat
¢ =0 ja PL > ka? ovat epistabiileja.

1.2.4 Ristikon lidpilyontimalli

Tarkastellaan kahdesta sauvasta koottua, jousella tuettua ristikkoa, jota kuormittaa kuor-
ma P, kuva 1.14. Ratkaistaan tehtdva ensin tasapainomenetelmailld ja sitten energiamene-
telmalla.
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Lcosf
C
F
-
s
2L cos o u = 2L(cosf — cos ) F =ku P/2
| »|
I 2L cosf I
Kuva 1.14 Ristikon l&pilyonti.
P
L T3
stabiili
- - -- labiili
B o rajapiste (indifferentti)
//
/ 0
I I -
—0p ! 05 \
//
B'—
Kuva 1.15 Jousella tuetun ristikon tasapainopolku.
Tasapainomenetelmai
Muodostetaan tasapainoehto Mo = 0, eli
P .
§L cos @ — k2L(cos @ — cos ) Lsin § = 0, (1.63)
josta ratkaistaan
mzsin@—tan@cosa, —g<9<a<g. (1.64)
Kuorma-siirtyma -kéiyrédn pisteessé B, kuvassa 1.15 tangentti on vaakasuora ja
dpP cos
de o8 cos? 6 (1.65)
misté ratkaistaan 1
cos®f = cosa, ja BOp = 4 arccos|(cosa)3]. (1.66)
Kriittinen kuorma on P
Zl/-cﬂ = sinfp — tan O cos a. (1.67)

Esimerkiksi, kun o« = 30°, fp = +£17.60° tai 0 ~ +0.30719903 rad ja P/(4kL) ~
+0.02765045.
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1 S
0.02 + i
5]
= 0
~
Q
-0.02
0.04 0.04
-1 -0.5 0 1

Kuva 1.16  Ristikon tasapainopolku, p = P/(4kL), o = 30°, 0 = +0.30719903 rad.

Energiamenetelmi

Systeemin kokonaispotentiaalienergia on

I =u+V
= 1k(2L)*(cos § — cos a)? (1.68)

—PL(sin — sin6).

Tasapainoehdosta 0 0 seuraa yhtalo

. . oS v
=sinf — tanf cosa = sin O(1 —

). (1.69)

4kL cos b

Tasapainon laadun tutkimista varten lasketaan toinen derivaatta

2
11
CCZZW 4kL?(cos O — cos a)(— cos @) + 4kL*sin? @ — PLsin 6
cos «
= 4kL? — cos®0). 1.
k (cos g~ cos 0) (1.70)

Toinen derivaatta on nolla, eli

%11

1
T 0, kun 6= +arccos|(cosa)3] = +0p, (1.71)
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0.08

0.06 |

0.04

0.02 L5

-0.04

Kuva 1.17 Ristikon potentiaalienergia, k = 0.25, L = 1, « = 30°, §p = £0.30719903
rad.

ja tasapainoaseman laatu on indifferentti.
Toinen derivaatta on positiivinen eli
011

20z > 0, kun 0 < -0 ja 6 >0p, (1.72)

ja tasapainotilan laatu on stabiili.
Toisen derivaatan negatiivisilla arvoilla, eli
011

202 <0, kun —0p<6<0p, (1.73)

tasapainotila on labiili.

Kuvassa 1.16 on ristikon tasapainopolkuja eri kuormaparametrin p = P/(4kL) arvoilla.
Kriittinen kuorma py, on noin 0.02765045. Kuvassa 1.17 on esitetty vastaavat potentiaa-
lienergian arvot.
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Luku 2

Tasapainopolut, jalkikriittinen tila ja
muotovirheet

2.1 Yhden vapausasteen systeemi, stabiili jilkikriittinen tila

Maéaritetdan kuvan 2.1 jousella tuetun sauvan tasapainopolut otaksuen ensin, ettd rakenne
on virheeton, eli siind ei ole kuorman epikeskisyyttd tai muuta alkuhairidta.
Rakenteen potentiaalienergia on

1
II= 5kg02 — PL(1 — cos ). (2.1)

Sauvan tasapainoasema ja tasapainopolut voidaan méarittaa asettamalla

o1l
— =0 (2.2)
dp
tai yleisemmin asettamalla potentiaalienergian Il ensimméiinen variaatio nollaksi eli
o1l
ol = —dp =0. 2.3
9,0% (2.3)
Jos systeemilld on n riippumatonta vapausastetta, niin
n
o1l
oIl = —dp; =0 (2.4)
o O

tasapainoasemassa.
Kaavasta (2.3) seuraa esimerkin tapauksessa

0(p) = (k¢ — PLsinp)dp =0, Vop. (2.5)

Koska dp on mielivaltainen variaatio, on sen kertoimen 1. variaation kaavassa oltava nolla,

josta seuraa

koo
P== ) 2.
Lsinp (26)

Jos ¢ = 0, niin tasapainoehto (2.6) toteutuu kaikilla kuorman P arvoilla eli suoralla

¢ = 0. Kuvan 2.1 suora I on tasapainopolku. Kaavan (2.6) avulla mééritetdén toinen

17
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stabiili tasapainopolku

————— labiili tasapainopolku

Kuva 2.1 Kierrejousella tuetu pilari.

tasapainopolku, jota merkitdan symbolilla 1. Kéyra I1 leikkaa tasapainopolun I (¢ = 0)
pisteessd B, missi

P.. = —. 2.

Polku I on primaarinen eli fundamentaalinen polku, ja polku I1 on sekundaarinen
tasapainopolku. Piste B kuvassa 2.1 on bifurkaatiopiste (haarautumispiste). Pistetta B
vastaavaa kuorman arvoa nimitetdin kriittiseksi kuormaksi Py,

Tarkan potentiaalifunktion lausekkeen (2.1) sijasta voidaan muodostaa likimadrdinen
lauseke korvaamalla trigonometrinen funktio cos ¢ sarjakehitelmélla

Lo, 14
cosg0~1—5g0 —i-ﬂgo + - (2.8)
ja ottamalla huomioon sen kolme ensimmaéistd termié, jolloin saadaan
1 1
() = 5 (k = PL)p" + 5 PLy". (2.9)

Asettamalla 611 = 0 tulee
1
[(k— PL)p + EPLgo?’]égo =0, Yy, (2.10)

josta saadaan ratkaistua tasapainopolut

=0, VP, (2.11)
ja
| k 1
P="_ "~ (14 0. 2.12

Kaavaan (2.12) paadytaén myos sekundaarisen tasapainopolun kaavasta (2.6). Asetta-

malla ¢ = 0 saadaan likiméardisestd kaavasta (2.12) tarkka haarautumispiste Py, = T
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Tutkitaan seuraavaksi tasapainotilojen laatua likimadrdisen potentiaalin kaavan (2.9)

avulla. Bifurkaatiopisteessd P = T joten termin (2 kerroin kaavassa (2.9) on nolla. J&l-
kimmdéisen, 4. asteen termin perusteella II kaavassa (2.9) on positiivisesti definiitti, joten
pisteen B tasapainotila on stabiili.

Tasapainopolkuihin I ja I liittyvien tilojen stabiiliutta tutkitaan II:n toisen variaation
tal nyt toisen derivaatan

d?11 1
—— =k —PL+ =PLy* 2.13
avulla. Primaarisella polulla ¢ = 0
d?11
— =k— PL, (2.14)
dp?

joten potentiaalienergian toinen variaatio on positiivinen, kun P < I ja negatiivinen, kun

k
P > —. Edellisessé tapauksessa tasapainotila on stabiili ja jalkimmaéisesséd epéstabiili.

Sijoittamalla sekundaarisen polun I7 kaava (2.12) potentiaalienergian toisen derivaatan

kaavaan tulee )
eIl 1 1
—— = Zk(e*+ =t 2.15

joka on positiivinen, ja polun /I tasapainotilat ovat siten stabiileja, kuva 2.1. Tasapaino-
polku I7 on symmetrinen ja stabiili.

2.1.1 Muotovirheen vaikutus

Tarkastellaan edelleen samaa kierrejousen tukemaa ulokesauvaa kuin edelld, mutta talla
kertaa rakenteeseen otaksutaan muotovirhe: sauvan kaltevuuskulma alkutilassa on ¢g.
Muotovirheellisen sauvan potentiaalienergian lauseke on

1
II(¢;00) = ik(go — g00)2 — PL(1 —cosp) + PL(1 — cos ¢p). (2.16)

Kehittamalld cos g sarjaksi ja ottamalla mukaan termit 4. asteeseen asti saadaan

1 1 1
I(p; o) = §k(s02 + @0® — 2¢p¢p0) — PL(1 — cos ¢) + PL(§¢02 —~ ﬂ8004)- (2.17)

Otaksutaan, ettd kulma g on pieni, jolloin termin ¢yq rinnalla ¢g:n korkeampia po-
tensseja sisaltavit termit voidaan jattda pois. Pienen muotovirheen tapauksessa kaavasta
(2.17) seuraa

1
(p; o) = 5k¢(902 — 2p0) — PL(1 — cos ). (2.18)

Tasapainotilat méadritetddn jélleen ehdosta oI = 0 eli
[k(p — o) — PLsinpldp =0,  Vip, (2.19)
josta seuraa tasapainopoluille kaava

k k
p=2?2 _F % (2.20)
Lsiny Lsing
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g00<0
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stabiili tasapainopolku
----- labiili tasapainopolku

Kuva 2.2 Kierrejousella tuetu pilari; alkukiertymén vaikutus.

Kaavan (2.20) ensimméinen termi on sama kuin virheettémén rakenteen tasapainoyh-
talossd (2.12). Toinen termi on muotovirheestd aiheutuva korjaustermi. Kaava (2.20) on
piirretty kuvaan 2.2.

Polut, jotka leikkaavat ¢-akselin ovat luonnollisia; muut ovat epéluonnollisia (haamu-
polkuja). Jokaista arvoa g vastaa luonnollinen ja epéluonnollinen polku. Polut muodos-
tavat kdyraparvia, joissa on ddreton maard kiyrid, (kuten on ¢gm arvojakin). Kuvan 2.2
pistekatkoviivalla piirretty kiyré esittdd kaavaa

dQ—H =k — PLcosy = 0. (2.21)

dp?
(P, p)-tasossa pistekatkoviivan sisipuolella potentiaalienergian lausekkeen toinen derivaat-
ta dQ—H
dp?
ulkopuolella toinen derivaatta on positiivinen, ja tasapainoasemat ovat stabiileja.

on negatiivinen, ja tasapainotilat ovat epéstabiileja. Vastaavasti pistekatkoviivan

2.2 Yhden vapausasteen systeemi, epistabiili jilkikriittinen
tila

Kuvan 2.3 vaakajousella tuetun &arettoméan jaykén pilarin potentiaalienergian lauseke on

1
I(p) = §/€L2 sin? ¢ — PL(1 — cos ). (2.22)

dll
Tasapainotilassa — = 0, eli
dip

Lsinp(kLcosgp — P) =0, (2.23)
jolla on ratkaisut (tasapainopolut)

=0 ja P =kLcoseg. (2.24)
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stabiili tasapainopolku
—————— labiili tasapainopolku
Kuva 2.3 Jousella tuettu pilari.
Haarautumispisteessi B
P=P,=kL. (2.25)
Tasapainotilojen laatu selvitetdén Il:n toisen derivaatan
a kL?(2cos? ¢ — 1) — PL (2.26)
— = cos“p—1) — cos .
avulla. Polulla I ¢ = 0 ja IL:n toinen derivaatta on
d?11
—— = L(kL — P), (2.27)
dip

joten primaarisella polulla tasapainotilat ovat stabiileja, kun P < kL ja epéastabiileja, kun
P > kL. Sekundaarisella polulla I P = kLcosy ja

d°Il 1
a0t %[PQ — (KL)%, (2.28)
2
joten 152 < 0, koska P < kL. Polulla IT tasapainotilat ovat epéstabiileja.
2
2
I
Bifurkaatiopisteessi B P = kL, ¢ = 0 ja 107 = 0. Pisteen B tasapainotilan laadun
Y

selvittdmiseksi on tutkittava lisédé potentiaalia I1(p). Merkitsemélld ¢ = 20 ja kdyttdmalla
trigonometrisia yhteyksii sin? 20 = 4sin? 6 cos? 0 ja cos 20 = 2cos? § — 1 saadaan

I1(0) = 2kL?sin” §(cos® H — 1), (2.29)

joka on negatiivisesti definiitti. Pisteen B tasapainotila on siten epéstabiili. Esimerkin
tapauksessa sekundaarinen tasapainopolku on symmetrinen ja epéstabiili.
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Korvaamalla sini- ja kosinifunktiot sarjakehitelmilld ja sdilyttdmalld termit o neljan-
teen potenssiin asti saadaan likim&ardinen lauseke

1 1 1 1
(p) = kL?(p? — =) — PL(=¢? — — ). 2.
() = GEL7(¢" = 3¢7) (5¢° = 559 (2.30)
Tasapainoehdosta 0II = 0 saadaan tasapainopolut
1
©0=0 ja P=kL(1—- §g02). (2.31)

Edellinen ratkaisu on sama kuin tarkan ratkaisun primaarisen polun kaava, ja jilkimméinen
ratkaisu on likimééréisen sekundaarisen polun kaava. Bifurkaatiopisteessi P = Py, = kL
ja ¢ = 0, kuten tarkassa ratkaisussa.

Likiratkaisun II:n toinen derivaatta on

d*T1 1
—— = kL?*(1 —2¢%) — PL(1 — =¢?%). 2.32
i ( ©°) ( 5% ) (2.32)
Primaarisella polulla
P k- Py (2.33)
dp? ’

kuten tarkassa ratkaisussa. Sekundaarisella polulla I7

d211 4P P2

— =kL*(-3+ —) — —. 2.34
Merkitddn P = akL, 0 < a < 1. Téalloin
d?11
a2 EL*(=3 + 4o — o?) = kL? f(a). (2.35)

2
Koska funktio f(«) < 0 tarkasteluvililld, on ) < 0, ja sekundaarisen polun tasapaino-
P

tilat ovat epéstabiileja.
2

dp?
tu jaa epaselviksi. Potentiaalifunktion kaavan perusteella bifurkaatiopisteen ympéaristossa

Bifurkaatiopisteessd B P = Py, = kL ja a = 1, joten = 0 ja tasapainotilan laa-

saadaan sijoittamalla P = kL potentiaalin kaavaan (2.30)
Lo 4
T(p) = gk, (2:36)

joten pisteen B tasapainotila on epéstabiili.

2.2.1 Muotovirheen vaikutus

Otaksutaan, ettd sauva on kulman g verran kallellaan jo alkutilassa, ja tarkastellaan asiaa
likim&araisen potentiaalienergian lausekkeen avulla.
Tarkka potentiaalin lauseke

1
I(p;00) = ikL2(sing0 —sin g)? — PL(1 — cos @) + PL(1 — cos ¢q) (2.37)
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Kuva 2.4 Jousella tuettu alkuaan kalteva pilari.

muuntuu korvaamalla trigonometriset funktiot sopivasti katkaistuilla sarjakehitelmilla muo-
toon

1 1 1 1
(p; o) = kL (9* — z¢p* — 2 — PL(z¢* — —¢* 2.38
(¢300) = SELA(" = 39" — 20¢0) (5% = 5;¢") (2.38)
(otaksuen, etté g on pieni, jolloin termin @y rinnalla ¢g:n korkeampia potensseja sisél-
tavit termit voidaan jittdd pois).

Tasapainotilassa JI1 = 0, ja likimAdriisen potentiaalin kaavasta seuraa tasapainoyht#lo

1
P=kL <1 — 56 - %) , (2.39)
(missé kertaluokkaa O(¢?) ja O(pgg) olevat termit on jitetty pois termien ¢? ja i
%0

rinnalla).

Ratkaisut (2.39) on esitetty kuvassa 2.5. Jokaista arvoa ¢g vastaa jélleen luonnollinen ja
epéluonnollinen tasapainopolku. Tasapainopolkujen muodostamia kiyriaparvia tai perheité
on nyt neljd kappaletta: kaksi g positiivisilla arvoilla ja kaksi ¢g:n negatiivisilla arvoilla.

Kun g — 0, niin muotovirheellisen rakenteen tasapainopolut ldhestyvit taydellisen
rakenteen tasapainopolkuja. Luonnollisilla poluilla esimerkin tapauksessa kuormalla P on
maksimiarvot P,,. Derivoimalla kaava (2.39) tulee

dP %o

— =kL(—p+ 902) =0, (2.40)

mistéd seuraa yhteys
o = o3 (2.41)
Sijoittamalla (2.41) kaavaan (2.39) tulee
Py = KL(1 — g%%), (2.42)

eli P:n maksimiarvon riippuvuus alkuvirheestd ¢q, kuva 2.5. Maksimiarvoa P,, vastaava
piste on nimeltddn rajapiste.
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stabiili tasapainopolku
----- labiili tasapainopolku

Kuva 2.5 Jousella tuettu pilari; alkukiertymén vaikutus.

Kéyran (2.42) ja kuvan 2.5 avulla paitellddn, ettd pienikin ¢g:n arvo aiheuttaa suuren
(negatiivisen) muutoksen P,,:n arvossa ja esimerkin rakenne on hyvin herkkd muotovir-
heelle.

Kaava (2.42) voidaan johtaa vaihtoehtoisesti eliminoimalla ¢ tasapainoyhtalon (2.39)

avulla kaavasta
d11 5 1,
— = EL(1 —2¢°) — PL(1 — =¢°) = 0. (2.43)
do 2

Kaava (2.43) on esitetty kuvassa 2.5 pistekatkoviivalla. Pistekatkoviivan alapuolella

d’I1

102 > 0, ja tasapainotilat ovat stabiileja. Vastaavasti pistekatkoviivan ylédpuolella
P

d*I1
102 < 0, ja tasapainotilat ovat epéstabiileja.
©
2.3 Yhden vapausasteen systeemi, epasymmetrinen jalkikriit-
tinen tila

Tutkitaan jaykdn ulokesauvan ja vinon jousen muodostamaa systeemid. Jousen pituus on
alkutilassa a ja deformoituneessa tilassa a. Systeemin potentiaalienergia on

() = %k(a _ )2~ PL(1 — cos ), (2.44)

missé

L

sin

1 1 .
Q—L\/1+tan0 (m—FQSIH@) (24:6)

a =

: (2.45)
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stabiili tasapainopolku
----- labiili tasapainopolku
Kuva 2.6 Vinolla jousella tuettu pilari.
Kulmien ¢ ja 6 funktiona
2
() Ler2 | 14 L L o ! PL(1 ) (2.47)
= - — S — — — COS ). .
? 2 tanf \ tan @ e sin 6 v

T
Asetetaan seuraavassa 0 = 7 ja kehitetddn kulman ¢ trigonometriset funktiot sarjoiksi.

Talloin saadaan

1 1, 1 1 1

(o) = —kL?(p? — 23 — — 1 — PL(=p% — — ). 2.4
(¢) 1 (¢ 5% 4890) (2s0 2490) (2.48)
Ehdosta 61 = 0 seuraa
. 1 31,
=0 ja PzakL(l—Zp—l—g(p )s (2.49)

jotka esittavit jilleen primaarista ja sekundaarista tasapainopolkua, kuva 2.6.
Kun ¢ = 0, niin kaavasta (2.49) seuraa

1
Py, = §kL. (2.50)
Tutkitaan tasapainotilan laatua bifurkaatiopisteessé sijoittamalla kriittisen kuorman arvo
(2.50) potentiaalin kaavaan (2.48) ja saadaan

1 1
(p) = gkLZ(—<p3 - 5904), (2.51)

jossa kuubinen termi dominoi 4. asteen termié. Bifurkaatiopisteen tasapainotila on siten
epastabiili.

Primaarisen ja sekundaarisen polun tasapainopisteiden tutkimiseksi muodostetaan po-
tentiaalin toinen derivaatta

P11 1 1
— = ZkL*(2—-3p— ~©?) — PL(1 — =¢?). 2.52
e ( © 4<p) ( 290) (2.52)
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Primaarisella polulla I (¢ = 0)

d*11 1
— =L(zkL—-P 2.53
2 = LGkL = P). (2:53)
. o oy 1. .. N 1
joten tasapainotilat ovat stabiileja, kun P < §I<:L ja epéastabiileja, kun P > §kL. Sekun-
daarisella polulla 17

d°1L 1 3 1

— = =kL*(-3 - 2o+ o). 2.54
a7 3 (=3p+ 9" = 59" + 197 (2.54)
Kaavassa (2.54) lineaarinen termi —3¢ on hallitseva pienilld ¢:n arvoilla, joten polun 17
tasapainoasemat tilan ¢ = 0 ympdaristdssa ovat stabiileja, kun ¢ < 0 ja epéstabiileja, kun
p > 0.

Tehtévan kasittelyd voidaan yksinkertaistaa katkaisemalla II:n kehitelm& kolmannen

asteen termiin:

1 1 1
() = ZkLQ(SOQ - 5903) - §PL902' (2.55)
Talloin saadaan tasapainopolkujen yhtaloiksi
. 1 3

Suora (2.56) on kiyrin (2.49) tangentti bifurkaatiopisteessd B, jossa ¢ = 0, kuva 2.6.
Polut I ja Il ovat nyt suoria, mutta bifurkaatiopiste on sama kuin tidydellisemmalld po-

1
tentiaalin kaavalla mé#dritetty piste B: (ikL’ 0). Bifurkaatiopisteen B ympéristossi sijoit-
1
tamalla katkaistun potentiaalin kaavaan (2.55) P = §kL saadaan

1
H(p) = —gkLQ 3 (2.57)

joten piste B on epéstabiili. Sekundarisella polulla saadaan kaavan (2.54) sijasta nyt (si-
joittamalla sekundaarisen polun kaava (2.56) katkaistun potentiaalin kaavan (2.55) avulla
laskettuun toisen derivaatan lausekkeeseen)

d*11 3
a2 = s (2.58)
d*11 d2T1
ja 152 > 0, kun ¢ < 0 (stabiili), 152 < 0, kun ¢ > 0 (epéastabiili).
© ¢

Esimerkin rakenteen jalkikriittinen tila on epésymmetrinen.

2.3.1 Muotovirheen vaikutus

Otaksutaan ulokesauvan kaltevuudeksi alkutilassa pg. Jinnityksettoméan jousen pituus on
ag. Potentiaalienergian lausekkeeksi saadaan

1
II(p; o) = Qk‘(a —ag)?> — PL(1 — cos @) + PL(1 — cos ¢q). (2.59)

missé, otaksumalla 6 = %,

a=V2L\/1+sing, (2.60)
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Kuva 2.7 Vinolla jousella tuettu alkuaan vino pilari.

ja
ap = V2L+/1 + sin . (2.61)

Sijoittamalla kaavat (2.60) ja (2.61) potentiaalin kaavaan (2.59) ja kehittaméalld trigono-
metriset funktiot sarjoiksi kehityskeskuksina ¢ = 0 ja pg = 0 saadaan

1 1 1
(s o) = §kL2(§Sﬁ - 1903 — ©pg) — §PL902a (2.62)

(kun potentiaalin kaavaa johdettaessa on jalleen otaksuttu, ettd muotovirheparametri g
on pieni ja g korkeampia potensseja sisdltavit termit voidaan jattda pois termin ¢pq
rinnalla). Koska potentiaalin kaavassa (2.62) on termi %, voidaan neljénnen asteen termi
jattad pois.

Stationaarisuusehdosta JII = 0 seuraa tasapainoehto

p=tira-3,- %0 (2.63)
2 4 %)
jonka esittdmaét kdyrédt on piirretty kuvaan 2.8.

Jokaista ¢g:n arvoa vastaa jélleen luonnollinen ja epdluonnollinen tasapainopolku. Ku-
vassa 2.7 on nelja kiyrdparvea. Niistd kaksi vastaa @g:n positiivisia arvoja ja kaksi ¢g:n
negatiivisia arvoja. Muotovirheellisen rakenteen tasapainopolut ldhestyvit virheettomén
rakenteen tasapainopolkuja, kun ¢g — 0.

Luonnollisilla tasapainopoluilla, kun ¢ > 0, kuorma P saavuttaa maksimiarvon F,,,
kun taas poluilla, jotka liittyvat alkukaltevuuksiin ¢g < 0, kuormalla P ei ole maksimipis-
tetta.

Eliminoimalla ¢ tasapainoehdosta (2.63) ja yhtélosta

d’11 1 3

ZkL(1—20)— P = :
2 = 5kL-5e) ~ P =0 (2.64)

seuraa

P, = %k:L(l — /3¢0), (2.65)
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A P, m/ P kr
¥0
stabiili tasapainopolku
_____ labiili tasapainopolku
Kuva 2.8 Vinolla jousella tuettu pilari; alkutaipuman vaikutus.

kuva 2.8.

Suoran yhtilo (2.64) puolittaa primaarisen ja sekundaarisen polun vélisen kulman. Kéy-
rd (2.65) sivuaa suoraa ¢o = 0 tangentiaalisesti. Voidaan paitelld, (ks. myos kuvaa (2.8)),
ettd pienikin kaltevuuskulma ¢y aiheuttaa huomattavan pienenemisen rajakuormaan P,
eli rakenne on herkkd muotovirheelle.

Rakenteilla, joilla jalkikriittinen kiyttdytyminen (sekundaarinen tasapainopolku) on
epasymmetrinen, muotovirheen vaikutus on suurempi kuin rakenteilla, joiden jéalkikriittinen

polku on symmetrinen.
1

Kaavassa (2.65) P, (¢o)-riippuvuus on tyyppid ~ ¢2, kun taas vaakasuoran jousen
tukeman pilarin tapauksessa, kaavassa (2.42), vastaava rajakuorman riippuvaisuus alku-
2

kaltevuuskulmasta on tyyppid ~ ¢o3.
2

Kuvassa 2.8 suoran (2.64) (pistekatkoviiva) vasemmalla puolella e 0, ja tasapaino-

2
tilat ovat stabiileja. Vastaavasti suoran (2.64) oikealla puolella 102 < 0, ja tasapainotilat
2

ovat epéastabiileja.



Luku 3

Puristettu ja taivutettu sauva

3.1 Puristetun ja taivutetun sauvan differentiaaliyhtilo

Puristetun ja taivutetun sauvan alkion Az akselin y suuntainen tasapainoehto, kun puris-

tava voima P on vakio, on

—-Q+Q+AQ+Pv — P + Av) +qAx =0, (3.1)
josta seuraa
AQ AV
— P =0. 2
Ay, Tay Te=0 (3.2)

Rajalla Ax — 0 saadaan differentiaaliyhtélo
Q — PV +q=0, (3.3)
d
missi on merkitty (o) = ﬁ

Samanlaisella tarkastelulla johdetaan momentin tasapainoyhtalo
M = Q. (3.4)

Tasapainoehtojen (3.3) ja (3.4) avulla saadaan puristetun ja taivutetun sauvan differenti-
aaliyhtélo
M" — Pv" 4+ q=0. (3.5)

Ottamalla huomioon kimmoisen sauvan momentin ja kiyristyméan vélinen yhteys

M = Elk = —EIV" (3.6)
tulee

(EI")" + Pv" =q. (3.7)
Tapauksessa E'I = vakio taipuman differentiaaliyhtilo on

oW 4 k2" = %, (3.8)
missé on merkitty

P
k=1—. 3.9
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T z+ Az T, U
T -

Yy

Kuva 3.1 Sauvan alkio.

Neljannen kertaluvun tavallisen differentiaaliyhtalon (3.8) ratkaisu on
v(z) = Asinkx + Bceoskx + Cx + D + vy, (3.10)

missd v, on poikittaiskuormasta g(x) riippuva yksityisratkaisu.

3.2 Tasapainomenetelmi

Tarkastellaan esimerkkind molemmista péista jaykasti tuettua sauvaa. Sauvan reunaehdot
ovat

v(0) = v'(0) = v(L) = '(L) = 0. (3.11)

Taipuman lausekkeen derivaatta on

v'(x) = Ak cos kx — Bksinkx + C. (3.12)
Sijoittamalla taipuman ja sen derivaatan lausekkeet reunaehtoihin (3.11) saadaan yhtalo-
ryhmé
B+D = 0, (3.13a)
kA+C = 0, (3.13b)
AsinkL + BcecoskL +CL+ D 0, (3.13¢)
kAcoskL —kBsinkL+C = 0. (3.13d)
Kootaan reunachdot matriisiyhtaloksi
0 1 0 1 A 0
k 0 1 0 B 0
= 3.14
sin kL coskL L 1 C 0 ( )
kcoskL —ksinkL 1 0 D 0

Jotta yhtdloryhmélla (3.14) olisi ei-triviaali ratkaisu, on sen kerroinmatriisin determi-

nantin oltava nolla, eli

kL, kL kL kL
4k sin 7(sm 5 ~ 5 cos 7) = 0. (3.15)
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Epélineaarisella yhtalolla (3.15) on ratkaisu, jos

. kL
s1n7 =0

eli VL
7:n7r, n=12,...

tai
o KL KL
n—=—
M=

jonka ratkaisu on

kL
— = 4.493.
2

Sauvan nurjahduskuormaa vastaa pienin ominaisarvo

27
kl - fa (n - ]-)7

ja nurjahduskuorma on
4m?El
P1 = P]ﬂn = 72 .

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

Pienintad ominaisarvoa vastaava ominaismuoto (nurjahdusmuoto) saadaan sijoittamalla

2
k=Fk = % reunaehtoihin:

B+D =
kiA+C
AsinkyL + BcoskiyL +CL+ D
kiAcoskiL — kiBsinkyL +C =

o o o o

joiden ratkaisu on
A=C=0, D=-B,

ja nurjahdusmuoto on

2
v(xz) = B(cos or 1).
L
8.986 80.75 1
Toista ominaisarvoa ko = — (P, = T)’ vastaa ominaismuoto

v(z) = B(—0.2227sin 8.986% + cos 8.986% + 2.001% 1)

Eri tavoin tuettujen pilarien nurjahduskuorma voidaan esittdéd kaavoilla

am?EIl
Pkr = 12
tal )
Bl
Py = Ln2 ’
missé
L, =L

3.22a
3.22b
3.22¢
3.22d

A~ o~~~
~— O~ ~—

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)
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Kuva 3.2 Jaykéasti tuettu pilari.

P

Kuva 3.3 Eulerin nurjahdustapaukset.

on nurjahduspituus ja 5 = 1/y/a.
Nurjahdusjénnitys on

P i \?> =FE

n

missé

i=+/I/A, X\, =Ly,/i (3.30)
ovat jayhyyssdde ja hoikkuusluku. Eulerin nurjahdustapaukset on koottu taulukkoon 3.1.

Esimerkki 3.1 Maddritetiin FEulerin nurjehdustapauksen numero 8 nurjehduskuor-

ma.

Taulukko 3.1 Eulerin nurjahdustapaukset.

no. 1 2 3 4
le} 1/4 | 1| 2.046 | 4
16} 2 110698 |05 |1
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lP P
<¢ @
L—=x
()
L
x x
— "
Kuva 3.4 Eulerin nurjahdustapaus 3.

Kuvan 3.4 perusteella johdetaan tasapainoyhtilo

M(z) = Pu(x) + Q(L — x). (3.31)
Momentin ja kiyristymén vélisen yhteyden M (x) = —FEIv"(x) avulla saadaan
EI" + Pv=-Q(L — ), (3.32)
jonka ratkaisu on
v(z) = Acoskx + Bsinkx — %(L — ). (3.33)
Sauvan reunaehdot ovat:
v(0) =o' (0) = v(L) = 0. (3.34)

Reunaehtojen perusteella saadaan yhtéloryhmé

L
1 0 - I; A 0
0 k + B|=]10]. (3.35)
. b Q 0
coskL sinkL 0
Asettamalla kerroinmatriisin determinantti nollaksi tulee
1 .
P (kLcoskL —sinkL) =0, (3.36)
eli
tankL = kL, (3.37)
jonka ratkaisu on
kL ~ 4.493. (3.38)

Kriittinen puristava voima eli nurjahduskuorma on

4.493°F]

Pkr: 12

(3.39)
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e kasvaa

Yo,

Kuva 3.5 Epékeskisesti kuormitettu nivelsauva.

3.3 Epakeskisyysmenetelméi

Menetelméssa kuormitetaan sauvaa epékeskeisesti, tai sauvalle voidaan otaksua alkutaipu-

ma. Alkuh&irion vaikutuksesta ratkaistava yhtaléryhma tulee epihomogeeniseksi, ja tiettya

kuorman arvoa vastaava sirtymé saadaan méaritetyksi. Tarkastellaan esimerkkind kuvan

3.5 vapaasti tuettua sauvaa, jota kuormittaa symmetrisesti epikeskeinen kuorma P.

Taipuman differentiaaliyhtaloé on
v@ 4 k2" = 0,

ja sen reunaehdot ovat

~EIV"(0) = —EIV'(L) = Pe = —"(0) = —v"(L) = k?e.

Reunaehtojen perusteella muodostetaan yht&lot

B+D = 0,
AsinkL + BcoskL +CL+D = 0,
BE* = ke,

Ak?sinkL + Bk®>coskL = Kke.

Reunaehtoryhmén ratkaisu on

cosklL —1
sinklL

S Qwm =
|
L

ja taipuman lauseke on

coskL —1

i — 1
S kL sinkx —coskx + 1|,

v(z) = —

3.43a
3.43b
3.43c
3.43d

o~ S~
—_ — T

3.44a
3.44b
3.44c
3.44d

e N
—_

(3.45)



3.4. Energiamenetelmé 35

tai
kL
v(x) = —e[l — cos kx — tan ol sin kz]. (3.46)

n’EI P
Kun kuorma ldhenee nivelsauvan nurjahduskuorman arvoa Py, = I eli k — o

Ja o Ty
L
v <§> = ¢ saadaan lauseke

kL
niin tan -5 T ja taipuma v(x) kasvaa rajatta. Keskipisteen taipumalle

kL kL . kL
0= —e [1 —cos — — tan - sin 7} , (3.47)
joka voidaan myds kirjoittaa muodossa
1
b=e¢|—F———— — 1] . (3.48)

cos <\/E £>
ET 2
Jos kuorman P epékeskeisyydet ovat e ja —e, niin taipumalle johdetaan lauseke
v(z)=e [1 - 2%: — cos kx + cot % sin kx] . (3.49)
Téssé tapauksessa taipuma tulee ddrettoman suureksi, kun kuorma P ldhestyy arvoa P =

EI L
47T2ﬁ' Keskipisteen taipuma v <§> =0, ja

v@):—g ml . (3.50)

3.4 Energiamenetelmé

Sauvan geometrisen epélineaarisuuden huomioonottava Greenin-Lagrangen muodonmuu-
toskomponentti (sauvan akselin suuntainen venymé) madritelldén kaavalla

1ds? — dS?
= 3.51
cT9T sz (3:51)
missd dS on viiva-alkion pituus alkutilassa, ja

ds* = [(1+u')* + (v')*)dS? (3.52)

on viiva-alkion nelié deformoituneessa tilassa. Venymén kaavaksi tulee

! 1 N2 1 /N2

e=u+-(u)"+ =(v)". (3.53)
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T, U

s

ds

Kuva 3.6 Sauvan siirtymaét ja venyma.

Sauvan poikkileikkauksen mielivaltaisen pisteen siirtyméat ovat Bernoullin otaksuman
perusteeella
u=u-—yv, (3.54)

o=, (3.55)

missd w ja v ovat sauvan akselin siirtymaét, kuva 3.6.

Sijoittamalla siirtymien kaavat venymén lausekkeeseen tulee

(ﬁﬁ+%@%. (3.56)

1
E=u+ 5(@’)2, (3.57)
eli 1
ézw_yw+§@w, (3.58)

€ =€+ YR, (3.59)
missé 1
e=u+ 5(1/)2 (3.60)

on sauvan akselin venymaé ja sauvan kédyristyméa on
k= —0". (3.61)

Sauvan muodonmuutosenergian lauseke on

L

1
U:§//E¥ﬂf (3.62)
0 A
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Kuva 3.7 Puristettu nivelbity sauva, energiamenetelméssé kiytetty koordinaatisto.
eli
L
1
U= 5/ /(52 + 2eky + 1?K?)dA | d. (3.63)
0 A

Ottamalla huomiooon, ettéd

/ ydA = 0, (3.64)
A
saadaan lopulta muodonmuutosenergian lausekkeeksi

L L
1 1
U=3 /EAE2 de+ 5 /Em2 dx. (3.65)
0 0
Sauvan kokonaispotentiaalienergia on
I=U+V, (3.66)
missa
V = Pu(L) (3.67)

on ulkoisen kuorman potentiaali kuvan 3.7 tapauksessa.
Perustilan siirtymia u, v vastaa potentiaalienergia II(u, v). Héirityn tilan siirtymét ovat

ui(x) = wu(z)+e16(z), (3.68a)
vi(z) = wv(z)+em(z), (3.68b)

missé €1 ja €9 ovat pienié kertoimia (lukuja).
Siirtymié vastaava héirityn tilan potentiaalienergia on IT; = II(uq, v1),

L
1 1
m = /EA[u’ +e18 + 5(1}’ + eon')?)? da
0

L
1
—1—5 /EI(U” + eon) da + P[u(L) + £16(L)]
0

eli
L

1 1
nm, = = /EA[(u’ + —(V)?) + 10" + 00’ + 5%5(77’)2]2 dz

N[ —

2
0

L
/ EI[(v")? + e220"n" + e5(n")?] dz 4+ P[u(L) + £16(L)].
0

N —

_l’_
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Kehitetiin potentiaalin kaava kertoimien e; kasvavien potenssien mukaan sarjaksi !

L
m - % / (BAR + %(U')QP + EI(W")?] dx + Pu(L) (3.69)
0

—1—51{/ EAW + %(v/)]Qd’ dz + P5(L)}

+e9 /{EA[u' + %(v’)ﬂv'n' + EIV'n"} dx

1
2

L
5%/EA(5’)2 da:—l—slsg/EAv/(S/n/ dx
0

4553 [{BAWP () + BAW + 500 + E16" P} do

L L L
1 1 1
+§€1€§ /EA(S/(U/)2 dx + 563 / EAV ()3 dx + gsg/EA(n/)4 dx.
0
Héirityn tilan ja perustilan potentiaalienergioiden erotus on
ATL = 611 + —6°T1 4 —6%T1 1 4§11 3.70
=oll + B + 30 + TR (3.70)
Tutkitaan suoran tasapainotilan v = 0 stabiiliutta. Potentiaalienergian kehitelmén
(3.69) perusteella, kun v = 0,
oIl = 51[/ N§&' dx + PS(L)] (3.71)
ja
L
1
16%11 = —51 /EA (6")? dx + 562 / 2+ EI(n")?) dz, (3.72)
0
missé on kiytetty hyvéksi yhteytta
N = EAY. (3.73)

Suorassa tasapainotilassa ehdosta I = 0 seuraa osittaisintegroimalla 2

L
N6 — / N'§ da + PS(L) =0, (3.74)
0

Ya+b4c+d)? =a®>+ >+ +d* +2(ab + ac + ad + be + bd + ¢d)
?[w'dz = |uv — [u'vdr
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eli

L
/ N6 da =0, (3.75)
0

josta seuraa N’ = 0 ja N on vakio.
Suora tasapainotila (perustila) on stabiili, kun %(521_1 on positiivinen kaikille funktioille
0(x) ja m(x). Kriittinen kuorma maéédritetdén ehdosta

§(30°10) =0 (3.76)

eli

5(3 [IN(m)?+EI(n")?dz) =0 (3.77)

Tt~

(kaavan (3.72) oikean puolen ensimmiinen termi on positiivinen, jos ' # 0). Sijoittamalla
N = —P tulee

L
54 [1-PO/)? + E106/)?] d) =0 579
0
Kaava §(16%IT) = 0 on nimeltdén Trefftz in ehto.

3.4.1 Ritz in menetelma

Taipumalle n valitaan kehitelméa

N
n(z) = appr(x), (3.79)
k=1

missd funktiot g (z) ovat kantafunktiot ja vakiot ay ovat toistaiseksi madraaméttomii
kertoimia. Sarjaan on valittu IV termid. Antamalla N — oo saadaan tehtdvin ratkaisu
mielivaltaisella tarkkuudella.

Sijoitetaan derivaattojen kehitelmét

N N
(@) =) ady(@), ") =) axg"i(2) (3.80)
k=1 k=1

Trefftz “in ehtoon ja saadaan

L N N LN N
26 /EI Z amep” () Z ane”, (z) dw — P/ Z am @ () Z any',(z)dr| =0,
0 m=1 n=1 o m=1 n=1

eli
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joka on lyhyemmin merkittyna

N N
53 ) " 3(Coin — PBrn)aman =0, (3.83)
m=1n=1
missa
L
Con = Cpm = /Elgo/lm(x)goﬁn(x) dx, (3.84)
0
L
B = Bpm = /go/m(a:)go/n(a:) dzx. (3.85)
0

Matriisimuodossa Trefftz “in ehto on

. Cyn—-PByy -+ Ciy—PBin ap
(3l a o av ] ; ; 1] =0 (386)
Cni1—PBn1 -+ Cyny — PByn an
eli
5(3a"Ka)=0. (3.87)

Pienin kuorman P arvo, jolla nelidmuoto %aTK a tulee semidefiniitiksi, saadaan ehdosta

det(K) = 0. (3.88)
Pienin ominaisarvo P, on nurjahduskuorman ylalikiarvo.

Esimerkki 3.2 Mddritetidn nivelsauvan nurjehduskuorma Ritz “in menetelmdlld.
Kantafunktiot
kmx

gok(x)zsinT, k=1,2, - (3.89)

toteuttavat reunaehdot. Kantafunktioiden tarvittavat derivaatat ovat

, km krx

O(x) = o8 ——, (3.90)
p kr? | krx
O"(x) = - sin——. (3.91)

Lasketaan sitten kertoimet

L
B = / o () () (3.92)
0
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Cmn

L
/ Bl (2)g" (x) de (3.93)
0

L
mm\2 /nm\?2 . MmmWxr . NI
B1 () (T) [sm gt on e
0

21 (7)) () 3o

Toiseen variaatioon liittyvan nelidmuodon kerroinmatriisi on

Ci1—PBi1 -+ Ciy—PDBin

| Cnvi —PBn1 -+ COnn — PByn

) ()] - :

(3.94)

Asettamalla determinantti nollaksi tulee

EI (’%)4—13 (%)21 gzo, (3.95)

josta saadaan pienin ominaisarvo

N

[1

k=1

m2El

PlZPkTZT (396)

Esimerkki 3.3 Lasketaan ulokepilarin nurjehduskuorma energiamenetelmdlld.

Tutkitaan ulokkeen stabiiliutta suoran perustilan suhteen. Merkitddn tédstd ldhtien,
ettd lisdsiirtymé suoran perustilan suhteen on v(x) (aiemmin kiytetyn n(x):n sijasta).
Kriittinen kuorma maééritetidn uuden merkintdtavan mukaisesti ehdosta

5(16°T1) = §

N | =

L
/ [EI(v")? — P(v')?]dz | = 0. (3.97)
0

Otaksutaan taipumalle muoto

v(x) = A(1 — cos %), (3.98)

missd A on vakio. Taipumafunktio (3.98) toteuttaa kinemaattiset reunaehdot pisteessi
x = 0. Sijoittamalla taipumafunktio ehtoon (3.97) tulee

- - (T*EI 2P
Sty =6 (a2 - T _42) =0 3.99
(3 ) (64L3 16L ’ ( )
josta seuraa ratkaisu
1 ,EI
Pkr = Zﬂ- ﬁ (3100)
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Tulos on tarkka, koska taipumafunktio on tarkka ulokkeen nurjahdusmuoto. Valitse-
malla

v(z) = Az? (3.101)
saadaan
EI
P, = 3?’ (3.102)

joka on 21.3% tarkkaa tulosta suurempi.

Ottamalla taipumafunktioksi ulokkeen p&issi vaikuttavan poikittaisen pistekuorman
aiheuttama taipuma

v(z) = Az*(3L — ) (3.103)
saadaan
EI
P, = 2.5F, (3.104)

joka on 1.3% tarkkaa arvoa suurempi. Otaksuttu taipuman lauseke toteuttaa pisteessi
x = L luonnollisen reunaehdon

M(L) = —EIv"(L), (3.105)

ja téstd syystd se (jilkimméinen taipuman lauseke) antaa paremman tuloksen kuin
funktio v = Az?, joka ei toteuta ehtoa M (L) = 0.

Esimerkki 3.4 Madritetiin vapaasti tuetun pilarin (palkin) nurjahduskuorma ener-
giakriteerin avulla.

Valitaan taipumafunktio

v(x) = A(L — x)x. (3.106)

Ehdosta (3.97) saadaan tuloksena

EI
joka on 21.3% tarkkaa tulosta suurempi.
Valitsemalla luonnolliset reunaehdot
M(O)=M(L)=0 (3.108)

toteuttava taipumafunktio

v(z) = A(LPx — 2La® + x*) (3.109)
saadaan nurjahduskuorma

EI

joka on vain 0.13% tarkkaa arvoa suurempi.
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Kuva 3.8 Ulokepilari.

3.4.2 Energiakriteerin muunnos
Ottamalla huomioon, etté
M = —EIV",

tulee toiseen variaatioon perustuva stabiilisuuskriteeri muotoon

0

M" = Py,

Jos momentti M toteuttaa mekaaniset reunaehdot ja taipuma v kinemaattiset reunaehdot

sekd, M:m ja v:n vililld on yhteys

niin nurjahduskuorma voidaan méirittdd ehdosta (3.112).

Esimerkki 3.5 Madaritetian kuvan 3.8 ulokepilarin nurjehduskuorma ehdon (3.112)

avulla.
Sauvan kinemaattiset reunaehdot ovat
v(0) = 2'(0) = 0,
ja mekaaniset reunaehdot ovat
M(L)=0, Q(L)=M'(L)=Pv(L)
Valitaan taipumafunktio
v(x) = Az?
Tasapainoehdosta
M" — Pv" =0
M =Pv +B

seuraa integroimalla

1/:[M2 P(v/)z] dx | =0.

(3.111)

(3.112)

(3.113)

(3.114)

(3.115)

(3.116)
(3.117)

(3.118)
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ja sitten toiseen kertaan integroimalla
M = Pv+ Bz +C, (3.119)
jossa B ja C ovat integroimisvakioita. Mekaanisten reunaehtojen perusteella saadaan
B=0, C=-Puv(L). (3.120)
Momentin lauseke on
M = Plv(z) — v(L)] = AP(2?* — L?). (3.121)

IT:n toiseksi variaatioksi tulee laskutoimitusten jélkeen

L L
Yem - 1P—QA2 /(;«2 — L?)*dx — Lpa /(23;)2 da (3.122)
2 2FEI 2 ’
0 0
1 P 8 4
_ 2_P I ) 3
2 (EI 15 3 ’
ja nurjahduskuormaksi saadaan
EI
Py, = 2.5ﬁ, (3.123)
EI
kun tarkka tulos on Py, = 2.47ﬁ.

Esimerkki 3.6 Maddritetidn padstd x = 0 jaykdsti tuetun ja pddstd x = L nivelelli-
sesti tuetun pilarin nurjehduskuorma.

Pilarin kinemaattiset reunaechdot ovat
v(0) ='(0) =v(L) =0, (3.124)
ja mekaaninen reunaehto on
M(L)=0. (3.125)
Valitaan taipuman lausekkeeksi
v(z) = Az?(L — z), (3.126)

missd A on jilleen vakiokerroin. Samalla tavalla kuin edellisessé tehtdvisséa tasapai-
noehdosta
M" — Pv" =0 (3.127)

seuraa integroimalla
M = Pv+ Bz + C, (3.128)

jossa B ja C ovat integroimisvakioita. Reunachdon M (0) = 0 perusteella padtellddn,
ettd
C =-BL, (3.129)

ja momentin lauseke on
M(z) = AP(Lz® — 2°) — B(L — x). (3.130)

Ehdosta
§(36°1) =0 (3.131)
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Kuva 3.9 Keskeisdifferenssi.

seuraa lineaarinen yhtiloryhma

Lt 2 L2
3 | =P?>-=-L*P ——P A 0
Ll s 10 [ . ] _ { ! } (3.132)
——P 1
10
Asettamalla kerroinmatriisin determinantti nollaksi saadaan
EI
P, ~ 21.54ﬁ, (3.133)
kun tarkka tulos on Py, = 20.19%.
3.5 Differenssimenetelméa
Sauvan differentiaaliyhtéalon
EIv™ + P = ¢ (3.134)

taipuman derivaatat korvataan differenssiosamédrilld. Kuvan 3.9 perusteella muodostetaan
taipuman derivaatan likiarvo ensimmaisen keskeisdifferenssin avulla:

dv Vit1 — Vi—1
—_— ) ] 1
<da:> Z. 2Az (3.135)

Toisen ja korkeamman asteen derivaatan aproksimaatioille saadaan lausekkeet:

1

(") ~ e (Vig1 — 20; +vi-1), (3.136)
1
(V") = Ay (Vig2 = 2vi41 + 201 — Vi—2), (3.137)
1
(v""); ~ W(in —4vi1 + 6v; — v + v ). (3.138)
Sijoittamalla differenssilausekkeet sauvan tasapainoyhtéléon tulee hilapisteesséd ¢ yhtélo
EI; P

(AJL‘)4 (/UZ'+2 — 47}i+1 + 6Ui - 47)1;1 + 7)1;2) + w(vpﬂ — QUZ‘ + Uz;l) = ;. (3139)
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Kuva 3.10 Reunaehdot.

Merkitddn seuraavassa, etté
h=Ax (3.140)

on hilavali.

3.5.1 Reunaehdot

1. Kiinnitetylld reunalla taipuma ja kiertymé ovat nollia eli reunan pisteessé k

o =0, (3.141)
v, =0 = ﬁ(vk+1 — k1) =0 = Up41 = V1. (3.142)
2. Niveltuella taipuma ja momentti M = —FEIv"” ovat nollia ja reunan pisteessi k
g, = 0, (3.143)
vy =0 = g1 =20+ 1=0 = Upi1=—Vgp_1. (3.144)
3. Luisti on tuki, jossa kiertymi ja leikkausvoima @Q = —FIv"” menevit nolliksi, ja
talloin reunan pisteessé k
v, =0 = vpi1=vr_1, (3.145)
v =0 = 040 — 2041 + 20,21 +Viea = Upyo = Ug_o. (3.146)

4. Vapaassa pidssd momentti menee nollaksi ja tasapainoehto Pv’' —@Q = 0 on voimassa,
jolloin reunan pisteessd k saadaan ehdot

v =0 = vpp1— 20 +vp_1 =0, (3.147)

P
Pup—Qr=0 = ppo= 20341 — 2041 + Vg2 — EhQ(’UkH —vg-1). (3.148)
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Kuva 3.11 Jaykasti tuetun sauvan hilaverkko.

Esimerkki 3.7 Mddritetddn pdistddan jaykdsti tuetun pilarin nurjehduskuvorma diffe-
renssimenetelmalld.

L
Valitaan hilavili h = Az = —, missd L on sauvan pituus, kuva 3.11. Numeroidaan

hilapisteet symmetrian perusteella: 0 ja 1. Pisteessd 1 kirjoitetaan tasapainoehto dif-

ferenssikaavana BI P
ﬁ(vl + 6v; —4uy) + ﬁ(_%l +wv1) =0, (3.149)
eli
(% - P) v =0, (3.150)
josta ratkaistaan nurjahduskuorma
Py = 3% = 27%. (3.151)

ET L
Tarkka tulos on Py, = 39'4F' Valitsemalla hilavali h = 1 tulee

EI
Py = 3275, (3.152)

jonka virhe on 23.4%.

Differenssimenetelmén tulosta voi parantaa ekstrapoloimalla. Kahden hilaverkon rat-
kaisun perusteella saadaan yhtalot

Pkr - Pkrl - kh%y (3153&)
Py — Puyy =  kh3, (3.153b)
missé k on kerroin. Yhtéloparista (3.153) ratkaistaan

~ h%Pkrl - h%PkTQ

Py, ~ 3.154

Esimerkin tapauksessa tulee

1)2 <1>2

=) 2r—(=2) 32

4 EI EI

Py = 3 38.43— (3.155)

jonka virhe on 2.7%.

Esimerkki 3.8 Tutkitaan nivelellisesti tuettua sauvaa, johon vaikuttaa poikittaiskuor-
ma @ keskipisteessd ja puristava voima P.
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Kuva 3.12 Puristetun ja taivutetun sauvan hilaverkko ja painokertoimet.

P o1 | I b
[
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L2 L)2

Kuva 3.13 Poikkileikkaukseltaan muuttuvan nivelsauvan hilaverkko.

L
Valitaan hilavili h = 5 Kuvan 3.12 hilaverkon keskipisteessid saadaan differenssiyh-

talo Bl P 0
ﬁ(—’l}l + 6’01 — ’Ul) + ﬁ(_?vl) = E, (3156)
el 16ET QL
1. Jos P =0, nii QL (tarkka L QL )
. =0, niin v, = —— r — )= .
Y o) “\2) 7~ 18ET
SET EI
2. Jos Q =0, niin Py, = NER (tarkka Py, = 9'87ﬁ)'
L QL
3. Jos @ on vakio, niin saadaan v; = 55=7—"—.
32E1
7R 4P

Esimerkki 3.9 Madritetidan poikkileikkaukseltaan muuttuvan nivelsauvan nurjahdus-
kuorma.

Kuvan 3.13 staattisesti madrdtyn sauvan tapauksessa saadaan tasapainoehto
M (z) — Pv(xz) = 0 eli differentiaaliyht&lo

EIv" + Pv = 0. (3.158)

L
Valitaan hilavali h = 1 Sauvan reunaehdot ovat

v(0) =v(L) =0, (3.159)
joten hilaverkon péitypisteissi
Vo = V4 = 0. (3160)
Hilan sisépisteissé kirjoitetaan differenssiyht&lot
1
—2v1 + v + 5)\1)1 = 0, (3.161a)
2
v, — 209 + v3 + g)\UQ = 0, (3.161b)

vg — 203+ Avg = 0, (3.161c¢)
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misséd on merkitty

PIL?
= GBI (3.162)
Kerroinmatriisin determinantti on
1
—24+ =\ 1 0
2 9 Loy L0, 43
0 1 24 A

Merkitsemélld kerroinmatriisin determinantti nollaksi tulee kolmannen asteen yhtilo,
jonka pienin juuri on A\ ~ 0.80543 ja sitéd vastaava nurjahduskuorma on

EI
Piy ~ 12.885—5, (3.164)

EI
kun tarkka tulos on Py, = 12.815ﬁ.

3.6 Elementtimenetelma

Elementtimenetelméissi nurjahdussauva jaetaan osiin, elementteihin, ja stabiiliusehto 6211
muodostetaan elementeittdin. Elementtikohtaiset tulokset kootaan lopuksi yhteen element-
tiverkon solmujen vapausasteiden mukaisesti. Valitaan sauvan poikittaissiirtymén v(x) in-
terpoloimiseen kolmannen asteen polynomi. Elementin pdiden vapausasteet ovat taipuma
ja kiertyma, joten elementissd on yhteensd neljd vapausastetta.

Elementin alueella taipuma on
v(x) = Ni(z)v1 + Na(z)p1 + N3(z)ve + Na(z)p2 (3.165)

tal matriisimuodossa

v@) =[N Ny Ny Ny]| 7' | =Ng, (3.166)

x
missd ¢ = v’ ja N; ovat muotofunktiot. Laaduttoman koordinaatin s = I funktiona

Ni(s) = 1-3s2+2s°, (3.167)
Ny (s) L(s — 25% 4 §°), (3.168)
N3(s) 352 — 253, (3.169)
Ny(s) = L(—s*+s°). (3.170)

Sijoittamalla elementin interpolaatiopolynomi toisen variaation lausekkeeseen

L
%521—[ _ %/[EI(U”)Q o P(’UI)Q] dr (3‘171)
0
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Fy

Kuva 3.14 Sauvaelementin vapausasteet ja muotofunktiot.

tulee
L
%5211 = %qT{ / (N"YTEIN" — P(N)'N'| dz}q (3.172)
0
tai lyhyemmin merkittyné
%5211 = %qT[Ce — PB¥q. (3.173)

Tasajiaykén ja L:n mittaisen elementin jaykkyysmatriisin
K¢=C°—-PB° (3.174)

osat ovat
12 6L —-12 6L
EI 6L 4L? —6L 2L2

Cce=— 3.175
L3 | -12 —6L 12 —6L |’ ( )

6L 2L%2 —6L 4L?

36 3L -36 3L

1 3L 4I? -—-3L —I?
B°= — 3.176
30L | —36 —3L 36 —3L ( )

3L —IL? —3L 4I?

Lasketaan esimerkiksi matriisin C° termi Cf,:
1
_EI EI

CSy =EI / N{'NY dx =77 / —6 4 125)(—4 + 6s)ds = GF. (3.177)

0
Muotofunktion tarpeelliset derivaatat lasketaan ketjusddnnolla. Esimerkiksi
dNi _ dN; ds LdN, 1 9
N{=—= = =—(- . 1
! dx ds dx L ds L( 65 +657) (3.178)
Elementtien osuuksista C° ja B® kootaan rakenteen (sauvan) jaykkyysmatriisi
1

C + PB, ja ehto kriittiselle kuormalle saadaan asettamalla lausekkeen —dI1 kerroinmat-

riisin determinantti nollaksi, eli vaatimalla

det[C — PB] = 0. (3.179)
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b ET
v Y7 1 2 3
e 1Q [ [ ) [ )
P 1 2
l . (%] V2 V3
v ¥1 P2 ¥3
| L »|
[ =1
Kuva 3.15 Kierrejousella tuetun sauvan elementtimalli.
Ehdosta & (%qTK q) = 0 seuraa lineaarinen, homogeeninen yhtéléryhmé
Kq=0, (3.180)

jolla on ei-triviaali ratkaisu, jos det K = 0 eli ehto (3.179) toteutuu.

Esimerkki 3.10 Madritetdadn elementtimenetelmalld toisesta pddstd jaykdsti tuetun
ja toisesta pddstd nivelellisen, kierrejousella tuetun sauwvan nurjehduskuorma.

Valitaan ensin yhden elementin malli. Vasen tuki on solmu 1 ja oikea tuki on solmu
2. Yhden elementin mallin reunaehdot ovat

V1 = Y1 = U2 = 0. (3181)

Ainoa jiljelle jadvi vapausaste on siten kiertymé o, ja elementin jiykkyysmatriiseista
tarvitaan vain alkiot (4,4). Summaamalla vapausasteeseen o liittyvit termit ja kier-
rejousen (elementti, jonka pituus on nolla) jiykkyys tulee stabiiliusehto & (%621'1) =0

-1 4F1 ET 4L

josta seuraa kriittinen kuorma

muotoon

15(4+ ) ET
Py =——. 3.183
k 2 L2 ( )
EI EI
Kun o = 0, niin Py, = SOF' Tarkka tulos on P, = 20.19ﬁ.

Ratkaistaan sama tehtdvi vield kahden elementin mallilla. Solmuja tulee nyt kolme,
joista yksi on sauvan keskipisteessid. Reunaehdot ovat

V1 = 1 =03 = 0. (3].84)

Merkitdén lyhyemmin, ettd kierrejousen jaykkyys on

EI
k=a—. 3.185
. (3.185)
Kootaan rakenteen globaaliseen jaykkyysmatriisiin vain ne rivit ja sarakkeet, joita
vastaavaa vapausastetta ei ole reunaehdolla asetettu nollaksi, ja saadaan tiivistetty

yhtaloryhmé (3.180)

Kis + K7, K3y + K7y K3, U2 0
Kis+ K3 Ky +K3 K3 w2 | =10 (3.186)
K% K3, K3+ k 3 0
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eli

EI 24P EI 1P
1992t 228 0 Y
I 51 g7 0T Vs 0
Bl 2 I
0 1622 _ Zpr, 424 Zpp w2 | =10
AT 7 160
Bl Lp Bt g B Lpp | L 0
2 10 I 60 I 15

(3.187)
Edelld jaykkyysmatriisin alkion K¥; yldindeksi on elementin numero. Asettamalla ker-
roinmatriisin determinantti nollaksi saadaan yhtilo

24 2 1 24 1
192 — 20 (16 — — — ) = (192 — SN (4 + — )2
(192 = =016 = ZA)E +a = 7=4) = (192 = =N (E + =3)

(3.188)
(16 — 2 2)(24 — =22 =
15 0
missd on merkitty
PIL?
A= ——. 3.189
ol (3.189)
Pienin juuri tapauksessa o = 0 (ei kierrejousta) on
A1 = 20.71, (3.190)
josta saadaan nurjahduskuorma
EI
Pir = 207175 (3.191)
ET

Tarkka tulos on téssi tapauksessa Py, = 20'19ﬁ'

3.7 Perakkiisten approksimaatioiden menetelma

Perékkéisten aproksimaatioiden menetelméad kiytetddn nurjahduskuorman madrittamiseen
niissé tapauksissa, joissa tarkkaa ratkaisua ei tunneta tai se on hyvin monimutkainen.
Menetelmilld saadaan kriittisen kuorman yla- ja alaraja-arviot.

Menetelmissi otaksutaan ensin sauvan taipumafunktio vq(z), ja méaaritetdén sitten
sen perusteella vastaava momenttijakauma M (z) puristavan voiman P funktiona. Saadun
momenttijakauman perusteella mééritetdén taipumafunktio ve(z). Asettamalla alunperin
otaksuttu taipuma vq ja laskettu taipuma wve yhtasuuriksi saadaan ehto kriittisen kuorman
madrittamiseksi. Menettely toistetaan niin monta kertaa, ettd tulos vakiintuu tiettyyn
arvoon. Taipumat vy ja vy voidaan asettaa yhtésuuriksi missi tahansa pisteessi a € (0, L)
eli

vi(a) =v2(a), a€(0,L). (3.192)
Yhtélosta saatu pienin P:n arvo edustaa alarajaa ja suurin ylarajaa. Tarkempia arvioita

kriittiselle kuormalle saadaan taipumien keskiarvojen avulla.
Esimerkki 3.11 Madritetiadn niveltuetun sauvan nurjehduskuorma.
Otaksutaan taipumalle lauseke

vy () = 401 AL — )

— (3.193)
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P M, /EI
(%] EEE M(a)
1 >
L L
5 5 T A PLo 1 = dz
- 3EI
M, /EI = Pv,/EI
|
_ PL§
- 3EI

Kuva 3.16 Nivelsauvan taipuma Mohrin analogialla.

missé 61 on keskipisteen taipuma. Sauvan taivutusmomentti on

M (z) = Pvi(x).

Momenttia M;(z) vastaava taipuma voidaan madrittaa
M1 (.13)
EI

malld (analogialla). Asetetaan palkin kuormaksi

(3.194)

esimerkiksi Mohrin menetel-

. Tukireaktiot ovat A = B =

PLdy M £ Disteessi o —
spg - Momentti pisteessd z = a on
P
M(a) = Aa — M(a —z)dx. (3.195)
El
0
Taipumafunktioksi tulee
PLb, x2 28
va(x) = 3EI$(1_ ﬁ+ﬁ . (3.196)
Asettamalla esimerkiksi
LY (L (3.197)
(%1 9 = Vg 9 .
saadaan pr2 B
5
- Py = 9.6 1
01 48EI61 = k 96L2 (3 98)
EI
kun tarkka tulos on P, = 9.87ﬁ.
Asettamalla taipumafunktioiden vy () ja vo(x) keskiarvot yhtasuuriksi, eli
L L
L @de =L [w()d (3.199)
7 | n@)de =2 [ va(z)de .
0 0
tulee pr2 B
2
Nurjahduskuormalle saadaan yla- ja alaraja-arviot maédrittdmalls suhteen
12EI  L*(L —
9 (L — 2) (3.201)

Vg PL2 [3 — 222 + 23
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maksimi- ja minimiarvot. Pisteessi © = a tulee

U1 EI
— =12—— 202
<U2)max PL*’ (3.202)
ja pisteessa x = 5 saadaan taipumafunktioiden vq(x) ja ve(x) suhteen minimiarvo
(% EI
— =9. . 2
(UQ > min 9 6PL2 (3 03)
Tahénastisilla laskelmilla on saatu arvio
EI EI
Asettamalla uudeksi ldhtofunktioksi
1652 2 a3
va(z) = S % (1 - 2? t713 ) (3.205)

L
joka toteuttaa ehdon vs <§) = 09, voidaan médrittdé taipumaa vy (z) vastaava mo-

mentti ja uusi taipuma

8PL%5, T 28 x® b
Asettamalla I I
tulee

EI
Py = 9.836 75 (3.208)



Luku 4

Leikkausmuodonmuutoksen vaikutus
nurjahduskuormaan

4.1 Taipuman differentiaaliyhtalo

Tarkastellaan seuraavaksi lyhyesti leikkausmuodonmuutoksen vaikutusta nurjahduskuor-
maan. Homogeenisen, hoikan pilarin tapauksessa leikkausmuodonmuutoksen merkitys on
pieni, mutta kerroksellisten tai yhdistettyjen sauvojen stabiiliuden analysoinnissa se on
yleensé otettava huomioon.

Leikkausmuodonmuutoksen (liukuman) ja leikkausjénnityksen vilisen yhteyden

Yoy = 2 (4.1)
ja kaavan
oy = (D (12)
avulla saadaan
Ty = &Qy (4.3)
massiiviselle poikkileikkaukselle.
Merkitsemalld ¢
a==g (4.4)

ja jattamalld indeksit pois padadytddn kaavaan
v = aQ. (4.5)

Kerroin ¢ = 1.2 suorakaidepoikkileikkaukselle, ja esim. I-poikkileikkaukselle { =
2,...,24.

Akselin z suuntainen siirtymé on
missé ¢ on poikkileikkauksen kiertymé (positiivinen myotépéivaén).

29
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!
P U
yi
R

Kuva 4.1 Leikkausmuodonmuutos ~.

Leikkausmuodonmuutos lausuttuna siirtymien avulla on

_ _ Ou . ov
V=Yoy = 3y | Oz
= —p+ Ulv (47)
Kaavan (4.6) perusteella
uw=—(' =)y, (4.8)
ja sauvan mielivaltaisen pisteen venymé on
e=u = (=" ++)y, (4.9)
eli
€ = Ry, (4.10)
misséd on médritelty kiyristyméa
k=—v"++. (4.11)

Puristetussa sauvassa sauvan akselia vastaan kohtisuora leikkausvoima on
Q= P, (4.12)
ja
v =aPv. (4.13)
Sauvan kiyristymé voidaan siten kirjoittaa muodossa
k= —v"(1-aP). (4.14)

Sauvan taivutusmomentti on

M(z) = Els(z) = —EI(1 — aP)v"(z). (4.15)
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Sijoittamalla momentin kaava sauvan tasapainoyht&loon
M"(z) — Pv"(z) =0 (4.16)

tulee
(1 —aP)(EIV") + Pv" = 0. (4.17)

Tapauksessa EI on vakio tasapainoehto voidaan kirjoittaa lyhyesti muotoon
oW 4+ k2" =0, (4.18)

missé on merkitty

P

2 _
= EI(1—aP)’

(4.19)

Esimerkki 4.1 Mddritetddn ulokesauvan nurjehduskuorma ottamalla huomioon leik-
kausmuodonmuutos, kun sauvan poikkileikkaus on massiivinen.

Eulerin ensimmadisessd nurjahdustapauksessa

2

k= — 4.20
= (4.20)
ja kaikki reunaehtotapaukset voidaan kisitelld yhdelld kaavalla
2
™
k2 = = (4.21)
missé L,, on nurjahduspituus. Leikkausmuodonmuutos huomioon ottaen
P
B ————. 4.22
EI(1 —aP) (4.22)
2ET
Merkitsemélld Pp = V7l Eulerin ensimmé&isessé tapauksessa ja yleisessa tapauksessa
’EI
Py = WLQ voidaan leikkausmuodonmuutoksen huomioonottava nurjahduskuorma
kirjoittaa muotoon
Pr
Py =——. 4.23
k 1+ aPg ( )

Esimerkki 4.2 Maddritetddn ristikkosauwvan nurjehduskuorma.

Madritetddn liukuma v ja joustokerroin a virtuaalisen tyon periaatteen avulla. Tut-
kitaan ristikkosauvan yhté a:n mittaista osaa. Kuormittamalla tarkasteltavaa ristikon
jaksoa yksikon suuruisella poikittaisvoimalla Q = 1 saadaan lasketuksi sitd vastaa-
va liukuma ~ ja kerroin a. Lasketaan ensin todellisen kuorman (leikkausvoiman) @
aiheuttamat sauvavoimat ja sauvojen pituudenmuutokset.

Tasapainoehdoista
b
-D = Q, (4.24)
d
-V = Q (4.25)
seuraa J
D=-Q, V=-Q. (4.26)
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A A
a Qzl —{

Q=1

R

Kuva 4.2 Ristikkosauvan voimat ja liukuma.

Sauvavoimien perusteella sauvojen pituudenmuutokset ovat

D d?
Ap = EAdd_ EAde (4.27)
ja
1% b

missd indeksit b ja d viittaavat sauvaan b ja diagonaalisauvaan d.

Virtuaalinen voima ) = 1 aiheuttaa sauvavoimat

D= %, V=-1 (4.29)

Virtuaalisen tyon periaatteen mukaisesti péatee yhtilo
Qva = [)AD + VAV (430)

Sijoittamalla sauvavoimien kaavat saadaan yhtilé muotoon

=t grn(-)a @31)
T Y EALD EA, '
ja edelleen
1 d? b
L <EAdb2 * EAb) Q=@ (432
Kertoimen « lauseke on siten
d? b
o= <EAdb2a + EAba) . (4.33)
Kuvan 4.3 tapauksissa b, ¢ ja d joustokerroin o on
d3
= 4.34
T EAba (4.34)

Esimerkki 4.3 Madaritetddan leikkausmuodonmuutoksen vaikutuksen huomioonottava
kerroin o kehdsauvalle.

Tutkitaan kuvan 4.4 kehdsauvan yhden jakson deformaatiota. Paarteiden taipumavii-
vojen kddnnepisteet otaksutaan (likimdiraisesti) sidesauvojen puolivéliin. Merkitdan,

ettd puolen sidevilin matkalla paarresauvan taipuma on §. T&ll6in sitd vastaava liu-
)
kuma on v = W Lasketaan siirtymé ¢ virtuaalisen tyon yhtalolla tutkimalla kehé-
a
sauvan osaa. Virtuaalisen tyon periaatten mukaan

- - M
5= /ME ds, (4.35)
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99

P
a ) b ¢ d
d
d
\/ 2a
d a a
b
1
14, A
14,
NN
2
1 1
144 144
4 4 1 1
2 A ZA
AT XU\
A
P b b b

Kuva 4.3 Ristikkosauvoja.

kun otetaan huomion vain taivutusmomentin osuus deformaatiossa. Kuvan 4.4 mo-
menttijakaumilla tulee

la Qa ay 1 1b Qa ay 1
——— (=) (-2 (=) (-2) = 4.
o 32( 4)(2)E1a+32( 2)(2)Efb (4.36)
eli 5 2
a a
0= (48E1a T 24E1b) @ (437)
. 5 2 b
a a
T2 T (24E1a * 12E1,,) @ (4:38)
seki 5 )
a=— “ (4.39)

T %4EL, | 12EL,
Kertoimen « kaavassa on mukana my6s paarteiden taipuman vaikutus.

Ottamalla huomioon siteiden #érellinen leikkausjaykkyys GA; (leikkausmuodonmuu-
tos) taipumaan J tulee lisdosa d¢g. Sensijaan paarteiden leikkausmuodonmuutosten
osuutta ei oteta nyt huomioon, (arvioidaan merkityksettomaéksi).

Edelleen virtuaalisen tyon periaatetta soveltaen lasketaan lisdosa

b a ay (¢ Ca?
5 — _ — — = 4:.4
@ 2( bQ)( b) Gy~ 2GAp Y (4.40)
ja laskettu lisdtaipuma huomioonotettuna saadaan
2
a=— ab a (4.41)

= 51EL, T 12BL T GAb
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5 P
P/2 JQQ P/2

- ==~
1
1
1
1
[
1
1
N[ =

E /% EL.GA
S -
I(S Qa/4 Y bs b
S)]
M EI,
GA, = x
1 2 e
e
M

Kuva 4.4 Kehésauva.

Kerrointa o voidaan vield tarkentaa ottamalla huomioon osasauvojen puristavan voi-
man vaikutus kertoimella (3. Jos ulokkeeseen, jonka pituus on 5 kohdistuu puristava

() i

. P .
voima -, niin kerroin (§ on

0 =%,
Kertoimeksi « tulee
a® ab Ca
= 4.43
T UEL(A-0)  12BL T GAp (443)
ja kriittinen kuorma on
Pg
Py = ————, 4.44

missd Pr on Eulerin nurjahduskuorma vastaavalla tavalla tuetulle pilarille, kun oo = 0.
Kertoimen ((Py,) huomioonottaminen johtaa iteratiivisen ratkaisuun:

Py — a(Py) — P (4.45)
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Kuva 4.5 Kehédsauva; leikkausvoiman ja normaalivoiman vaikutus.
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Luku 5

Kimmoton nurjahdus

5.1 Tangenttimoduuliteoria

Eulerin nurjahduskaavat pétevéit, jos jénnitys pilarin poikkileikkauksessa on myd&torajaa
pienempi. Lyhyiden pilareiden stabiiliuden menetys voi kuitenkin tapahtua mydtorajaa
(tai suhteellisuusrajaa) suuremmilla jénnityksen arvoilla.

Tutkitaan seuraavassa sauvaa, jonka materiaalin venymaépiirros on kuvan 5.1 mukainen.
Suoran, puristetun sauvan jannitys on

P
=T

g

(5.1)

missd A on poikkileikkauksen pinta-ala. Jos jannitys on suhteellisuusrajaa suurempi, esim.
jannitys o kuvassa 5.1, niin jannityksen ja venymén vilinen yhteys on

do = Eyde, (5.2)

missd F; on tangenttimoduuli.
Taipuma v(x) (suorasta perustilasta) aiheuttaa jannityksen muutoksen

Ao = —Ep'"y, (5.3)

jota vastaa momentti (momentin muutos)

M = —Ev". (5.4)
Aiemmin johdettu tasapainoehto
M" — Pv" =0, (5.5)
eli
(E V") + P =0 (5.6)

on voimassa, ja nurjahduskuormaksi saadaan
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AO
o N~ -
E : do
- B = —
b ! de
! 3
de -
Kuva 5.1 Venymépiirros.
K B P
€
Y x
----------- E/-—---—---—-- —
l Y
Kuva 5.2 Poikkileikkauksen muodonmuutos.

Suhteellisuusrajan yldpuolella kriittinen kuorma on Fulerin nurjahduskuormaa pienem-
pi, koska E; < E. Kaava (5.7) ei ole kiyttokelpoinen, koska tangenttimoduuli E}; riippuu
jénnityksen arvosta. Jakamalla kaava pinta-alalla A tulee

2
™ Et
[ 5 (58)
A%
missé siis on merkitty
Py
Ot = Opy = T”. (5.9)

Jannityksen ja hoikkuusluvun A, vilinen riippuvuus saadaan antamalla oy:lle arvo ja méaa-
rittdmélla tangenttimoduuli Ey = f(0).
Venymapiirros voidaan esittdéd esimerkiksi kaavalla

m
o On o
SN (A 5.10
c E+Em<an> ’ (5.10)

jossa I/ on kimmokerroin ja o, sekd m ovat materiaalivakioita. Alumiinin tapauksessa
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| It [N/mm?]

450 450

400 400

350 350

300 300- L
1 1 1 1 i 1 :E
0.01 0.02 0.03 0.04 0 0.5 1.0

Kuva 5.3 Venymépiirrosta vastaava tangenttimoduuli.

MN MN
E =178600 —5, m = 24 ja 0, = 360 —-. Tangenttimoduuli saadaan kaavasta
m m

de 1 1+<a>m_1]

do E on (5.11)
_ L
=5

ja
1

1+ <Uin>m1] . (5.12)

E
Jannityksen ja venymén sekéd tangenttimoduulin ja kimmomoduulin suhteen ft riippuvai-

E, =E

suudet on esitetty kuvassa 5.3.

Tangenttimoduuliteorian (o, \)-kéyré riippuu materiaalin ominaisuuksista, mutta se ei
riipu poikkileikkauksen muodosta. Tangenttimoduuliteorian esitti Engesser vuonna 1889.
Jasinski kritisoi tangenttimoduuliteoriaa vuonna 1895 ja huomautti, ettd sauvan taipues-
sa kuperan puolen jénnitysten pitéisi palautua kimmoisesti venymépiirroksen pisteesté b
lahtien, kuva 5.3.

Kimmoisen palautumisen huomioonottaminen sauvan kuperalla puolella (vihemméan
puristetulla puolella) johti ns. redusoidun moduulin teoriaan tai kaksoismoduulin kéyt-
toonottoon. Tadmén teorian esittivit toisistaan riippumatta Engesser vuonna 1895, von
Kéarméan vuonna 1909 ja Southwell vuonna 1912.

5.2 Kaksoismoduuliteoria

Tarkastellaan (z,y)-tason suhteen symmetrista poikkileikkausta. Otaksutaan, ettd nurjah-
duksen tapahtuessa P ei muutu, eli AP = 0, ja jinnityksen kimmoinen palautuminen
otetaan huomioon sauvan kuperalla puolella. Lisdvenymé (venymén muutos) on
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1 o [N/mm?]
\ P
4001 kaksoismoduuli
suorakaidepoikkileikkaus
300~ tangenttimoduuli
200+
P
1001~
A=1L/i
50 100 150 200
Kuva 5.4 Nurjahdusjannitys hoikkuuden funktiona.
Ae = yAg, (5.13)
missé y on etdisyys neutraaliakselista. Lisdnormaalivoima on
AN = /EtAsdA—i—/EAsdA
A1 AQ
0 h
; (5.14)
= F; / ybdyAr + E/ybdyAm
—h1 0
= (EtSl + ESQ)AH
Ehdosta
AN =—-AP=0 (5.15)
seuraa
E.S1 + ESy =0, (5.16)
missé on otettu kiyttéon poikkipintasuureet
0
S1 = / ybdy, (5.17)
—h1
ha
Sy = /yb dy, (5.18)
0

y on etdisyys neutraaliakselista ja b on poikkileikkauksen leveys. Ehdosta (5.16) ratkaistaan
neutraaliakselin (NA) asema eli etdisyydet hi ja ho.
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I
e Aoy = EtAey
E AUl = EAé‘l
: x r
AEl Aé‘g #\ - ’g
ly =
e s
=
kr
Kuva 5.5 Kaksoismoduuliteoria.
Ao <0
Ao = EtAE
PK
§ Yo NA
Ao = EAe
Ao >0
\j
Y
Kuva 5.6 Kaksoismoduuliteorian venymé- ja jannitysjakaumat.

Koska nyt AN = 0, voidaan momentti M = AM (taipumasta eli lisitaipumasta ai-
heutuva momentti) laskea neutraaliakselin suhteen. Momentti on

M = /yadA
A
= /yEtAEdA—F/yEAEdA

Al AQ
0 ho (5.19)

= F; / y2bdyAk + E/be dyAr
—h 0

= (B, + ElL)Ak

= FE,.IAk,
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missé on médritelty redusoitu moduuli

By + ET
E, = w’ (5.20)
1
ja poikkipintasuureet
0 ha
I, = / v’ody, I = /gﬂb dy. (5.21)
—h1 0
Nurjahduskuorma ja nurjahdusjannitys ovat tdssékin tapauksessa
2B, I
Pkr,r L% ) (522)
w’E
Okr,yr = \2 - (523)
n

Moduuli E, riippuu poikkileikkauksen muodosta ja (o, ¢)-kiyrastd. Kaksoismoduuliteoria
antaa tangenttimoduuliteoriaa suuremman kriittisen kuorman, eli Py, > Ppy ;.

Esimerkki 5.1 Madritetddan I-poikkileikkauksen redusoitu moduuli.

Jos I-poikkileikkauksen uuma on hyvin hoikka, niin kaavasta (5.16) seuraa yhtilo

E
—FE;Ahy + EAha =0 =  hy = Ethl. (5.24)
Koska h = hi + ho, saadaan ratkaistua
FE E,;
hi = h hy = h. 5.25
1 E+ Et ) 2 E+Et ( )
Poikkileikkauksen jayhyysvakiot ovat
E \? E \?
L=AW=A 2 L=AW=A ! 2 2
1 hl (E-}-E,,) h, 2 h2 E-’-E,, h (5 6)
ja
1
IziAw. (5.27)

Redusoidun moduulin lausekkeeksi tulee

_ EL+EL _ 2EE

E. = . 5.28
1 E,+FE ( )
Esimerkki 5.2 Madritetidn suorakaidepoikkileikkauksen kaksoismoduuli.
Ehdosta (5.16) seuraa suorakaidepoikkileikkaukselle
bh? bh3 | By
_EtT + ET =0 = hy = Ehl (529)
Koska my0s télle poikkileikkaukselle h = hy + ho saadaan
E VvE
hy vE ! (5.30)

= 7}17 h = 7}1.
VE + VE, = VE+ VE,
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A
1
h h
A
L 1
b

Kuva 5.7 I- ja suorakaidepoikkileikkaus.

Poikkileikkauksen jayhyysvakiot suorakaiteelle ovat

3
1 1 VE
I =-bh3 = b3 | ——— | , 5.31
1 3 1 3 <\/E+ /—Et> ( )
3
1 1 Vv E,
I, = —bh3 = —bh3 <7> 5.32
T3 3T \VE+VE >3
ja
1
I = —bh® 5.33
5 (5.33)
Redusoidun moduulin lausekkeeksi tulee suorakaidepoikkileikkaukselle
AFEE;
E,=———. (5.34)
(VE: + \/E)2

5.3 Shanleyn teoria

Joitakin vuosia kaksoismoduuliteoriaa pidettiin oikeana. Huolellisten kokeiden tulokset oli-
vat kuitenkin l&hempénd tangenttimoduuliteorian ratkaisuja. Lisdksi tangenttimoduulin
kiytto on helppoa, koska F; ei riipu poikkileikkauksen muodosta.

Shanley osoitti julkaisuissaan vuosina 1946-47, ettd sauvan taipuminen alkaa normaa-
livoiman yhé kasvaessa. Téalloin on mahdollista, ettd kuperan puolen eli alueen y > 0
puristusjinnitys kasvaa, ainakin nurjahduksen alkuvaiheissa, tangenttimuduuliteorian mu-
kaisesti. Shanley pédatteli, ettd tangenttimoduulikaava antaa suurimman jannityksen, jolla
sauva vield pysyy suorana. Suoran sauvan ja keskeisen kuorman tapauksessa tangenttimo-
duuliteoria antaa kriittisen jannityksen alaraja-arvion.

5.3.1 Shanleyn malli

Shanley teki pdatelménsd kuvan 5.8 mallia tutkimalla. Malli jéljittelee todellisen, jatku-
van aineen mukaisen pilarimallin toimintaa olennaisilta osin riittdvin tarkasti, eikd sen
soveltamisessa tormiitd ylipidsemittomiin analyyttisiin ongelmiin .

Kuvan 5.8 mallissa kaksi ddrettomén jaykkdd sauvaa, joiden mitat ovat (a — h)d, on

A
liitetty toisiinsa nivelsauvoilla, joiden pituus on 2h ja poikkileikkauksen pinta-ala on 7

I"Make everything as simple as possible, but no simpler." — Albert Einstein.
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Y.

Kuva 5.8 Shanleyn malli.

Nivelsauvojen (o, €)-kidyra on bilineaarinen (koostuu kahdesta suorasta viivasta). Kuor-
man epdkeskisyys on e. Nivelsauvojen 1 ja 2 venymét ovat €1 ja 9. Jaykkien sauvojen
kiertymé on 6, ja olettaen (téssd yhteydessd), ettd o ja & ovat positiivisia puristuksessa,
saadaan yhteys

0 = M’ (5.35)
d
ja taipuma A on puolestaan
h

A= (a—h)d= (a—h)g(sg —€1). (5.36)

Nivelsauvojen sauvavoimat ovat

A A

P1 - 501, P2 — 50’2. (537)
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Kokonaisvoima on siten 4

Momentin tasapainoehto puristavan voiman P vaikutussuoran suhteen muodostettuna on

d d
Pl(A+e+§)+P2(A+e—§):O. (5.39)

Kaavan (5.36) perusteella saadaan

d
7 (5.40)
Merkitdén seuraavassa lyhyemmin

r=ey—e€1, O0=—. (5.41)

Bilineaarisen materiaalimallin mukaan kirjoitetaan

o; =a; +big;, 1=1,2, (5.42)

missd a; ja b; ovat vakioita sauvoille 1 ja 2. Sauvoille 1 ja 2 saadaan yhtalot
o1 =a1+biel, 09 =as+ boeo. (5.43)

Kaavan (5.38) perusteella tulee

o1+ 092 =20 (5.44)
eli
a1 + bie1 + ag + baey = 20. (5.45)
Kaavasta (5.41) saadaan, etté
g = +€1. (546)
Sijoittamalla €2 kaavaan (5.45) tulee
L (Chpro ) (5.47)
g1 = —box —a;—a :
LS T, o —ai — az),
+ L o +2 ) (5.48)
go=ax+e1=——(bi1x+ 20 — a1 — az). :
2 L= 1— a2

Momentin tasapainoyhtdlon kaavan (5.39) perusteella saadaan lopuksi yhtalo

asby — ai1by + bibox

(A+e)(by +b2) + by — by

(5.49)

g =

ISHI

Edellé esiintyvdt Shanleyn mallin suureet x, o, €1 ja €9 voidaan nyt médrittda siirtymén
A funktiona.
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Shanleyn mallin erikoistapauksia

1. Sauvat 1 ja ovat 2 kimmoisia, a1 = ag =0, by = by = E:

o d
~ 72 % A .
TTE T 2a—hh (5.50)
o d
_T, @ A 51
TP (5:51)
A Ed?
(5.52)

T Atedla— i
2. Sauva 1 on kimmoinen, ja sauva 2 on plastinen, a; =0, b = E:

ag = Fep(1—7), by=7E. (5.53)

w

. Sauvat 1 ja 2 ovat plastisia, ay = ag = Fep,(1 —7), by = by = 7E:

A rEd
T Atedla—hi

(5.54)

4. Sauva 1 palautuu kimmoisesti, sauva 2 on plastinen ja by = FE.

5. Sauvan 1 jannitys ylittda vetomyotorajan, by = 7F ja sauva 2 on plastinen puristuk-
sessa.

Valitaan seuraavassa Shanleyn mallin materiaaliominaisuudet ja mitat:
N N
e [/=205000 —, 05, =250 —, 7=0.5.
mm mm
e h=5mm, d=10 mm, a = 250 mm.

Tapauksessa e = 0 kiiyrd ABC', kuvassa 5.9, alkaa pisteestd A, jossa

TEd?

- mR (5.55)

o=0y=
Tapaus e = 0 osoittaa, ettd o; on suurin jannitys, jolla alkuaan suora sauva voi myds pysya
suorana. Sauva voi kantaa suuremman jinnityksen kuin o; taipuneenakin.

Tarkastellaan seuraavaksi jannityksen ja siirtymén A vélistd riippuvuutta, kun otak-
sutaan epékeskisyyden arvo e = 0.1 mm. Kaarella ab kuvassa 5.9 sauvat 1 ja 2 ovat kim-
moisia. Kayrén osalla c¢d molemmat sauvat ovat plastisella alueella puristettuina. Pisteessa

d sauvan 1 jénnityksen itseisarvo alkaa pienentyd ja taipuma kasvaa nopeasti valilla de
sauvan 1 palautuessa kimmoisesti puristuksesta vetoon. Suurin keskiarvojénnitys o = g
saavutetaan pisteessi e, kun sauva 1 plastisoituu vedossa.

Hyvin pienilld epékeskisyyden arvoilla (e < 0.01) taipuma kasvaa nopeasti, kun jannitys
o ldhestyy tangenttijinnityksen arvoa o;. Suurin mahdollinen jénnityksen arvo voi olla

suurempi tai pienempi kuin o, epikeskisyyden suuruudesta riippuen.



5.3. Shanleyn teoria 73

A o [N/mm?|
3000 -
Ot
Om 250 2 (A +e) [mm]
Kuva 5.9 Shanleyn mallin jannitys-siirtymé -piirroksia, kun 7 = 0.5.

Shanleyn mallilla lasketut tulokset havainnollistavat tangenttimoduulijinnityksen oy
merkitysta. Laskelmissa kéytetty materiaalimalli ei kuitenkaan ollut joka suhteessa realis-
tinen, vaan siinéd otaksuttiin suuri mydtolujenemismoduuli £, = 0.5F, eli 7 = 0.5. Jos 7
on riittdvan pieni, niin jénnitys o; voi tulla pienemméksi kuin my&toraja o,,.

Analysoidaan Shanleyn mallia seuraavaksi kiyttamalld alumiiniseoksen materiaalimal-
lia

m
o on [ O
Ly (2 5.56
c E+Em<an> ’ (5.56)

jossa E on kimmokerroin ja o, sekd m ovat materiaalivakioita, joille valitaan arvot F =

MN MN
78600 —5, m = 24 ja 0, = 360 —. Mallin geometrisiksi mitoiksi otetaan: a = 500 mm,

h =5 mm, d = 10 mm, jolloin hoikkuusluvuksi tulee

L
A== =0 — 200, (5.57)

T 1, (1N Ad® .
missi i = 4/ —, I:2-§A~ §d :T,Ja vastaava kriittinen tangenttimoduulijannitys

on oy = 362.6 5. Jinnityksen o ja taipuman (A + e) viilistd riippuvaisuutta esittévit
mm
kdyrdt on piirretty kuvassa 5.10 vain siihen asti, kun sauvan 1 jénnitys alkaa palautua

kuvan 5.9 pistettd d vastaten.
Siirtymét kasvavat nopeasti, kun sauvan 1 puristusjdnnitys alkaa pienentyd. Kun e =

0.1 mm eli e = niin paastdan n. 5 %:m padhin oy:n arvosta. Tassd esimerkissi

10000’
tangenttimoduulijinnitys ei anna luotettavaa kuvaa rakenteen (sauvan) kantokyvysté.
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A C [N/mm?]
e = 0.001 mm
o = 362%‘/@ = 0.01 mm

e=0.1 mm

300 A
e=1mm
200
100 |-
| | (A +e) [mm]
0.1 0.5 1.0 1.5

Kuva 5.10 Shanleyn mallin jénnitys-siirtymé -piirroksia alumiinisauvalle.

5.4 Puristussauvojen mitoitus

Rankinen kaava

Rakenneteridksen vetokokeen jannityksen ja venymén vélistd riippuvaisuutta voidaan ku-
vata hyvilla tarkkuudella kimmoisella ideaaliplastisella mallilla. Rakenneteriksen kimmo-

N
kerroin £ = 205000 —, ja mydtoraja o, = 250 . Péistddn niveldidyn sauvan
mm? mm?

(kriittinen) Eulerin nurjahdusjannitys on

m’E
missd A = — on hoikkuusluku ja ¢ = 7 on hitausséde. Jiannitys (nurjahdusjannitys) ei
7

kuitenkaan voi tulla suuremmaksi kuin aineen (terdksen) tyssdysraja (myotoraja puristuk-
sessa) 0y = Op,. Suurimman mahdollisen jénnityksen méadrittaa kiyrd DBC kuvassa 5.11.
Koetulokset ovat kuitenkin kuvan kidyrdn DBC' alapuolella pisteen B lahettyvilla.

Kriittisen kuorman karkea arvio saadaan Rankinen kaavasta
1 1 1
—=—+ —. (5.59)

o OEg Om
Eliminoimalla Eulerin nurjahdusjannitys o Rankinen kaavasta tulee

Om

27

om (L

14 m (=
+7r2E<2'>

g =

(5.60)

jota esittdd kuvan 5.11 katkoviiva.
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I
P
o [N/mm?] B A B mE
A 300 \~—O0F = L2
. R b /5)
200 I \\
4 s

100 - / RN
Rankinen
kaava C

| | | | :L/Z

50 100 150 200

Kuva 5.11 Eulerin ja Rankinen nurjahduskiyréit rakenneterdssauvoille.

poikkileikkaus

Kuva 5.12 Alkuaan kdyra nivelsauva.

Perryn-Robertsonin kaava

Tarkastellaan alkuaan kiyrad niveltuettua sauvaa. Alkutaipumaksi otaksutaan, kuva 5.12,

vo(z) = a1 sin %3: (5.61)

Puristetun, alkuaan kiyrén nivelsauvan taipuman lausekkeeksi tulee laskutoimitusten jil-
keen

ﬁ sin % = by sin % (5.62)
Pg

v(z) =

misséd Pg on nivelsauvan Eulerin nurjahdusvoima.

Taipuman lausekkeesta méaaritetdan taivutusmomentin kaava, ja sauvan keskipisteessi
L .
T = 3 momenttl on

M <§> — Phy. (5.63)

Jannityksen suurin arvo

P h
Omax = 1 + Pb171 (5.64)
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saavutetaan keskelld yldreunassa. Sijoittamalla maksimijannityksen kaavaan I = Ai? tulee

Ui

Omax =0 | 1+ 7 | (5.65)
1- =
OF
- . . aihy
missé on madritelty lyhennysmerkintd n = ——.
i
Maksimijannitys omax kasvaa P:n kasvaessa jannityksen keskiarvoa o = — nopeammin,

A

kunnes oyax = 04, Tamén jélkeen o:n eli g:n edelleen kasvaessa sauvaan syntyy keskelle
yldlaitaan plastisoituva vyohyke, jonka laajeneminen aiheuttaa lopulta sauvan kantokyvyn
menetyksen. Kriittisen kuorman alarajaksi voidaan ottaa P:n arvo, jolla o, Saavuttaa
myo6tojannityksen arvon o,,. Korvaamalla maksimijannitys o, myotoarvolla o,, saadaan
toisen asteen yhtéld, jonka ratkaisu o:n suhteen tuottaa kaavan

dopom
a:2<1_ R ) (5.66)

2 op

jossa on merkitty
oo =14+n)og+ om. (5.67)

arh
Suure n = 1L voidaan médrittad mittaamalla todellisista sauvoista. Jannityksen o

2
i
L
ja hoikkuusluvun A = — vilille saadaan erilaisia riippuvuuksia otaksumalle suureelle n

7
arvoja. Oletetaan esimerkiksi alkutaipuma verrannolliseksi sauvan pituuteen: a; = k1L ja
h1 = kot, missé kq ja ko ovat vakioita. Talloin saadaan

h k1L L
i1 7 7
Kuvan 5.13 kiyrat 1 ja 2 on médritetty arvoilla C' = 0.001 ja C' = 0.003. Kayrin 3

I\ 2
tapauksessa on otaksuttu n = 0.00003 <—> .
i

5.5 Puristetun sauvan plastinen mekanismi

Suorakaidepoikkileikkauksen tapauksessa niveltuetun sauvan keskileikkaukseen syntyy ku-
van 5.14 esittdmaé jannitystila. Kuvioita a ja b vastaa normaalivoima

P = amb(h — 20) (5.69)

ja momentti

M = o,,be(h — ). (5.70)

Toisaalta momentti on tasapainoehdon perusteella

M = Po. (5.71)
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O [N/mm?]

300 - \A

200

100

Kuva 5.13 Terassauvan nurjahduskayria.

plastinen nivel

o] e

& & 1e

b (a) (0)

Kuva 5.14 Nivelsauvan mekanismi.

Eliminoimalla mitta ¢ saadaan riippuvuus

v 1 fom o
I I CO 5.72
h 4(0 Jm>’ (5:72)

jota esittdd kiyrd ABC kuvassa 5.15. Kéyrd DEBF on puristetun kimmoisen sauvan

L
jannityksen ja taipuman vilinen riippuvuus, kun sauvan alkutaipuma on vg <§> =aj.

Sauvassa, jonka myotéraja on o, = 250 alkaa muodostua plastinen vydhyke,

2 )
mm
kun saavutetaan piste £. Tamén jilkeen taipuma kasvaa nopeammin kuin kimmoteorian
ratkaisussa, jota esittdd kiyrd EBF. Kéyrd EGH lahestyy jaykkiplastista ratkaisua ABC.

Suurinta mahdollista jinnitysti omax = —— esittid piste G, jota vastaavaa jannityksen
arvoa ei kuitenkaan saada selville edelld esitetyistd kaavoista. Maksimijannitys op,ax on joka
tapauksessa vililla £ B. Plastisoitumisen alkamista vastaava piste E saadaan maéaéritettyé

Perryn-Robertsonin kaavasta. Piste B on puolestaan kiyrien

v=—"_ (5.73)
1— —
OF
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A7 [N/mm?]
op = 316.1
300~
7m = 250 L/i=80
200
100
v [mm]
ai
Kuva 5.15 Puristetun nivelsauvan kimmoinen ja plastinen taipuma.
AC [N/mm?]
300 - Euler
200 ,
100 - 5
'L
2 =80 L
| ! | -

| | |
20 100 150 200 250

Kuva 5.16 Perryn-Robertsonin piste F ja kimmoisen ja plastisen ratkaisun leikkaus-
piste B hoikkuuden funktiona teréssauvalle.

ja

v 1 fom o
S L 5.74
h 4(0 0m> (574)

Valitaan sauvan poikkileikkauksen mitoiksi b = A = 10 mm, kimmokerroin F =

leikkauspiste.

mm?’ 2 i? 104 \
sauvasta mitattu). Neliopoikkileikkaukselle

N N hi 03 (L\?
205000 ——, myotoraja o, = 250 sekd parametri n = ame_ (—) (koe-
mm

aq alh aj (2h1) n 0.05 L 2
w12 6 w0 \i) 1)

- i
a
Taipuman v kaavoissa suhde El ja Eulerin nurjahdusjinnitys og voidaan lausua hoik-

L
kuusluvun A = — avulla. Kuvan 5.16 kiyra 1 esittdd leikkauspistettd B eri hoikkuusluvun
i



5.6. Alkujdnnitysten vaikutus nurjahduskuormaan 79

300 o = 3237 T 601
A B c ...\ _O0E=

25 EGH 50F
200 40+

30
100+ 20

10f

D, | : [mm]
0.05 0.1

Kuva 5.17 Teréssauvan taipuman ja jannityksen vélisié riippuvuuksia, kun hoikkuus
A =25 tai A = 200.

arvoilla. Kéyréd 2, joka esittdd pistettd F hoikkuusluvun A\ funktiona, saadaan Perryn-
Robertsonin kaavasta. Kuvasta 5.16 ndhddén, ettd pisteiden B ja E vilinen ero on suu-
rimmillaan, kun hoikkuusluku A on noin 80.

Jos hoikkuus pienenee arvosta A = 80, joka on tavanomainen arvo, lukuun A = 25,
joka edustaa melko jykevéd pilaria, tai suurenee arvoon A = 200, joka puolestaan edustaa
hyvin hoikkaa pilaria, niin saadaan kuvan 5.17 tulokset taipuman ja jannityksen véliselle
riippuvaisuudelle.

5.6 Alkujiannitysten vaikutus nurjahduskuormaan

Teréspilarin tai -palkin valmistuksessa, esim. kuumavalssauksessa tai hitsauksessa, syntyy
rakenteeseen epétasainen lampotila. Jadhtymisen jélkeen pilariin jad alkujannitystila, jolla
voi olla merkittavé vaikutus rakenteen toimintaan.

Esimerkiksi I-profiilin laippojen kirjet jadhtyviat nopeimmin ja muuttuvat muuta poik-
kileikkausta jiykemmiksi, kun osa poikkileikkausta on vield kuuma ja plastisessa, muokat-
tavassa tilassa. Lopulta profiilin keskiosakin jadhtyy ja pyrkii supistumaan, mutta aiemmin
jaahtyneet laippojen kirjet vastustavat supistumista. Tamén seurauksena laipan ja uuman
liitoskohtaan jaa pysyvd vetojinnitys, ja laippojen kérkiin jid puristusjannitys. Jos uuma
on paksu ja lyhyt, se voi jadhtyé niin hitaasti, etté sithenkin jaa vetojannitys. Jadnnosjan-
nitysjakauman huippuarvot voivat olla my6torajan kolmanneksen luokkaa.

5.6.1 I-poikkileikkaus

Kuumavalssauksen aiheuttamaa jédnndosjannitysjakaumaa voidaan usein approksimoida
parabolisella jakaumalla.

Otaksutaan seuraavassa, ettd puristusjannitys ja puristusmuodonmuutos ovat positii-
visia.
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H| “e—o 8| o, uuma
Vy
k ‘ oy, laipat
B

Kuva 5.18 I-poikkileikkauksen alkujdnnitysjakauma. Vetojidnnitys on positiivinen

Kun kuorma P kasvaa, niin jidnnosjannitys- tai alkujdnnitysjakaumaan o, lisdtdan
kuorman aiheuttama jéannitys ¢ = —. Kuorman kasvaessa laippojen kérjet plastisoitu-
vat ensin. Plastisoituminen pienentdd taivutusjaykkyytta eniten akselin z suunnassa, kuva
5.18.

Jadnnosjannitysjakaumaa o, vastaava muodonmuutosjakauma on g, = %. Merkitaén

seuraavassa lyhyemmin:
e £ on ¢, laipan ja uuman liitoksessa,
e c5 on g, laipan kérjessi,

e £3 on &, uuman keskella,

H on laippojen painopisteiden véli, ja B on laipan leveys,

T on laipan paksuus, ja t on uuman paksuus,
e h on uuman plastisen osan korkeus, ja b on laipan kimmoisen osan leveys.

Laippojen alkumuodonmuutosjakauma on

e = (23— e1) (%)2 bei, (5.76)

ja uuman alkumuodonmuutosjakauma on vastaavasti

e = 5 — (€5 — 1) <2ﬁy>2 (5.77)

Koska alkujénnitykset toteuttavat homogeenisen tasapainoehdon, (P = 0), eivitka ylita
myotorajaa, saadaan kuorman arvolla nolla tasapainoehto

/ oy dA = / By dA =0, (5.78)
A

A
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Kuva 5.19 Parabolinen alkumuodonmuutosjakauma, kun puristus otaksutaan posi-

tiiviseksi.

Otaksuttujen alkumuodonmuutosjakaumien perusteella tulee integroimalla analyyttisesti
tai nyt parabolisen jakauman tapauksessa esim. kolmen pisteen Simpsonin kaavalla

/EdA = QBT(%EZQ + %61 + %52) + Ht(%é‘l + %53 + %61), (5.79)
A

josta seuraa muodonmuutosparametrien ¢; vélille riippuvaisuus

2BT
283 = —g1 — Tt(ég + 251). (5.80)

Kuormitettaessa pilaria puristavalla voimalla P alkumuodonmuutosjakaumaan ¢, lisé-
tdan tasanjakautunut P:n aiheuttama e, ja saadaan muodonmuutosjakauma ¢, +¢. Laipan
kimmoisen osan leveydeksi tulee

Em —E — €1

b=B (5.81)

92 — &1

missd e, = —- on myotovenymaé, ja uuman plastisen osan pituus on

P s (5.82)
€3 —¢&1

Lyhyen pilarin puristuskokeessa muodonmuutos ¢ kasvaa tasaisesti koko poikkileik-
kauksessa. Kéaytetyn ideaaliplastisen mallin mukaisesti jannitys pysyy arvossa o,,, kun
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Kuva 5.20 I-poikkileikkauksen plastisoituminen.

puristuspuolella on saavutettu myotoraja. Kuormainkrementti on t&lldin

dP = Ado = A Ede, (5.83)
eli
Z—Z = %E =a.l, (5.84)
misséd on merkitty
Qe = %, (5.85)

A, on poikkileikkauksen kimmoisena sailyneen alueen pinta-ala, ja do on keskimé&#rainen
jannityksen muutos.
Esimerkin tapauksessa saadaan
Ae 20T + (H — h)t

T AT T 2BTtHt (5.86)

Kaava (5.86) on voimassa, jos sekd uumassa ettd laipoissa on alkanut plastinen myo6to.
Kaksi ddritapausta ovat:

1. Jos laipat ovat kimmoisella alueella, niin asetetaan b = B.
2. Jos uuma on kokonaan kimmoinen, niin asetetaan h = 0.
Tasapainoehdon perusteella puristava voima on

P

o(2BT + Ht)
2
= FE2BT + Ht)e — §ET [B(3c +2e1 + €2 — 3e) — 2b(e + €1 — e

—%Eth(sg be—em). (5.87)
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Esimerkki 5.3 Tutkitaan alkujinnityksen vaikutusta poikkileikkauksen W F8 x 31 ta-

pauksessa.

Merkintd W F'8 x 31 tarkoittaa levedlaippaista poikkileikkausta, jonka laipan leveys on
b

B =203.2 mm (8 in (tuumaa)) ja paino g = 31 f—in (paunaa/jalka). Poikkileikkauksen

mitat ovat:

e B =203.2 mm,

e D = B (korkeus),
e H =192.2 mm,
e T'=11.0 mm,

e t="7.3 mm.

Terdksen myotoraja, kimmokerroin ja myotdvenymaé ovat:
N N
® 0, =250 —, E=205 105 —, &m = 0.0012195.
mm mm
Poikkileikkauksen pisteiden 1 ja 2 jadnnosjannityksiksi otaksutaan:

N
mm?2’

o o1 = —40 oy = 90

mm?2’
Alkumuodonmuutokset €, = % pisteissé 1 ja 2 ovat:
e ¢, = —0.0001951, &5 = 0.000439.

Alkujinnitysten tasapainoehdosta [ o, dA = 0 seuraa
g3 = 0.00001985. (5.88)

Laipat plastisoituvat, kun ¢ = ¢, — eo = 0.000781. Uuma plastisoituu, kun ¢ =
em — €3 = 0.0012. Kuorman P aiheuttamaa muodonmuutosta e vastaavat parametrit
h, b, a., ja jinnitys o madritetdin edellé esitettyjen kaavojen avulla. Tehokas taivu-
tusjiyhyys akselin z suhteen lasketaan kaavalla

s ()]

IS
I—Z = a , (5.89)
z 1 _
+ 3
missa He
Tehokas taivutusjdyhyys akselin y suhteen on
Ie b\*?
Y () 91
7~ (5) oo
Alkujannityksen huomioonottavaksi nurjahdusjannityksen kaavaksi tulee
m2 Bl I°
= — 5.92
Okt T ALZ T (5.92)
tai g g
Oy = ——— (5.93)

5"
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300 . . .

250

—uuma plastisoituu

200 ]

laippa plastisoituu
6 150 ppa-p ]

100 8

50 .

0 0.0005 0.001 0.0015 0.002
€

Kuva 5.21  Alkujannityksen vaikutus (o,e)-kiyrdan. e, viittaa paraboliseen ja e

paloittain lineaariseen alkumuodonmuutos- tai alkujénnitysjakaumaan.

jossa I° on tehokas taivutusjayhyys akselin z tai y suhteen.

Kuvissa 5.21 ja 5.22 on esitetty tdydelld viivalla parabolista jakaumaa e, vastaavat
(0,¢)- ja (ae, e)-riippuvaisuudet ja katkoviivalla samat riippuvaisuudet kuvan 5.23 yk-
sinkertaistetulla alkumuodonmuutosjakaumalla €, méaritettyind. Kuvan 5.23 alkujan-

N
niysjakauman o, = FEe, tapauksessa on otaksuttu, ettd oz = 90—, josta seuraa,
mm

ettd o1 = —55.29 5 » koska alkujannitysjakauma toteuttaa homogeenisen tasapaino-
mm
yhtélon. Vastaavat alkumuodonmuutosjakauman parametrit ovat €; = —0.000269719

ja €2 = 0.000439024, kun puristusmuodonmuutos (ja jinnitys) on nyt positiivinen.
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1.4 | 1

1.2 + 8

laippa plastisoituu .

A./A

uuma plastisoituu

04 B €b *********

02 r

0 0.0005 0.001 0.0015 0.002

A
Kuva 5.22 Alkujannityksen vaikutus <f7 5) -riippuvaisuuteen.

©| uuman &,

€1

€2
A A laipan &,

€1

Kuva 5.23 Yksinkertaistettu alkumuodonmuutosjakauma, puristus positiivista.
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Luku 6

Kimmoisesti tuettu sauva

Sauvan tukea ei aina voi idealisioida tdysin jaykéksi tai nivelelliseksi tarkkuuden liikaa
kirsiméttd. Erityyppisilld liitoksilla (hitsiliitos, ruuviliitos jne.) on erilaiset jaykkyysomi-
naisuudet. Sauva on useimmiten osa suurempaa kokonaisuutta. Sauvojen liitosten jéayk-
kyysominaisuudet vaikuttavat koko rakenteen, esim. sauvoista kootun kehén, toimintaan
kuormien alaisena. Kehien nurjahduskuorman laskemista kisitelliin myohemmin. Joskus
puristetun sauvan nurjahduskuorman maarittdmisessd ympéardiva rakenne voidaan ottaa
huomioon riittavélla tarkkuudella kuvaamalla se jousilla. Kuvan 6.1 puristetun sauvan
péaiden kiertymistd vastustaa pystysauvojen (pilareiden) taivutusjaykkyys, joka voidaan
rakennemallissa kuvata kierrejousella.
Sauvan taivutusmomentti etdisyydelld = vasemmalta tuelta on

M(z) = Pu(x) — Be(0), (6.1)
ja toisaalta kimmoisen sauvan taivutusmomentti on
M(z) = —EIV"(z), (6.2)

joten tasapainoehdosta seuraa differentiaaliyhtalo

" 2 _ =
v (x) + k*v(x) = EIgo(O), (6.3)
missd on jilleen merkitty
P
2
= —. 4
k ol (6.4)
Differentiaaliyhtdlon (6.3)ratkaisu on
v(x) = Asinkx + Bcos kx + B@. (6.5)
Sauvan reunaehdot ovat
v(0) =v(L) =0, '(0) =¢(0), (6.6)
joista seuraa yhtdloryhma
©(0)
B L
+ 4 Iz 0,
AsinkL + B cos kL—i—B@ = 0, (6.7)

Ak —p(0) = 0.

87
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Y
A

Kuva 6.1 Pilareiden tukema sauva.

Asettamalla homogeenisen yhtéloryhméan (6.7) kerroinmatriisin determinantti nollaksi
saadaan ehdoksi ei-triviaalin ratkaisun olemassaololle

kL
Lj B 9
B _27<I<:L> , (6.8)
tan | —
2
eli ,
3 2
= _Qtan (W_T>, (6.9)
2

misséd on merkitty

K — .1
7 \/ o (6.10)

ja Pg on Eulerin nurjahduskuorma nivelellisesti tuetulle sauvalle. Kuvan 6.2 kiyra esittdi

nurjahduskuorman e riippuvuuden jaykkyyksien suhteesta %

E
Yleisen ratkaisun perusteella saadaan erikoistapaukset:

P
1. Kungﬁoo, P—E—>4.
P
2. Kun — — 0, P—E—>1
1] P
. Kun — ~ -2 —
3 unK Py 0



6.1. Jousilla tuettu sauva

89

70

60
50
40 /
30 /

20 /

10 /

y

-10 -5 1 2 3 4

-10

Kuva 6.2 Nurjahduskuorman riippuvuus tuennan jaykkyydesta.

6.1 Jousilla tuettu sauva

Tutkitaan kuvan 6.3 jousilla tuettua sauvaa. Differentiaaliyhtalon
U(4) + k2v// -0

reunaechdot ovat

—(EIV"(0) + PV (0)) = agv(0),
EIV"(0) = pByv'(0),
—(EIV"(L) + Pv'(L)) = —ajv(L),
EIV'(L) = —pv/(L).
Merkitddn seuraavassa yksinkertaisemmin
a 3
=@ "TEr

Talloin differentiaaliyhtdld ja sen reunaehdot kirjoitetaan muotoon

oW (z) + K (z) = 0,

(6.11)

6.12a
6.12b
6.12c
6.12d

A~ o~ T~~~
— ' ~— e

(6.13)

(6.14)
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E 5

o /QK o Q@ e

(=]

N =
Ro = agu(0) M + Bop(0) =0
_ !
RO—Q+PU,:0 M——EIU
Q — —EIU”/
Kuva 6.3 Jousilla tuettu sauva.

0" (0) + k20’ (0) + apu(0) = 0, (6.15a)
v"(0) — Bov’(0) 0, (6.15b)
v"(L) + k*' (L) — aqv(L) = 0, (6.15¢)
V(L) + po' (L) = 0. (6.15d)
Differentiaaliyhtilon (6.14) ratkaisu on
v(x) = Asinkx + Bcoskx + Cx + D, (6.16)
ja sen tarvittavat derivaatat ovat
v'(x) = Ak cos kx — Bksinkx + C, (6.17)
v"(z) = —Ak?sin kz — Bk? cos kz, (6.18)
v"(z) = —Ak3 cos kx 4+ Bk sin k. (6.19)
Reunaehtojen perusteella muodostetaan yhtéloryhma
0 (675} k‘2 (675} A 0
ﬂok k2 ﬂo 0 B o 0
oy sinkL o cos kL oL —k> o cl| o]’
kB cos kL — k?sinkL  —(BiksinkL + k% coskL) 051 0 D 0
(6.20)

Kerroinmatriisin determinantti on

{—(ao + Oél)kﬁ + [ﬂoﬂl(ao + Otl) + aoalL]k4 + Oéooq(ﬂo + 61 — ﬂoﬂlL)kQ} sinkL
[(0 + a1)(Bo + B1)k* — apar L(Bo + Br)k* — 20001 Bo k] cos kL + 20001 fofrk, (6.21)

P

missa Fl
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Erikoistapauksia
1. Vapaasti tuettu sauva saadaan erikoistapauksena antamalla jousivakioille arvot
ap=a1 =00, f[g=p =0. (6.22)
Determinantin nollachdosta seuraa
Lk*sinkL = 0, (6.23)

2
e ET
joka toteutuu, kun kL = m, ja nurjahduskuorma on Py, = Iz
2. Jaykésti kiinnitetyn sauvan tapauksessa asetetaan ag = a3 = fyp = 1 = oo. Ja-

kamalla determinantin kaava tekijalld cgaBo1 saadaan ehto kriittiselle kuormalle

muotoon
—Lk?sinkL — 2k cos kL 4 2k = 0, (6.24)
tai L
o sinkL — (1 —coskL) =0, (6.25)
joka muunnetaan ensin muotoon
kL_ . kL kL . 9 kL
7281n70057 — 2sin 5 = 0 (6.26)
ja lopuksi muotoon
kL kL . kLY . kL
<? cos —= — sin ?> sin —- = 0. (6.27)

kL
Pienin juuri kL = 27 saadaan ehdosta sin 5 = 0, ja nurjahduskuorma on Py, =
Am’EI
Lz -

3. Jos sauvan vasemmassa padssd on niveltuki ja oikeassa padssd kierrejousi, niin jousi-

- 4FK1  8EI 8
vakiot ovat o = oy = 00, By = 0, fy = —— = —— eli f; = —. Determinantin
5L L L
nollaehdosta seuraa yhtalo
(LE* + B1k?) sin kL + (—LB1 k%) cos kL = 0, (6.28)
eli SEL
tankl = ————, 6.29
an (kL)? + 8 (6.29)
Bl

jonka ratkaisu on kL = 4.066, ja kriittinen kuorma on P, ~ 1.675 = 1.675Pg.

L2

4. Sauvan oikean pédn translaatiojousituentaa vastaavat jousivakiot ovat g = 0o, fy =
(1 = 0. Determinantin nollaehdosta seuraa nyt

k*(—k? + a1 L)sinkL = 0, (6.30)
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P P
. ; -
2
L e L
[P — [P —
P
s -
f———— |
Kuva 6.4 Kierrejousi- ja translaatiojousituki.
. L . mEl .
josta saadaan kriittinen kuorma Py, = a1 L tai Py, = Iz = Pr. Jos @& on pieni,
niin Py, = &1 < Pg. Kun a5 kasvaa, niin kriittinen kuorma Py, kasvaa. Jousivakion
m2El | . . T BT
saadessa arvon & = 5 kriittinen kuorma on Py, = &1L = Pg. Jos &y > 73
2
oy

niin Py, = Pg. Jousivakion arvo a; = on jousen kriittinen jaykkyys.

L3
Kriittistd arvoa suuremmat jousivakion arvot eivit endd vaikuta kriittisen kuorman
arvoon.

Esimerkki 6.1 Mddritetidan janteen keskeltd tuetun sauvan nurjahduskuorma.

Jos taipumafunktio v(z) on symmetrinen, niin tukivoimat sauvan paissi ovat

Q_ad

X 31
-2 (6:31)
missd § = v(%) Taivutusmomentti kohdassa = vasemmalta tuelta on
M(z) = Pv(x) — %x =—EIv"(z), (6.32)
eli
EIV"(x) + Pv(x) = %x (6.33)

Sauvan reunachto on v(0) = 0, ja liséksi jinteen keskelld toteutuvat ehdot v'(%) = 0

L
jaw <§> = ¢. Differentiaaliyht&lon ratkaisuksi saadaan

. Q _lsinkx

v(z) = oy2h A sl (6.34)
oS —
2
eli
ad 1 sinkx
oS —

2
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A

Fay

Kuva 6.5 Jousella tuettu sauva.
R 0
missé on otettu huomioon, etti % =5 = %. Sauvan keskelld taipuma on
L ad (kL kL
—)=0=—+— —tan— .
”(2) 2Pk(2 an2)’ (6-36)
josta seuraa yhtilo
; kL
al an 7
2
eli
) . kL
16EI (kL an —-
il (el N B 2 (6.38)
al3 \ 2 kL

2
Yhtélosta voidaan méarittdd annettua jousivakiota o vastaava kriittinen kuorma Py,
Kaksi daritapausta ovat:
T . P m2EI
— — —ja — —.
D) 2 J kr 72
4FET

kL
e Kun a — oo, - — 4.492 ja Py, — 20.19F.

e Kun a — 0,

1672ET

Jos jousivakio o on suurempi kuin 75 niin nurjahdusmuoto on antisymmetrinen.

ypee KL . m?EI
Talloin = =7 ja Py = 47.
Jos jousi on etdisyydelld [; vasemmasta tuesta ja lo = L — [y, niin ratkaisu kriittiselle

kuormalle saadaan yhtalosté

_sink‘ll sin k‘lg l1l2

1
Prsnkl " PL o " (6.39)

6.2 Kimmoisella alustalla oleva palkki

Tarkastellaan seuraavaksi sauvaa, joka on tuettu jatkuvalla kimmoisella véliaineella. Sau-
van taipuessa (nurjahtaessa) syntyy tukipaine

q(z) = cv(x), (6.40)
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. kL
: an D) .
. N KL
. L2
| : ¥ kL
: /2 T/ ' 3m/2 .2
! 4.492, !
| (%;) 1 [k 16ET (KL
| ko) 2 a3 \ 2
: kL | eradlla a:n arvolla
[ < — ) vaihteluvili
: 2 kr
Kuva 6.6 Jousella tuetun sauvan ratkaisu.
P EI P
EEEEEEEEE I
= -
L
Kuva 6.7 Kimmoisella alustalla oleva puristettu sauva.

missé ¢ on alustaluku ja v(z) on sauvan taipuma. Talla tavalla kiyttdytyvd kimmoinen
alusta, ns. Winklerin alusta, vastaa ddrettomén tiheddn asennettuja jousia, jotka toimivat
toisistaan riippumatta seké vedettyind ettd puristettuina (sauva ei irtoa alustasta).

Sauvan taipuma suoran perustilan suhteen on v(x). Tutkitaan sauvan stabiiliutta muo-
dostamalla potentiaalienergian toinen variaatio

L

/{EI[U"(J:)]2 + cv(z)? — P/ (2)]?} dz, (6.41)

0

1 1
—5 M = =
2 2
missé aikaisemmin esitettyyn sauvan toisen variaation lausekkeeseen on uutena terminé
tullut mukaan alustan osuus. Minimoidaan toisen variaation lauseke. Lisdtdan taipumaan

variaatio €0, jolloin
v(x) — v(z) + v, (6.42)

missé € on parametri ja v(z) on minimid vastaava taipuma.

Integroinnin jélkeen toinen variaatio riippuu vain parametrista €, ja minimointi voidaan



6.2. Kimmoisella alustalla oleva palkki

95
tehd& nyt derivoimalla parametrin € suhteen. Vaaditaan, ettéd
d
§°1I 0 6.43
Fem| o (6.43)
josta seuraa
L
/(EIU"U” + cvd — Pu't’) dx = 0. (6.44)
0
Tekemiilli kaksi osittaisintegrointia ? tulee
L L L
E"d — | (EIV" + Pv')o + / (EIvY + Pv" + cv)o dz = 0. (6.45)
0 0 0

Koska €0 on mielivaltainen variaatio, paétellddn, ettd sijoitustermien ja viimeisen

- viimeisen tor
min integrandin taytyy havita (variaatiolaskennan peruslause). Asettamalla integraaliter-

min integrandi nollaksi saadaan tasapainoehto

EIvW + Py +cv = 0,

(6.

joka on samalla edelld késitellyn variaatiotehtdvin ns. Eulerin yht&lo. Sijoitustermien avul-

la paatellddn sauvan reunaehdot ottamalla huomioon, ettd momentti M =
kausvoima () = —

46)

= —FEIv" ja leik-
EIv". Reunaehtoja on kahta tyyppié:
1. Kinemaattiset reunaehdot (reunapisteissd x = 0 ja x = L)
v 0, (6.47)
v’ 6.48)
2. Luonnolliset reunaehdot
Q-PvV=0 < ¥ 1k% =0, 6.49)
M=0 & " =0, 6.50)
kunx=0jax=L.

Taipuman differentiaaliyhtélo voidaan luonnolliseti johtaa, kuten aiemmin on jo tehty,

tutkimalla sauvan alkion Az tasapainoa ja ottamalla nyt huomioon myo6s alustapaineen
q = cv osuus.

Vapaasti tuetun palkin reunaehdot ovat

LF:n variaatio on 6F = ¢ <dF)
de ) __,

L

; L

2fuv'dac: ‘Ouv—fu/vdx.
0 0
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Taipumafunktio v = Asin —— | missd A on vakiokerroin ja n on sinifunktion puoliaaltojen

lukumééra, toteuttaa sauvan differentiaaliyhtélon ja vapaasti tuetun sauvan reunaehdot.
Sijoittamalla taipuman lauseke taipuman differentiaaliyhtdloon tulee

A [c .y (%)2 +EI (%)4] sin 7% _ o, (6.53)

Ei-triviaali ratkaisu, A # 0, on olemassa, jos

2 2
p:EI(E) +C<£>
L nw

6.54
_pr (7‘(’)2 2, 1 ¢ (L\* (6.54)
-\ " T wrEr\x) |
Pienin P:n arvo riippuu sinifunktion puoliaaltojen lukuméaristd n. Merkitdan
L\* ¢
=(—) = 6.55
5= (%) (6.55)

ja saadaan tulokset:
e Kun 0 < /B < 2, niin n = 1.
e Kun 2 < /B < 6, niin n = 2.

e Kun 6 < /B3 < 12, niin n = 3.

2
Merkitsemélla P = ET (%) tulee nurjahduskuorman maérittavd yhtilo muotoon

P, o B
no_ iy 6.56
Pr n- + 2 ( )
Ottamalla kokonaisluku n jatkuvaksi muuttujaksi ja minimoimalla kuorma P, luvun n
suhteen saadaan P
n 2

_— = O’ = = s 657

o n® = /B (6.57)
ja

Py, = 2Pp+/B = 2VcEI. (6.58)

6.2.1 Yleinen tapaus

Kimmoisella alustalla olevan sauvan taipuman differentiaaliyhtéloksi johdettiin edelld

EIv® + Py + cv =0, (6.59)
eli
@4k + =0 6.60
v+ k0T 4 770 =9 (6.60)
. . -..11 k.tt k2 ———
missi on jilleen merkitty i

Sauvan reunaehto voi olla jokin seuraavista:
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\p=PF./Pe ;

| I — 4 .
! pr=1+p : s 15

16 |- i i p3=9+ 9

4L |

2 — p=2p

0L | taitteet kohdissa 3 = [k(k + 1)]?

8L | |

6L |

i |

2 | | ¢ [L\*
| : 8= Yol <—)
| | | | | | | | | | | | | > a
4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52

Kuva 6.8 Kimmoisella alustalla olevan sauvan nurjahduskuorma.

1. Kinemaattiset reunachdot

v = 0, (6.61
o = (6.62)
2. Luonnolliset reunaehdot
Q-PV=0 < ¥4k =0, (6.63)
M=0 & v =0. (6.64)

Taipuman differentiaaliyhtalo kirjoitetaan muotoon

oW + 202" + bl =0, (6.65)
missd on merkitty
k2 P c
2 = — = —— 1 4 = —
~ 9 T2kl b EI (6.66)

rT

Sijoittamalla ratkaistavaan differentiaaliyhtaloon yrite v(x) = €™ saadaan karakteris-

tinen yhtalo
r* 4+ 2a%r* + b =0, (6.67)

jonka ratkaisu on
r? = —a® £ Va4 — bt (6.68)

Diskriminantin a* — b* merkin perusteella saadaan kolme tapausta:

1. Jos a* — b* > 0, niin juuret ovat

r; =+i\/a? F Vat—-bt, i=1,...,4, (6.69)
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Kuva 6.9 Normeerattu nurjahduskuorma.

missé ¢ = /—1. Merkitsemalld
L = Vat — bt
q

saadaan juurille esitysmuoto

= Zpa r2 = _Zpu r3 = an T4 = _ZQ7

ja differentiaaliyhtélon ratkaisu voidaan muuntaa muotoon

v(z) = Cq cos pr + Cysinpx + Cs cos qr + Cy sin qz.

. Jos a* — b* = 0, niin juuret ovat
ry =1b, 19 = —1b, r3=1b, 4= —1b,
ja differentiaaliyhtélon ratkaisu on

v(x) = (Crz + Cy) cosbx + (Csx + Cy) sin bx.

. Jos a* — b* < 0, niin saadaan
r? = —a® £ iVbt — at,

ja juuret ovat

ri:ii\/a2¢i\/b4—a4, i=1,...,4.

Maéritellddn téssd tapauksessa
p | [b? + a?
q 2

(6.70)

(6.71)

(6.72)

(6.73)

(6.74)

(6.75)

(6.76)

(6.77)
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Kuva 6.10 Kimmoisella alustalla oleva jéykasti tuettu sauva.
(r? = (¢ +ip)?), ja saadaan juurille esitysmuoto
r; = +q * ip. (6.78)
Differentiaaliyhtdlon ratkaisu voidaan nyt kirjoittaa muotoon
v(x) = A1 + Age™* + Age”T 4+ Aye™” (6.79)

tail

v(z) = C1 cos pz cosh gx + Cy sin pz cosh gz + C5 cos px sinh gz + Cy sin px sinh gz.
(6.80)

Esimerkki 6.2 Mddritetddn jaykdsti tuetun sauvan nurjehduskuorma.

Tarkastellaan ensin tapausta a* — b* > 0 (tapaus 1). Télldin merkittiin

Z } =\a?F Vat — b, (6.81)

ja ratkaisu on téssd tapauksessa
v(x) = Cy cospr + Cy sinpzx + Cs cos qr + Cy sin . (6.82)

Jaykasti tuetun sauvan reunaehdot ovat

v'(-L) = v(L)=0, (6.84)

(sauva on valilld [—L, L]). Sijoittamalla ratkaisu reunaehtoyhtéloihin saadaan jélleen
homogeeninen yhtéléryhmé

CicospL + CysinpL + CzcosqL £ Cysingl, =
FCipsinpL 4+ CopcospL F CsqsingL + Cyqcosql =

(6.85)

0,
0, (6.86)

(neljd yhtdlod). Symmetrisen nurjahdusmuodon tapauksessa Cy # 0, Cs3 #0, Co =
Cy = 0, ja reunaehtoryhmésté seuraa talloin

CicospL + CycosqL =0, (6.87a)
CipsinpL + C3qsingL = 0. (6.87b)

Asettamalla ryhmén determinantti nollaksi tulee

gsingL cospL = psinpL cosqL, (6.88)
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tal
pLtanpL = qL tanqlL, (6.89)

jonka ratkaisun perusteella saadaan méaritettya kriittinen kuorma Pj,-.

Antisymmetrisen nurjahdusmuodon tapauksessa C; = C5 =0, Cs # 0, C4 # 0, ja
talloin seuraa yhtaloryhmé

CisinpL + CysingL = 0, (6.90a)
Cipcos+L + CsqcosqL = 0. (6.90Db)

Asettamalla jélleen ryhméan determinantti nollaksi tulee
pLcotpL = qL cot gL, (6.91)

josta voidaan ratkaista nurjahduskuorma suureen bL funktiona

Pkr
Py

= f(bL), (6.92)

missé on normeerattu nivelsauvan tuloksen Py, = Py = 2v/¢E1 suhteen.
Tapauksissa 2 ja 3, eli a* — b* < 0 ja a* — b* = 0, ei esiinny bifurkaatiota (harjoitus-
tehtava).

Esimerkki 6.3 Lasketaan paalun kriittinen kuorma, kun viliaine kuvataan Winklerin
kimmoisella alustalla.

Reunaehdot ovat téssd tapauksessa
v(0) =2'(0) =0 (6.93)
ja
M(L)=0, Q(L)—Pv(L)=0. (6.94)
Kahdesta jalkimmaisestd reunaehdosta seuraa
(L) =0, " (L)+2a*'(L) =0. (6.95)

Kasitelldan tapaukset 1, 2 ja 3. Merkitdan Py = 2v/cEI, joka on kriittinen kuorma

suurilla alustaluvun c¢ arvoilla tai hyvin pitkille vapaasti tuetulle palkille, ja Py, =
m?EI
Li,

e Tapauksessa 3, a* — b* < 0, eli Py, < Py merkitiin
» [Pta® b Prr
= =—/1+ , 6.96
q } 2 V2 Py (6.96)

v(x) = Cq cos pz cosh gz + Cs sin px cosh gz + C5 cos px sinh gz + Cy sin px sinh ga.
(6.97)
Sijoittamalla taipuman v(z) lauseke kahteen ensimmaéiseen reunaehtoon tulee

ja ratkaisu on

C, = 0, (6.98a)
pCa+qCs = 0. (6.98b)
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q(z) = cv(z)
Winkler-alusta

Yy,v

Kuva 6.11 Kimmoisessa véliaineessa oleva paalu.

Kahdesta jialkimmaisesté, pidn x = L, reunaehdosta
v'(L) =0, V" (L)+2(p* ¢ (L)=0 (6.99)
seuraa puolestaan

(p* + ¢*)C4(q cosh gL sin pL + psinh qL cos pL)
—qCy [(p2 — ¢*) sinh gL sin pL, — 2pq cosh ¢ cospL] =0, (6.100)

Cs [(p2 — ¢%) sinh ¢L sin pL + 2pq cosh gL cos pL}
—qCy(qcosh gL sinpL — psinh gL cosqL) = 0. (6.101)

Determinantin nollachdosta seuraa laskelmien jilkeen yht&lo
1

- Lo
Pkr Pkr

1+ sin?pL — [ 1+ sinh? pL = 2. (6.102)

1+

P,
Yhtalosta (6.102) voidaan madrittas suhde “ET Jimensiottoman muuttujan bL =
0

1
C \1 .
L(E) funktiona
P, wEI 1

_ , 6.103
Po L? 2\/cEI ( )
L., T 1
= . 6.104
L \/§bL Py, ( )
P
2Bl P
Tapauksessa ¢ = 0, P}, = TR Koska 5 T <1ja Py < Py, saadaan
kr
P,gr B mEl 1 B ™ 1 <1 (6.105)

Py,  AL? 2/cEI 8 (bL)2

w
eli bL > —— ~ 1.110720735.
2V/2
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e Tapauksessa 2, a®> = b® ja Py, = Py, ratkaisu on
v(z) = (Ciz + C3) cosbx + (Csx + Cy) sin bz. (6.106)

Reunaehdoista seuraa nyt yhtiloryhma

Cy = 0, (6.107a)
Ch 4+ aCs 0, (6.107b)
(sinbL + bL cosbL)Cy — (2cosbL — bLsinbL)C3 = 0, (6.107c)
(2cosbL + bLsinbL)Cy + (sinbL — bLcosbL)Cs = 0. (6.107d)
Determinantin nollachdosta seuraa yhtalo
1
cos® bL = §(b?L2 - 1), (6.108)
jonka ratkaisu on bL ~ 1.1896. Kriittinen kuorma on
2.830FE1 m2El
Py, = 20°El = = 6.109
¥ 2 (1.867L)2" (6.109)
ja
2.00ET1
Cer = VIEI = T (6.110)

m2EI  2467TEI
412 L2

Tapauksen ¢ = 0 (ei alustaa) nurjahduskuorma on P{ =

e Tapauksessa 1, a2 — b% > 0 ja Py, > P,, ratkaisu on
v(x) = Cy cos pr + Cy sin pr + C3 cos qr + Cy sin gx. (6.111)

missd nyt merkitdin

[ Py P\’
p = a2 F a4 — b4 = b k F k — 1. (6112)
q Py Py

Reunaehtoryhmin determinantin nollachdosta seuraa téssi tapauksessa yhtalo

Ppr
“B Sin pLsingL +
Py

Py

P2
2 ( kr) — 11 cospL cosqL =1, (6.113)

P
josta voidaan madrittaa % muuttujan bL funktiona.
0

Saaduista tuloksista voidaan tehdé seuraavat paitelmét:

Py,
e Kun bL — 1.1896, niin —~ — 1.
Py

Py,
e Kun bL — 0, niin —~ — oo
Py

Ppr
o Kun bL > 1.1896, niin =" > 1.
0

Py,
M <1, kun bL > 1.1896.
&)

e Tapauksessa 3 nurjahduskuorma on
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Kuva 6.12 Paalun nurjahduskuorma ja nurjahduspituus.
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Luku 7

Jatkuvan palkin ja kehan nurjahdus

7.1 Momenttimenetelma

Sauvanpadkiertymien ja sauvanpddmomenttien viliset yhteydet kuvan 7.1 nivelpdiiselle sau-
valle ovat

©12 = a1aMig — BraMag + 012 + oy, (7.1)
021 = Qo My — o1 Mya + 021 + a3y, (7.2)

missé «;j, B;; ovat yksikon suuruisen sauvanpéédmomentin aiheuttamat kiertymét, 612 =
021 = (v2 —v1)/L on sauvan kiertymé (v; ja vg ovat paiden taipumat, L on sauvan pituus)
0

ja a;; ovat kuorman aiheuttamat kiertymét niveltuetussa sauvassa.

Miéaritetddn seuraavaksi edellé esitellyt sauvavakiot tyypillisille tapauksille.

Esimerkki 7.1 Mddritetddn niveltuetun sauvan padssd x = 0 olevan momentin M4 =
1 aihettamat sawvanpddkiertymcdt.

Momentista M 4 ja puristavasta voimasta P syntyvd sauvan taivutusmomentti on

M(z) = Pv(z) + My (1 - %) : (7.3)

Kuva 7.1 Sauvanpadkiertymat.

105
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Kuva 7.2 Momentti M4 nivelsauvan péadssa.

ja sauvan taipuman differentiaaliyhtdloksi saadaan

EIV' + Pv=—My4 (1 - %) . (7.4)

Reunaehdoilla v(0) = 0, v(L) = 0 tulee ratkaisu

MuL? 1 sink(L — x) x
= —1+—=1. .
@) = 5T L { sin kL 7 (7.5)
Momentin M5 = My = 1 aiheuttamat kiertymét sauvan péissé ovat
Q12 = U/(O), (7.6)
for = —v'(L),
missé
L 3 1 1 L
2 3ET kL (kL tan kL) spr D) (7.8)
L 6 1 1 L
= _— _ = —— L . -
b 6EI kL (sin kL kL) opr? ) (7.9)
Edelld on méaritelty funktiot
3 1 1
L) = —(—-— 1
(kL) kL (kL tankL) ’ (7.10)
6 1 1
L) = —|(———-—]. 7.11
P(kL) kL <sinkL kL) ( )
Kun voima P ldhestyy nollaa, niin funktioiden ¢ ja v arvot ldhestyvét ykkosta.
Esimerkki 7.2 Mddritetidn pistekuorman atheuttamat sauvanpddkiertymdt.
Kuvan 7.3 tapauksessa taivutusmomentti on
M = Pv+ %Fx, (7.12)

kun z < a, ja

b
M=Pv+ —-Fx—F(z—a)
L . (7.13)
=Pv+Fa(1—Z),

kun z > a. Koska M = —EIv” saadaan differentiaaliyhtdlot
b < (7.14)
7Fe,  z<a .
EIV' +Pv = —Fa (1—%), x> a, (7.15)

EIv" + Pv
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Kuva 7.3 Pistekuorman F' kuormittama puristettu sauva.
joiden ratkaisut ovat
Fbx
= 3 Bsi - —— < 1
v Acoskx + Bsinkx 77 *Se (7.16)
. Fa x
v o= Ccoskx—i—Dsmkx—?(l—z), x> a, (7.17)
issé on jall erkitty k = L
missé on jalleen m yk=\%z7-
Reuna- ja yhteensopivuusehtojen
v(0) = v(L) =0, (7.18)
v(a—) =v(a+), v'(a—)=1"(a+) (7.19)
perusteella johdetaan taipumien lausekkeet
F (1 sinkb T
= [ g —b— < 2
v(z) P(ksinkmekx bL)’ z < a, (7.20)
F [ 1sinka x
I . L—2)—al(l1=-2 . 21
v(z) P[ksinkmek( x) a( L)}’ T >a (7.21)

Taipuman lausekkeiden avulla maéritetddn pistekuorman F' aiheuttamat kiertymét
sauvan paissa:

aly =0'(0), af, =v'(L), (7.22)
joissa
F (sinkb b
0
= 5 - 2
1 P <sin kL L> ’ (7.23)
F (sinka «a
5 = 5l l=—7-7) 24
o P <sink:L L> (7.24)
Taivutusmomentin M (z) = —ETv" (z) lausekkeet osavileilld ovat
sin kb sin kx
= — < 2
M (x) FLsink:L R (7.25)

sin ka sin k(L — x)
sinkL kL ’

M(z) = FL x> a. (7.26)
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Kuva 7.4 Pistekuorman F' aiheuttamat kiertymét.
x
L

Tapauksessa a =

P D
L=y —L=my/=o
k Bl "™ P

ro|

P/Pe. | kL
0.25 1.57
0.50 2.22
0.75 2.72
=0.75
Pkr
0.9
v M
FL
Kuva 7.5 Pistekuorman F' ja normaalivoiman aiheuttama taivutusmomentti.

Esimerkki 7.3 Lasketaan sauvavakiot oy ja o9, tasaisen kuorman tapauksessa.

Sijoittamalla sauvan taivutusmomentti M (xz) = —FEIv"(x) tasapainoehtoon

7.27
—Pv(x)—kq—LQE(l—E) 2
B 2 L L
saadaan taipuman differentiaaliyhtdlo
qL? z x
BIV(2) + Po(r) = -2 (1 - Z) . (7.28)
Haetaan yhtélon yksityisratkaisua muodossa
vo = a + bx + ca?, (7.29)
jonka sijoittaminen differentiaaliyhtdloon tuottaa tuloksen
L
EI2 + Pa+ Pbx + Pea® = — L0 1+ 932, (7.30)

2 2
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Kuva 7.6 Tasainen kuorma.

Vertaamalla x:n samankorkuisia potensseja yhtédlon kummallakin puolella voidaan
padtella, etta

q qL q
- _ h= 212 = . 7.31
‘T TP 2P’ “T 2P (7.31)
Differentiaaliyht&lon yleinen ratkaisu on
L? 1 1 1 27
v(x):Acosk‘x—!—Bsinka:—i—q? —W—§%+§(%) | (7.32)

Reunaehtojen v(0) = 0, v(L) = 0 perusteella johdetaan sauvan taipumalle lauseke

qL? [sink(L — z) + sinkz 1 1x 1(3:)2'

== — ——=4+=(= 7.33
v(@) = p (kL) sin kL ®0)? 27 Ta\zn) | (7:33)

ja sen perusteella madritetdin kiertymét
ady =0'(0), Y ='(L), (7.34)

0 _ gL? 0o _ qL?

Qg = 24EIX(ICL)7 Qo1 = 24EIX(kL)’ (7.35)

missé on madritelty jilleen uusi funktio

< kl kl)
tan o =5

x(kl) =3 - , (7.36)

[ on sauvan pituus. Kun P ldhestyy arvoa nolla, niin funktion x arvo ldhestyy ykkosta,
o qL?

a siten a{y = ——— kun P = 0.
ja siten afp = 5 -, kun
Esimerkki 7.4 Maddritetddn sauvavakiot keskeisesti puristetulle alkuaan kdyrdlle sau-
valle.

Alkuaan kiyrdn sauvan taipuman differentiaaliyhtalé on
EIv"(z) + Plv(z) + vo(x)] = 0. (7.37)
Otaksumalla alkutaipumalle lauseke

vo(x) = dp sin W—; (7.38)
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Kuva 7.7 Alkuaan kdyréd puristettu sauva.

differentiaaliyhtalo tulee muotoon

v (z) 4+ kv (x) = —k*5y sin ﬂ-—;, (7.39)

jonka ratkaisu on
(kL)Q
v(z) = §o sin 2 (7.40)

Sauvan kokonaistaipuma on
(7.41)

(x) = vo(x) + v(z) = w

Ottamalla huomioon yhteydet

™ _7T2EI:P_;w

(ﬁ£>2— Pz _ P (7.42)

saadaan kokonaistaipuman lauseke muotoon
50 sin %

or) = —p"

]_ —
Pkr
vo ()

ZBE

Pkr

(7.43)

1—

Sauvan taivutusmomentti on
Puy(x) Mo(x) (7.44)

M(z) = —EIV"(z) = 5 = 5
1- 1-—
Pkr Pkr

Sauvanpéaidkiertyméit ovat
So m(kL)? 5o m(kL)?
0 oy S mkL)? oy 0 (kD)2
=v0) =75 o a-vYW=-Toane (7.45)
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Kuva 7.8 Momentit puristetun sauvan péissé.

Esimerkki 7.5 Maddritetidn taivutusmomentti sauvalle, jota kuormittavat momentit

M4 ja Mp sauvan paissd.

Sauvan tasapainoehdon
M(z) = Pv(z) + Ma + Qu

(7.46)

ja yhtéloiden M"(z) = Pv"(x), M(x) = —EIv"(z) perusteella johdetaan differenti-

aaliyhtalo
M"(x) + k*M(z) = 0,

issé on jall kitty k =/ ==
missé on jéalleen merkitty I

Differentiaaliyht&lon ratkaisu on
M(z) = Asinkx + B cos kz.

Reunaehdoilla M (0) = M4, M (L) = Mp momentin lausekkeeksi tulee

sin kx
M(x) = —(MacoskL — MB)sinkL + M4 cos kz.
dM
Ehdosta d(x) = 0 saadaan yhtalo
T

B Ma

- — L —_ = —

tan kax cot kL + A 3 Ny

momentin maksimikohdan méarittadmiseen. Momentin maksimiarvo on

1
Mmax =M .
ASinkL

V1 —2BcoskL + (2.

(7.47)

(7.48)

(7.49)

(7.50)

(7.51)

Edella késiteltyjen esimerkkien avulla on saatu mééritetyksi sauvanpédikiertymien ja

sauvanpidamomenttien kaavoissa

12 = aiaMig — B1aMoy + 012 + )y,
Yo = 1My — Ba1 Mg + 021 + a3,

esiintyvit (tasajaykan sauvan) sauvavakiot

L

@Cb(k’L) = a1

L
= — L) = =
a2 BEIQ/)(k‘ ) =21, P2

sekd, vakiot a?j useille kuormitustapauksille.

(7.52)
(7.53)

(7.54)



112 LUKU 7. Jatkuvan palkin ja kehdn nurjahdus

40 B Mmax

My =10

Kuva 7.9 Taivutusmomentti puristavan voiman funktiona.

Kuva 7.10 Kaksiaukkoinen palkki.

Esimerkki 7.6 Lasketaan kaksiaukkoisen jatkuvan sauvan nurjehduskuorma.

Kuvan 7.10 kaksiaukkoisen sauvan tuilla 1 ja 2 lausutaan kiertymien yhteensopivuuseh-
dot
p12 =10, @21 = p23. (7.55)
Tasapainoehdot tuilla ovat
Moy + Moz =0, Mso = 0. (7.56)

Ottamalla huomioon, etti nyt o, = 0 ja 012 = 0, saadaan sauvanpéikiertyméin kaava
) yu Qg

12 = a12Mio — P12 Moy, (7.57)
ja yhtensopivuusehdosta @12 = 0 tulee

Mp = @sz (7.58)
Q12

Sijoittamalla sauvanpéikiertymien kaavat
o1 = a1 Mo — o1 Mo, (7.59)
P23 = a3 Mos (7.60)
yhteensopivuusehtoon @91 = @93 saadaan yhtilo

a21(—Maz) — a1 Miz = a3 Mas (7.61)
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Kuva 7.11 Kaksiaukkoinen palkki, momenttikuorma toisen janteen keskell.

eli

<a23 + gy — %> M3 = 0. (7.62)
12
Edella on liséksi otettu huomioon tasapainoehto My = — Mss. Lopulta saatiin jilleen

ratkaistavaksi homogeeninen yhtialoryhmé (nyt vain yksi yht#lo), jolla on ei-triviaali
ratkaisu, jos kerroinmatriisin determinantti on nolla, eli

621612

=0. 7.63
o (7.63)

Q23 + o1 —

Sijoittamalla tdhin edelld johdetut sauvavakioiden kaavat pddadytdan yhtaloon

1 2 1 2 _
52 (kL) — T4 (kL) =0, (7.64)
eli
8%(kL) — ¢*(kL) = 0, (7.65)
EI w2 El

jonka, ratkaisu on kL ~ 3.583. Kriittinen kuorma on Py, = (3'583)2ﬁ o~ 1.307,
ja nurjahduspituus on vastaavasti L, ~ 0.877L. Nurjahduskuorman arvoa voidaan
w2 EI

verrata L:n mittaisen nivelsauvan kriittisen kuorman arvoon Py, = T2

Esimerkki 7.7 Kuvan 7.11 kaksiaukkoisen palkin oikean jinteen keskelld on mo-
menttikuorma M. Mddritetian tukimomentin arvo.

Kuvan 7.11 palkin yhteensopivuusehdot ovat

w12 =0, a1 = po3. (7.66)

Sijoittamalla ndihin sauvanpiikiertymien kaavat

p12 = ai2Miz — Br2 Moy, (7.67)
o1 = a1 Mo — Pa1 Mo, (7.68)
@23 = o3Mos+ abg (7.69)
saadaan
My = D2, (7.70)
Q12
a1 Moy — o1 Mia = an3Mas + g, (7.71)

ja eliminoimalla tulee

(0421 + a3 — 52@1_15212) Mas = —ads. (7.72)
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Kuva 7.12 Yksinkertainen kehirakenne.

Pistemomentin aiheuttamat nivelsauvan kiertymét tuilla voidaan maérittaa pistekuor-
man ratkaisun perusteella raja-arvona asettamalla kaksi pistevoimaa vastakkaisiin
suuntiin vierekkiin ja antamalla voimien vilimatkan menné kohti nollaa. Jos momentti
on etdisyydelld a vasemmalta tuelta, niin

M (kL coskb
0
= (=R .
12 PL( sin kL ) (7.73)
M (kL coska
o _ _ ‘7 -1 .74
@21 PL( sin kL ) (7.74)

missd P on puristava voima ja b = L — a. Jos momentti M on janteen keskelld, niin
sauvalle 23

L
kL cos k—
QO M
2 PL sinkL
KL (7.75)
__ M e
- PL | sinkL
Tukimomentin lausekkeeksi saadaan
kL
M 9 kL 12E1
Mo 2 (kL) (7.76)

= PL | smkL | S0°(hL) — (kL) L7

Esimerkki 7.8 Lasketaan kuvan 7.12 kehdin nurjehduskuorma.

Kehén yhteensopivuusehdot ovat

p13 =0, @31 = P31 = P32. (7.77)
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Sauvanpéikiertymien kaavat ovat

P13 a13Miz — B3 M, (7.78)
31 az1Mszy — P31 Mis, (7.79)
$34 a3aM3q + 034, (7.80)
P32 = az2Ms. (7.81)
Kehan nurkkien tasapainoehdot ovat
Mys = 0, (7.82)
My = 0, (7.83)
M1+ Mz + M3y = 0 (7.84)
Sauvan 34 tasapainoehto on
PLO3s + M3y =0, (7.85)
josta voidaan ratkaista
M3y
O34 = ———. .
31 =~ (7.56)

Sijoittamalla sauvanpéikiertymien kaavat yhteensopivuusehtoihin ¢13 = 0, 31 = @32,
©34 = 32 ja ottamalla jalkimmaisissé ehdoissa huomioon, ettd nurkan 3 tasapaino-
yhtélon perusteella Mszo = —(Msy + M3y), tulee

1
Mz = @Mm = =Masy, (7.87)
13 2
1
<_5631 + 0431) Ms1 = a3 (—M31 . M34) , (788)
1
<a34 - ﬁ) M3y aso (—Ms1 — May) (7.89)

Sijoittamalla saatuun yhteensopivuusehtojen yhtaloryhmédn sauvavakioiden kaavat

sauva 13 ei ole puristettu, ¥(kL) = ¢(kL) = 1), azy =

= o B = g (
Q31 = ?)EI, 31 — 6EI7

L L o . . . .
ﬁw(kL), Q34 = ﬁd}(/{L), (nyt kaikkien sauvojen pituus on sama L ja samoin ET
on sama), saadaan

1
gl wn e o] o
3ET M. 0
L 2p(kL) — 225 34
kD) 2k -
Determinantin nollaechdosta seuraa yhtalo
3 3 9
2 RE— —_—— T
Y(kL)* + <2 (kL)Q) Y(kL) IR 0, (7.91)

EI

jonka ratkaisu on kL = 1.37, ja kriittisen kuorman arvo on Py, = 1.87ﬁ.

7.2 Siirtymadmenetelma

Sauvanpéadkiertymien ja momenttien véliset yhteydet voi kirjoittaa myods muodossa

_ﬂ12

Q21

I

Mo ]

12 — b12 — aly
Moy

0
P21 — b1 — gy

12
_ﬂ21

(7.92)
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Ratkaisemalla yhtdlot sauvanpddmomenttien suhteen saadaan

M | _ A2 B
Moy

By A

0

w12 — 012 — ajy
O bl

P21 — b1 — gy

eli

Mis = A1z + Biapar — Crab12 + Mo,
My = As1p21 + Barpia — Ca1021 + MKo;.

Tasajaykalle sauvalle

2¢(kL) 6ET _
a2 (kL) — ¢?(kL) L — 2"
(kL) 6ET1

R T (7 e (T N A

A12

ja
Ci2 = Ao + Bia, Cy1 = Az + Boy.

Kiinnitysmomentit ovat
M o = —A (MO — B (MO Mo = —A ()éO — B ()éO
12 1219 12891, 21 2191 2119

Jos sauvan pédssd 2 on nivel, niin

L
12 = =t (kL) M + 012 + oy,

3ET
ja
Y 1 3EI 1 3EI 1 3EI
e - - (6]
=0y L PR YD) L T pkL) L 2
eli
Mg = AYyp1a — Chaba + MKy,
missi
1 3FEI 1 3FEI
Ady =}, = WD) L MKY, = _MTQ% = —A%al,.

(7.93)

(7.96)

(7.97)

(7.98)

(7.99)

(7.100)

(7.101)

(7.102)

(7.103)

Esimerkki 7.9 Lasketaan edellisen esimerkin ja kuvan 7.12 kehdn nurjehduskuorma

stirtymdmenetelmdlld.

Kehan tasapainoyht&lot ovat

Mszy + Mso + M3y = 0,
M4+ PLO3y =0,

ja yhteensopivuusehdot ovat
w13 =0, @31 = P32 = P34 = Q3.

(s on nurkan 3 kiertymé).

(7.104)
(7.105)

(7.106)
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Ottamalla huomioon yhteensopivuusehdot ja sijoittamalla sauvanpddmomenttien kaa-

vat
M31 = a31y3, (7107)
Msy = Adyps, (7.108)
M34 = Ag4(p3 — 03?4934 (7109)

tasapainoehtoihin saadaan yhtaléryhma

as1 + A, + A3, —AY, @3 | _ 10 (7.110)
_ A9, A%~ PL || 63 0 '

Asettamalla kerroinmatriisin determinantti nollaksi tulee kriittiselle kuormalle ehto
(as1 + A3 + A3,)(A3, — PL) — (A3,)* =0. (7.111)

Sijoittamalla tdhdn sauvavakioiden arvot

4F1 3ET 1
a13 = T, AgQ = Ag4 = Cg4 = Tm (7112)
(as1 on tavallinen sauvavakio) kriittisen kuorman ehto kirjoitetaan muotoon
3 3 9
2
kL - — kL)— ——=0 7.113
00+ (3 - o) YD) — o = O (7.113)

joka on sama kuin momenttimenetelmalld saatu yhtilo, ja sen ratkaisu on kL =~ 1.37.

EI
Kehén nurjahduskuorma on Py, ~ 1.87ﬁ.

Esimerkki 7.10 Madritetidn kuvan 7.13 kehdn momenttikuvio, kun pistekuorma on
kN
F = 100 kN ja vitvakuorma on q = 5 —. Sauvojen taivutusjiykkyys on EI =
m
3.6 MNm? jo L = 6 m.
Ratkaistaan tehtédva kulmanmuutosmenetelmilld. Kehin yhteensopivuusehdot ovat
P21 = P24 = P23 = P2, (7.114)

(2 on nurkan 2 kiertyméi). Keh#n tasapainoyhtilot ovat

Moy + Mos + Myy = 0, (7.115)
Q23 — Q21— Nog + F 0, (7.116)
Q24 L + Moy + NoybOo4L 0, (7.117)
Q21 = 0, (7.118)
L
Mas + Q23L — gz =0, (7.119)
Moy + Q1L = 0. (7120)
Kolmannen ja neljinnen tasapainoehdon mukaan
Msy + Naybos L = 0, (7.121)

ja toisen, viidennen ja kuudennen tasapainoyhtilon perusteella saadaan sauvan 2 — 4
normaalivoimalle kaava

Noy = F + Qa3 — Q21

M. L M (7.122)
=F- =2 442+ 2.
L 2 L
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Kuva 7.13 Yksinkertainen sivusiirtyvé keha.
Sijoittamalla sauvanpddmomenttien kaavat
My = aY o, (7.123)
M24 = Ag4g02 — Ag4924, (7124)
Moy = ag3<p2 —|—]\K33 (7.125)

ensimmaiseen tasapainoehtoon (7.115) ja tasapainoehtoon (7.121) saadaan yhtalot

(a9 +ads + AYy)pa — AYy00s = —DMKD, (7.126)
ASy 2 — A9y024 + Nosboys L = 0. (7.127)

Kootaan yhtédlot matriisimuotoon

a9y + ag; + A3, —AY, w2 | _ al?
— A3, A3y — NouL ] [ 024 ] . (7.128)
missa Y oL 2
Noa=F + a5 — = + =+, M(ng—%. (7.129)
Ensimmaiinen iteraatiokierros
Lasketaan ensin sauvavakioille arvot:
ad, = ad; = ? = 1800 kNm, (7.130)
AY, = % = 1800@ [kNm], (7.131)
M3, = al? _ 22.5 kNm. (7.132)
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Suureen kL arvoksi saadaan aluksi

F—i—%
2 L= ,/360 = V1.15 = 1.072, (7.133)

ja ¢(kL) = 1.086. Sauvavakion A9, numeerinen arvo on laskennan alussa A9, =
1657.2 kNm.

Sijoittamalla edelld lasketut lukuarvot tasapainoyhtiloryhméin saadaan systeemi

5257.2  —1657.2 } [ ©2 ] B [ 22.5 }

134
—1657.2  967.2 024 0 (7.134)

josta ratkaistaan @2 = 0.0093 [rad], 624 =0.0159 [rad]. Kiertymien arvojen avul-
la lasketaan sauvanpddmomentit:

M21 =16.75 kNm, M23 = —5.75 kNm, M24 = —11.00 kNm. (7135)
Sauvan 2 — 4 normaalivoima on

Ny = F——"4ag +—,
100 + 0.96 + 15 + 2.79 = 118.75. (7.136)

Toinen iteraatiokierros

Suureelle kL lasketaan uusi tarkennettu arvo kL = 4/1.1875 = 1.090, ja sen perusteella
Y(kL) = 1.089. Lasketaan sitten uudet arvot sauvavakioille, ratkaistaan tasapainoyh-
taldiden ryhmé, saadaan uudet arvot kiertymille s ja 624 sekd uudet sauvanpdamo-
mentit:

M21 =16.77 kNm, M23 = -5.73 kNm, M24 = —11.04 kNm. (7137)

Momenttien arvot muuttuivat niin vihén, ettd tyydytain toisella kierroksella saatuihin
tuloksiin. Jos kehén kuorma olisi ollut suurempi ja ldhempénd kehén nurjahduskuor-
maa, niin iteraation suppeneminen olisi epdilemattd vaatinut enemmén kierroksia. Ke-
h&n momenttikuvio méaéritetdédn tarkastelemalla kutakin sauvaa erikseen. Geometrisen
epélineaarisuuden vuoksi sauvan 2 — 4 momenttijakauma ei ole aivan suoraviivainen
kuten lineaarisen ratkaisun perusteella tulisi.

7.3 Elementtimenetelma

Energiamenetelmélld on johdettu aiemmin sauvaelementin potentiaalienergian toista vari-
aatiota

L
1 1
55211 =3 / [EI(W")? — P(v')?] dz =0, (7.138)
0
missd v(x) on (lisd)taipuma suorasta, puristetusta tasapainotilasta, vastaavan neliomuodon

kerroinmatriisi

K=K, +K,=C - PB, (7.139)
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Kuva 7.14 Kehin momenttikuvio.

missé
12 6L —12 6L

EI 6L 412 —6L 2I2
L3 | —12 —6L 12 —6L |’
6L 212 —6L 4L?

(7.140)

36 3L —-36 3L
X P | 3L 4> 3L -IL? (7.141)
9 30L| -36 —-3L 36 —3L |’ '

3L —L2? —-3L 4I?

Elementtimenetelméssé taipumaa interpoloidaan muotofunktioiden N;(x) ja solmuva-
pausasteiden ¢; avulla kaavalla
v(x) = Ng,. (7.142)

Normaalivoima N = — P puristuksessa. K, on elementin geometrinen jaykkyysmatriisi, ja
K on tavallinen (lineaarinen) jiykkyysmatriisi. Elementin taivutukseen liittyvien solmu-

vapausasteiden vektori on
T

q,= | v1 p1 V2 P2 | - (7.143)
Elementin jaykkyysmatriisin rivit ja sarakkeet vastaavat vektorin g, vapausasteita.
Ottamalla huomioon elementin pituuden muutos perustilan suhteen toisen variaation
kaava tulee muotoon

L
1 1
55211 =3 / [EA(W)? + EI(W")? — P(v')?] dz = 0. (7.144)
0
Aksiaalista siirtymé# interpoloidaan lineaarisella polynomilla
x x
= (1- —) z 14
u(x) ( 7)w + 7 U2, (7.145)

misséd L on elementin pituus. Siirtymén u(z) derivaatta on

' (z) = 12 z ey (7.146)
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Kuva 7.15 Sauvaelementti ja kehdsauvaelementti.

Tasokehésauvan jaykkyysmatriisiksi saadaan solmusiirtyméavektorin

T
qZ[ul V1 Y1 Uz V2 QDQ] (7.147)

vapausasteisiin liittyen
K=K+ K, (7.148)

jonka osat ovat

a 0 0 —a 0 0
0 12 6L 0 —-12 6L
EI 0 6L 4I? 0 —6L 2L?

K. = = 7.149
Y- 0 0 a0 0| (7.149)
0 —-12 —6L O 12 —6L
| 0 6L 2L?> 0 —6L 4L* |
[0 0 0 0 0 0
0 36 3L 0 -36 3L
N |0 3L 4L* 0 -3L -—L?
K - , 7.150
9730L | 0 0 00 0 0 ( )
0 —36 —3L 0 36 —3L
| 0 3L —L?> 0 —3L 4L? |
missé on merkitty
EAL® FEA_,
ja puristavan voiman tapauksessa N = —P. Matriisi K on saatu lisddmalld vapausasteisiin

uy ja ug liittyen ristikkosauvan jaykkyysmatriisi

_ B4
L

K

1 -1
o ] . (7.152)
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Kuva 7.16 Koordinaatiston muunnos.

Tasokehén tapauksessa jaykkyysmatriisi muodostetaan jokaiselle elementille elementin
omassa paikallisessa koordinaatistossa, ja elementin jaykkyysmatriisi muunnetaan sitten
rakennekoordinaatistoon ennen kehén jaykkyysmatriisin kokoamista.

Kuvan 7.16 perusteella johdetaan muunnoskaava

U cosae  sina 0 U
v | =] —sina cosa 0 v, (7.153)
@ 0 0 1
eli
rp=Tr. (7.154)
Kaavan (7.153) avulla saadaan elementtikohtaisen koordinaatiston (&, y) suhteen lausutut
siirtyméasuureet
T
= { a7 @ } (7.155)
lausutuiksi siirtymésuureiden
T
r:[u v go] (7.156)

avulla. Solmusiirtymien vektori on paikalliskoordinaatistossa

q = [ " ] , (7.157)
l

T2
ja kaavan (7.153) perusteella saadaan

T 0

. 7.158
0 T |9 ( )

q, =

Paikallisessa koordinaatistossa muodostettu jaykkyysmatriisi K; muunnetaan globaaliseen
koordinaatistoon kaavalla

T 0T
ol 17T

T 0

7.159
o T | O ( )

¢'Kq=q/Kiq,=q" I
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Kuva 7.17 Kulmakeh.
joten globaalisessa koordinaatistossa
" o7 T 0
K = 7.160
OT TT l 0 T ) ( )

missad 0 on 3 x 3 nollamatriisi.

Esimerkki 7.11 Maddritetidn kuvan 7.17 kehdn nurjehduskuworma. Sauwvojen taivu-
tusjaykkyys EI on sama. Sauvojen kokoonpuristuma jdtetddan huomioonottamatta, eli
FA = .

Kehén siirtymévapausasteet ovat ¢1, ¢2, g3 sekd siirtymé g4. Elementin 1 jaykkyys-
matriisi on

12 3L —12 3L 7

EI 3L L? -3L LiL?

K =
! (L>3 —12 —-3L 12 -3L
2

3L iL* -3L L* |
(7.161)
96 24L 96  24L

ET | 24L 8L? —24L 412
L3 | —=96 —24L 96 —24L
24L 412 —24L 8L2

Elementin 1 jiykkyysmatriisista tarvitaan rakenteen globaaliseen jaykkyysmatriisiin
vain vapausasteita gs ja q3 vastaavat rivit ja sarakkeet eli toinen ja neljis rivi ja sarake.
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Elementin 2 paikallisessa koordinaatistossa muodostettu jaykkyysmatriisi on

12 6L —12 6L
FEI | 6L 4L? —6L 2L?
3| —12 —-6L 12 —6L

6L 2L% —6L 4L2

36 3L -36 3L
P 3L 4L% —3L -2
T 30L | —-36 —3L 36 -3L
3L —I?> —3L 4L?

Ky =

(7.162)

Matriisista Ko tarvitaan vapausasteita ¢, g2 ja g4 vastaavat rivit ja sarakkeet eli
neljis, toinen ja ensimmdiinen. Kehdn jaykkyysmatriisi kootaan elementtien 1 ja 2
osuuksista. Siirretdin ensin tarvittavat alkiot lopullisille paikoilleen, ja saadaan

0 0 0 07
2 2
0 0 0 0]
4L% 2L? 0 6L T
Ky = g 202 4L7 0 6L
L3 0 0 0 0
6L 6L 0 12 ]
(7.164)
412 —-IL? 0 3L
P —L? 417 0 3L
30L| 0 0 0 0
3L 3L 0 36
Summaamalla jaykyysmatriisit tulee
412 2L 0 6L
K — g 202 12L% 4L? 6L
I3 0 4L? 8L?> 0
6L 6L 0 12
(7.165)
412 —-IL? 0 3L
P —L? 412 0 3L
30L| 0 0 0 0
3L 3L 0 36

Kehédn nurjahduskuorman méarittdmiseksi saadaan yhtalo asettamalla jaykkyysmat-
riisin (toisen variaation nelibmuodon kerroinmatriisin) determinatti nollaksi. Merki-

taan pr2
A= S0ET (7.166)
Determinantin nollaehto voidaan kirjoittaa muotoon
4 — 4\ 24 A 0 (6-3\/L
24 12—4X 4 (6-—3)\)/L B
det 0 4 g 0 =0, (7.167)
(6—3X\)/L (6—-3\)/L 0 (12—36))/L?
EI

jonka pienin juuri on A = 0.061. Kriittinen kuorma on Py, = 1.83ﬁ.
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Kuva 7.18 Kulmakeha.

Esimerkki 7.12 Madritetidn kuvan 7.18 kehdin nurjehduskuorma.

Pisteen 2 vaakasiirtymé on

3L
Uy = 012L = a
joten
4 4
302, O3 3012
Sijoittamalla tasapainoehtoon
Moy + Moz =0
sauvanpaamomentit
My = Boypr + As1pa — Ca1612,
4
Mas = ab3p2 — (93623 = az0a + 6835912

ja @1 = 0 seuraa

4
Ag1pa — Co1612 + ags@z + nggeu =0

) )QO ( 'C} 5 623 ) —
(112 a 3 2 + + 30 )(? = (.

Kuvan 7.18 perusteella kirjoitetaan tasapainoehto
Q21 + N3z = 0,
josta seuraa Q21 = 0. Pilarin tasapainoehdosta

Moy + Qo1 L+ PLO1s + M1 =0

(7.168)

(7.169)

(7.170)

(7.171)
(7.172)

(7.173)

(7.174)

(7.175)

(7.176)
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ja sauvanpaidmomentin kaavasta

Mz = A121 + Biapa — C1a012 (7.177)
seuraa
Biapz — Ci2012 + A212 — Ca1bh2 + PLO12 = 0 (7.178)
eli
(A21 + Bi2)pa + (PL — 2C51)012 = 0. (7.179)

Kiertymésuureiden avulla lausutuista tasapainoehdoista kootaan yhtaloryhmé

4
Ag +a9; —Co + gng [ P2 ] _ [ 0 } . (7.180)
Ag1 + B2 PL—2Cx 012 0

Asettamalla kerroinmatriisin determinantti nollaksi saadaan yht&lo, josta kriittinen
kuorma ratkaistaan.

Sauvavakioit ovat
0 0 3EI 4FI

A23 = C23 = 3" = ~ (7.181)
4
2 (kL) 6-2E1
A 182
2T R - (D) L (7.182)
#(kL) 6-2E1
B 1
2T Rk — (L) L (7.183)
ja
Ca1 = A2y + Boy = Cha. (7.184)
Merkitddn
kL= Ly -2 (7.185)
- V2Er '
ja
EI
P =5y (7.186)
joten

1 _EI 3
L=\ 85l =15 (7.187)

Determinatti menee nollaksi, kun 5 on noin 15, joten

EI
Pir = 1575 (7.188)



Luku 8

Siirtymien vaikutus kehan plastiseen
rajakuormaan

Kehén rajakuorman yldraja-arvo voidaan méaarittda mekanismimenetelmalld virtuaalisen
tyon yhtalosta
Ws—W, =0, (8.1)

missi
We =Y My (8.2)
J
on sisdinen virtuaalinen tyo plastisissa nivelissi ja

on ulkoinen virtuaalinen ty6, kun kehén kuormien otaksutaan olevan pelkéstédan pistevoi-
mia . Kuormien otaksutaan muuttuvan samalla kertoimella. F; on peruskuormitus.

Kun virtuaalisen tyon yhtélostd on ratkaistu kuormakertoimen yldraja Ap,, niin voi-
daan médrittad sitd vastaavat sauvavoimat Ny, sauvoille k, (tai voimat N;j, sauvoille ij).
Sauvavoima Nj on positiivinen puristuksessa.

Siirtymien kasvaessa (erityisesti hoikassa rakenteessa) mekanismista tulee epélineaari-
nen. Kun mielivaltainen puristettu sauva ¢j kiertyy ja kaltevuuskulma kasvaa arvosta 1);;
arvoon 1);; + di);j, niin sauvavoiman virtuaalinen tyo on N;;L;;1;;dv;;. Tarkastellaan infi-
nitesimaalisen pientd muutosta rajakuorman antavassa mekanismissa (rajamekanismissa).
Téalloin:

A — A4d) (8.4a)
9]' — 9]' + d@j, (8.4b)
e —  Yp + diy, (8.4c)

missd A on kuormakerroin, 6; on kiertymé plastisessa nivelessé j, 1, on sauvan k kiertyma
ja A; on siirtymé pistekuorman F; suuntaan kuorman kohdalla.

Yleistys jakautuneen kuorman tapaukseen on helppo. Jakautunut kuorma voidaan vaihtoehtoisesti
antaa pistekuormina.

127



128 LUKU 8. Siirtymien vaikutus kehidn plastiseen rajakuormaan

Mekanismin tyoyhtéloksi saadaan nyt

> Mpjdb; = XY Fidi + ) NiLitydiy, (8.5)
J i k

missd on merkitty vaihtoehtoisesti NiLpirdiy = NjjLijipijdi;;. Rajatilaa A = A, vas-
taavat sauvavoimat ovat siis Ny = Nip, ja sauvavoimien otaksutaan kasvavan samassa

suhteessa, eli

A
P

Myo0s siirtymien ja kiertymien otaksutaan muuttuvan samassa suhteessa:

dA; _dvy _ o

= = . 8.7

A, Yk (8.7)
Tyoyhtélosta tulee edelld tehtyjen otaksumien perusteella
Ni,

; Mp;6; = M; FiAi+ g 5 L) (8.8)

Ratkaisemalla pienten siirtymien tyoyhtalosta

Y M6 =Xy FA; (8.9)
7 %

- M,;6;

S pa, = 2l (8.10)
i Ap
ja sijoittamalla se geometrisesti epélineaariseen yhtéloon (8.8) tulee
A 1
2= : (8.11)
D SRV
> Mp;0,

joka esittdd kuormakertoimen riippuvaisuuden kehén siirtymisté.

Esimerkki 8.1 Maddritetiin kuvan 8.1 kehdn kuorman ja siirtymien vdlinen riippu-
vaisuus. Otaksutaan, ettd kehin sauvojen tdysplastinen momentti on M, = 2FL ja
sauvojen taivutusjiykkyys on EI =5FL? eli EI = 2.5M,L.

L
Otaksutaan, ettd kehdn sauvojen hoikkuus on — = 400, eli kehd on hyvin hoikka,

i
ja rakenteen geometrian muutoksen (siirtymien) vaikutus on suuri. Kehin plastisen
rajakuorman pienimmén yldrajan antaa yhdistetty mekanismi, ja sen tyoyht&lé on

M,660 = 2)\;FL9 + A2F L), (8.12)

eli
6M,0 = 5F ALY, (8.13)

ja plastinen rajakuormakerroin on

Ay = — =24, (8.14)
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Kuva 8.1 Portaalikehé.

4.8F

2FL
)l Noag
Q23
2FL
4
________ ¥ Ledy Q12 @12
______ b T Niz
¥ dy
Kuva 8.2 Portaalikehén voimat ja siirtymét.

Momentti kehdn pisteessd 2 on My = 0.6M,, ja kuvan 8.2 perusteella kirjoitetaan
kehén osalle tasapainoehto

Q1oL —1.6M, =0, (8.15)

josta seuraa sauvan 12 padn 1 leikkausvoiman arvo
Q12 = 1.6% = 3.2F. (8.16)
Niinik&an kuvan 8.2 perusteella kirjoitetaan kehén osalle tasapainoehto
48FL+2FL+2FL —3.2FL — NioL = 0, (8.17)

josta ratkeaa normaalivoima Nis. Samalla tavalla ratkaistaan muut sauvavoimat, ja
saadaan

Nig = 5.6F, Noz = Nay = 0.4F, Ny5 = 8.8F (8.18)
(kaikki sauvat puristettuja).

Sauvavoimat on esitetty kuvassa 8.1. Esimerkkikehén tapauksessa sauvakiertymat ovat

samansuuruiset, ¥y = 1, ja lisiksi ¢ = 6. Tyoyhtélossé (8.8) tarvittavat termit voi-
daan nyt laskea:

> NipLip = (5.6+04+ 0.4+ 88)FLy® = 152F Ly, (8.19)

k
> M,;0;
j

(0 + 20 + 20 + 0) M, = 6M,0 = 12F L0, (8.20)
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' 3 4
25 1
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Kuva 8.3 Portaalikehdn kuorma-siirtymakéyrat.
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Kuva 8.4 Portaalikehén pystykuormat pilareille.

ja ratkaista

A 1
P14+ —6
* 15
jota esittdd kiyrd 2 kuvassa 8.3.
Geometrisesti lineaarisen teorian mukainen kehin sivusiirtymi on
7 FL? 7
=———\=—L\ 8.22
32 EI 16077 ( )
jota esitdd kdyrd 3 kuvassa 8.3. Kiyrien 2 ja 3 leikkauspisteessd kuormakerroin on
A =2.15.
Kuvan 8.4 kuormitusta vastaava kimmoinen nurjahduskuorma on
Mg ~ 10.04. (8.23)

Kimmoisen nurjahduskuorman avulla voidaan muodostaa epilineaarisen kuorman ja
siirtymén vélisen riippuvaisuuden approksimaatio soveltamalla suurennuskerrointa

1

K = (8.24)

A
AE
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lineaariseen ratkaisuun A = 1—201/)\, jolloin tulee
EERLY
~ 160 Ap — A

Kaavaa (8.25) esittda kiyrd 4 kuvassa 8.3.

Rankinen ja Merchantin kaavan mukaan

1 1 1

Ar Ap  AE’
eli
Ap
A

14+ 22
+)\E

Esimerkin tapauksessa saadaan Rankinen kaavalla kuormakerroin

AR =

24
24

14 ==
+ 10.04

(8.25)

(8.26)

(8.27)

(8.28)
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Luku 9

Vaantonurjahdus

9.1 Keskeisesti puristettu sauva

Tarkastellaan suoraa, puristettua sauvaa, jonka poikkileikkaus on avoin ja ohutseindinen.
Sauva on asennettu (z,y, z)-koordinaatistoon, jossa sauvan akseli on z-akseli. Seuraavassa
otaksutaan, ettd koordinaatisto (z,y, z) on péadkoordinaatisto. Talldin toteutuvat geomet-

riset ehdot
/;rdA:/ydA:/;rydAzo, (9.1)

A A A

jossa A on poikkileikkauksen pinta-ala, dA = t(s)ds, t(s) on ohutseindisen poikkileikkauk-
sen seindmén vahvuus ja s on seindmén keskiviivaa pitkin kulkeva koordinaatti.

Poikkileikkauksen véantokeskion A koordinaatit ovat (z4,y,). Sauvan nurjahtaessa
poikkileikkaus siirtyy ja kiertyy; puhtaassa vddntonurjahduksessa sauvan poikkileikkaus
ainoastaan kiertyy. Merkitaén, ettd vadntokeskion siirtymét ovat u ja v. Poikkileikkauksen
painopisteen O siirtymét ovat pienen rotaation tapauksessa

uo(2) = u(z) +¢(2)¥a; (9-2)
vo(2) = w(2) = ¢(2)2a- (9-3)

Jos taivutuksen suhteen vapaasti tuetun sauvan puristava voima P vaikuttaa painopis-

teessd O, niin siirtyneessa tilassa taivutusmomentit ovat

My(z) = Puy(z), (9.4)
My(z) = —Puo(z). (9.5)
. . . e 0 p N
Sauvan taipuessa vakiopuristusjinnityksen o, = —— = ' lisdksi poikkileikkaukseen syn-

tyy normaalijannitysjakauma o, (x,y), ja yhteensé siirtyneen tilan 1 jannitys on perustilan
0 jannityksen ja lisdjénnityksen summa

1_.0
o, =0, +t0,
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Kuva 9.1 Avoin poikkileikkaus.

M, = /(—x)oz(xﬁy)dA, (9.7)
A

M, = yo(z,y) dA, (9.8)
/

B - / o (3,y) dA (9.9)
A

ovat taivutusmomentit ja bimomentti.
Viaiantokeskion suhteen maéritetty sektoriaalinen koordinaatti w = w4 on

S

w(s) = / ha(F)dr, (9.10)

0

missé s on poikkileikkauksen seindmén keskiviivaa pitkin kiertdvéd koordinaatti ja ha(7)
on kohtisuora etidisyys vadntokeskiostéd pisteen 7 kautta piirretylle seindmén keskiviivan
tangentille. Koordinaatti w toteuttaa ehdot

/xwdA:/ywdA:/wdA:O, (9.11)
A A A
misséd on integroitu poikkileikkauksen pinta-alan A yli. Poikkileikkaussuureet ovat
A:/dA:/t(s)ds, I, :/deA, I, :/xQdA, I, :/deA. (9.12)
A A A A A
Sijoittamalla pddkoordinaatistossa lausutut konstitutiiviset yhtalot

M, = EILu' (9.13)
M, = —ELu" (9.14)
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P
Az lP Az lP

A
P

Kuva 9.2 Puristettu sauva (x,y, z)-koordinaatistossa.

tasapainoyhtédldihin nivelsauvan vidntokeskitakselin taipuman differentiaaliyhtéloiksi saa-

daan
EIu" + Plu+¢y,) = 0, (9.15)
ELV 4+ P(v—x,) = 0, (9.16)
d
missi on merkitty (o) = %
Kolmas tasapainoyhtéilo saadaan tutkimalla sauvan vaantoda. Vaannon tasapainoyhtéld
on
M. (z) +m(z) =0, (9.17)
missd vaantomomentti on
M, =M, + M,
. , (9.18)
=—-FEl, 0" +GlL,p

ja m(z) on jakautunut vidntomomenttikuorma. Lausumalla vaantomomentti vaantokul-
man ¢ avulla vidnnon differentiaaliyhtilé tulee muotoon

ElL,o"W — GI,¢" = m.. (9.19)

Tarkastellaan sauvan pienté suikaletta poikkileikkauksen mielivaltaisen pisteen @ ym-
péristostd. Suikaleen paddyn pinta-ala on dA = t(s)ds, missid s on seindmén keskiviivaa
pitkin kiertdva koordinaatti, ja ¢(s) on seindmén vahvuus. Koko poikkileikkauksen pinta-ala
on A. Pisteen @) siirtymét ovat

UQ(xvyv z) = u(z) + (ya - y)go(z), (9'20)
vo(z,y,2) = v(z) — (zqa —2)p(2). (9.21)
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¥ o A
dgy

‘3 ’ odug,

UI quB
Q
Q
: i U'Q + Uédz

Yo

Yy odv + odvdz
Kuva 9.3 Poikittaisvoimat.
. ey o1 . . 0 P :
Sauvan alkion dz x dA péadtyihin vaikuttavalla vakiovoimalla 0;dA = _ZdA on taipu-
neessa tilassa poikittaiset komponentit
dgy(z,y,2) = ol[u(z) + (ya — y)p(2)]" dA, (9.22)
dgy(z,y,2z) = v(2) = (24 — 2)p(2)]" dA. (9.23)

Voimien dg, ja dg, momentti poikkileikkauksen vaéntokeskion suhteen on

dmz(fc,y, Z) = (ya - y)d(b: - (xa - x)de
= (o — y)o2lu(2) + (ya — y)p(2)]"dA (9.24)
— (20 — 2)02[v(2) — (za — 2)¢(2)]"dA.
Integroimalla poikkileikkauksen yli ja ottamalla huomioon, ettd suorassa perustilassa o0 (z,y) =
P
—— on nyt vakio, tulee
A
m(z) = / dm(z,y, ), (9.25)
A
eli
m, = —0YAlaa” — yaul] + 02" L, + I, + A(@? + 32, (9.26)
missi [, = [y?dA, I, = [2*dA, I, = I, + I, + A(z2 + y2).
A A
Sijoittamalla momentti m,(z) vadnnon differentiaaliyhtdloon
ElL,oW — GL,¢" =m., (9.27)
tulee
ELe®W — (GI, + 0°L,)¢" — Pz,v" + Py,u” =0, (9.28)
P

missd o) = ——.

Integroimalla poikkileikkauksen yli saadaan sauvan alkion dz poikittaiskuormat

Qe = /dQ;r

- / () + (o — y)p(2)]" dA (9.29)
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Qy de

S

ou(z) — (24 — 2)p(2)]" dA (9.30)

= —P0W" —z.¢").

Sijoittamalla g, ja g, taipumaviivan differentiaaliyhtaloihin

ElLuY = g, (9.31)
ELoW = g, (9.32)

paddytaan taivutuksen tasapainoyhtédléihin

ELu® + P(u" +ya¢") = 0, (9.33)
ELwW + P —2,¢") = 0. (9.34)

Integroimalla ndméa kahteen kertaan ja lausumalla integroimisvakiot kohdan z = 0 mo-
menttien ja leikkausvoimien avulla tulee

Elyuﬁ + P(u+tyap) = My(0) —2Q4(0), (9.35)
ELV" + P(v — z49) —M,(0) — 2Q4(0). (9.36)

Samalla tavalla saadaan integroimalla va&nnon tasapainoyhtélosta

I
El,¢" + <ZPP - GIU) ¢ — Pxav + Py,u = —B(0) — 2M,(0). (9.37)

9.1.1 Kaksoissymmetrinen poikkileikkaus

Kaksoissymmetrisen poikkileikkauksen tapauksessa x, = y, = 0, ja kytkentd taivutuksen
ja vadnnon differentiaaliyhtiloiden vililtd katoaa. Télloin saadaan vidnnon differentiaa-
liyht&losta ensin

EL,e®W — (GI, + 0°L,)¢" = 0. (9.38)

Jakamalla jaykkyydelld E1, tulee

oW + k20" =0, (9.39)
missé on merkitty
oI, + GI.
=Tz T 9.40

Differentiaaliyhtalon (9.39) ratkaisu on
o(z) = Cysinkz + Cycos kz 4+ Csz + Ch. (9.41)

Esimerkki 9.1 Maddritetddn vapaasti tuetun pilarin vidnténurjahduskuorma, kun pi-
larin poikkileikkaus on kaksoissymmetrinen.
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Vapaasti tuetun pilarin reunaehdot ovat
©(0) = ¢(L) =0, (9.42)
&(0) = ¢ (L) = 0. (9.43)

Reunaehtojen avulla saadaan, ettd Cy = C3 = Cy = 0, ja ehdoksi ei-triviaalille ratkai-
sulle tulee

sinkL =0, (9.44)
mistd seuraa kL = nw, n =1,2,3, ..., ja kriittinen kuorma on
A 72
Po,.=P=—|Gl,+—=FI,|. 9.45
& =7 ( + 13 ) (9.45)

Esimerkki 9.2 Maddritetidan edellisen esimerkin pilarin vidnténurjehduskuorma vddin-
non suhteen jaykasti kiinnitetyn sauwvan reunaehdoilla ©(0) = (L) = ¢'(0) = ¢'(L) =
0.

Reunaehtojen perusteella saadaan integroimisvakioille yhtalot
Cy = —Cs, (9.46)
C1=C3=0. (9.47)

Ei-triviaali ratkaisu on téssd tapauksessa olemassa, jos kL = 2nm, ja kriittiseksi kuor-

maksi tulee

A 42
Po =P =+ (GL, + %Eu) . (9.48)
p

9.1.2 Yleinen poikkileikkaus
Yleisen poikkileikkauksen tapauksessa edelld johdetut tasapainoyhtilot
ELu® + P + ¢"y,) = 0, (9.49)
ELovW + P — ¢"z,) = 0, (9.50)
ElgW — (G, + 001,)¢" — Pxov" + Py.u” 0 (9.51)

ovat toisiinsa kytkeytyneité.

Esimerkki 9.3 Madritetian vapaasti tuetun sauvan nurjehduskuorma, kun poikki-
leikkauksella ei ole symmetriatasoja.

Vapaasti tuetun sauvan reunaehdot ovat

u(0) = v(0) = ¢(0) = u(L) = v(L) = (L) = 0, (9.52)

u”(0) =" (0) = ¢"(0) = u"(L) =" (L) = ¢"(L) = 0. (9.53)

Reunaehdot toteutuvat valitsemalla vadntokeskion siirtymille ja vadntymélle esitykset

. T . LT
u(z) = Cy sin % v(z) = Cysin T ¢(z) = C3sin T (9.54)
Sijoittamalla otaksutut funktiot tasapainoehtoihin (9.49) tulee

2

{P - (%) Ely] Ci+ PysCy = 0, (9.55)
N2

[P - (Z) EII} Cy— PuoCs = 0, (9.56)

™

I, 2 B
Py.Cy — Pr,Cs + {ZP - (Z) El, - GL,] Cy = o (9.57)
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Maaritellddn suureet

P, = (%)QEII, (9.58)
P, = (%)2Ely, (9.59)
P, = %[(%)QEIW+GL,], (9.60)

missd P, ja P, ovat nivelsauvan Eulerin nurjahduskuormat taivutuksessa z:n ja ym
ympéri ja P, on nivelsauvan vaéntonurjahduskuorma. Tasapainoyhtéldiden ryhmall&
on ei-triviaali ratkaisu, jos sen kerroimatriisin determinantti on nolla, eli

P—-P 0 Py,
det 0 PP s —Pzq =0, (9.61)
Py, —Pz, 2(P- P,)
A
joka on aukikirjoitettuna
1
L(P—P)(P—P)(P—P;) ~ PP~ Po) ~ PP2(P—P,) =0, (9.62)
tai
Iy 3 A 2 2 2
—P° + | —(Puy, + Pyxa) — (P + Py + Psa) P
I I

+ (P,Py+ PP, + P,P,)P — P,P,P, =0, (9.63)

missé on merkitty Iy = I, + I,,.

Kriittinen kuorma on kolmannen asteen yhtdlén (9.62) pienin juuri
Py, = P. (9.64)

Muotoa f(P) = 0 olevan yhtdlon (9.62) avulla voidaan arvioida juuria P;, i = 1,2, 3.
Suurilla P:n arvoilla polynomin f(P) merkki méairdytyy kolmannen asteen termin

I I
ZPPB > 0 perusteella. Jos P = 0, niin funktion f(P) arvo on —PTPprZp, joka on

negatiivinen.

Otaksutaan, ettd P, < Py. Jos P = P,, niin
f(P) = =PlaZ(Py — Py) > 0. (9.65)

Jos P = Py, niin

f(P)=—=P}y2(P, — P;) <0. (9.66)
Yhtalolla f(P) = 0 on siten kolme positiivista juurta, joista yksi on pienempi kuin
P,, yksi on suurempi kuin P, ja kolmas juuri on P,:n ja P,:mn vilissi.
Samanlainen padttely voidaan toistaa tapauksessa P, < P,. Voidaan osoittaa, ettd
Py < P,. Jos P, < P, ja P, < Py, niin f(P,) > 0. Suurin juuri P3 on suurempi kuin
P,.
Kaikissa tapauksissa yksi juuri on pienempi kuin P,, P, tai P,, yksi juuri on suurempi
kuin P,, P, tai Py, ja yksi juuri on P,:n ja P,:n vilissa.

Esimerkki 9.4 Tutkitaan jaykdsti tuetun sauvan nurjehdusta.
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Kuva 9.4 Polynomin f(P) nollakohdat.

Jaykasti tuetun sauvan reunaehdot ovat

Sauvan taivutuksen ja vadnnon differentiaaliyhtéloiksi saadaan nyt

ELu" + P(u+ ¢y,) — ELu"(0) = 0, (9.69)
ELv" + P(v — px,) — ELV"(0) = 0, (9.70)
ElL,e®W — (GI, + 0°L,)¢" — Pz,v" + Py,u” = 0, (9.71)

missé M, (0) = EI,u"(0), M,(0) = —EI,v"(0) ovat taivutusmomentit kohdassa z = 0.
Vaihtoehtoisesti voitaisiin taivutukselle kiyttdad yhtaloita

ElLu® + P(u" +y.¢”) = 0, (9.72)
ELvW + P —2,¢") = (9.73)
Reunaehdot toteuttava ratkaisu on

21z

u(z) =Cy |1 —cos - ) (9.74)
21z

v(z) =Cy | 1—cos - ) (9.75)
27z

o(z) =C5 | 1 —cos - | (9.76)

Sijoittamalla ratkaisuyritteet tasapainoehtoihin tulee kolmen yhtélon homogeeninen
yhtéloryhmé integroimisvakioiden C; méarittdmiseksi. Asettamalla ryhmén kerroin-
matriisin determinantti nollaksi saadaan jélleen kolmannen asteen yht&lo (9.62) f(P) =
0 juurten P; ja kriittisen kuorman méiéarittdmiseen. Tulos on muuten sama kuin edel-

T
lisesséd esimerkissé, mutta nyt tekijin Iz tilalle kirjoitetaan 77
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Esimerkki 9.5 Maddritetddn nurjahduskuorma sauvalle, jonka padtypoikkileikkausten
kiertymd x:n ja y:n ympdri on estetty, mutta sauvan padtyjen leikkausvoimat ja vidn-
tomomentit ovat nollia.

Sauvan reunachdot ovat

W(0) = v'(0) = ¢'(0) = /(L) = /(L) = /(L) = 0, (9.77)
ul/l(o) — U/I/ (O) — ()0///(0) — U/I/(L) — UI/I(L) — (pl/l(L) — 0 (9-78)

Differentiaaliyhtélot ja reunaehdot toteuttava ratkaisu on

u(z) = Cy cos %, (9.79)
v(z) = Cs cos %, (9.80)
o(z) = C5 cos %, (9.81)

missan =1,2,3,....

Sijoittamalla ratkaisuyritteet tasapainoehtoihin saadaan jilleen kolmen yhtdlén ho-
mogeeninen yhtaloryhmé, jonka kerroinmatriisin determinantti asetetaan nollaksi. Tu-
loksena on sama kolmannen asteen yhtdlé (9.62) f(P) = 0 kuin niveltuetun sauvan
tapauksessa ja kriittinen kuorma on sama.

9.1.3 Yhden akselin suhteen symmetrinen poikkileikkaus

Jos sauvalla on symmetriataso, (z, z)-taso, ja poikkileikkauksella symmetria-akseli, z-akseli,
niin y, = 0, ja télldin differentiaaliyhtéldiden ryhmé tulee muotoon

ELu" +Pu = 0, (9.82)
EL" + Pv—px,) = 0, (9.83)
Elp® — (G, + 0%1,)¢" — Pz,o" = 0. (9.84)

Esimerkki 9.6 Mddritetidn vapaasti tuetun U-profiilisauvan nurjahduskuorma.

Vapaasti tuetun sauvan reunaehdot ovat

v(0) = ¢(0) = v(L) = ¢(L) = 0, (9.85)
v"(0) = ¢"(0) =" (L) = ¢"(L) = 0. (9.86)

Reunaehdot toteutuvat otaksumalla siirtymille u(z), v(2) ja vidntokulmalle ¢(z) esi-
tykset
T 0 LT
u(z) = Cy sin % v(z) = Cysin T ¢(z) = C5sin T (9.87)

Ensimmaéinen tasapainoehto voidaan ratkaista muista riippumatta, ja sen avulla saa-
daan nurjahduskuorma tasotaivutuksessa (z, z)-tasossa, kun palkki taipuu nurjahtaes-
saan akselin z suuntaan. Sijoittamalla otaksutut funktiot v ja ¢ kahteen jalkimméiseen
tasapainoehtoon (9.82) tulee

T 2
[P—(Z) EII] Cy— Pr,Cs = 0, (9.88)

I, T 2 B
—Pa,Co + [ZP - (Z) ElL, — GIU} C; = 0. (9.89)
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A Pkr/Px
3
2.9 1.6
2
1.2
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Kuva 9.5 Yhtalon (9.94) juuret.

Merkitaédn jélleen, etta

P, = (%)QEII, (9.90)

P, = (%)2Ely, (9.91)

P, = %[(%)QEIM—FGL,}, (9.92)
P

ovat nivelsauvan Eulerin nurjahduskuormat taivutuksessa x:n ympéri, y:n ympéri ja
vaantonurjahduskuorma. Ensimmaisen tasapainoyhtélon ratkaisun mukaan kriittinen
kuorma on Py, = P,.

Kahden jilkimméisen tasapainoyhtdlon ryhmaélld on ei-triviaali ratkaisu, jos sen ker-
roinmatriisin determinantti on nolla, eli

P—-P, — Pz,
det _Pa, %(P py | T 0, (9.93)
josta seuraa
IZP(P—PI)(P—PSD) — P22 =0 (9.94)
tai L,
I—P — (P, + P,)P+ P, P, =0, (9.95)

P

missé on merkitty Io = I, + I, ja I, = I + A(z2 + y2).

Toisen asteen yhtalolld (9.94) on kaksi juurta, Py ja P, joista pienempi juuri P; on
pienempi kuin P, ja P,. Suurempi juuri P» on suurempi kuin P, ja P,, kuva 9.5.

9.2 Puristettu ja taivutettu sauva

Tarkastellaan puristettua sauvaa, jota kuomittavat lisiksi taivutusmomentit M? ja MS.
Momenttijakaumat M? ja Mg ovat tasaiset eli koordinaatin z suhteen vakiot. Kuormituk-
sen aiheuttama sauvan alkujénnitys on nyt

P M) MO

o__- Y -z
0: =7 I, x+ T, Y. (9.96)
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Kuva 9.6 Puristettu ja taivutettu sauva.

Sauvan taipuessa ja kiertyessd nurjahduksen yhteydessé syntyy lisdjannitys

M, M, B
0, = —I—ny + ?Z/ + Ew(ﬂ%y)-
Padkoordinaatistossa
M, = Elyu”,
M, = —EIJ",
B = —FEI,0".

Yhteensi tilassa 1 jénnitys ol on

1_.0
o, =0, +t0,

Sauvan taivutuksen ja vadnnon tasapainoyhtélét ovat padkoordinaatistossa

Elyu(4) = (g,
ELoW = g,
EIwgo(4) - GL,y" = m,.

(9.97)

(9.98)
(9.99)
(9.100)

(9.101)

(9.102)
(9.103)
(9.104)

Tasaisesti puristetun ja taivutetun sauvan tapauksessa saadaan samalla tavalla kuin puris-

tetun sauvan tapauksessa edelld tarkasteltavan sédikeen (dA X t(s)ds) x dz péihin vaikut-

tavasta voimasta 0%dA syntyville poikittaiskuormille lausekkeet

dgo(w,y,2) = o2[ulz) + (ya — Y)p(2)]" dA,
day(z,y,2) = 0[v(2) = (za — 2)p(2)]" dA.

(9.105)
(9.106)
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Integroimalla poikkileikkauksen yli tulee

4z = /d(h

= —Pv" + (Pz, — M))¢".
Vastaavalla tavalla saadaan viidntomomenttikuorma
dm.(z,y,2) = (Ya — y)dgz — (xa — x)dgy
= (Yo — )02 [u(z) + (Yo — y)p(2)]" dA
— (0 — )02 [0(2) — (xa — 2)p(2)]" dA.

Integroimalla poikkipinnan yli tulee

mZ:/dmZ

[(ya — y)dge — (za — x)dq,] dA

(Ya — y)o2[u(2) + (ya — y)e(2)]" dA

D>\D>\Cm

- / (0 — 2)0%0(2) — (24 — 2)p(2))" dA.
A

Sijoittamalla alkujénnityksen 00 kaava saadaan m, edelleen muotoon
m, = / (—B My, + %gy> (Ya — Y[u(2) + (Ya — y)p(2)]" dA

p M M?O

-/ (_ i, Tj@/) (20 — 2)[o(2) — (2a - 2)p(2))" dA

P

= —(Pya+ MO + (Pro = MW" = (=M2B; + MJB, + <1,)¢".

misséd on merkitty

1
By = I—(/y3dA+/x2ydA)—2ya,
v A A
1
8, = I—(/$3dA—|—/my2dA)—2xa.
Yy
A

(9.107)

(9.108)

(9.109)

(9.110)

(9.111)

(9.112)

(9.113)
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Kuva 9.7 Epékeskeisesti puristettu sauva.

Sijoittamalla suureet g, ¢y ja m, tasapainoyhtéloihin (9.102) saadaan differentiaaliyh-
téloiden ryhmé

EIyu(4) + Pu" + (Py, + M2)¢" = 0, (9.114)
ELo"W + PV — (Pz, — MD)¢" = 0, (9.115)
Bl —(G1, + MIB, ~ MIB, — T 1)
+(Pya + MHU" — (Pzg — MW" = 0. (9.116)
9.2.1 Epaéakeskeinen puristus
Epikeskeisen puristuksen tapauksessa alkutilan momentit ovat
M) = —Pe,, M, = Pe,. (9.117)
Tasapainoehdoiksi saadaan téssé tapauksessa
ELu® + Pu" + P(y, —e,)¢" = 0, (9.118)
ELv" + Py’ — P(zg —ep)p” = 0, (9.119)
EL,pW — (GI, — PeyB, — Pe,f3, — —h)¢"
+P(yq — ey)u” — P(zg —e,)0" = 0. (9.120)

Esimerkki 9.7 Palkkia kuormittaa puhdas, tasainen taivutusmomenttikuorma M? ja
Mg = P = 0. Poikkileikkaus on kapea, I, > I,,. Madritetian kriittinen kuorma.

Esimerkin tapauksessa tarvittavat ensimméinen ja kolmas tasapainoehto supistuvat

muotoon
ELu® + M%" = 0, (9.121)
EL,oW — (GI, + M°3,)¢" + M%u" = 0. (9.122)
Vapaasti tuetun sauvan ratkaisu on
u = C sin %Z, ¢ = C3sin %Z (9.123)
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Kuva 9.8 Puhdas taivutus.

Sijoittamalla taipuman ja viidntokulman lausekkeet tasapainoehtoihin saadaan in-
tegroimisvakioiden C; ja C5 méirittdmiseen kahden yhtdléon homogeeninen yhtalo-
ryhmé. Asettamalla ryhmén kerroinmatriisin determinantti nollaksi tulee momentin
MY suhteen toisen asteen yhtild

wQEIy

T 2
(G + PL (Z) + MOB,] — (M2)? =o. (9.124)

Merkitsemélld jalleen

N 2
P, = (Z) EI,, (9.125)
P, = 1% [(%)2 EL, + GL,} , (9.126)
saadaan toisen asteen yhtalo muotoon
(M2)? — PyBu M, — %Ppr =0, (9.127)
jonka ratkaisu on
Mo, — PyQﬁx N \/(RJQﬁm)Q i %Ppr. (9.128)

Kaksoissymmetrisen poikkileikkauksen tapauksessa, esim. I-poikkileikkaus, poikkileik-
kaussuure 3, = 0, ja télloin kriittinen momentti on

I 2
MYy, = +\/ PP, = i%\/EIy {(%) EIL, + GL,} (9.129)

Kaava pitee myos Z-poikkileikkaukselle. Kapean suorakaidepoikkileikkauksen tapauk-

1
sessa I, ~ 0 ja [, = §t3h, missd h ja t ovat poikkileikkauksen korkeus ja leveys, ja
kriittinen momentti on

0 T e

9.3 Vaantonurjahdustehtivin ratkaisu energiamenetelmélla

Tasonurjahduksen kriittinen kuorma mééritettiin Trefftzin ehdosta

L
(1 <1 " !
5 (55211) =4 §O/[EI(U )2 — P(W)*dx p =0, (9.131)
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Kuva 9.9 Tasonurjahdus ja vadntonurjahdus.
missi
1 1 7 1 ’
55211 =3 /EI(U//)2d$ - §/P(v/)2d$ (9.132)
0 0

on potentiaalienergian II toinen variaatio. Potentiaalienergian toisen variaation toinen ter-
mi voidaan kirjoittaa muodossa

L L
1
5//0 2dAdr = ——P/( "2 da, (9.133)
0 0
. . . . 0 P
kun sauva taipuu tasonurjahduksessa (z,y)-tasossa, sauvan akseli on z-akseli, o, = 1

ja A on poikkileikkauksen pinta-ala.
Viaiantonurjahdustehtévissa potentiaalienergian 11 toinen variaatio tulee padkoordinaa-
tistossa (z,y, z), missd z on sauvan akseli, muotoon

L L
1 1
5/ 2+ EL (W) + EL(¢")?* + GI( dz+§//ag uQ (UQ)]dAdz
0 0 A
(9.134)
L
Toisen variaation kaavan termin 3 [ EI(v")?dz tilalle on tullut nyt
. L
5/ 2+ EL (V") + EL,(¢")* + GL,(¢)?] dz, (9.135)
0

ja tasonurjahdustapauksen toisen variaation jilkimmiinen termi —= [ P(v')2dx on viin-

NN
O~

tonurjahduksen tapauksessa yleistetty muotoon

L
% / / oO(uly)? + (v)y)?] dA dz. (9.136)
0 A
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Kuva 9.10 Nivelsauvan nurjahdus.

o=l -

Sijoittamalla Il:n toisen variaation jalkimmaéiseen termiin mielivaltaisen pisteen @) siir-
tymét vidntokeskion siirtymien v ja v avulla lausuttuina muodossa

u(z) + (Ya = ¥)o(2), (9.137)
v(z) = (4 — ) p(2) (9.138)

< g
O O
—~
& 8
s s

I\ N
~— ~—

1

saadaan

N | —
o —

[ oA + wodz
A

L
1
5//02 U+ (Yo —y)@)? + (V' — (20 — 2)¢')?] dAdz (9.139)
0 A
P 7 I
5/[ Zp( ) — 22,0 4 2yt | dz,
0

missi (24, Yq) ovat vddntokeskion A koordinaatit, Iy = I, + I, I, = Iy + A(z2 + y2),

d
I, = [y*dA, I, = [2?dA ja lisiksi derivaatta koordinaatin z suhteen on (e) = c(l.)
A A “
Yhteensa II:n toinen variaatio on
L
1 1
55211 =3 / [EI,(u")? + EL,(v")* + EL,(¢")* + GI,(¢')?] dz
0
P AW /N2 Ip /\2 /i !
) (u)” + (v') —i—z(go) — 22,0 " + 2y ' | dz, (9.140)
0

missd u, v ja ¢ ovat lisdsiirtymét ja vadntokulma suoran perustilan suhteen.

Esimerkki 9.8 Madritetidn niveltuetun sauvan nurjoehduskuworma. Sauvan poikkileik-
kaus on x-akselin suhteen symmetrinen U-profiili.
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Otetaan kiytt6on dimensioton koordinaatti ( = —, kun L on niveltuetun pilarin

z
pituus. Sauvan reunaehdot toteutuvat valitsemalla siirtymésuureille esitykset

u(¢) = Asinm(, (9.141)
v(¢) = Bsinn(, (9.142)
¢(¢) = C'sinm(. (9.143)

Symmetrian perusteella y, = 0. Potentiaalienergian toinen variaatio on nyt

P 2 2 2 2
1o 1 1 |El, (d®u EI, (d*v EIL, (d*p dy
26 1'[-2/L2 B <d§2> + 2 (dC2 + 7z \ dc2 +G1, aC Ld¢
0
1
P 1 du\? dv I, (dy 2 dv dp
‘E/ﬁ[(d?) (i) +5 (%) —nigit] v
0
(9.144)

- . n d(e) d(e)1 .

missd on otettu huomioon, ettd dz = Ld(, =———jay,=0.
dz d¢ L

Sijoittamalla otaksutut siirtymisuureet toisen variaation kaavaan tulee integrointien

jélkeen (} sin? m¢ d¢ = jljcos2 w¢d¢ =1/2)
0 0

1.5 172 [ 5 . m 9y T2 5 2
—0°ll = -— |A*FEl,— + B*El,— I,+Fl,— || L
2 4L2[ vz T opp TON\Cl Bl
P 72 2 I, w2 w2 (9.145)
- — (A= +B> =~ +C* 22—~ —22,BC— | L.
4 ( R R R CL2>
Derivoimalla IL:n toisen variaation lauseke parametrien A, B ja C suhteen ' saadaan
yvhtalot
d(8°10) T\ 2
= (Z) EI,—P|A = 0, (9.146)
d(8°10) T\ 2
= (Z) El, — P| B+ Pz,C = 0, (9.147)
o(0°11) T\ 2 I, B
e = Pr.B+ (Z) Bl +GI,—2P|C = 0. (9.148)

Ensimmaisestd, yhtilostd ratkeaa tasonurjahduksen kriittinen kuorma taivutuksessa
(z, z)-tasossa

P, = (%)QEIy. (9.149)

Asettamalla kahden jalkimmaéisen yht&lon ryhméan determinantti nollaksi saadaan

P,—P Pz,

Lp, - )

Q.
@

-+
~

— 0. (9.150)
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Edelld on merkitty, etti

b () e
P, = (% * p,
P, = %[(%)2EIW+GIU}

tai

I
I_0P2 —(Py + P,)P + PP, =0,
p

missé on merkitty Iy = I, + I, ja I, = Io + A(a2 + y2).

(9.151)

(9.152)

(9.153)

(9.154)

(9.155)

Toisen asteen yht#lolld (9.154) on kaksi juurta, Py ja P, joista pienempi juuri P; on
pienempi kuin P, ja P, ja suurempi juuri P, on suurempi kuin P, ja P,. Ratkaisu on
sama kuin aiemmin differentiaaliyhtiloisté saatu tulos, koska nivelsauvan tapauksessa
otaksutut siirtymésuureet toteuttavat reunaehtojen lisiksi myos kenttayht&lot.



Luku 10

Kiepahdus

10.1 Kiepahduksen differentiaaliyhtilot

Tutkitaan (y, z)-tasossa kuormitettua sauvaa, jonka poikkileikkauksen jayhyys I, on paljon
suurempi kuin jayhyys I,, pddkoordinaatistossa. Téllainen sauva voi menettaa stabiiliutensa
kiepahtamalla, jolloin poikkileikkaus kiertyy ja siirtyy sivulle. Sauvan kuormituksena voi
olla my6s momentti M, joka voi aiheutua esim. epdkeskeisestd puristavasta voimasta P.
Jos sauvaa kuormittaa sekd poikittainen kuorma (y, z)-tasossa ettd puristava voima, niin
saadaan yhdistetty kiepahdus- ja vaédntonurjahdustehtava.

Otaksutaan, ettd sauvan alkunormaalijidnnitys on vield ylld kuvailtua yleisempi, eli

padkoordinaatistossa
NO M) MO
0 Y T
= — - = —= 10.1
CEA LT LY (10.1)
missé NV = —P.
Alkutilan leikkausjinnitys méfritetdin normaalijinnityksen o0 avulla homogeenisesta
tasapainoehdosta
900 O7Y
— =0 10.2
0z + ds (10-2)
integroimalla, ja saadaan (seindmén paksuudella t(s) kerrottuna)
N°(z)) (M) (2)) M (2))
70.(s, 2)t(s) = _ V() A(s) + —L—-8,(s) — MS};(S). (10.3)
A I, I,

Leikkausjinnityksen 72 (s, z) kaavassa on méritelty poikkileikkaussuureet

A(s

As) = /
0

Sy = /x(s)t(s)ds, (10.5)

) s
dA = | t(s)ds, (10.4)
/

Sy = /y(s)t(s)ds, (10.6)
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Kuva 10.1 Kapean ulokkeen kiepahdus.
\J y

Kuva 10.2  Tason (y, z) suhteen symmetrinen poikkileikkaus.

jotka ovat tarkasteltavan leikkauksen s kohdalla poikkileikkauksen osan pinta-ala ja staat-
tiset momentit pddkoordinaatistossa.
Otaksutaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd (N°)" = 0. Akseleiden x ja y suuntaiset
komponentit ovat
0 0 0 0

= —T,,CO8Q, T, = T,ssina, (10.7)

T, 2y

zZx

missé « on profiilin seindmén keskiviivan normaalin ja y-akselin vélinen kulma.

Tarkastellaan jilleen mielivaltaisen pisteen ) ympéristosté erotetun sdikeen (t(s)ds) x
dz tasapainoa. Jinnityksistd o2, 70, ja TQy aitheutuville poikittaiskuormille saadaan lausek-
keet

dgo(z,y,2) = {0%uq(2))} dA—[r0,p(2)) dA, (10.8)
dgy(z,y,2) = {0 vg(2)]'} dA+ [700(2)]) dA, (10.9)

missd ug(z), vg(z) ja ¢(z) ovat pisteen @ siirtymét ja vidntékulman muutos perustilan
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suhteen.
Sijoittamalla poikkileikkauksen mielivaltaisen pisteen @ siirtymien kaavat

uQ(@,y,2) = u(z) = (Y —ya)p(2), (10.10)
vo(z,y,2) = v(2)+ (v —x.)p(2) (10.11)

ja leikkausjannitysten kaavat (10.7) saadaan

!/

daale,y2) = {o0u(z) = (5 — p)p(]'} dA—[(%sina)g] d4,  (10.12)

day(@,y2) = {o%(2) + (@ — 2a)p(2)] ) dA — (79, cosa)gl dA,  (10.13)
missd u(z), v(z) ja ¢(z) ovat vaantokeskion siirtymét ja viadntokulma perustilan suhteen
ja vadntokeskion koordinaatit ovat (4, ¥yq).

Sijoittamalla jannitysten kaavat (10.1) ja (10.3) sekd integroimalla poikkileikkauksen
yli tulee

& = / dgz = [N%(u + ya)]" — (M%), (10.14)

@ = [ dagy=[N(v—zap)]” = (Myp)". (10.15)

D>\C=—

Poikittaisvoimien ¢, ja g, kaavojen johtamisessa on otettu huomioon, etta !

&sinadA = —1I, (10.16)

cosadA = 0, (10.17)
——sinadA = 0, (10.18)
—~cosadA = I, (10.19)

dx

missi sin o = il jacosa = ——.
.. e . 8 . 8 . e .
Vaintomomenttikuormaan m, tulee kolme osuutta. Ensimméinen komponentti dm,

on voimien dgq, ja dq, momentti

dmzl(% Y, Z) = _(y - ya)dQ:v + (1' - xa)dqy
= —(y—va) {0%u(z) = (y — va)p(2)'} dA+ (y — ya)[72 sina p(2)] dA
+ (x — z4) {0’2[1}(2’) + (z — J:a)go(z)]'}/ dA — (z — xa)[Tgs cos a p(2)]' dA.

(10.20)
Osittaisintegroimalla tulee [ S;sinads = [ Szd—ds = |Smy — [y(s)*t(s)ds = — I, koska sina = T’
S S 8 S S

) ds = —|Syz + [ x(s)*t(s)ds = I, koska cos a = —%.

dx

ja [ Sycosads = [ S, <_E
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A

Kuva 10.3 Kuormien dg, ja dg, momentti.

A

[y

Kuva 10.4 Leikkausjannityksen vaikutuspisteen siirtyminen.

Integroimalla poikkipinnan yli tulee

o(x —2a)” + (y — ya)’] dA (10.21)

Leikkausjannityksen 7°

-, vaikutuspisteen siirtyminen aiheuttaa vddntomomentin muu-
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Al @ —{
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Dy Py

Kuva 10.5 Kuorman vaikutuspisteen siirtyminen.

toksen

0
My = / P [TgyUQ — TngQ] dA
A

P (10.22)
= / 5 (72 sina)ug + (105 cos a)vg| dA.
A
Sijoittamalla poikkileikkauksen mielivaltaisen pisteen @ siirtymien kaavat
uQ(,y,2) = u(z) = (y = ¥a)p(2), (10.23)
vo(z,y,2) = v(2)+ (v —zq)p(2) (10.24)

saadaan

0 . 0
Mo = 5 u/TSSSIDOédA —1—5 U/TgscosadA
A A

- % go/[(y —ya) T sina — (z — 24)70, cosa] dA p . (10.25)
A

Ulkoisen kuormituksen p,(2), py(2) vaikutuspisteen P muuttumisesta aiheutuu véan-
tomomenttiin kolmas osuus

Mz3 = PyUp — P2Up

(10.26)
= pylu(2) — (Wp — Ya)(2)] = palv(2) + (zp — z0)p(2)].
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Yhteensd m, = m,1 + m.o + m,3, eli

ms = o —u'/ao(y—ya)dA—i—v'/Jg(x—xa)dA
z
A

90/0' Jj_xa (y—ya)Q]dA
A

U/TSSIHOédA—l-U/T cosadA
A A

T UpPy — Vpy — @ [(yp - ya)py + (wp - xa)pw] .

Sijoittamalla normaalijinnityksen kaava

saadaan edellé olevista poikkileikkauksen yli laskettavista integraaleista

/ Oy —ya)dA = —yaNO(z) + MO(2),

A
/ag(a: —24)dA = —x,N%2z) - Mg(z),
A

/Ug[(x - xa)Q + (y - ya)Z] dA = TZNO(Z) + ﬁa:Mg(c)(Z) - ﬁyMg(Z),

A

misséd on merkitty

2 Iy
A?
I, = L+1,+ (@2 +92)A,
1
By = I—(/ygdA+/x2ydA)—2ya,
IA A
1
B, = I_(/x3dA+/xy2dA)—2xa.
Y
A

A

Ottamalla huomioon leikkausjénnityksen kaava (tapauksessa (N°) =

(MO)’ MS ’
() = 5,05 - P )
Y T
ja geometriset yhteydet
dr = —dscosa, dy=dssina

saadaan

/TBS cos o t(s)ds = (M)’ /TBS sina t(s)ds = (M?)'.

A A

(10.27)

(10.28)

(10.29)

(10.30)

(10.31)

(10.32)
(10.33)
(10.34)

(10.35)

(10.36)

(10.37)

(10.38)
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Véaantomomentin m,(z) kaava tulee muotoon

2[u’(ya]\fo — M?) — ' (z,N° + M;})]

m, =
z

0
0

- &[QO'(TQNO + B M) — B, M))]
0

+ 5o lu(MEY + (M)

+upy — vpe — @[(yp - ya)py + (xp - ~Ta)pa:]-

Ottamalla huomioon tasapainoehdot
(Mg(c))// = (Qg)/ = — Dy, (MS)” = _(Qg)/ = Pz
tulee lopulta
m, = ya(NU) — 2,(NO') — M2y — MSU”
+ [(TQNO + ﬁazMg(c) - ﬁyMg)Sol]/ - [(yp - ya)py + (xp — Za)Pzlp-
Sijoittamalla kuormat ¢, gy ja m, tasapainoehtoihin

Enu® = g,
ELoYW = g,
ELeYW —GL,¢" = m,

(10.39)

(10.40)

(10.41)

(10.42)
(10.43)
(10.44)

saadaan kiepahduksen ja vidntonurjahduksen differentiaaliyhtélot (puristetun ja taivute-

tun sauvan tasapainoyht&lot)

ELu® — [N°(u + yag)) + (MJp)" = 0,

ELvW — [N — za)) + (MJp)" = 0,
EL,®W — GL,¢" — [(r*N° + 8, M — B, MgV
~Ya(NU') + 24 (N') + MJu" + M"

+[(yp - ?Ja)Py + (xp — Ta)pele = 0.

(10.45a)
(10.45b)

(10.45¢)

Tasapainoyhtéloissd u(z), v(z) ja ¢(z) ovat lisdsiirtymét ja lisdkiertymé (vaantokulma)

perustilan suhteen.

Esimerkki 10.1 Mddritetddn vapaasti tuetun I-palkin kiepahdusmomentti My,

Kaksoissymmetrisen [-poikkileikkauksen tapauksessa 3, = (3, = 0. Vapaasti tuetun

palkin reunaehdot ovat

u(0) = v(0)

©(0) = 4" (0) =2"(0) = ¢"(0) = 0, (10.46)

u(L) =v(L) = ¢(L) =u"(L) = v"(L) = ¢"(L) = 0, (10.47)

ja tasapainoehdot yksinkertaistuvat tarkasteltavassa kuormitustapauksessa muotoon

ELu® + (M%)e" = 0, (10.48)
EL,p®W — GI,¢" + M%" = 0. (10.49)
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C e

My A A

Kuva 10.6 Vapaasti tuettu I-palkki.

Ensimméisesti tasapainoehdosta (10.48) integroidaan

ELu" + M2p = Az + B, (10.50)
jossa olevat vakiot A ja B ovat nollia reunaehtojen perusteella. Ratkaisemalla
MO
V=2 10.51
u El, ®, (10.51)
ja sijoittamalla u” jalkimmaiseen tasapainoyhtiloon (10.49) tulee
MO 2
ElL,oW — GI,p" — @gp =0, (10.52)
El,
eli
oW — 200" — bp = 0, (10.53)
misséi on merkitty
GI1, (M2)?
2a = = —2 10.54
“TEL EI.FI, (10:54)
Differentiaaliyht&lon (10.53) ratkaisu on
p(z) = Asinpz + Bcospz + Ce?* + De™ 9% (10.55)
missa
p=+\—-a+Va2+b, qg=+\a+Va+0b. (10.56)
Véintokulman derivaatat ovat
¢'(z2) = pAcospz —pBsinpz + qCe?* — qDe™ 7%, (10.57)
¢"(z) = —p*Asinpz — p*Bcospz + ¢>Ce? + ¢?De %, (10.58)
Reunaehtojen
p(0) =¢"(0) = (L) =¢"(L) =0 (10.59)
perusteella saadaan integroimisvakioiden A, B, C' ja D ratkaisemiseksi homogeeninen
yhtaloryhma
B+C+D = 10.60a

—p’B+ ¢*C +¢°D
AsinpL + BcospL + Ce?t + De~ 9L
—p?AsinpL — p?BcospL + ¢?Cett + ¢?De 11 =
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Kahden ensimméisen yht#lon perusteella
B=0, C=-D, (10.61)
ja kahdesta jalkimmaisestd yhtélostd seuraa yhtélopari

AsinpL — 2DsinhgL. = 0, (10.62)
—p?AsinpL — 2¢°DsinhgqL, = 0. (10.63)

Asettamalla yhtaloryhmén kerroinmatriisin determinantti nollaksi saadaan ehto

sin pL sinh ¢L(2p* 4 2¢*) = 0. (10.64)
Ehdosta
sinpL = 0 (10.65)
seuraa
2
T T
p:z = —a+ a2+b:ﬁ’ (10.66)
ja

0 T 2 EI,
Ma:,k’r’ - f\/ EIyGIv 1 + ﬁG—I (1067)

Ratkaisu ei ota huomioon taipuman v°(z) vaikutusta. Jos EI, ja EI, ovat samaa
suuruusluokkaa, niin taipuman vaikutus voi olla merkittiva. Kiepahdusmomentille on
johdettu taipuman huomioonottava likiratkaisu

m |EL,GI 2 EI,
M, == 1+ =2 10.
x,kr L Ir + 2 GIv ) ( 0 68)

I,
L=1-7 (10.69)

missé

jal, > 1.

Jos pidtymomentit M4 = M2(0), Mp = M?(L) # M4 ovat erisuuret, niin differenti-
aaliyhtilosté tulee ei-vakiokertoiminen. Tehtdva voidaan ratkaista esim. sarjakehitel-
méin avulla numeerisesti. Kiepahdusmomentille on johdettu likikaava

My, = Cy M}, (10.70)

missé M,?T on tasanjakautuneen momentin ratkaisu ja kerroin Cj on

My Ma\?
Cp,=1754+1.05 — 03— ) <23, 10.71
’ " (MB) " (MB> - ( )
My . i . . .. .
s on pienemmén padtymomentin suhde suurempaan. Kertoimen Cj yléraja on siten
B

2.3. Kaava antaa varmalla puolella olevan arvion kiepahdusmomentille.

Esimerkki 10.2 Lasketaan vapaasti tuetun palkin kiepahdusmomentti, kun poikki-
leikkaus on kapea suorakaide.
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M4 Mp # Ma
< L o
¢* >
Y,v
Mp
M
A MA/MB >0
M
A MB
MA/MB <0

Kuva 10.7 Vapaasti tuettu I-palkki, erisuuret padtymomentit

Kapean suorakaidepoikkileikkauksen tapauksessa I, = 0, ja kiepahduksen differenti-
aaliyhtdlo yksinkertaistuu muotoon

MO)Q
GI,¢" M)” =0 10.72
¢ + B, ¢ (10.72)
eli
o + k%0 =0, (10.73)
misséi on merkitty
o (M7)?
= . 10.74
EIL,GI, (1074)

Differentiaaliyhtilon (10.73) ratkaisu on

p(z) = Asinkz + Bceoskz. (10.75)
Reunaehdoista
2(0) = p(L) =0 (10.76)
seuraa B =0 ja
AsinkL = 0. (10.77)

Ehto ei-triviaalille ratkaisulle on, etté
sinkL =0 = kL=nn. (10.78)
Kun n = 1, saadaan kriittinen momentti

™
MY, = E«/EIyGL,. (10.79)

Esimerkki 10.3 Madritetddin kuvan 10.8 kapean suorakaidelankun kiepahduskuorma.
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Kuva 10.8  Tasossa (z,z) jaykésti tuettu palkki
Kapean suorakaidepalkin tapauksessa I, ~ 0, 8, = 8, = 0 ja £, = y, = 0. Differenti-
aaliyhtdloiden ryhmé yksinkertaistuu nyt muotoon
Elu® + (M2)" = 0, (10.80)
Gl — M%" = 0, (10.81)
ja niistd saadaan eliminoimalla yksi yht&lo
oW + k2" =0, (10.82)
missd on merkitty
2 (M)
= . 10.83
El1,GI, ( )
Differentiaaliyht&lon (10.82) ratkaisu on
o(z) = Asinkz + Bceoskz + Cz + D. (10.84)
Reunaehdoista
p(0) = ¢'(0) = p(L) = ¢'(L) =0 (10.85)

seuraa yhtaloryhmé

B+D=0, (10.86a)
Ak +C =0, (10.86b)
AsinkL + BcoskL +CL+ D =0, (10.86¢)
Ak coskL — BksinkL +C = 0. (10.86d)

Eliminoimalla kahden ensimméisen yhtdlon avulla C' ja D paddytdin yhtdloryhmiin

sinkL — kL coskL —1 A 0
coskL—1  —sinkL ] { B } N [ 0 ] ' (10-87)
Determinantin nollachdosta seuraa transkendentaalinen yht&lo
kL kL

2 27
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Kuva 10.9 Vapaasti tuettu I-palkki, pistekuorma janteen keskell&

jonka pienin juuri on
5 = (10.89)

kL
(seuraava juuri on -5 & 4.493), ja kriittinen momentti on

2

Mlm’ = T \/ EIyGIU (1090)

Esimerkki 10.4 Vapaasti tuetun I-palkin jinteen keskelld on pistekuorma P. Mdd-
ritetddan kriittinen kuorma Py, .

Pistekuorman P aiheuttama taivutusmomentti kuvan 10.9 palkissa on

P /L L
o_ P (L _ = 10.91
M, 2<2 z), z6(0,2> (10.91)

Kiepahduksen differentiaaliyhtéloksi tulee téssd tapauksessa edelld johdetun kaavan
(10.52) mukaisesti

M,O 2
E@&“-G@dh-(m)wza (10.92)
EI,
eli )
5G]
PACE
EL,e" - GLy" - ¢ = 0. (10.93)
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I O L =0
u(0)
v,
-

1
1
1
1
[
1
1
A\l

Kuva 10.10 Vapaasti tuetun I-palkin pistekuorman sijainti jinteen keskell&
P L

A
sol VELGI, X(

P

P/2 P/2
40 ; | |

L/2 " L/2"
30+ 1
20 /

10
, m EI,

| | | | | ] GI,
0.5 1.0 1.5 20 2

ay

Kuva 10.11 Vapaasti tuetun I-palkin ratkaisut pistekuormasta janteen keskelld.

Yht&lo on ei-vakiokertoiminen, mutta se voidaan ratkaista esim. sarjakehitelmén avulla
numeerisesti.

Pistekuorman P asema, kuva 10.10, vaikuttaa ratkaisuun. Jos kuorma P vaikuttaa
yldlaipalla, niin vadntomomentti on

M. = 2 u(0) + 20(0) ~ u(2)], (10.94)
tai jos P on alalaipalla, niin
M. = —g[u(O) _ ggp(O) —u(z)]. (10.95)

Kuvassa 10.11 on piirretty ratkaisut eri tapauksissa.

10.2 Energiamenetelmi

Kiepahduksen diffrentiaaliyhtéléille 10ydetddn analyyttinen ratkaisu vain muutamassa pe-
rustapauksessa. Energiamenetelmélld sensijaan voidaan johtaa likiratkaisuja erilaisille reu-
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yp

Kuva 10.12 Poikkileikkauksen siirtymért.

naehto- ja kuormitustapauksille.
Poikkileikkauksen mielivaltaisen pisteen @ siirtymille voidaan johtaa kuvan 10.12 avulla

kaavat
ug(@,y,2) = u(z) = (y —ya)p(2),
UQ($7y7 Z) = U(Z) + ($ - xa)@(z)u (1096)
wq(r,y,2) = w(z) -z (2) +0'(2)p(2)] —y[v'(2) — ' (2)p(2)] — w(z,y)¢'(2),

missd w(z), u(z) ja v(z) ovat vadntokeskion siirtymét, ¢(z) on kiertymé viantokeskion
ympéri eli vadntokulma ja pisteen @ koordinaatit ovat (x,y). Tarkasteltavan, pisteen @
kautta kulkevan sdikeen Greenin-Lagrangen venymé on likim&&rin

1
2 ~ wp + 5l() + (v)?) (10.97)

Sijoittamalla siirtymien lausekkeet venymén kaavaan tulee

o " " "
2 =W —ITU —Yv —wye

1
+ 5l + W) + (2% + ) ()] = 2at'¢ + yarly’
/\2 " /\2 " (10'98)
+ 2[4 ()" — v + y[—ya(p')” + pu]
1
+ 5[932 + 7).

Vapaan vaadnnon leikkausmuodonmuutos ohutseindmaéiisen poikkileikkauksen pisteessa

Q@ on
MW@ = Y = 2n¢, (10.99)

missd n on etdisyys pisteeseen () seindmén keskiviivalta normaalin suuntaan. Vapaan vian-
non livkumaa vastaava leikkausjannitys on

7o = Gy. (10.100)
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10.2.1 Potentiaalienergia

Kokonaispotentiaalienergia on muodonmuutosenergian ja ulkoisten voimien potentiaalin
summa. Sauvan muodonmuutosenergia on

L
1
U= 5//(€Z0Z + Y7y) dA dz, (10.101)
0 A

missd on jatetty leikkausmuodonmuutoksen 7, osuus huomioon ottamatta. Ulkoisten voi-

mien potentiaali on
L

V=-— /pyvp dz =) Pyup, (10.102)
0
kun kuormien on otaksuttu vaikuttavan vain (y, z)-tasossa, ja siirtymét kuormien kohdalla
ovat v, ja vp. Kokonaispotentiaalienergia (tai lyhyemmin potentiaalienergia) on

O=U+V. (10.103)
Varioidaan siirtymié
u = u’+ du, (10.104)
v = v+ o, (10.105)
w = w’+ ow, (10.106)
o = o +dp, (10.107)

ja kehitetddn potentiaalienergian lauseke Taylorin sarjaksi
1 1
H:H0+5H+§52H+§53H+---. (10.108)

Tasapainoasemassa potentiaalienergian variaatio on nolla, eli

oIl oIl o1l o1l

Kriittinen kuorma voidaan maarittaa Trefftzin ehdosta

- (1

5 <§52H> = 0. (10.110)
Tasotapauksessa (z,y)-tasossa, kun sauvan akseli on z-akseli,
L
1 1 2

5(5 U= 3 (6e b0 + 0%co)dAdex, (10.111)

0 A

missa
1

e = U+ 5@’)2 -y’ (10.112)
de = ou —yh”, (10.113)
8% = ()3, (10.114)
0o = FEoe, (10.115)
( )

o = FEe.
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1
Nurjahdustehtéivissa 5(52V = 0. Toisen variaation kaavaksi tulee

L L
1 1 1
55211 = 5/ [EL(6v")?] dz — §/P((5v’)2dx, (10.117)
0 0
missi P = —oA on puristava voima ja FA(du’)? on muiden termien rinnalla pieneni
suureena jatetty pois.
Vastaavasti kiepahdustehtavissa
L
1 1
552U =5 //(&tzéaz + 87,07y 4 82,0, + 52’YUTv) dAdz, (10.118)
0 A
missé
de, = 0w —xéu” —yd" — wdy”, (10.119)
v = 2ndy, (10.120)
S0, = Eoc., (10.121)
oty = Gy, (10.122)
e, = (6u)2 4+ (00) 2+ (22 + y2)(6¢')? — 22,000’ + 2y,0u'6¢’  (10.123)
—2 [224(5¢")? + 26900 ] — y [2ya(6¢")? — 20p5u” ]
+(@® +9%)(6¢')%,
&y, = 0. (10.124)
Perustilan jannitykset ovat
MO
P =Y, (10.125)
T
0 = 0. (10.126)
Ulkoisten voimien potentiaalin toinen variaatio on
. L
5521/ =_ /pyé%p dz = P,5%vp. (10.127)
0
missé
1
Pup = —5(up —va) (50)°, (10.128)
1
Fvp = —5(yr — ya)(d9)” (10.129)
ja kuormien p, ja P, vaikutuspisteet ovat (0,yp) ja (0,yp).
L
Otaksutaan, ettd 6w’ on pieni muiden variaatioiden rinnalla, jolloin termi [ EA(éw')? dz
0

voidaan jattda huomioon ottamatta. Merkitddn seuraavassa yksinkertaisuuden vuoksi, etté
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u = du, v = v ja ¢ = dp. Toisen variaation kaavaksi tulee

1
—6%I1 =
2

N —
O\h

My [20u" + B:(¢')?] dz

N | —

+
N —

T — = Tt —

missa

1
x

A A

[EL,(u")? + EL,(¢")* + GL,(¢')?] dz

1
Py(Up = ¥a)$* dz + 5 Y Py(up — va) ¢,

(10.130)

(10.131)

Esimerkki 10.5 Maddritetiin tasaisen momentin M? = M kuormittaman vapaasti

tuetun palkin kiepahduskuorma.

Haarukkatuetun palkin tapauksessa voidaan ratkaista ensin

M
BL Y

1
u’ = —

ja energialausekkeeksi saadaan téssd tapauksessa

L

1 2

1 2 11\ 2 N2 2
—51 == | |EIL, +GI, _ M7
25 /{ (¢") (¢") Efyw

2
0
Otaksumalla vaantokulmalle lauseke

=l

tulee
M? L

]‘2 1 2 2
282 = = I,—C? - —
2 2[ TR 3LC B 30C

Ehdosta

o (5m)
2y
ac

seuraa kriittinen momentti (kiepahdusmomentti)

1 12E1,
My, = E\/ 10E1, ( + GL))

L2

Vapaan vaannon tapauksessa kriittinen momentti on

1
Mir = 7 /10E1,GI,,

(10.132)

(10.133)

(10.134)

(10.135)

(10.136)

(10.137)

(10.138)

jonka virhe on +0.6% tarkkaan arvoon verrattuna. Estetyn vainnon tapauksessa

1
My = 75 /T0ET, BT,

jossa on virhettd +11%.

(10.139)
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Kuva 10.13 Kierrejousella tuettu I-palkki.

Esimerkki 10.6 Lasketaan haarukkatuetun I-palkin kiepahdusmomentti MP

xz,

palkkia tukee kimmoinen jatkuva kierrejousituki.

b RUN

Merkitédédn, ettd kierrejousen jaykkyys on k pituusyksikkod kohti. Kierrejousen muo-

donmuutosenergialla tdydennetty potentiaalienergian toisen variaation lauseke haa-

rukkatuennan tapauksessa on

L
1 1
S0°1 = 5/ 24 BL(¢")? + GL(¢)? dz
0
1 L
+3 / [2Mu" o + ko?] dz.
0

Sijoittamalla toisen variaation kaavaan reunaehdot toteuttavat lausekkeet

u(z) = Bsin%z,
plz) = Csin%z
tulee
1, 1 7t L 9 9 7t L 9
—0°ll==| El, I, FEl, —B
25 2[ w1 C+G L22C+ v 15
2
0 T 2
+2Mm< L2> BC’+k c*].
Ehdoista ) )
9 (55211) 9 (55211)
——— =0, ———==0
0B oC
seuraa yhtaloryhmé
ol 2 I 2
EIl, I,— +k= —-MO—
2L3+G ar 3 3L [C]:{O}
ol Bl B 0

9], Vaor3

(10.140)

(10.141)

(10.142)

(10.143)

(10.144)

(10.145)
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Kerroinmatriisin determinantin nollachdosta saadaan kriittiselle momentille kaava,

0 71_4 7T2
My jr =\ Ely | 73810 + 5GL +k ). (10.146)

Esimerkki 10.7 Palkin poikkileikkaus on kaksoissymmetrinen. Mddritetddn vapaas-
ti tuetun palkin jinteen keskelld painopisteen korkeudella vaikuttavan pistevoiman P

kriittinen arvo.

Koska nyt p, =0, yp —ya = 0 ja 3, = 0, energialauseke pelkistyy muotoon
L
1
552H = / [EI,(u")? + EL,(¢")* + GL,(¢')* + 2M2pu"] dz (10.147)
0

Vapaasti tuetun palkin perustilan momentti on
P L
MO=22 e (o, 5) . (10.148)

Otaksutaan lisdsiirtymélle ja kiertymélle esitykset

uz) = A [% - (%)Q] , (10.149)
w(z) = C E - (%)1 . (10.150)

Sijoittamalla otaksutut siirtyméfunktiot energialausekkeeseen saadaan

1 1 4
—6°T = = |El,—
2 2{

4 1 P
VT3 A? + EIWﬁC2 + GI”3_LCQ - 54—8AC] , (10.151)

missd on laskettu esimerkiksi termi

L L2

0’ — 2oolZ (2 a2 _oF
/2Mx<pu _2/{2P2 C{L (L”A< LQ)}dz— SAC. (10.152)
0 0

Potentiaalienergian toinen variaatio voidaan kirjoittaa nelidmuotona

12E1, 5PL
) _

1 1 =5 A
SP=-—[A C]| Brr : (10.153)
2 23L —-— GI, + C

32 v

<(1
Ehdosta ¢ <§52H) = 0 seuraa lineaarinen homogeeninen yhtaléryhmi, jonka ker-

roinmatriisi on sama kuin ylld olevassa nelidmuodossa. Asettamalla kerroinmatriisin
determinantti nollaksi tulee toisen asteen yhtéld, jonka pienempéd juurta vastaa tulos

Py L 12E1, 12E1,
~ 1. < I+ —2). 10.154
: 6\/(L2)(G+L2) (10.154)

P, L m2El mEI,
~ 1.35 Y GIL ) 10.155
1 \/< L? )( e ) (10.155)

Tarkka tulos on
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Haarukkatuetun palkin tapauksessa voidaan ratkaista ensin

M0
"o _Zw 10.1
u Ely% (10.156)

ja sijoittaa se energialausekkeeseen, jolloin saadaan

L

2
1o 1 e ne (ML)
2(5 = 2/ El1,(¢p") + GI, (") FIL, ©°| dz. (10.157)
0
Otaksumalla vadntokulmalle edelleen lauseke
z z
p=C= (1 - Z) (10.158)
tulee pors
1o _1 i 2 i 2 29 2
25 II = 5 {EIWL:SC +va3LC 7, —537GOC (10.159)
Ehdosta )
o (L)
A S/ — (10.160)

oC

seuraa kriittinen momentti

Py, L w2 ElI, 12E1,
~14 IV (Gor, + —= |, 10.161

joka on tarkempi, kuin ensin laskettu tulos.

Esimerkki 10.8 Lasketaan edellisen tehtdvin palkin kriittinen kuorma, kun pistevoi-
ma P vaikuttaa kohdassa y = y,.

Otaksutaan, ettd sauvan alkunormaalijinnitys on

M? 1 L
0 _ x 0_ — j
o, = I y, M, = 2Pz, 0<z< 5" (10.162)
Kun siirtymésuureille kiytetdén edelleen interpolaatioita
z Z\2
- Az (—) , 10.163
) = 4lz-(3)] (10.163)
z Z\2
= C|Z- (—) , 10.164
o) = c|3-(3)] (10.164)
saadaan toisen variaation kaavassa tarvittava lisitermi muotoon
1 IN]? 1 N
— — — — - — — 2
2Pyp [w (2)] 2Pyp [2 (2> ] c-, (10.165)
ja toisen neliomuodon lausekkeeksi tulee tiydennyksen jilkeen
12F1, 5PL
]. 2 o ]. ]. L2 - 32 A
30 H_Eg—L[A C | SPL o BEL 3, o |- (10.166)
32 vt Tt

Kriittisen kuorman arvoksi saadaan

PL 12E1
— x~1.6 Y
4 ( L2 )

GI, +

3 73 73 . (10.167)

12BL, (7.2E1yyp>2] | T2ELyp
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L/2 L/2

PL/4
. .. L
Kuva 10.14 Vapaasti tuettu I-palkki, pistekuorma P kohdassa y = y,, 2 = 3

Esimerkki 10.9 Madritetddn vapaasti tuetun palkin janteen keskelld vaikuttavan pis-
tevoiman kriittinen arvo otaksumalla sinifunktion puoliaallon muotoinen siirtymd u
ja kiertymd .

Otaksutaan lisdsiirtymésuureille interpolaatiot

z z
u(z) = Asin W—, p(z) = Csin = (10.168)
L L
Sijoittamalla otaksutut lisdsiirtymét potentiaalienergian toisen variaation kaavaan tu-
lee

Loop o1 L EI 77—2142 +EI 1202 + GI,C*| —0.27597PAC,  (10.169)
2 - 2\2L Y2 Y L2 Y ' ’ '

missé viimeinen termi on

L L/2

1 o 1 / z 72\ |, 7z B

2/2ME90U =3 2 2P2 AC 72 ) sin” & dz = —0.27597PAC. (10.170)
0 0

Muunnetaan potentiaalienergian toinen variaatio neliomuodoksi

72EI, 8-0.2759 PL
Lo 174 o L2 s (10.171)
20 T 52_[ ] 802159 PL -, . m2EL, c |- :

T 4 L2
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Asettamalla kerroinmatriisin determinantti nollaksi saadaan ratkaisu

Py, L n?El, T E1,
1 ~1.423\/< T3 ><GL,+ 7 ) (10.172)

Jos kuorma P vaikuttaa kohdassa y = yp, niin potentiaalienergian toisen variaation
kaavaan tulee lisdksi termi

1 L\]? 1
=P = || ==PypC? 10.173
5t yp {@ ( 5 )} 5 Lup ( )
Téydennetty toisen variaation neliomuoto on
n?El, 8-0.2759 PL
—52H—1”_2[A C ] L2 T A A
22 8-0.2759 PL n?El, 2PLyp c |-
——=—-= GL+ +
T 4 L2 2

(10.174)
Kriittisen kuorman arvoksi saadaan téassi tapauksessa, kun kuorma P ei ole palkin
akselin korkeudella,

Zk]’\’f ~ 14234 | |1+ <0.577P§’\ZP>2 + 0.577% , (10.175)
missd on merkitty
Tarkka tulos on
Zk]’\“f ~ 1.35 1+ <0.54P}’\ZP)2 + 0.54% . (10.177)
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10.2.2 Yhdistetty viidntonurjahdus ja kiepahdus

Yhdistamaélla kiepahduksen ja vadntonurjahduksen energialausekkeet sekd taydentamélla
niitd saadaan yleistetty potentiaalienergian toisen variaation kaava

L
1 1
5(521'[ =3 / [EL,(u")? + EL,(v")? + EL,(¢")* + GL,(¢')?] dz
0

L

/NO[(u’)2+( N2+ r2(¢))? = 2z40' ¢ + 2yau''] dz
0

+

N —

L
1
+ §/M£[2gou” + Bo(¢')?] dz
) (10.178)

L
1
+§/Jﬁmmﬂ—@wﬂﬂm

/m — a)g? + palay — 220 dz

+ = Z (yp — ya)@® + Pulzp — 24)p”] = 0,

missé u, v ja @ ovat lisésiirtymét ja vadntokulma perustilan suhteen, (z,,y,) ovat vain-

I,
tokeskion A koordinaatit, r? = A’ I, =Ih+A@:+yd), Io=1,+1,, I, = j{yQ dA,
I, = [2?dA, I, = [w?dA, I, on vapaan viinnon viintdjiyhyys ja derivaatta koordinaa-
a A
)

tin z suhteen on (o)’ = 5
z

/1
Trefftzin mukaan kriittinen kuorma maéaaritetdan ehdosta o <§(52H> = 0. Merkitdan

seuraavassa yksinkertaisesti § — §. Trefftzin ehdosta seuraa

{ (BELu" + MJp)su" + (ELv" + M)p)sv" + El¢"5¢"

Tt~

+
+ [N°(v' — 20¢))] 00 (10.179)
+ (Gl + NO(r?g — v’ + yau') + M2 Bog’ — MOBy¢' 164’

+ [Mpu” + Myv" + py(yp — ya) + Dy — a)pldp } dz

+ > [Py(yr — Ya)p + Pulxp — 24)9)0p = 0.
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Osittaisintegroimalla 2 saadaan edelleen

1L{—<Efyu”>/ N+ ygl) — (M)}t
/ [(EL"Y — [N — 2o + (MO)"} b0 dz

‘é{EIng” + Mggo} o'+

L

( {—(ELY") + N°(v = z4¢) — (M, p)'} Sv+ (10.180)
L

JAELG"Y — (GLY ~ (0N + M2~ M)

0

— Z/a(Noul) + xa(NO’U/)/ + Mgu// + MSUH
+ Py(Yp — Ya) o + P2(Tp — Ta)p } S da+
L
‘0 {EL"} og'+
L 1\/ / 270 0 0y, ./
| 1~ (BL@") + GLg! + (r*N° + 8, M — 3, M)
+ Yo (NYU) — 2, (N') } 6o+
> {Py(yp — ya)p + Pu(wp — 24) 0} b = 0.

Koska du, v ja dp ovat mielivaltaisia kinemaattiset reunaehdot toteuttavia variaatioi-
ta, tdytyy Trefftzin ehdon toteutumiseksi seké integraali- ettd sijoitustermien aaltosulku-
lausekkeiden hévité.

Integraalitermeistd saadaan differentiaaliyhtalot

(ELu")" — [N°(u/ + ya)] + (MPp)" = 0, (10.181)

(ELV")" — [N°(V — za)] + (M) = 0, (10.182)
(BLo@")" = (GL¢') = [(rN° + B Mg — 8,M,))¢']
—ya(NOUY 4 24 (NO') + M2y + Mgv”

+0y(Up — Ya)p + pu(Tp — 2a)p = 0, (10.183)

jotka ovat sauvan tasapainoehdot. Sijoitustermeisti seuraavat sauvan reunaehdot 3 piissi

*[vvdz = |uwv — [w' dz.
3Symboli V luetaan tas.
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z=0jaz=1L

ElLu" + M2p =0,

—(ELu") + N°(¢' + yay') — (M) =0,

ELv" + M) =0

—(BLY") + N°(' — za¢') — (Myp)' =0,

El,¢" =0,
—(BLy") + GL¢ + (r*N° + 8, M) — 8,M,))¢'
—i—ya(NOu/) — 2, (Nov’)

+[Py(yp — Ya)p + Pu(zp — 74)p] = 0,

vV ou' =0, (10.184)
VvV ou=0, (10.185)
v v =0, (10.186)
vV ov=0, (10.187)
Vo' =0, (10.188)

V o =0. (10.189)

Viaiantomomentin reunaehtoon tulee viimeinen termi mukaan, jos reunalla z = 0 tai

z = L on kuorma P, tai P,, jonka vaikutussuora ei kulje viéntokeskion kautta.
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Luku 11

Laatan lommahdus

Lommahdukseksi nimitetddn ilmicté, jossa tasossa kuormitettu levy taipuu &dkillisesti tie-
tylld puristus- tai leikkausvoiman arvolla (tai yhdistetyssd levyn tason suuntaisessa kuor-
mituksessa).

11.1 Laatan tasapainoyhtalo ja sen ratkaisu

Kirchhoffin laattateorian mukaan ohuen laatan muodonmuutokset ovat

d*w
0w
gy = —zZ—, (11.2)
Yy 8y2
9*w
= —z2 . 11.3
Laatan kdyristymét ovat
O%w
Kz = T o2 (11.4)
9*w
Ky = ——s, (11.5)
) 8y2
d*w
= — . 11.6
Fay dxdy ( )
‘L]V-:D/
-N, [ S —N,
- Ve W

Kuva 11.1 Laatan lommahdus.

177
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Z, w
Kuva 11.2 Laatan kiertyma.

Laatan otaksutaan olevan tasojidnnitystilassa, ja yleistetyn Hooken lain mukaan isot-
rooppisen kimmoisen aineen konstitutiiviset yhtalot ovat

FE
FE
Oy = m(Ey + VEI)7 (].]_8)
Toy = GYay, (11.9)
missé liukumoduuli on
G = L (11.10)
C2(1+v) ’

Laatan taivutusmomentit méaaritelladn kaavoilla

in
M, 2 Oy
M, | = / 2| oy | dz, (11.11)
My ~1h Tay

h
missd h on laatan paksuus, ja laatan pintatasot ovat z = +—. Sijoittamalla jannitykset

muodonmuutosten avulla lausuttuina ja integroimalla laatan paksuuden yli tulee

- aZ—w -
M, 1 v 0 gg:;
M, =-D| v 1 0 F¥) , (11.12)
M,, 00 (1-v) 5
L Ozdy |
missé o

on laatan taivutusjaykkyys.
Laatan alkioon dx x dy vaikuttavien akselin z suuntaisten voimien tasapainoehto on
kuvan 11.3 perusteella

0Q, 0
Qo 0 4y 0. (11.14)
ox dy
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Kuva 11.3 Laatan tasapainoehdot.

T T N+ o N
I oy ] Nyt e,
-7 ON, )
o7 N, + —ydy
- Yy

Kuva 11.4 Kalvovoimien tasapainoehdot.

Momentin tasapainoehdot y- ja x-akselin suhteen ovat

OM, | OMy,

— W = , 11.1
ox dy Q. 0 ( 2
OMy,  OM,

— = 0. 11.16
o oy @ (11.16)

Eliminoimalla leikkausvoimat saadaan pystysuora tasapainoehto (11.14) muotoon

O*M,  _0*M,, O*M,
+2 +
Ox? 0x0y 0y?

+ p(x,y) = 0. (11.17)

Lausumalla momentit taipuman derivaattojen avulla kaavoilla (11.12) tulee

o*w otw otw
D (81’4 + 281:283/2 + 8y4> = p(z,y). (11.18)

Kalvovoimien tasapainoyhtélot ovat kuvan 11.4 perusteella

ON,  ONg,

—Jzr = s 11.1
5 T By f. 0 (11.19)
ON,, ON, B
5 +—7§§———j@ = 0, (11.20)

missé f, ja f, ovat laatan tason suuntaiset jakautuneet kuormat.
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Ax T, U

y

ON,,
ox

ow 0w
Y 2w £ Z dr O

Kuva 11.5 Kalvovoiman N, osuus pystysuoraan tasapainoehtoon.

Laatan taipuessa kalvovoimista N, Ny, Ngy ja Ny, aiheutuvat z-akselin suuntaiseen
tasapainoyhtéloon komponentit

ON, 8w 0w
( Er )Ay( A$> N, Ay— waAxAy, (11.21)
ON, 8w 0w
<N + a—yyAy> Ax ( Ay> Nym Nya—yQAa:Ay, (11.22)
N,
Nyy + MA%‘ Ay 8’w Y Az Ay
Oz 83:03/ 8
ON, 0 0w ow 0w (11.23)
w
N,z Yz A Ay) = NAzZY ~ 92N, AzAy,
+<y By y) 95(8 Dy y) e Y gzoy Y
missd on otettu huomioon, ettd Ny = Nyz.
Kalvovoimien z:n suuntaisten komponenttien summa on
0w 0w 0w
Sz, ) ArAy = ( Ny—= + Ny—= + 2N,y ——— | AzAy, 11.24
p (1‘ y) ray < ox2 + yayQ + yaajay) rTay ( )
ja laatan tasapainoehto tulee muotoon
0*w 0*w 0*w 0w 0w 0w
D 2 = N, + Ny— + 2Npy———. 11.25
<8:1:4 e T 8y4> P Nagm T Nge T ey 5 (11.25)
11.1.1 Laatan reunaehdot
Vapaasti tuettu reuna
Vapaasti tuetuilla reunoilla =0 ja x = a
w(0,y) = Mz (0,y) = w(a,y) = My(a,y) =0, (11.26)
missi o2 o2
w w
Koska reunat x = 0 ja x = a eivit taivu, saadaan momentin M, reunaehdoista
2 2

ox2 Ox2
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Vapaasti tuetuilla reunoilla y =0 jay = b

w(z,0) = My(x,0) = w(z,b) = My(x,b) =0,

missé

d*w d*w
My =D (G +5).

Koska reunat y = 0 ja y = b eivit taivu, saadaan momentin M, reunaehdoista

O*w(x,0)  0*w(x,b)

=0.
0y? oy?
Jaykisti kiinnitetty reuna
Jaykasti kiinnitetyilld reunocilla z =0 jaz = a
_ O0w(0,y) _ _ Ow(a,y)

w(0,y) = —5 = =w(a,y) = —5—

ja vastaavasti reunoilla y =0 jay = b
0 0 0 b
w(a,0) = 2400 () = 2420

Vapaa reuna

(11.29)

(11.30)

(11.31)

(11.32)

(11.33)

Vapaalla reunalla taivutusmomentti ja korvikeleikkausvoima ovat nollia tai tasapainossa

annetun reunakuorman kanssa. Reunoilla z =0 ja x = a

Mx(oay) = Vx(oyy) = Mx(ayy) - Vx(a7y) =0,

missé
V. = OM, ~ OMy,
oz oy
BPw Pw

Reunoilla y =0jay =10

My(z,0) = Vy(x,0) = My(x,b) = V,(z,b) =0,

missa

_ OM, n OMyy
Oy ox

Pw Pw
_ p(&Y -l
<8y3 * ”)8x2ay>

Vy

(11.34)

(11.35)

(11.36)

(11.37)
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Esimerkki 11.1 Vapaasti tuetun laatan y-akselin suuntaisilla reunoilla on tasaisesti
jakautunut reunakuorma N, < 0 (puristava kuorma). Madaritetian laatan kriittinen
kuorma (lommahduskuorma).

Laatan sivumitat ovat a ja b, ja a > b. Esimerkin tapauksessa N, = N, = 0, ja laatan
differentiaaliyhtélo yksinkertaistuu muotoon

9*w O*tw o*w N, 0*w
— 42— = ——. 11.38
Ox?t + Ox20y>? + Oy* D 022 ( )
Kaikilta reunoilta vapaasti tuetun laatan tapauksessa kaksoissinisarja
S . ommr | nmy
_ m ST ——— §in —= 11.39
w(x,y) mz::“;a in SI0—— sin — ( )
toteuttaa reunaehdot
U)(O,y) = 'lU((L, y) = Mm(ovy) = Mm(avy) =0, (1140)
w(x,0) = w(z,b) = My(z,0) = My(z,b) =0 (11.41)

ja kenttdyhtdlon. Sijoittamalla taipuman yrite tasapainoyhtdloon tulee

S 4 2,2 4 9
a(m m*n® n N, ,m?] . mrx . nmy
;;am" [ﬂ (?+2?b_2+b_4)+_” —] sin —— sin —= = 0. (11.42)

D a?

Jotta yhtélo toteutuisi, tdytyy hakasulkulausekkeen hévité, ja ratkaisuksi tulee

,a? (m? n? 2
Merkitéddn, ettd ® = — on sivusuhde. Pienin kriittisen kuorman arvo saavutetaan, kun

n = 1 (yksi sinin puoliaalto lommahdusmuodossa y:n suunnassa). Tilloin ylli oleva
ratkaisu kriittiselle kuormalle voidaan kirjoittaa muodossa

Nojo| = Dr2 L (T 2 : (11.44)
x,kr| — TS| = - . :
ok 2\® m
Lommahduskuorman minimi saadaan ehdosta
8|Nx kr|
Ll P = 11.4
99 0 = m, ( 5)
ja lommahduskuorman minimiarvo on
2D
|Na:,kr,min| =4 b2 s ((I) = m) (1146)

Kuvassa 11.6 on esitetty lommahduskuorman arvo vapaasti tuetulle z:n suunnassa pu-
ristetulle laatalle sivusuhteen funktiona. Absoluuttinen minimiarvo saavutetaan tie-
tyilla sivusuhteilla. Eri m:n arvoihin liittyvien kiyrien leikkauspisteet ratkaistaan eh-
dosta <I> 1 &

m m

T w8 tmil (11-47)
josta seuraa

®? = m(m+1) (11.48)
ja
® = /m(m + 1). (11.49)

Kun m =1, niin ® = /2.
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|
&
YYYYYY
IYYYYYY!
|
&

b =a/b

Kuva 11.6 Laatan lommahduskuorma.

Esimerkki 11.2 Tutkitaan vapaasti tuettua laattaa, jota kuormittavat tasanjokautu-
neet reunakuormat Ny ja N,.

Laatan differentiaaliyhtdld on téssé tapauksessa
d*w P O*w n O*w N 0w Ny 9w
ozt 0x20y?  Oy* D 0x2 D 0y?’
ja reunaehdot ovat samat kuin edellisessa esimerkissé. Kaksoissinisarja toteuttaa reu-
naehdot ja tasapainoyhtilon. Sijoittamalla yrite (11.39) tasapainoehtoon saadaan tallé

kerralla yht&lo
S R o ] O I C o B

Merkitdén, ettd kuormien suhde on

(11.50)

N,
r= FJ (11.52)
Ratkaisemalla yhtalo (11.51) N,:n suhteen tulee
) o]
— ] +n
<I>) 2D
N, = — i (11.53)

m2 b27
- 2
(@) rn

.. a .
missd ¢ = 7 on sivusuhde.

11.1.2 Tasaisesti puristetun laatan tasapainoyhtilon ratkaisuja erilaisille

reunaehdoille

Tarkastellaan suorakaidelaattaa, jota kuormittaa tasanjakautunut reunakuorma N, < 0.

Jos laatan kaksi vastakkaista y-akselin suuntaista reunaa ovat vapaasti tuetut, niin voi-

daan kiyttdd Lévyn ratkaisutapaa. Otaksutaan taipumalle y-akselin suuntaisten vapaasti

tuettujen reunojen reunaehdot toteuttava funktio

mmnx

w(z,y) = f(y)sin .

(11.54)
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Sijoittamalla taipuman lauseke laatan tasapainoehtoon

*w *w *w N 0w

2 = —— 11.55
ox?t * Ox20y? * oy* D 022 ( )
tulee tavallinen differentiaaliyhtdlo
d*f mm\2 d’f mm\4 Ny rmm\?2
)9 (—) @) (—) e (—) —0. 11.56
dy* a dy? - [ <) T\ / ( )
Sijoittamalla yrite €™ saadaan karakteristinen yhtalo
2 4 N 2
Y LA [(m) 4 Do (mmy } _o, (11.57)
a a D \ a
jolla on nelja juurta
1
mn [ mm —N, :
=+|— | —= . 11.58
71,2,3,4 a ( a0 D >] ( )

N 2
Tapauksessa —ﬁ > (@) L juuret ovat kompleksikonjugaatteja. Merkitisin

_ 1
mm\2 mr [—N|°
_ 11.59
p ( a ) + a D ] ’ ( )
3 :
mm\2 mnw |—N,
_ | 7 . 11.
¢ ( a ) VD ] (11.60)

Juuret ovat ry = p, ro = —p, r3 = iq ja r4 = —iq, missi i = v/—1. Ratkaisu w = > A;e"¥
voidaan kirjoittaa muodossa

f(y) = C1sinh py + Cy cosh py + Cssin qy + Cy cos qy. (11.61)

Esimerkki 11.3 Mddritetidn tasaisen reunavoiman N, < 0 kuormittaman laatan
lommahduskuorma, kun reunat y = 0 ja y = b ovat jaykdsti kitnnitetyt.

Reunaehdot ovat nyt

w(x,0) = 9y =w(x,b) = 9y =0, (11.62)

joten

df (0) df (b)
=L =L . 11.
r0) = L2~ ) = L2~ 0 (11.63)
Kahdesta ensimmaéisestéd ehdosta seuraa

Co+Cy =0, pC1 4 qC5 =0, (11.64)

joten
fly)=0Ch (sinhpy — g sin qy) + Cs(coshpy — cos qy). (11.65)

!Yhtésuuruus toteutuu vapaareunaisen laatan tapauksessa.
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Kahden jilkimmaéisen reunaehdon perusteella saadaan

» D hob — cos
sinh pb — qslnqb cosh pb — cos gb { c ] _ { 0 }

11.66
coshpb — cosgb  sinhpb + ]% sin gb Co 0 ( )
Determinantin nollaechdosta seuraa yhtalo
2pq(1 — cosh pb cos gb) + (p? — ¢*) sinh pbsin gb = 0, (11.67)
josta voidaan méarittid lommahduskuorma
2D

b2 a
Kerroin K = |NIJ€T|2_D esitetdan sivusuhteen ® = 5 funktiona samalla tavalla kuin
T

kuvassa 11.6 vapaasti tuetulle laatalle.

Esimerkki 11.4 Madritetidn reunalta y = 0 vapaasti tuetun ja reunalta y = b va-
paan laatan lommahduskuorma Ny j.

Laatan reunaehdot ovat
0%w(x,0)

0%w(x,b) 0%w(x,b) OPw(x,b) DPw(x,b)
=0 2—v)—————= =0. 11.70
o T ’ oy? 2-v) 9120y (11.70)
Ratkaisu on jélleen muotoa
w(z,y) = f(y)sin m;m, (11.71)
missa
f(y) = Cy sinh py + Cy cosh py + Cs sin qy + C4 cos gy, (11.72)
ja
mm\2 mnm [—N, 2
po= l(?) VD ] / (H7)
mm\2 mnm |[—N, ?
¢ = l— (o) VD 1 : (11.74)

Kahden ensimmaiisen reunaehdon perusteella tulee Cy = Cy = 0, ja kahden jélkim-
maiisen reunehdon perusteella saadaan kertoimien Cy ja Cs suhteen lineaarinen homo-
geeninen yhtéloryhmé

[pQ —v (%)2] sinh pb - {qQ +v (%)2] sin gb 1
[p3—p(2—u) (?)Q] coshpb — [q3+q(2—1/) (?)Q] cosah [ ¢ ] - [ 0 } .
(11.75)

Asettamalla kerroinmatriisin determinantti nollaksi tulee epélineaarinen yht&lo, josta
voidaan maarittdd kriittinen kuorma

72D
|Nm,kr| = Kb—2 (11.76)
Kerroin K riippuu sivusuhteesta ® = %. Pitkille laatalle Poissonin luvun arvolla

v =025 K ~ 0456+ dL.
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Esimerkki 11.5 Mddritetaan tasaisen leikkausvoiman kuvormittaman laatan lommah-
duskuorma.

Leikkauskuorman N,, = vakio tapauksessa lommahduksen differentiaaliyhtdlo on

O, Ot Ny 0%
Ox? 0x20y? oyt T D 0zdy’

(11.77)

Edelld tapaukselle N, =vakio johdettu ratkaisu ei nyt piade. Adrettémin pitkin laatan
tapauksessa ratkaisu on muotoa 2

ATz
7

w(z,y) = f(ye b . (11.78)

Sijoittamalla yrite laatan tasapainoehtoon saadaan tavallinen differentiaaliyhtdlo

dif M\ 2f Ny, . (Ar\ df A\ !
I (b) et Dz(b)dzﬁ(b)f . (179
jonka ratkaisu on muotoa
ATy
fy)=¢ b, (11.80)

missd p on reaalinen parametri. Sijoittamalla ratkaisu differentiaaliyhtiloon tulee pa-
rametrin g suhteen neljinnen asteen yht&lo

Nry b2

- M+ A =0, (11.81)

,LL4+2A2,LL2—2

N, b?
jonka juuret u;, ¢ = 1,...,4 riippuvat parametrista A\ ja tekijista % . Differenti-
aaliyhtalon ratkaisu on

my 2Ty HsTy Hamy
fly)=Cie b +Che b +Cse b +Che b . (11.82)

Reunojen y = 0 ja y = b reunaehtojen perusteella saadaan vakioiden C; suhteen
nelji lineaarista homogeenista yhtdlod. Asettamalla yhtdloryhmin kerroinmatriisin
determinantti nollaksi pdadytddn epéilineaariseen yhtdloon, josta voidaan ratkaista
lommahduskuorma

2D

b2 -
Vapaasti tuetulle laatalle K ~ 5.35, ja jiykisti kiinnitetylle laatalle K = 8.98.

11.2 Lommahdustehtavan ratkaisu differenssimenetelmalla

Samalla tavalla kuin aiemmin sauvan tasapainoyhtéléssi approksimoidaan laatan differen-
tiaaliyhtalon taipuman derivaattoja differenssiosaméérien avulla. Méaritellddn tarkoitusta
varten hilaverkko, jonka solmuvilin otaksutaan olevan sama, Ax = Ay = h, xmn ja y:n
suunnissa. Verkon solmupisteiden numerointi sovitaan kuvan 11.7 mukaiseksi.

*Ratkaisu on jaksollinen z:n suunnassa.
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12
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Kuva 11.7  Differenssimenetelmén hilaverkon numerointi (z, y)-tasossa.

Ensimméisten derivaattojen keskeisdifferenssikaavat ovat (hilapisteessé 0)

0
2h (8_:> X wp — ws,

0
2h (a—z> Wy — wy.

Toisten derivaattojen keskeisdifferenssiapproksimaatiot ovat

0w
h? (W) ~ wi — 2wy + ws,

82
h? <—w> X wo — 2wWo + wy.

Yhdistamallad toisten derivaattojen kaavat saadaan Laplacen operaattorille yhtalo

V3w ~ —4dwy + wy + we + w3 + wy.
Laatan diffrentiaaliyhtilon termin V4w approksimaatio hilan pisteessi 0 on
RAVAw & 20w + (—8)(wy + wy + w3 4 wy)
+ 2(ws + ws + wg + wr)
+ wg + wip + w11 + Wi2.

Taivutusmomenttien ja korvileikkausvoimien approksimaatiot ovat vastaavasti

h2

5(—MI) ~ (—2 — 21/)11)0 + wy + vwg + w3 + vwy,

h2

B(_My) ~ (=2 - 2v)wy + rvws + we + vws + wy,

2h3

3(—‘/1) ~ (2v—06)(w; —ws) + (2 —v)(ws — wg — wy + wg)
+wg — w1y,

2h3

F(_Vy) ~ (2v—06)(wy —wy) + (2 — v)(ws + wg — w7 — wg)

+wi9 — Wi2-

(11.84)

(11.85)

(11.86)

(11.87)

(11.88)

(11.89)

(11.90)

(11.91)

(11.92)

(11.93)



188 LUKU 11. Laatan lommahdus

1 -1
o——o0
a/2 > i
il i —1 1|1 ‘1
> -
™ i -1 1 -1
Cl/2 il |f a 1
o y 3 — o = ﬁ
L . 3
f———| ] 1 1
a/2 a/2 O—595

Kuva 11.8 Neliolaatan differenssihila.

a a
Esimerkki 11.6 Lasketaan reunoilta x = :|:§ vapaasti tuetun ja reunoilta y = :|:§
jaykasti kimnitztyn neliolaatan lommahduskuorma differenssimenetelmdlld ottamalla
hilaviliksi h = 3

Otetaan reunaehdot ja mahdolliset symmetriachdot huomioon jo hilaverkon nume-
roinnissa. Laatan reunaehdot ovat

w (igy) — M, (igy) —0, (11.94)
a ow (x, :I:%)
,i—) -\ 2) 11.95
v (a: 2 dy ( )
Merkitdan )
a Na
h=— K=—— 11.96
n’ D’ ( )
missd n on nyt 3 ja N = —N,. Valitun hilaverkon tapauksessa jéa vain yksi tuntematon
solmutaipuma w; . Pisteessd 1 saadaan laattayhtdlon
N, 0*w
4 x
_rZ 11.97
Vi D 9z2 ’ ( )
eli 52
N 0°w
4
N -0 11.98
Viws D 022 ( )

approksimaatioksi diffrerenssimenetelmélla

(—w1 +w; +04+0)+2(04+0+0—w;) —80+0+w; —wp)
+ 20w + %(O — 2wy —wy1) =0, (11.99)
eli
<18 — %) wy = 0. (11.100)
Talla homogeenisella yhtalolld on ei-triviaali ratkaisu, kun

K =54 =~ 5.4717°, (11.101)

joten laatan lommahduskuorman approksimaatio valitulla hilaverkolla laskettuna on

2D
Niy ~ 547152, (11.102)
a
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N
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o = h=2
AAAAAAAAALD 4
—
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Kuva 11.9 Vapaasti tuettu laatta, N, = N, = —N.

Esimerkki 11.7 Madritetdadn x:n ja y:n suunnassa puristetun vapaasti tuetun nelio-
laatan lommahduskuorma.

Vapaasti tuettua nelitlaattaa kuormittavat tasanjakautuneet reunakuormat N, =
Ny, = —N. Laatan differentiaaliyhtl6 on téssé tapauksessa

N
Viw + BV% =0. (11.103)

Laatan reunaehdot ovat

a
w (j:gy) - W -0, (11.104)
a
w (xi%) - 8%((9%5) —0, (11.105)

joten laatan jokaisella reunalla V2w = 0. Otetaan kiytt66n momenttisumma

= Mot My

=_—DV? 11.1
T Vaw, (11.106)

ja kirjoitetaan laatan differentiaaliyhtdlé muotoon

VM N
- _DQM =0, (11.107)
eli
N
V2M + M = 0, (11.108)
M
V2w + 5 =0 (11.109)

Ensimmaisen yhtélon differenssiapproksimaatio paikallisen hilaverkon pisteessd 0 ku-
vassa 11.7 on

N
—4M0+M1+M2+M3+M4+5h2M0 =0. (11.110)
Merkitaan % N2
_ Vg2 gy _¢ _ e
A=ph?—d=— -4 n=o K=—0 (11.111)
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Symmetrian takia kisitellddn laatan kahdeksasosaa. Kuvan 11.9 hilaverkon reunapis-
teissd 4, 5 ja 6, M = 0, (V2w = 0). Hilaverkon pisteissi 1, 2 ja 3 saadaan yht&lot

A 40 M, 0
1 A 2 My, |=|0]. (11.112)
0 2 A M; 0

Asettamalla kerroinmatriisin determinantti nollaksi tulee kolmannen asteen yht&lo,
jonka pienin juuri on \; ~ —2.8284, sitd vastaava kerroin K = 18.75, ja kriittinen
kuorma on

Ni, = 18.75%, (11.113)

jossa on virhettd 5.1%.

11.3 Energiamenetelmé

Suorakaidelaatallekin analyyttinen ratkaisu 16ydetdén vain muutamassa perustapauksessa.
Energiakriteerin avulla sensijaan voidaan méarittdd lommahduskuorman likiarvoja erilai-
sille reunaehdoille ja kuormituksille interpoloimalla laatan taipumaa sopivalla funktiolla.
Jos taipumafunktio sattuu toteuttamaan laatan diffrerentiaaliyhtélon ja reunaehdot, niin
lommahduskuormalle saadaan luonnollisesti tarkka tulos.

Etidisyydelld z laatan keskipinnalta laatan muodonmuutokset ovat

€x = Ep+ 2Ky, (11.114)

€y = Ey+ 2Ry, (11.115)

€y = Eagyt Zhay, (11.116)

missé laatan keskipinnan muodonmuutokset ovat

ou 1 [ow)?

= —+4+=-| = 11.117

co Ox i 2 <81‘> ’ ( )
ov 1 [ow\?

_ Qv L (owy 11.118

v dy " 2 <0y> ( )

1 /0u Ov 1 0w ow
= - | =4+ = - 11.119
Cay 2 <8y+ax>+2&r oy ( )

Laatan muodonmuutosenergia on

1
U= /(axex + oyey + Opy€ny + Oyz€ry) AV

2

v (11.120)
/(agceg; + oyey + 20, €zy) AV,
\%

DO | =

MiSSA gy = Oyp = Tay, €2y = €y ja V on laatan tilavuus.
Ottamalla huomioon konstitutiiviset yhtalot

E
Oy = m(ex—kuey), (11.121)

E
oy = m(ey—kuegﬁ), (11.122)

0wy = 2Gey, (11.123)
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Missé 0,y = T4y, muodonmuutosenergian lauseke voidaan kirjoittaa muotoon

1 E
U=3 / [1 2 (€3 + ¢ + 2vepey) +4Ges, | dV. (11.124)
1%

Koska homogeenisen laatan tapauksessa
/ zEdz =0, (11.125)

saadaan muodonmuutosenergian lauseke jaettua kahteen osaan

U =Un+ Uy, (11.126)

1 Eh

Un = 512 / [Ei + 65 + 2ve ey + 2(1 - l/)siy] dA, (11.127)
A
1 End . )
A
missé s

o =P 11.12
12(1 —v2) (11.129)

on laatan taivutusjaykkyys.
Laatan keskipintaa vastaan kohtisuoran, jakautuneen kuorman potentiaali on

V= —/p(x,y)w(x,y) dA. (11.130)
A
Potentiaalienergia on
nI=v+V (11.131)
Muodonmuutosenergian toinen variaatio on
1 1
552U =3 /((5033(5635 + doydey + 20006,y + 0026, + ay(526y + 2a$y52e$y) dv, (11.132)
v

missé (linearisoidut) muodonmuutosten ensimmaéiset variaatiot ovat

odu 0%6w
odv 0%5w
5€y = 8—y - Z8—y27 (11134)
1 /0du  Odv 0%5w
Seay 5 <—ay + > = 2500y (11.135)

toiset variaatiot ovat

Asw\ 96w\ 2 Adw O5w
§e, = (W) , (526y = <8—y> ) 5269:y = r oy (11.136)
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kimmoisen isotrooppisen aineen jannitysten ja muodonmuutosten viliset yhtdlot tasojan-
nitystilassa ovat

E
do, = T3 (0ey + vdey), (11.137)
E
do, = m(éey + viey), (11.138)
004y = 2Goeyy (11.139)

ja laatan suoran tasapainotilan (perustilan) kalvojannitykset ovat

N
h

Oy = , Oy =

N, N,
—EE, Oy = —2. (11.140)

Potentiaalin V' toinen variaatio on nyt nolla.

Merkitdén seuraavassa yksinkertaisuuden vuoksi du = u, dv = v ja dw = w, ja toisen
variaation kaava saadaan kirjoitettua edelleen muotoon

1521‘[_1 Eh / % 2_|_ @ 2+2 %@_’_1_” @4_% ’
2 21 -2 ox Ay Vaacay 2 dy Ox
A

1 92w 2 92w\ 2 9w O%w 92w \ 2
50 ) [(a—> +<W> T T Y (amw)
A

1 ow\ 2 ow\ 2 ow Ow
s/ [Nf (5) ™ (5) +2g g
A

dA

dA

dA.

(11.141)

Potentiaalienergian toisen variaation ensimméinen termi, joka riippuu siirtymistd u ja v,

on aina positiinen, kun Poissonin luku on vililld (—1 < v < 0.5), ja se voidaan jattdd pois

3

tarkasteluista. Laatan lommahtaessa ° v = v = 0.

/1 _
Trefftz “in ehdosta & (5(5211) = 0 seuraa, kun jilleen merkitiin § — ¢,

2 2 2 2 2 2 2 2
D/[<6w+ 8w>85w+<8w+ 6w>85w+2(1_y)6w85w}d14

Ox? V@yQ Ox? Oy? oy Oy? Oxdy 0x0y
ow ow\ ddw ow ow\ ddw
Ny— 4+ Npy— | —— Ny— + Npy— | — | dA=0. (11.142
o [ (v gy ) i (g + M) i a0

3Nyt on merkitty u = du, v = dv.
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Trefftz “in ehto voidaan osittaisintegroimalla muuntaa muotoon

/ D 0*w 49 0*w n *ow
oxt 0x20y? oyt
A
0 ow 0 ow 0 ow 0 ow
o <Nfa—x> oy (Nwa—J Rz (nya—ﬂ “a (% aﬂ}éwdf‘

odw 0%w) Odw I
8:1:2 8y Ox g Oy

) (11.143)
¢ ow ow PBw O3w
+/ {<Na— Ny ) - [D% te )W}}awdy
0
ow ow 3w Pw
+0/ (5o 055 = [P+ @1 fawar
bja o2
0“w
+2D(1 —-v) O@xay(sw = 0.

Koska dw on mielivaltainen virtuaalinen siirtymé, tédytyy Trefftz ’in ehdon kaarisulku-
lausekkeiden havitd. Asettamalla ensimméisen integraalilausekkeen kaarisuluissa oleva lause-
ke nollaksi saadaan differentiaaliyhtilo

0*w 49 0*w n 0*w
Ox* ox20y? Oyt

1[0 ow 0 ow 0 ow 0 ow
= (V) (N 22 )+ S (N 22 ) + = (N, 22 )] (an14a
D[f%( 3w>+8y< y3x>+3x< yf)y)+f9y< yayﬂ ( )

Koska kalvovoimat toteuttavat suorassa perustilassa homogeeniset tasapainoyht&lot

ON, ON,

5t o, = (11.145)
ON,, ON,

5 g = (11.146)

saadaan laatan differentiaaliyht&lé muotoon

0*w 0*w 0*w 1 0*w 0*w 0*w
2 =— | Ny=—5 +2Npyy——— + Ny— 11.147
Oxt * 0x20y? + oy* D ( T Ox2 + 2Ny Oxdy NV 8y2> ( )
joka on laatan tasapainoehto.
Sijoitustermeistd seuraavat laatan reunaehdot. Reunoilla x = 0 ja ¢ = a saadaan
reunaehdot
0w 0w Odw
— — =0 v — =0, (11.148
Ox? +V8y2 ' Ox ) )
Pw Pw ow ow
D|i—+4+2—-v)z—=| —Nyg—=— — Npyy— =0 Vo dw=0. (11.149
Ox3 +2-v) Oxdy? T ox oy ’ v ( )

YOperaattori V luetaan tai.
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Reunoilla y = 0 ja y = b saadaan reunaehdot

0%w 0%w ddw
- - = — = 11.1
Pw Pw ow ow

Suorakaidelaatan nurkkapisteissd taytyy toteutua ehdot

2
v _ o v sw=o. (11.152)

Esimerkki 11.8 Madritetidn vapaasti tuetun laatan lommahduskuorma energiakri-

teerin avulla, kun N, on vakio, Ny, =0 ja N, = 0.

Potentiaalienergian toisen variaation kaava

1o 1 02w\’ 2w\’ 0*w 0%w 0*w
T (2 (22 o, 2200
2 “\ Oz Y\ oy " ox oy
A
(11.153)

voidaan kirjoittaa muotoon
?w 0w 2w Pw [ 0w\
— 2 —_— — J— J— _ —_
5 = D/{(w2 2) 2(1 —v) [axQ 357 (8x8y>

ow
A
(11.154)

Vapaasti tuetulla laatalla, jonka reuna koostuu suorista osista, toisen variaation kaavan

termi
0%w 0*w 2w \>
=75 | == dA =0 11.155
/ [&T? y? (&T@y) ’ ( )
A
ja talldin
152H—/ 1p 82—w+82—w 2+1N w : dA (11.156)
2 N 2 0x? Oy 2" "\ oz ' '
A
Vapaasti tuetun laatan reunaehdot toteuttaa sarjakehitelma
Z Z e S0 in ”—gy (11.157)
m=1n=1

Sijoittamalla taipuman esitys potentiaalienergian toisen variaation kaavaan ja suorit-
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tamalla tarvittavat integroinnit tulee

o [30{ 8 Soer [(5)7+ (5) 22 s

m=1n=1
2
{3 S () e 5
a
m=1n=1 (11158)
972
= gow 325 | () + ()
LN (IR
NS
8 a m=1n=1 "
Integraalien laskemiseen on kiytetty kaavoja
. o MTX a
—dr = - 11.1
/sm —de =73, (11.159)
0
. o 1
sin“x = 5(1 — cos 2z). (11.160)

Ehdosta ¢ (%5211) =0 eli yhtéloist 88

amn

N, = —Dr? (%)2 {(%)2 + (%)T (11.161)

Merkitéén, etté laatan sivusuhde on ® = —. Pienin ominaisarvo eli lommahduskuorma

b

1
(5521'[) = 0 seuraa ratkaisu

Nypr = —Dr22 (M4 2 2 (11.162)
U =1 '

saavutetaan, kun n = 1. Kyseeseen tuleva m:n arvo riippuu sivusuhteesta.

Esimerkki 11.9 Madritetddn y:n suuntaisilta reunoilta vapaasti tuetun ja x:n suun-
taisilta siuilta jaykdsti kimnitetyn laatan lommahduskuorma kuormitustapauksessa
N on vakio, Ny, =0 ja Ny, = 0.

Otaksutaan taipumalle lauseke

Z n sin 2L sin? mbTy (11.163)

joka toteuttaa reunaehdot

0 0 0 b
w(x,0) = w(z,b) = w(z, 0) = w(z,b) =0. (11.164)
dy dy
Sijoittamalla taipuman esitys potentiaalienergian toisen variaation kaavaan saadaan
integrointien jilkeen

1 1 = 3m*  nta  m?Zn?
281 = =D 442 —_— 11.1
2 > nzzlﬂ “|T6a T T (11.165)

b3 2ab
1 > 3m2b
_Nw 2 2
3 ;” " T6a
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Kuva 11.10 Reunoilta y = 0, y = b jaykésti tuetun ja tasaisen kuorman —N, kuor-

mittaman laatan lommahdus.

Kun m = n = 1, saadaan ratkaisu

1 (1 16 8
Ny = —Dr?—= | —= + —®% + — 11.166
A [@2+3 +3}, (11.166)
missd & = % on sivusuhde. Kertoimen
1 16 8
K=—+4—®%+- 11.167
P2 + 3 + 3 ( )

pienin arvo on K, = 7.3, joka on noin 5% suurempi kuin tarkka tulos. Ratkaisu on
esitetty kuvassa 11.10.

Esimerkki 11.10 Laatan y:n suuntaisilla reunoilla on lineaarisesti jakautunut kuor-

mitus N, = — N (1 — gy) Madritetaan lommahduskuorma.

Laatan taipumaksi otaksutaan

. MTT . nmy
=5 n Sin ——. 11.168
w(z,y) = sin . g p S0 — ( )

n=1

Potentiaalienergian toisen variaation kaavan
1 1 Pw 0w\ 1 ow\?
=8l = [ |=D| == + =— -N, (£E
2 /[2 <8x2+8y2) 3 <8$>
A

kahden ensimmadisen ensimmadisen termin summa on taipuman lausekkeen sijoittami-
sen ja integrointien jélkeen

/ED aQ_w 2_|_ 82_11} ’
2 ox? Oy?
A

dA (11.169)

4 o 2\ 2
.7 Z 5o (1 n
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a
e ——
N() xT
—
c=0
b
No Yy
c=1
No
\t c—9 7/
Kuva 11.11 Lineaarisesti jakautunut reunakuorma N,
Lineaarisesti jakautuneen reunakuorman N, = — Ny (1 - gy) tapauksessa
[ (5) =g | fo- (a—”) i
ox
Ny b o= 5 Nomlc |b? 9 anaqnq
— Z B Pl , (11171
8 anzla" 4 ab 4;::1&" nz:lqz:l ( )

missé ¢ on sellainen kokonaisluku, ettd n=4q on pariton, n # ¢. Integraalien laskemiseen
on kiiytetty kaavoja

b
L b?
0
b
/ysmz%sm@dy—o p # q, (11.173)

0
ja p £ q on parillinen,
b

/ pIY q71'y dy 4b* pq

—= sin —~= — 553 11.174
Y sin b sin 2 @2 — )2’ p#4q ( )

0
ja p £ q on pariton.
Trefftz “in ehdosta seuraa kertoimien a,, suhteen lineaarinen ja homogeeninen yhtéa-

16ryhmé. Ottamalla huomioon taipuman sarjakehitelmésti kaksi ensimmaéistd termié
saadaan

(1+8%)2 — Ka2(1— ¢ — 2P K 3 e I e NCERTE)
82K (1+49%)2 - K&*(1— %) | | as o]
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A K VK
30 F 39.6 kunc— 2
/ 25 239 \ ¢=2
20
15
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781 o=t
5 io_M: 0
0 ! | | | ;I)

Kuva 11.12 Lineaarisesti jakautuneen voiman N, kuormittaman laatan lommahdus.

misséi on merkitty
N0b2 a
= — b =-. 11.176
=D 5 ( )

Ratkaisu on esitetty kuvassa 11.12.

Esimerkki 11.11 Mddritetdin vapaasti tuetun laatan lommahduskuorma leikkaus-
kuormituksessa Ny, on vakio.

Potentiaalienergian toisen variaation kaava on leikkauskuormituksen tapauksessa va-
paasti tuetulle laatalle

1 1 ?w  Pw\’ Ow Ow
M= [ |zD| =5 + =5 Nyy——| dA. 11.177
2 /l2 (8x2+8y2> + Y'ox Oy ( )

A
Vapaasti tuetun laatan tapauksessa otaksutaan taipuma
oo 0o . nﬂ'y

= mn — 11.178
w(x,y) zz: EZ: sin % sin 2 ( )

joka toteuttaa reunaehdot. Sijoittamalla taipuman sarjakehitelmé potentiaalienergian
toisen variaation kaavaan, ja ottamalla huomioon, etté

/sin 7T cos 222 gy = 0, (11.179)
a a
0

jos m + p on parillinen, ja

a

2
/sin T s P22 g = —CLL, (11.180)
a a ™ m2 —p?

0
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jos m + p on pariton, saadaan

TnZ: ;gz mnapq (mg _p2)(q2 —TZQ). (11181)

_/1 0 1
Trefftz “in ehdosta & <§52H) = 0 eli yhtiloisti, 5 <§52H> = 0 seuraa yht#léryh-
mé mn
2‘51) K
G (m? + 120?24 3 ZZapq T o, (11.182)
== p?)(¢* —n?)

joka voidaan jakaa kahdeksi yhtialoryhméksi. Toisessa ovat kertoimina a ., joille m+n
on pariton ja joita vastaa antisymmetrinen lommahdusmuoto. Toisessa ryhméssi m +
n on parillinen ja lommahdusmuoto on symmetrinen. Symmetrinen ryhmé sisaltda
yhdistelmét (m = 1,n =1), (m = 1,n = 3), (m = 2,n = 2), ... . Antisymmetrinen
ryhmé siséltdd yhdistelmét (m =1,n=2), (m=2,n=1),(m=2,n=3), ....

Merkitsem#lld .
D
— — 11.183
32902 N, ( )
voidaan yhtdloryhmé kirjoittaa muotoon
(m? —|— n2<I>2 mnpq
Ay~ + Z Z G =0. (11.184)

et p?)(¢? — n?)

Ottamalla mukaan vain taipuman sarjan kaksi termié, joita vastaavat kertoimet ovat
a11 ja ags, saadaan yhtaloryhmé

232
A 5 an | _ |0 (11.185)
—% 16)\—(1;1;2)2 a22 0] '

Asettamalla ryhmén kerroinmatriisin determinantti nollaksi tulee toisen asteen yht&lo
parametrin A suhteen. Yhtilon ratkaisu on
(1)2

1

ja kriittinen leikkauskuorma on

94D (1 + ®2)?

N’I‘ r = T
oYk 32002 O2

(11.187)

Kahden termin ratkaisun virhe on noin 15%. Tarkkaa ratkaisua (katkoviiva) approk-
simoi hyvin
4
K =535+ 32 (11.188)
missd ¢ > 1, kuva 11.13.
Kaikilta sivuilta jaykésti kiinnitetylle laatalle on johdettu likikaava

5.6

K =898+ 25,

(11.189)

kun & > 1.
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Kuva 11.14 Leikkausvoiman N, kuormittaman laattakaistan lommahdus.

Esimerkki 11.12 Maddritetddn leikkausvoiman kuormittaman vapaasti tuetun laatta-
kaistan lommahduskuorma.

Otaksutaan taipumafunktio

x+c
w(x,y) = Csinusin %y, (11.190)
a
missé b on kaistan leveys. Lommahdusmuodon solmuviivat (w = 0) ovat suorat x+cy =
na, n = 0,1,2,..., eivitkd ne leikkaa sivuja y = 0, y = b suorassa kulmassa. Lom-
mahdusmuodon aallonpituus on a. Sijoittamalla taipuman lauseke potentiaalienergian
toisen variaation kaavaan tulee

1 1 (0w 0w\’ Ow Ow
—6%1 = -D|—+ == Nyy——1| dA
2 / [2 (8x2 * 8y2) + Nay O Ox
A , (11.191)
mC?% a (14 2)p? b2 cb
=D =< |1+ — 4—— Nyymw?C?—.
8 b { * a? } * a?  Naym™© da
Kriittisen kuorman arvoksi saadaan
172D [ a? 2 (1+4¢*)%?
Nyypor = — 2 | 2L T Sl AL 11.192
vk =g T2 LbQ et c * ca? } (11.192)
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2
Lommahduskuorma saa minimiarvon, kun b— = ;, ja
a?  1+4c¢?
w2 1
Nyy = 2Db—2 <2c+ E) . (11.193)

2
Minimoimalla vield parametrin ¢ suhteen tulee ¢ = 0 ja

2D 2D
Noyomin = 4\/§b—2 ~ 5665 (11.194)
2w
Edella esitetty ratkaisu ei toteuta mekaanisia reunaehtoja 9z = Osivuillay =0, y =
b, koska lommahdusmuodon solmuviivat eivét leikkaa pitkié sivuja kohtisuoraan. Otak-

sumalla lommahdusmuoto

Ol G, T (11.195)

w(z,y) = C'sin )

solmuviivat ovat kiyrit + f(y) = na,n =0, 1,2,.. ., ja ne leikkaavat sivut y = 0, y =
b suorassa kulmassa, kun

fy)y == (cos@ - ) . (11.196)
b b
- . 2D
Télla lommahdusmuodolla lommahduskuorman arvoksi tulee Ny ., = 5.41b—2.

11.4 Jaykistetyn laatan lommahdus

Jos laatassa on yksi keskeinen pituussuuntainen jaykiste (tai kaksi jaykistettd), niin voidaan
muodostaa tasapainoehto, jossa jaykisteen ja laatan yhteensopivuus ja vuorovaikutus on
otettu huomioon. Kolmen tai useamman jaykisteen tapauksessa analyyttinen lommahdus-
tehtdvéin ratkaisu tulee hyvin hankalaksi. Usean jaykisteen tapauksessa jéykisteet voidaan
sulattaa laatan jaykkyysominaisuuksiin ja ratkaista ortotrooppisen laatan lommahdusteh-
tava.

11.4.1 Yksi keskeinen jiykiste

Yhden keskeisen jaykisteen tapauksessa analyyttinen ratkaisu helpottuu jattamaélla jaykis-
teen viantojaykkyys huomioonottamatta. Laatan ja jéykisteen yhteensopivuusehdot ovat:

e Laatan ja jaykisteen taipumat ovat yhtédsuuret.
e Kiertymad jdykisteen kohdalla on nolla (symmetrinen lommahdusmuoto).

Laatan taipumafunktion otaksutaan olevan muotoa

mmx

w(z,y) = f(y)sin— (11.197)

N 2
Tapauksessa —— > (m)
D a

f(y) = Cysinh py + Cy cosh py + Cssin qy + Cy cos qy, (11.198)
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missi
_ 1
mm\2 mnr [—Ng|*
_ Al — ==, 11.199
P ( a > + a D ] ( )
_ 1
2 —N.. |2
q = _(E> + I 9”] . (11.200)
a a D

Jaykisteen taipuma on yhteensopivuusvaatimuksen perusteella
wp(x) = w(zx,0), (11.201)

joten jaykisteen tasapainoehto voidaan kirjoittaa muotoon

0*w(x,0) 0?w(zx,0)
ET e aa N, oz = 0, (11.202)
missd E1 on jaykisteen taivutusjiaykkyys ja N, = A,o, on jiykisteen normaalivoima.

Vapaasti tuetun laatan tapauksessa jaykisteen taipuma on

w(z,0) = (Cy + Cy) sin m;m (11.203)

Kayttamalla hyviksi symmetriaa saadaan tasapainoehto

ap = —2V,(2,0), (11.204)
missé X
0°w(x,0)

Laatan ja jaykisteen pystysuorasta tasapainoehdosta seuraa

4 2 3
EIa w(z,0) N 0*w(x,0) 0°w(x,0)

2D = 11.2
Oxt P 9a2 + oy? 0 (11.206)
eli
EI rmm\4 N, rmm\2
37 9.3 = R hdel =
23 Ch 2q03+[D(a) +D<a):|(02+04) 0, (11.207)
missé
Ny

Kolme tarvittavaa lisdehtoa saadaan reuna- ja yhteensopivuusehdoista:

Ow(z,0) _

we0) (11.209)

w(l" g) =0, (11'210)
2 b 2 b

Pul(r,)  OPuwlr,g) (11.211)
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]
l'________________'; y Qy
b ‘_::::::::::::::::::: —
Ap, 1 lz
iy
Kuva 11.15 Jaykistetyn laatan lommahdus.
Reuna-, yhteensopivuus- ja tasapainoehdoista kootaan yhtaloryhmé
Sinh %bb 2cosh %bb s;n%b \ c;)s%b , o 0
p” sinh & p” cosh &7 —q°sin g —q° cos T G, | |0
p 0 q 0 Cs; | |0
2t (B ()t (e o [H(mn)' 4 (2n)] | L 0
(11.212)

Merkitsemélld o = pb ja 8 = gb saadaan determinantin nollaehto kirjoitettua muotoon

B .« . B « 2 2 5 o
F{Bcos 5 sinh 5 —asing cosh 5 2a6(a” 4 %) cos 5 cosh 5

=F (é tanh o — %tanﬁ) —2(a®+ 3% =0, (11.213)

missé on otettu kiyttéon lyhennysmerkinté

F =0 [% (%)ﬂ%ﬁp (?)2] (11.214)

Tapauksessa m = 1 saadaan kerroin F' muotoon

F = 77_4 g leﬂqﬂﬁ

o4 |bD 72D bh
i N (11.215)

SR bt QR4
4 | bD bh |’
missi ¢ = % on sivusuhde ja
Ny jorb?

K=— ;;’“D . (11.216)

Determinantin nollachdosta voidaan maéairittdd lommahduskerroin K sivusuhteen &

funktiona erilaisilla parametrien % ja % arvoilla, kuva 11.15.
Suurin kriittinen jénnitys liittyy antisymmetriseen lommahdusmuotoon, joka vastaa va-

paasti tuettua §:n levyista laattaa. Pitkdn laatan (& — oo) tapauksessa kriittinen jannitys

s2e () 1672E  [(h)\?
o )y o168 (R 11.217
ok 12(1 — 2) (g) 12(1 — 12) <b> ( )

joten minimilommahduskerroin on Ky, = 16. Kuvassa 11.16 on esitetty jaykistepalkin

on

minimiarvot, joilla lommahdusmuodosta tulee antisymmetrinen.
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Kuva 11.17 Jéaykistepalkin minimiarvot, jotta lommahdusmuodosta tulisi antisym-

metrinen.

11.4.2 Kaksi symmetristd jaykistetta

Kahden symmetrisen jaykisteen tapauksessa antisymmetrinen lommahdusmuoto tulee ky-
symykseen hyvin lyhyilld laatoilla. Pitkilla laatoilla symmetrinen lommahdusmuoto antaa
lommahduskertoimen K minimiarvon. Energiamenetelmélld on johdettu lommahdusker-
toimelle likiratkaisu
(1+9%)%+ SEL
K= bD (11.218)

A
2 p
o (1 +3—bh>

Jos jaykisteen arvot ovat I = A, = 0, niin likiratkaisusta tulee vapaasti tuetun jaykista-

mattomén laatan ratkaisu 1
K = @+q>2+2. (11.219)
11.4.3 Jaykisteitd kolme tai useampia

Jos jaykisteitd on paljon, niin ne voidaan ottaa huomioon hyvélla tarkkuudella laatan
taivutus- ja vaantojaykkyyden yhteydessé:
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e D, on laatan taivutusjaykkyys leikkauksessa x = vakio.
e D, on laatan taivutusjaykkyys leikkauksessa y = vakio.
e H on laatan keskim&arédinen viantojaykkyys.

Ortotrooppisen laatan tasapainoyhtilé on

0*w 0*w 0*w 0w
D,——+2H D =N,— 11.220
* Oxt * 0x20y? + Py oyt T ox2’ ( )
kun kuormana on N,. Vapaasti tuetun laatan lommahdusmuodoksi otaksutaan
w(z,y) = Asin 2~ sin % (11.221)
a

Sijoittamalla taipuman lauseke tasapainoehtoon ja merkitsemalld, ettd sivusuhde on ® =
a
7 saadaan

Dyt + 2H®?*7* + D, ®*7* + N,a’7% = 0, (11.222)
josta ratkaistaan kriittinen lommahduskuorma

7T2

Nkr = _b_2

D
<<IT§ +2H+qu>2>. (11.223)

Minimoidaan lommahduskuorma sivusuhteen suhteen vaatimalla

N,
a@qf =0, (11.224)
josta seuraa
1
D 1
o = <_$> : (11.225)
Dy

ja tatd sivusuhdetta vastaava lommahduskuorma on

272
Nojor = =3 (/Do Dy + H). (11.226)

Jos laatassa on z-akselin suuntaisia jaykisteitd, joiden taivutusjaykkyys on EI, ja joi-
den vélimatka on ¢, niin laatan taivutusjaykkyyksiksi tulee

EI, Eh? Eh?
D, = D,=—— 11.227
s 12(1 — v2)’ Y 12(1 — v?) ( )
ja laatan vaantojaykkyys on
H=D,= Eh? (11.228)
Y 12(1 — w2y '
Sijoittamalla ndmé arvot kriittisen jinnityksen kaavaan o, p, = 2”” saadaan

1 1 I,

4m?E  [Rh)? \/
- (=) |5+4= —v2) = |, 11.22
Tx kr 0 =7 <b) 2+2 1+12(1—v )ch3] ( 9)
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Hakasulkulauseke on suurennuskerroin, jolla vapaasti tuetun laatan kriittinen kuorma kas-
vaa x-akselin suuntaisten jaykisteiden ansiosta, jos jaykisteet eivit muodosta lommahdus-
kuvion (lommahdusmuodon) solmuviivoja (w = 0). Jos jiykisteet sijaitsevat solmuviivoilla,

niin kriittisen jannityksen arvo on

AmE  [(h)?
= — | — 11.2
U$,]€7‘ 12(1 _ V2) <C> ) ( 30)

missé ¢ on jykisteiden vélimatka y-akselin suunnassa. Suunnittelussa méarddva kriittisen
jannityksen arvo on pienempi kahdesta edelld méaaritetystd arvosta.

11.4.4 Poikittaiset ja pitkittdiset jaykisteet

Merkitdédn, ettd jaykisteiden vilimatkat z- ja y-akselien suunnissa ovat ¢ ja d. Jos laatan
taivutusjaykkyys voidaan jittdd huomioonottamatta jaykisteiden jaykkyyksien rinnalla,
niin saadaan ortotrooppisen laatan jaykkyydet

_ EI, EI,

D D, =— H=0. 11.231
L==2 D=, (11.231)

Talloin kriittisen jannityksen arvoksi tulee

omE |11
O for = _W‘/ cdy. (11.232)

Jos jaykisteet ovat lommahdusmuodon solmuviivoilla, niin levykentan paikallinen (jaykis-

teiden vélisen kentan) lommahdusjénnitys saadaan kaavasta

(6 ¢ (2) +2

mE

= , (11.233)

O kr —

d
missé sivusuhde on nyt & = —.
c

Esimerkki 11.13 Maddritetdin energiamenetelmdllid yhden symmetrisen jaykisteen
jaykistimdn laatan lommahduskuorma.

Vapaasti tuetun laatan potentiaalienergian toisen variaation kaava on
1 1 Pw  Pw\® 1 ow\ >
—6°1L; = / “D|=—+—=— =N, | —
2" [2 <8$2+8y2> +2 (83:)
A

Vastaavasti jaykistepalkin potentiaalienergian toinen variaatio on

a 2 2
o2w(z, b dw(w, b
%5211,, :/ %EI (%) + %N,, (%) dA. (11.235)

0

dA. (11.234)

Otaksutaan taipumalle lauseke

2
%y + Cysin %) sin m;m (11.236)

w(x,y) = (Cl sin
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Kayttamaélla hyvéksi integrointikaavaa

qmy roy ab
//sm PTT in TsmT = 6qu, (11.237)
0

missé dgr = 1, jos ¢ =7, ja §gr = 0, jos g # r, saadaan

1, 1 , (mPn?  w? : o (mPn?  4r? ?
30 = gDab | Ci (7%—2 T\ Tt
2 2
+ 8abN ———(C?+C2), (11.238)
1 2.2 2.2
591, cQam T (m T EI+N> (11.239)
Cl

Yhteensi

12 _12 12
ST = S8°I0 + 56711,

2 2,2 2,2 2,2
o ab m2n? w2 mem am°m mem
_Cl{§ [D(T"’ﬁ +1~7‘ a2 +Z a2 EI"’IV

2 2. 2
2ab m2n?  4r? mem
(11.240)
Ehdoista
1 1
o (55211) 9 (552n)
=0 =0 11.241
oC ’ 0Cs ’ ( )
seuraa
Ny = -2 1 m, 2 2+2E1( ) (11.242)
Y P A D bD \®/ |’ '
bh
72D 20\ 2
Ny kro = —4—5— 02 (2(I)+—) , (11.243)
- Ay, N,
missd & = 5 ja suhde E = N & Lommahduskuorma on N, ;1 symmetrisen

lommahdusmuodon tapauksessa, ja antisymmetrisen lommahdusmuodon tapaukses-
sa lommahduskuorma on IV, j,o. Jilkimmaisessd tapauksessa jaykistepalkki ei taivu.

Esimerkki 11.14 Tutkitaan vapaasti tuettua laattaa, jossa on poikittaissuuntainen
jaykiste.

Laatan ja palkin taivutusjaykkyydet ovat D ja FEI, ja laatan sivusuhde on & = %.
Lommahdusmuodoksi otaksutaan

=3 apsin 7 sin %y (11.244)
a
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Laatan potentiaalienergian toiseksi variaatioksi tulee laskelmien jélkeen

1.5 1 Pw  Pw\’ 1 ow\?
§5Hl—/[§D<W+8—Zﬁ +§Nx % dA
fi 0 . (11.245)
T 1 72
=-— ®?)? + N, — .
S 2 g e
Vastaavasti palkin energialauseke on
1 r1 [
59T, :/§EI {8 wa(;:g,y)] dy = —EI—— Z a2, sin2 m”p. (11.246)
0

Valitaan palkin sijainniksi x, = %. Yhden puoliaallon (m = 1) tapauksessa Trefftz“in
ehdosta saadaan 2 B

N kr 1+ @)% 42— @3 11.247

ikl = T3y {( + ®?)? + ol ] ( )

ja kahden puoliaallon (m = 2) tapauksessa

72D (4 + ®2)?

Nr,er = _b—2 402

(11.248)

Jalkimmaisessd tapauksessa lommahdusmuodon solmuviiva kulkee pitkin jaykistepalk-
kia.

Esimerkki 11.15 Mddritetddin tasaisesti puristetun kimmoisella alustalla olevan va-
paasti tuetun laatan lommahduskuorma.

Jatkuva kimmoinen tuenta on omalla tavallaan laatan jaykiste. Esimerkin tapaukses-
sa Ny = N, = vakio. Winklerin alustan tukireaktio (alustapaine) on ¢, = kw, missi
k on alustan jaykkyys ja w on taipuma (nyt lisitaipuma suoran puristetun perustilan
suhteen). Potentiaalienergian toisen variaation kaava on alustan vaikutus mukaanlu-

kien
l(SQH—/ Lp (Pw, w1y (0 +1N 00N 12| aa
2 N 2 0x2 = Oy? 2" "\ oz y 2 '
A
(11.249)
Vapaasti tuetun laatan reunaehdot toteuttaa sarjakehitelméa
S . mnrzr . nmy
_ o 50 2L gin 7TY 11.250
w(x,y) ;;a sin —— sin — ( )

Sijoittamalla taipuman esitys potentiaalienergian toisen variaation kaavaan ja suorit-
tamalla tarvittavat integroinnit tulee

_5211 = —Dab Z Zam” [(_) " (%)zr

m=1n=1
1 m2 2 1 © ’fL2 2
+ ZabN, Z Z a—fa?m AN, DY b—;raf,m (11.251)
m=1n=1 m=1n=1

1 oo oo
+ gabk Z Z az,,

m=1n=1
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missd integraalien laskemiseen on kiytetty kaavoja

a

/sin2 LIS A — (11.252)
a 2
0
.9 1
sin®“x = 5(1 — cos 2z). (11.253)

- /1
Ehdosta & (552H> = 0 seuraavista yht#loisti, 5

1
<—52H) = 0 saadaan ratkaisu
Otmn

Nogr = Nyjor = — i )1 -D {(E)Q + (%)2] S (11.254)

() (i “
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Luku 12

Laatan epalineaarinen analyysi

Laatan lommahduskuorma méiritettiin edelld lineaarisen ominaisarvotehtévin ratkaisun
perusteella. Lommahdusjannityksen eli kriittisen jénnityksen arvolla laattaan alkaa muo-
dostua lommahduskuvio. Laatta voi kuitenkin kantaa lommahdusjénnitysti vastaavaa kuor-
maa suuremman kuorman, jos tuennan ansiosta laataan kehittyy lommahduksen jélkeisessa
ns. ylikriittisessa tilassa kalvovenymié.

Ylikriittisen tilan tutkimista varten tarvitaan laatan epélineaariset kinemaattiset yh-
talot. Jos tietyn, materiaalipisteiden muodostaman séikeen pituus on alkutilassa (defor-
moitumattomassa tilassa) dS ja lopputilassa (deformoituneessa tilassa) ds, niin Greenin-
Lagrangen mukaan sdikeen venymaid kuvaa kaava
1 ds? — dS?
T2 ds?
Jos materiaalisdikeen komponentit ovat d.X}, (alkutilassa) ja dzj, (lopputilassa) koordinaat-
tien X, k=1,2,3, ja xx, k = 1,2,3, suhteen, eli

€

(12.1)

ds = kaIk, ds = dxkik, (12.2)

missd koordinaattiakseleiden suuntaiset yksikkdvektorit ovat 2x ja Iy, K = 1,2,3, niin
siikeen pituuksien neliét ovat !

(dS)? = dXpdXy, (ds)* = drpdxy. (12.3)

Koordinaattien ja siirtymékomponenttien vastaavuudet ovat z1 = =, z9 = y ja x3 = z;
Uy = U, Ug = v ja uz = w.
Materiaalipisteen koordinaatit ovat deformoituneessa tilassa

xr = Xg + ug, (12.4)
missd uy, ovat siirtymévektorin u = wugt; komponentit. Siirtymévektorin inkrementin avulla
saadaan yhteys

dxp = dXi + duy

= dxj, + up, jdX; (12.5)

= (Okj + un,j)dX;,

3
!'Einsteinin sopimuksen mukaan summataan toistuvan indeksiin suhteen, eli axby, = 3 axby.
k=1

211
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X,

missd 0p; = 1, jos k = j, ja dp; = 0, jos k # J, ja u;; = on siirtyméavektorin

komponentin u; osittaisderivaatta koordinaatin X; suhteen.
Viiva-alkion nelididen erotus voidaan nyt kirjoittaa muodossa

(d8)2 — (dS)2 = ((5]%‘ + Uk,idXi)((skj + ukﬂ-)de — dX,pd Xy

1
= §(ui7j + uji + uk7¢uk7j)2dXide (12.6)
= QEZ‘jdXZ'de,
missi
€ij = 5 (uij + i + up,ive,) (12.7)

ovat Greenin-Lagrangen venymén komponentit.
Identifioimalla koordinaatit ja siirtymét siten, ettd x = X1, y = Xo ja z = X3; u = uq,
v = ug ja w = ug, laatan mielivaltaisen pisteen () siirtymét ovat

ug = u-— z%, (12.8)
v = v-— 2%7 (12.9)
wg = w, (12.10)

missé u(z,y,0) ja v(x,y,0) ovat pistettd () vastaavan laatan keskipinnan, z = 0, pisteen
siirtymét akseleiden x ja y suuntiin.

Kohtuullisen taipuman tapauksessa (taipuma laatan paksuuden suuruusluokassa) laa-
tan keskipinnan muodonmuutoksen epélineaariset komponentit ovat likimééréisesti (el =

epéalineaarinen)
Ellel = Egel = % (%)2’ (12.11)
€22l = Eyel = % <Z—Z>2, (12.12)
€12,el = Eayel = % <?9_:> <Z—Z> > (12-13)

kun siirtymékomponenttien © = u; ja v = uo epilineaariset osuudet jatetddn laatan tai-
pumasta w seuraavien osuuksien rinnalla pieniné suureina pois. Epélineaaristen kalvomuo-
donmuutosten syntya on havainnollistettu kuvassa 12.1.

Sijoittamalla siirtymid koskevat Kirchhoffin otaksumat muodonmuutoskomponenttien
kaavoihin saadaan yksinkertaistusten jéilkeen laatalle epilineaariset venymékaavat, ns. von
Karmanin laattateorian kaavat. Etédisyydelld z laatan keskipinnalta laatan muodonmuu-
tokset ovat

€x = Eg+ 2Ky, (12.14)
€y = Ey+ 2Ky, (12.15)
€xy = Egyt+ ZRay, (12.16)
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ow

Kuva 12.1 Laatan epilineaariset kalvomuodonmuutokset.

missé laatan keskipinnan muodonmuutokset ovat

ou 1 [0w\?
- &2 12.17
co oz 2 (83:) ’ ( )
w1 [ow\?
- Lo 12.18
K dy 2 <8y> ’ 215)
1 /0u Ov 1 0w dw
- (=2 it 12.19
Say 2 <8y+8x> 20z Oy’ ( )
ja laatan kiyristymét ovat
0w 0w 0w
KRy = — 02’ Ry = — ayZ s Ray = _axay (12'20)
Laatan keskipinnan muodonmuutokset toteuttavat yhteensopivuusehdon
0e, 825y OQ%y B 2w \? 02w 0w (12.21)
oy2  0x2  0xdy  \0x0y 0x? Oy’ '

missd on merkitty v,y = 2e4y.
Yleistetyn Hooken lain mukaan tasojiannitystilassa kalvomuodonmuutosten ja kalvovoi-
mien valilld ovat yhteydet

1
€ = E(Nx —UvNy), (12.22)
1
€y = E(Ny —vN,), (12.23)
1
’)/$y = @N:Bya (1224)
missd G = ———— on liukumoduuli.

2(1+v)
Miéérittelemalld Airyn jannitysfunktio F'(x,y) siten, ettd
_O°F _O°F O*F

N _Jr -2 12.25
xT 8y2 9 Yy 8132 9 Ty 8.@8?/’ ( )
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kalvovoimat toteuttavat tasapainoehdot

ON; 0Ny

= 12.2
ON,, ON,

— 0. 12.2
St g =0 (12.27)

identtisesti.
Lausumalla yhteensopivuusehdossa kalvomuodonmuutokset kalvovoimien ja jénnitys-
funktion avulla tulee yhtélo

(12.28)

4 4 4 2 2 2, 52
o'F _ 0'F 6F_Eh[<6w> 8w8w]'

2 = =
Ox? * Ox20y>? * oy* Oxdy 0x? dy?

Lausumalla laatan tasapainoyhtdlossé kalvovoimat Airyn jannitysfunktion avulla saadaan

(12.29)

D <84w *w 84w> B O*F 9%w O*F 9*w  0*F d*w

2 = -2 .
ox?t * Ox20y>? * oy* P+ Oy? 0x? Oxdy 0xdy + 0x? dy?

Yhtalot (12.28) ja (12.29) ovat Karmanin-Fopplin yhtélot (1910), (1907). Yhtéaloiden ana-
lyyttinen ratkaisu on hyvin hankala, mutta elementtimenetelmélld tai differenssimenetel-
malléd ratkaisu onnistuu periaatteessa helposti.

Ottamalla huomioon isotrooppisen kimmoisen aineen konstitutiiviset yhtalot

E
(o = m(€$ + l/ey), (1230)
E
oy = m(ey + vey), (12.31)
Tey = 2G€xy (1232)

saadaan laatan muodonmuutosenergian lauseke

1
U= 3 /(Jxﬁx + oyey + 2Tyy€ry) AV, (12.33)
\%4

missd V' on laatan tilavuus, muotoon

1 E
U= —/ [1 — (6325 + 65 + 2uegey) + 4Ge§y av. (12.34)

/ 2Edz =0, (12.35)

ja muodonmuutosenergian lauseke saadaan jaettua kahteen osaan

U = Uy, + Us, (12.36)
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missé
1 Eh
U, = 312 / [Ei + 55 + 2ve ey + 2(1 - V)Eiy] dA, (12.37)
A
1 EAR3
U, = 313077 (52 + K2+ 2ukgky + 2(1 — V)3, | dA. (12.38)
A

Laatan keskipintaa vastaan kohtisuoran, jakautuneen kuorman potentiaali on

V= [ty (12.39)
A

Kokonaispotentiaalienergia (tai lyhyemmin potentiaalienergia) on muodonmuutosenergian

ja ulkoisen kuorman potentiaalin summa
I=v+V (12.40)

Tarkastellaan esimerkkind kuvan 12.2 kaikilta reunoilta vapaasti tuettua nelilaattaa.
Reuna y = a pysyy suorana, ja sen siirtymi on v = —2ae, missi e on siirtymaékerroin.
Reunat x = +a ovat vapaasti tuetut, ja reunat liukuvat koordinaatin y suunnassa, mutta
x:n suuntainen liike on estetty. Otaksutaan laattaan alkutaipuma

T Y

wo(x,y) = Cycos — cos ——

12.41
2a 2a’ ( )

missd Cp on alkutaipuman arvo laatan keskipisteessi. Laatan siitymien lausekkeiksi otak-

sutaan

' Y
= Bsin — cos - 12.42
u(z,y) sin — cos o, ( )
v(x,y) = Bcos 72r_x sin m_ e(y + a), (12.43)

a a

T Y
= - — 12.44
w(z,y) = C cos o cos 5y ( )

missd B ja C ovat tuntemattomat kertoimet.
Laatan taivutukseen liittyvan muodonmuutosenergian lauseke

U :—D/ K2 —|—/<a + 2vkgky +2(1 —V)K xy] dA

2 2
0w 0%w O*w 0w
- ‘D/ [(aﬂ) (a_w) T T Y <8xay>

voidaan kirjoittaa muotoon

9w a? 92w 9w 9%w \ >
“D/{< 2) =) [c%? o7 (awy)

(12.45)
dA

} dA.  (12.46)
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Ottamalla huomioon alkutaipuma wqg tulee

1 0?(w —wg)  0*(w — wp) 2
Ub = 5D/{< 02 + 6y2 >
A

0% (w — wp) 0 (w — w 9 (w — wo) \
_2(1_,,)[ (o) o) _(Plor—)

Sijoittamalla taipuman ja alkutaipuman lausekkeet muodonmuutosenergian kaavaan saa-

}dA. (12.47)

daan integrointien jéilkeen

m(C = Cop)®
Uy=D——F——. 12.48
b 302 ( )
Sijoittamalla vuorostaan laatan keskipinnan muodonmuutokset

ou 1 [/ow\* 1 owg 2

o 1 [/ow\? 1 owg 2
2=y (20 12.50
v 8y+2<3y> 2<3y>’ (1250

1 /0u Ov 10w ow 10wy dwy
==+ = ——— 12.51
“oy 2<6y+6$)+28m6y 2 0x Oy’ (12:51)

misséd alkutaipuman wg vaikutus on mukana, kalvotilan muodonmuutosenergian kaavaan

tulee
Un = %1 l_?hﬂ { e 7T2(14+ . eC* + 222; o* - 7T2(56; = e
N 7T2(14—|- V)ecg N 71'2(56; 37/)303}’

missd Poissonin luvun arvoksi otaksutaan v = 0.3.
Derivoimalla potentiaalienergian kaava kertoimien B ja C' suhteen seuraa nyt, kun
I =Up+ Un,

6(Uba;Um) o, 8(UbanUm) _o (12.53)
Ensimmaisestd yhtéilostd saadaan ratkaistua
B = 0.1418%. (12.54)
Sijoittamalla tdma jélkimméiseen yhtdloon seuraa
[5.608(C% — CF) + 4.059h* — 6.415a¢] C' = 4.059h>Cy. (12.55)

Virheettomén laatan tapauksessa Cy = 0, ja viimeisin yhtdlo yksinkertaistuu muotoon

(5.698C? 4 4.059h? — 6.415a%¢)C = 0, (12.56)
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jonka ratkaisut ovat

B V6.415a2¢ — 4.059h2

¢=0 v ¢ 5.6974

(12.57)

Jotta kertoimen C' lausekkeen juurettava olisi positiivinen, tdytyy reunan y = a tasaista
2

siirtymad kuvaavan parametrin e toteuttaa ehto e > e, = 0.6327—. Tata e:n arvoa
a
vastaava kalvovoima suorassa perustilassa on
Eh 0.6327 Eh3

Ny,kr = _1 — 2 Ckr = _71 — 2 —a2 . (12.58)

Reunojen = = +a liukutuet eivit salli siirtymaé z:n suuntaan, joten suorassa perustilassa

1

Ex
Madritetddn seuraavaksi kalvovoiman IV, ja laatan taipuman C' vélinen riippuvaisuus
muotovirheellisen laatan tapauksessa (alkutaipuma Cy # 0). Yleistetyn Hooken lain mu-

kaan tasojannitystilassa
Eh

Ny —= m(fy + Vﬁx). (1260)
Laatan reunalla y = a kalvovenymai ¢, = 0. Kaavan
v 1 [0w\?
=—+4+ - = 12.61
oy 2 <3y> 260

avulla tulee kalvovoiman IV, jakaumaksi reunalla y = a

Ny(z,a) = —

2 (2
Eh [e+0 OO<

T T
T2 2 0.4455 — 1.234 cos 2—) cos —} . (12.62)

a
Antamalla reunan y = a tasaista siirtymi#d kuvaavalle parametrille arvo voidaan laatan
taipuma laskea kaavasta (12.55)

Kuvassa 12.2 on esitetty parametrin e arvolla e = 10e, kalvovoiman Ny (z,a) jakauma
reunalla y = a. Samassa kuvassa on myos kalvovoiman N, jakauma. Kalvovoima N, ja-
kautuu voimakkaasti uudelleen ylikriittisessd tilassa siten, etté reunat kantavat enemmén
kuormaa kuin keskusta.

Kalvovoiman keskiarvo voidaan laskea kaavalla

| Nydx
N, = ‘“T (12.63)

Sijoittamalla voiman NN, lauseke kaavasta (12.62) tulee

- Eh  [(h\? Cy e
Ny(w,0) = == (5) [0.6327 (1 —~ E) +0.5549 <ﬁ - ﬁ)} : (12.64)

Keskimédariisen kalvovoiman Ny(w,a) ja taipuman C' riippuvaisuus on piirretty kuvaan
12.3.
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N,y
A Ny,kr

_ ~ \_/
. Lol ¢

B ——
Ne
“#H Ny,kl‘

Kuva 12.2 Laatan kalvovoimat ylikriittisessé tilassa.

Kuvaan 12.3 on piirretty vertailun vuoksi myos vapaasti tuetun pilarin (yksilon levyisen
puristetun laattakaistan) epilineaarinen ratkaisu. Laattakaistan kriittinen puristava voima

on
2 2713 3
e ET w“Eh Eh
Nip = =55~ =~ = —0-2036—-. (12.65)
Laattakaistan kriittinen kalvovoima on paljon pienempi kuin vastaavan reunoilta tuetun
levyn (01'93,/227 E—}f 0.2056%153). Jélkiriittisessa tilassa laattakaista on paljon jousta-

vampi kuin reunoilta x = +a tuettu laatta.

Epélineaarisen laattateorian laskelmat muodostuvat varsin hankaliksi, vaikka laatan
taipumaa ja siirtymid kuvattaisiin yksinkertaisilla funktioilla ja tehtidvi ratkaistaisiin ener-
giamenetelmailld. Vaihtoehtoisesti laatan kantokykyd voidaan arvioida tehokkaan leveyden
menetelmallé, jonka on esittényt von Karman. Tutkitaan z-akselin suunnassa puristettua

vapaasti tuettua laattaa. Edellisen esimerkin perusteella otaksutaan ylikriittisessé tilassa
kalvovoiman jakautuvan tasaisesti reunakaistoille, joiden leveys on —b., b on ns. tehokas
leveys. Otaksuttu jakauma on yksinkertainen soveltaa ja approksimoi todellista jakaumaa.
Jos b. < a, niin voidaan soveltaa kapealle vapaasti tuetulle laatalle johdettua lommahdus-
voiman kaavaa )
N, = —47Tb—2D. (12.66)
€

Rajakuorma saavutetaan, kun reunakaistat menevit myotorajalle. T&lloin
N, = —hom, (12.67)

missé o, on myotoraja, ja saadaan ratkaistua

p2 472D

e

12.68
—. (12.65)
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laatta

palkki

= Q

y

0 | |
0 0.5 1.0

Kuva 12.3 Laatan kalvovoiman Ny(a:, a) ja taipuman riippuvaisuus.

eli
/D
be = 2m4 | ——. (12.69)
ho,
. - i . ER?
Laatan maksimikuorma on P, = b.ho,. Sijoittamalla tdhan b, ja D = m tulee
—v

P, = ch*\/Eop, (12.70)

misséd on merkitty

c=——1 _~109, (12.71)
3(1—v?)

kun Poissonin luku on v = 0.3.

Koetulosten perusteella on johdettu tarkempi kaava

0.42h | E
=19(1———/—|. 12.72
c 9< 2 ”Um> (12.72)

Tehokkaan leveyden menetelmé on yksinkertainen, mutta silld ei ole kunnollista teoreettista
perustelua.

Esimerkki 12.1 Nelion muotoiseen kalvoon kohdistuu tasainen paine. Mddritetddn
kalvon taipuma energiamenetelmdlld.

Hyvin ohuen laatan tapauksessa voidaan taivutukseen liittyvd energia jéttdd huomi-
oonottamatta kalvomuodonmuutosten energian rinnalla. Kalvon venyméit ovat pienen
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P
- & -
T Iy
Sbe Sbe
. - > a
X
otaksuttu N,
-~ T
i)
AN g A
Kuva 12.4 Laatan tehokas leveys be.

mutta ddrellisen taipuman tapauksessa von Karménin mukaan

€z

€y

Exy

Laatan kalvotilan muodonmuutosenergian lauseke on

A

Ottamalla huomioon isotrooppisen kimmoisen aineen konstitutiiviset yhtalot

Ny

Nll
Nry

saadaan muodonmuutosenergian lauseke kirjoitettua muotoon

_1_Bh
21— 12

Un

ou 1 [ow)?
ov 1 [ow\?
— + - = 12.74
dy 2 (31/) ’ (1274)
1 /0u Ov 1 0w Ow
() 12.
2(6y+8x>+28x dy (12.75)
Un =5 / (Noes + Nyey + 2Nayesy) dA. (12.76)
Eh
= m(fqp + Z/Ey), (1277)
Eh
= m(fﬁu + VEI), (1278)
= 2Gheyy, (12.79)
/ [€2 + el + 2weqey + 2(1 — v)e, ] dA. (12.80)

A
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Vs

Kuva 12.5 Nelion muotoinen kalvo.

Sijoittamalla tdhdn kalvovenymien kaavat tulee

U, —l Eh / % 2+% 8_11) 2+ @ 2+@ 8_10 ’
21— 2 Oz Oz \ Ox Oy oy \ Oy
A
L [powy (ouN] L, [ouar 10 (0w 10w (0w
4 |\ Ox y

2 (2= (2=
+ 8x8y+28y ox 20x \ Oy
1—v | [0u)? Ou Jv ov\? Ou Ow Ow Ov Ow Ow
+ — 2——+ | =— 2———+2———| p dA.
2 Y Oy Ox ox Jy Ox Jy Ox 0z Jy
(12.81)
Ulkoisen kuorman (tasaisen paineen) potentiaali on
A
ja potentiaalienergia on II = U,, + V.
Otaksutaan siirtymille lausekkeet
u(x,y) = Bsin T cos @, (12.83)
a 2a
v(z,y) = Bcosﬁsin@, (12.84)
2a a
T Y
= — —. 12.
w(z,y) = C cos 5, €55 (12.85)
Sijoittamalla siirtymien lausekkeet kalvoenergian kaavaan tulee
U 1 Eh 5t 4_772(5—3V)CQB
21— 12| 2560 6a
(12.86)

n 64 + 8172 — v(97% — 64)

B%|.
36

Poissonin luvun arvolla v = 0.25 tulee

4 2 2
o % {65‘;2 ch - —122 BC? + (?’T + 8—90> BQ} : (12.87)
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pa
le |40 6aDh

1
epilineaarinen /
[ Sh—————— Y
dw
/\ N; \\
N

lineaarinen
0 0.5 1.0
wma,x/h
Kuva 12.6 Ympyralaatan keskipisteen taipuma.
Kuorman potentiaali on
16a
V=——7-pC. (12.88)
Ehdoista om om
- — - = 12.
5-" =% (12.89)
ratkaistaan )
_ paNs 0147 _,
C = 0.802a (Eh) . B=——C? (12.90)
Kalvon keskipisteen taipuma on
1
_ pays
w(0,0) = 0.802a (Eh) : (12.91)
ja keskipisteen kalvojannitykset ovat
1
2E 2\ 3
72(0,0) = 0,,(0,0) = 0.396 (p hf ) . (12.92)

Esimerkki 12.2 Madritetiadn ohuen ympyralaatan keskipisteen taipuma kuorman funk-
tiona.

Haetaan ympyralaatan likiratkaisua yhdistamalld pienten siirtymien laattateorian ja
kalvoteorian ratkaisut. Laatan keskipisteen taipuma tasaisesta kuormasta on infinite-

simaalisen teorian mukaan
4
pa
0) =%

= ) 12.93
64D ( )
Kalvovoiman ja tasaisen kuorman tasapainoehto on
dw 9
2rrN— + prr =0 (12.94)
dr
eli p
1
w_ o (12.95)

dr 2N’
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missd N = N, on kalvovoima. Taipumaksi saadaan integroimalla

w0 =12 [ 2y,

ja keskipisteen taipumaksi tulee

1pa
w(0) = iN

Kalvovoima N mééritetdén kalvon venymén

L (dwy’
"2 \dr

avulla. Sdteen suuntainen kalvon pitenemé on

dw 1 I pro\ 2 p?a®
A= /8rdr /(dr) dr_ﬁ/(ﬁ) ar=iNe:
0

Keskiméariinen venymé on

B A B p2a2
a  24N?2’

Hooken lain mukaan 1
—v

Eh

1
g = —(Nr —I/Ng) =

Eh N,

josta seuraa
E p%a®h
1—v 24
Eliminoimalla kalvovoima N keskipisteen taipuman kaavan avulla saadaan

8 E h(w(0))’
P=37-,% a ’

joka on kalvovoiman kantama osuus kuormasta. Yhteensé

N? =

e 64Dw(0) 8 F h (w(O))S.

ad  a 31—-va a

Jos Poissonin luvun arvo on v = 0.3, niin

1+ 0.65 (#)21 .

Kun w(0) = h (laatan paksuus), niin toisen termin osuus on 65%.

pa*  w(0)

64Dh h

(12.96)

(12.97)

(12.98)

(12.99)

(12.100)

(12.101)

(12.102)

(12.103)

(12.104)

(12.105)
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Luku 13

Sylinterikuoren lommahdus

13.1 Sylinterikuoren pyorahdyssymmetrinen lommahdus

Tarkastellaan puristettua sylinterikuorta. Lommahdusmuoto otaksutaan symmetriseksi.
Ajatellaan kuoren seiniistéd erotetuksi suikale, jonka leveys on Rdf, missé 6 on sylinterin
polaarinen koordinaatti ja R on sylinterin side. Sylinterin akselin suuntainen koordinaatti
on z, ja sylinterin seindmé&n vahvuus on h.

Tutkitaan infinitesimaalisen suikaleen dz x (Rdf x h) tasapainoa. Samalla tavalla kuin
aikaisemmin palkille saadaan nyt sylinteristd irtileikatuksi ajatellulle suikaleelle tasapai-

noehto 52 o
M, w
- — N, =p— 13.1
6332 x 8552 p pe? ( )
eli . )
o w 0“w
D—— — N,— =p, 13.2
Ere T 572 +po=p ( )

missd w kuoren taipuma ja p on jakautunut siteen suuntainen kuorma. Palkin tasapai-
noehtoon verrattuna palkin taivutusjaykkyys EI on korvattu kuoren seindmén taivutus-

Eh3
isvkkyydellda D = ————
jaykkyydell& 1201 =12

Voima py aiheutuu siité, ettd suikaleen taipuessa sitd vastaan kohtisuorien renkaiden

, ja liséksi on tullut jakautunut voima py.

taytyy venya tai puristua kokoon. Pydrahdyssymmetrisen taipuman tapauksessa renkaiden

venyma on
2n(R+w) —21R  w
= 27R R’ (13.3)
ja sitd vastaava kalvovoima (renkaan suunnassa) on
Ehw
Nog = ——. 13.4
=2 (13.4)

Kalvovoimalla, joka kohdistuu tarkasteltavan suikaleen z:n suuntaisiin reunoihin, on séiteen

suuntainen komponentti

Eh
poRdOdz = Nydfda = deﬁdx, (13.5)
ja
Fhw
Po = —pa (13.6)
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do

Rdf

Kuva 13.1 Puristettu sylinterikuori.

Sylinterin tasapainoyhtiloksi saadaan paineen py sijoittamisen jilkeen
0*w 0w n Eh
Ox* “ox2  R?

Yhtalo on taysin sama kuin kimmoisella alustalla olevan puristetun palkin tasapainoyhtalo,

w = p. (13.7)

kun alustaluku on

k= % (13.8)
Fysikaalinen analogia 16ytyy helposti: tynnyrin vanteet (sylinterin kuvitellut renkaat) muo-
dostavat kimmoisen alustan pituussuuntaisille suikaleille.

Asetetaan seuraavassa poikittainen paine p nollaksi. Paistddn vapaasti tuetun sylinterin
reunaehdot toteuttaa pyorahdyssymmetrinen lommahdusmuoto
mmx

7

missd m on sinifunktion puoliaaltojen lukuméérd ja C), ovat kertoimia. Sijoittamalla otak-

w(z) = Cp, sin (13.9)

suttu lommahdusmuoto taspainoehtoon saadaan

mm\2 Eh [ L \?
Nojor = =D [(7) * RD (%) ] (13.10)

Pienin lommahdusvoiman arvo saavutetaan, kun

1
mm Fh \1%
TZ(m—D) ’ (13.11)

1 Eh2>
Nx r.min — — . 13.12
- 3(1—12) ( R (13.12)

ja talléin
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Kuva 13.2 Puristetun sylinterikuoren lommahduskuorma.

Lommahduskuorman minimiarvoon pa#stdin, kun vapaasti tuetun sylinterin pituus L on
sellainen, ettd siihen sopii kokonaisluvun m verran sinin puoliaaltoja. Muissa tapauksissa
lommahduskuorma on suurempi, kuva 13.2. Edelld esitetty ratkaisu on voimassa myos
hyvin pitkélle sylinterille, kun reuna-alueita (sylinterin péitd) ei oteteta huomioon.

13.1.1 Energiamenetelmi

Sylinterikuoren pyorihdyssymmetrisen lommahdumuodon tapauksessa potentiaalienergian
toisen variaation kaava voidaan kirjoittaa suoraan kidyttadmélla hyviksi samankaltaisuutta
palkin energialausekkeen kanssa:

L

Lo 1 2w\’ w2 ow\?

S0°T = 2773/5 [D <W) + Eh <E) N, (%) dz. (13.13)
0

Sijoittamalla yrite

w(@) = Chy sin$ (13.14)
saadaan Trefftzin ehdosta
1
) (55211)
—— =0 13.15
ac, (13.15)
sama ratkaisu kuin edelld differentiaaliyhtdlosta, eli
mm\2 Eh L\?
Negr = =D [(55) + o5 (=) |- 13.16
@ kr [ ) T wD <mﬂ'> ] (13.16)

Pyo6rahdyssymmetrinen lommahdusmuoto tulee kyseeseen vain paksuseinéisilld tai hy-

vin lyhyilld sylinterikuorilla. Lommahduskuorma /N, on kuitenkin verrannollinen suuree-
ER?

seen ———.

R
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Kuva 13.3 Sylinterikuori.

13.2 Laakean sylinterikuoren tasapainoyhtilot

Maééritellddn koordinaatisto (z,s,z) siten, ettd sylinteripinta (x,s) on kuoren seindméan

keskipinta, = on sylinterin akselin suuntainen koordinaatti, s kaaren suuntainen koordi-

naatti ja z on pintaa vastaan kohtisuora koordinaatti. Kuoren seindmén vahvuus on h.

Kuorialkion dz X ds x h reunoihin vaikuttavat jinnitysresultantit ovat

h

h
Nxz/gax(H%)dz, Ns:j

_h h
2 2
h h
2 2

z
Nys = / Txs (1 + E) dz, Ngz = /
_h _h
2 2
h h
2 2

z
Qe = / Taz (1 + E) dz, Qs = /
_h _h
2 2
h h
2 2
Mggz/ax(l—l—%)zdz, MS:/
_h _h
2 2
h h
2 2

z
My, = / Txs (1 + _) dz, Mg, = /

R

h
T2

(NI

osdz,

Tep A2,

Tsr d2,

05z dz,

TerZ2 A2,

(13.17)

(13.18)

(13.19)

(13.20)

(13.21)

missd N, Ny, Ng ja Ny ovat kalvon normaalivoimat ja leikkausvoimat, @, ja Qs ovat

poikittaiset leikkausvoimat, M, ja M, ovat taivutusmomentit, M, ja My, ovat vadntomo-

mentit.
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Kuva 13.4 Sylinterikuoren jénnitysresultantit

Tarkastelemalla kuorialkion dx x ds x h tasapainoa johdetaan sylinterikuoren tasapai-
noehdot

ONg  ONgs
_|_

o T = 0 (1322)
ONys ONj Qs _
St = 0, (1323)

0Q. , 0Q: No 0B\ 9\ OB\ 0B,

+p = 0. (13.24)

ds oz R Y ox ox ds 0s
Momenttien tasapainoehdot ovat
OMg;  OMgs
= 13.2
Qo=+, (13.25)
oM,  OMs,
= . 13.2
Qu % s (13.26)

Tasapainoehto Y M, = 0 toteutuu identtisesti.
Eliminoimalla leikkausvoimat tasapainoehdoista (lukuunottamatta leikkausvoimaa Qs
toisessa tasapainoyhtélossi) tulee

ON;  ONg

ox 0s
ON_s ON, %

ox Js +R

0PM, 0’M,, 0*M,, N 0% M,
0z? 0z0s 0zx0s 052
N, 0By 00s 00, 0Bs
—s N, N O N, P N ) 13.2
R ox ox 0s 0s tr 0 (13.27c)

= 0, (13.27a)

= 0, (13.27b)

Laakean kuoren tapauksessa leikkausvoiman Q¢ osuus voidaan jattda pois muiden ter-
mien rinnalla. Ohuelle kuorelle ) on pieni ykkosen rinnalla, ja tdlloin voidaan asettaa

st = {Vgs, Msz = Ts- (1328)

Tasapainoyhtélot voidaan nyt laakean kuoren tapauksessa kirjoittaa hieman yksin-
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N,
Kuva 13.5 Sylinterikuoren tasapainoehdot; N7 = N, + 88 “dx, M, = My, +
x
MSQ? .
885 ds jne.
kertaisempaan muotoon
ON, ONg
=0 13.29
Ox * Os ’ ( )
ON,s  ONg
= 13.
o s 0, (13.30)
O* M, N 262Mm N 9> M
Ox? 0xds 0s?
N, oJi 9Bs | 9B 9Bs
—— =N, — Ngs | =— — N = 0. 13.31
R oz <8x+85 9s TP =0 (13.31)

Isotrooppisen kimmoisen kuoren konstitutiiviset yhtélot ovat samanlaiset kuin levyn ja
laatan vastaavat yhtélot. Kalvovoimien ja kalvomuodonmuutosten viliset yhtélot ovat

N, = Cl(ey +ves), (13.32)
Ny = Cles+vey), (13.33)
Nys = C(1 —v)egs, (13.34)
missé
= (13.35)
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on kalvon jaykkyys. Taivutusmomenttien ja kuoren kdyristymien véliset yhtdlot ovat

M, = D(k;+ vks), (13.36)
Ms; = D(ks+ VEy), (13.37)
My = D( - v)rgs, (13.38)
missé
Eh3
D= — 13.
12(1 — 12) (13.39)

on kuoren taivutusjiykkyys.
Sylinterikuoren keskipinnan muodonmuutokset ja kdyristymét méaaritellian kaavoilla

_Ou 1, o w1, 1 [/0u  Ov 1
Ex = % + 5 T €s = 85 + R + 2 CR Exs = 2 (as + 8.’13) + 26%&87 (]‘340)
_ 9B _ 95 _ 1 (9B 9B
A A A Hms_?(@s * 833)’ (13.41)
missé
ow ow
go=-20 g = (13.42)

ovat kiertymét. Koordinaattien x, y ja z suuntaiset siirtyméat ovat w, v ja w. Merkitddn
vield, ettd kalvomuodonmuutosten lineaariset osuudet ovat

ou ov  w 1 /0u Ov
_ 7 - 4= = | — 4+ == 13.43
“=Pr YT TR T3 (88 +8az>’ ( )
jolloin
1 5 1 5 1
Eg = €z T 551’ €s = €5+ 555’ Exs = Cps T §ﬁ$ﬁs (13.44)

Kiertyméan (s kaavassa on tehty laakean kuoren tapauksessa likiméadraistys jattamélla
siirtymén v vaikutus pois. Kiertymén g, tarkempi kaava on

v Ow
B = = 9 (13.45)

Yll4 olevat kinemaattiset yhtdlot on esittédnyt Donnell.

Kalvomuodonmuutoksissa on samanlaiset geometrisesti epalineaariset termit kuin laa-
tan vastaavissa muodonmuutoksissa. Muodonmuutoksen ¢, termi I aiheutuu sylin-

terin séteen pituuden muutoksesta (taipuman w verran), eli

_2n(R+w)—-27R _w

= ~ — 13.46
Esow 2rR R’ ( )

kuten pyorahdyssymmetrisen lommahdusmuodon yhteydessd johdettiin. Kuvan 13.6
perusteella kiertymé (s on

(13.47)
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dw

v K]dw

ds

o <

Kuva 13.6 Sylinterikuoren kiertymé (.

Kun kuoren séde ldhestyy ddretdnti, niin kinemaattiset yhtilot ldhestyvit laatan vas-
taavia yhtiloitad. Laatan keskipinnan muodonmuutokset ovat

du 1 [ow\>
o 1 [(ow\’
1 /0u Ov 1 0w ow

ja laatan kiyristymat ovat

9w 9w 0w

T = T a9 = T 7 95> Ty — A _ A 13.51
e Ox? "y Oy? Fay Ox0y ( )
Laatan tapauksessa kiertymét ovat
ow ow
= ——, == 13.52
Etéaisyydelld z kuoren keskipinnalta kuoren mielivaltaisen pisteen muodonmuutokset
ovat !
€x = &g+ 2Ky, (13.53)
€y = €5+ 2K, (13.54)
€rs = Egs T+ ZKps- (13.55)

Sijoittamalla osa konstitutiivisista yhtéloistd kolmanteen tasapainoehtoon saadaan ta-
sapainodifferentiaaliyhtéloiden ryhmé kirjoitettua muotoon
ON,  ONg

= 13.
B 95 0, ( 3 56)
ON,s ONjy
= 13.
I 99 0, ( 3 57)
D 84w+2 *w +84w +%
ozt 022052 0s* R
0*w 9w 9w
— | N,——= + 2N, N, = 13.
( va2 N gras T e > b (13.58)

"Kuoren mielivaltaisen pisteen muodonmuutos esim. z:n suunnassa on €, = €, (z, s, z), mutta keskipin-
nan vastaava muodonmuutos on €, = €4(x, s).
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misséd kuoren taipumaan kohdistettu biharmoninen operaattori on lyhyemmin merkittyna

4 4 4
OTw  , 0w  Jw (13.59)

4 p—
Viw = ozt 0x20s2 = Ost

Yhtalot ovat laakean sylinterikuoren epélineaariset tasapainoehdot, ja niitd on sovellettu
laajasti sylinterikuoren suuren taipuman analyyseihin. Tasapainoyhtiloissa ovat tuntemat-
tomina N,, Ns , Nys ja taipuma w.

Tasapainoyhtaltt voidaan linearisoida jattdmaélla siirtymien w, v ja w suhteen toisen
ja korkeamman asteen termit pois. Talloin tulee

ON;  ONg
= 13.
0z " os 0 (13.60a)
ONgs = ON,
= 0, 13.60b
ox s ( )
4 N
DViw + " =P (13.60c)
missé linearisoinnin jilkeen kalvovoimat ovat
N, = C(es +ves), (13.61)
Ny, = Cles +vey), (13.62)
Nys = C(]- - V)exs (1363)

ja lineaariset kalvomuodonmuutokset ovat

ou ov  w 1 /0u Ov
Ou Y L 13.64

“Tos TR ™ 2(8s+8x) (13.64)
Tasapainoyhtélot (13.60) muodostavat kolmen toisiinsa kytkeytyneen differentiaaliyh-
talon ryhmén, jossa ovat tuntemattomina N, Ny, N ja w.

Eliminoimalla kalvovoimat konstitutiivisten yhtéléiden avulla saadaan kolme tasapai-

noyhtaloa
_of(Pu 1mvPu 14y v v Ow) (13.65)
0x2 2 0s? 2 0x0s R Ox o )

Pv 1—-vd*w 1+4+v d%u v Ow
- (m t ot T2 ouos T EE) =0 (13.66)

C (w Ov ou

4 —_ —_ —_— —_— p—

DVw+R<R+8S+V8x) 5, (13.67)

joissa ovat tuntemattomina ja toisiinsa kytkeytyneind siirtymét u, v ja w.

Donnell on yksinkertaistanut linearisoitujen tasapainoyhtildiden systeemin kytkennén
osittain purkavaan muotoon
vdw 1 Bw
Vie= ———— 4+ ——— 13.68
R Ox3  ROx0s?’ ( )
2+v Bw 1 0w

4
- —— 13.
Vi R 0x0s2 R 0s3’ (13.69)
1402 0w
8 _ M

missi V8(e) = V4(V(e)).
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Laatan von Karménin ja Fopplin yhtéloita vastaavaan kahden tuntemattoman ja kah-
den yhtélon systeemiin pdddytddn médrittelemélld Airyn jénnitysfunktio F'(z,s) siten,

etta
O*F O*F 9*F
— -z = 13.71
T 982 Yo ox2’ e 0x0s’ ( )
jolloin kalvovoimat toteuttavat tasapainoehdot
ON,  ONgs
= 13.72
B + s 0, (13.72)
ONgs  ONg
=0 13.73
ox * s ( )
identtisesti.
Lausumalla yhteensopivuusehdossa
e, 0%, B 1825xy B 9%w \ 2 B 0w O%w N 18210 (13.74)
0s2  0x2  20x0s  \ 0x0s 0x? 0s> R 0x? ’
kalvomuodonmuutokset kalvovoimien ja jannitysfunktion avulla tulee yht&lo
O'F . O'F O'F Pw\>  Pwdw 10w
2 = FEh — — 13.75
001 T orae T s (6;1:88) 022 05 | R 022 ( )

Lausumalla kuoren kolmannessa tasapainoyhtélossd kalvovoimat Airyn jannitysfunk-
tion avulla saadaan

2
ozt + 022052 + Ost

(84w *w *w > B

O*F 9w O*F 9*w  0*F0*w 1 0%*F

— 2 - — . (13.
P 0s? Ox2 0z0s 0x0s + 022 0s?2 R 0x2 (13.76)

Yhtalot (13.75) ja (13.76) johti ensimmaéisend Donnell. Yhtdloiden analyyttinen rat-
kaisu on hankala, mutta kuten laatan tapauksessa ne voidaan ratkaista likim&ardisesti
numeerisilla menetelmilla.

Linearisoidaan Donnellin yhtélot kirjoittamalla ne perustilassa (0) ja héirityssd tilas-
sa (1) ja vihentamélld tilan (1) yhtdloistd perustilassa lausutut yhtélot. Merkitddn, etta
héirityn tilan (1) suureet ovat

w' =w’ +w, F'=F°+F, (13.77)

missé w ja F' ovat tilojen véliset inkrementit (pienet muutokset). Vahennyslaskun jilkeeen
saadaan kaavasta (13.75)

O'F o O'F N IF
ozt 0x20s2  0s*

Eh |2

A?uw® 92w B A*uw 9w B 0w 92w n léﬂw
0x0s Ox0s  Ox?2 0s2  Ox? 0s2 R 022

(13.78)
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ja samalla tavalla kaavasta (13.76)

D 84w+2 *w +84w
oz 0x20s2 = Ost

B PF 9w 0°F 0*u® O?FO 9%w ?F 9*u’

052 0x2 * 0s2 922 " 0xds 0xds ~ 0xds 0x0s
?F°9*w  O?F 0*w® 1 9*F
0z 0s? + 02 9s2 R 92’

(13.79)

missi painekuorma on p' = pY, eli inkrementti p = 0. Otaksumalla, ettd alkutilan kiyris-

tymét ovat nollia, eli
w92’ 9%’

= = = 13.
Ox? 0s? 0xds 0 (13.80)
saadaan vield yksinkertaisemmat yhtalot
o'F o'F  O'F 1 0%w
2 =Fh|=— 13.81
0t 202057 T st (R 8x2> (13.81)
ja
84w+2 otw +84w B
ox? 022052~ 0st )
PFO9%w  _9*F° 9w OPF°0%w 1 9*F
-2 - = . (13.82
0s? 0x? 0xds + Oxds 0x? 0s2 R 0z ( )
Merkitsemélla o o o
4 0w w w
= 2 13.83
Vi Oxt * 012052 + Ost’ ( )
I'F o'r  O'F
4 _
F = 2 13.84
v Ox* * 012052 + Os* (13.84)
ja kohdistamalla operaattori V4 yht#loon (13.81) saadaan ensin
1_, (0*F Eh 8*w
- == 13.
Rv <8x2> R? 9z*’ (13.85)

ja sitten kohdistamalla operaattori V4 yht#loon (13.82) ja ottamalla siind kaava (13.85)
huomioon saadaan

2 2 4
0 0w 08_“’) Ehow _, (13.86)

0w
DV8w —V* [ NV=—— + 2N’ — + N, — =
Viw=V < ¥ Ox? - “axaﬁ ¥ 0s? R? 0z4

Laakean sylinterikuoren tasapainoyht#lo (13.86) voidaan johtaa myos energiamenetelmalla.

13.3 Sylinterikuoren potentiaalienergia

Kuoren kokonaispotentiaalienergia (potentiaalienergia) on muodonmuutosenergian ja ul-
koisten voimien potentiaalin summa. Sylinterikuoren muodonmuutosenergia on

1
U = 5 /(axegg + 0565 + 2Tp5€25) AV, (13.87)
Vv
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missd V' on kuoren tilavuus. Ottamalla huomioon isotrooppisen kimmoisen aineen konsti-
tutiiviset yhtalot

Op = m(% + veg), (13.88)
)

o m(es + vey), (13.89)

s = 2Geys (13.90)

saadaan muodonmuutosenergia lausuttua pelkistdin muodonmuutosten avulla muodossa

1 E
U= 5/ [1 5 (€ + € + 2weges) +4Ges, | dV, (13.91)
— VvV
J

missé kuoren mielivaltaisen pisteen @ : (z,y, z) muodonmuutokset ovat

(@, Y, 2) = ex(2,y) + 2o (2, y), (13.92)
Ey(l‘,y, ) - 55( y) + ZHS(x y) (1393)
€xs(T,Y, 2) = exs(,y) + 2K2s(2,Y). (13.94)

Homogeenisen kuoren tapauksessa, integroimalla kuoren paksuuden yli, muodonmuu-
tosenergian lauseke saadaan hajotettua kahteen osaan, membraani- ja taivutusosaan

1
U= 5O/ €2 + &2 + 2vezes + 2(1 — v)e2,] dA

1 (13.95)
T §D/ (K2 + K2 + 22Uk + 2(1 — v)K2,| dA,
missa Bh ER3
. D= —— 13.
C=aoa 12(1 —»?) 1590)

ovat kalvon jéykkyys ja kuoren taivutusjaykkyys, A on kuoren paksuus.
Sylinterikuoren muodonmuutosenergian lausekkeen keskipinnan, z = 0, muodonmuu-

tokset ja kiyristyméat madritelladn kaavoilla

_Ou 1 2 _Ov LWy _ 1 /0u  Ov
€a = 5 + = 5 € = 5 ﬂ €as = 5 <85 + g > + ﬂzﬂs, (13.97)
_ OB _ OB _ 1 (0B 9B
o= o T 9s T < ds 6;1:) (13.98)
missa 5 P
w v w
Bo = o Bs = 2 9s (13.99)

ovat kiertymat.
Kiertymén (inkrementin) s kaavassa voidaan laakean kuoren tapauksessa tehda liki-
madraistys jattamalla siirtyméan v vaikutus pois, eli

By=— — o e (13.100)
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Aiemmin esitellyn merkinnin mukaisesti kalvomuodonmuutosten siirtymien suhteen line-
aariset osuudet ovat

ou ov  w 1 /0u Ov
_ Y e T = =4 == 13.101
“=or “Tas TR T3 (88 +8m>’ ( )
joten
1, 1, 1
Ex =€z + 55;3’ €s = €5+ 555’ Exs = €xs T §ﬁ$ﬁs (13-102)

Kuoren keskipintaa vastaan kohtisuoran, jakautuneen kuorman potentiaali on
V=- /p(x,s)w(x,s) dA. (13.103)
A

Potentiaalienergia on muodonmuutosenergian ja ulkoisen kuorman potentiaalin summa

M=U+V. (13.104)

13.3.1 Potentiaalienergian toinen variaatio

Sylinterikuoren tasapainoaseman stabiiliutta tutkitaan potentiaalienergian toisen variaa-
tion avulla. Ulkoisen kuorman potentiaalin

V=- /pw dA (13.105)
A
toinen variaatio on nyt nolla.

Sylinterikuoren muodonmuutosenergian lauseke (13.95) voidaan konstitutiivisten yhté-
16iden avulla kirjoittaa my0s muotoon

2
A

1
U=~ / [Npey + Nses + 2Nys65] dA

1 (13.106)
+ 3 / [Myky + Msks + 2Myskys] dA.
A
Tarkastellaan potentiaalienergian muutosta, kun perustilan siirtymiin lisdtdan pienet
muutokset, eli

w —u +ou, 00— +6v, W’ — w’+ ow, (13.107)

missd muutokset siirtymien arvoissa (siirtymien variaatiot) ovat du, dv ja dw.

Muodonmuutosenergian toinen variaatio on

1 1
iﬁU:5/@Nﬁ@+M%&ﬁ4&%ﬁ%waY%+N%%MJN&W@Q¢4

_l’_

DO =

/ (OM 0k, + OMsdks + 20 M50k ,s) dA,
A

(13.108)
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missd muodonmuutosten variaatiot ovat

dey = ey + 52551;, des = 0es + 52555, 0czs = O€ps + ﬂgdﬁax + 52553,

O T W40 T
@9z "“Tas TR ™72\ 9s oz )’
kiertymien variaatiot ovat (laakean kuoren tapauksessa)
odw ddw
(Wx__@—x’ 5&8__§7

muodonmuutosten toiset variaatiot ovat
5251 - (5590)27 5255 - (5ﬂs)27 52515 - 5ﬂx(5ﬂs

ja kdyristymien variaatiot ovat

_ 908, 1 (083 055,

N, = Clegy + vey),
Ny = Cles+vey),
Nys = C(1—v)egs

ja
M, = D(k;+ vks),

Ms = D(ks+ vky),
Mys = D(1—v)kgs

(13.109)

(13.110)

(13.111)

(13.112)

(13.113)

(13.114)
(13.115)
(13.116)

(13.117)
(13.118)
(13.119)

perusteella voimasuureiden ja muodonmuutossuureiden variaatioiden viliset yhtdlot ovat

ON, = C(0ey + viey),
ONg = C(des+ viey),
ONgs = C(1—v)deygs

ja
OM, = D(0ky + ViKs),
OMs = D(0ks + voky),
OMys = D(1—1v)dkgs,
missa 5
FE
c- h p_ LR

1—v? 12(1 — v?)’

(13.120)
(13.121)
(13.122)

(13.123)
(13.124)
(13.125)

(13.126)
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Perustilan kalvovoimat ovat

NY = C2 +veY), (13.127)
N = C(2+veY), (13.128)
N = Cc(1-v),, (13.129)
missé 1 1
=t g (ﬁgg), e =es +5(8)°  eny =g+ 5006 (13.130)

Linearisoimalla perustilan kalvovoimien lausekkeet tulee

N = C(d +ved), (13.131)
NY = C(2 4 ve), (13.132)
NY = C(1-v)él,, (13.133)

missé perustilan linearisoidut kalvomuodonmuutokset ovat

oud ol W 1 /0u’ oo
0o_ ou o_9ov w O I
“= Pz %~ s 'R ‘=73 < s oz > ' (13.134)

Potentiaalienergian toinen variaatio voidaan nyt kirjoittaa muotoon

%621'1—% / [(020)? + (922)? + 20 (92,) (922) + 2(1 — 1)(9200)?] dA

A

1 0 8(5w o [ Odw o 00w Oow
/[N ) N<88> NIS@ Os
A

D [(5/%) + (8ks)? + 20(0k5) (8ks) + 2(1 — v)(Okys)?] dA.

dA (13.135)

[\

DO =

+

Linearisoimalla muodonmuutosenergian toisen variaation kaava ja merkitsemélla vari-
aatioita yksinkertaisesti du = u, v = v ja dw = w jne. saadaan

1 1
507 = 50/ (€2 + €2 + 2veges +2(1 — v)eZ,] dA
A

1 o [ Ow o [(Ow o Qw dw
+2/[N (m«) s (85) T 2Nz B s
A

1
+ §D/ (K2 + K2 + 2ukgks + 2(1 — V)K2,] dA,
ou ov w

R ( ) (13.137)

L

2
=P D 1 (0 0
ey ax ) S a IL'S 2

dA (13.136)

missé

Cpr =

(13.138)
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ja

Be = — Bs = — (13.139)

Ers s

ovat kiertymét. (Kiertymén (inkrementin) (s kaavassa on tehty laakean kuoren tapauksessa

likim&araistys jattdmalla siirtymén (inkrementin) v vaikutus pois, eli

Bs=—7— -~ —5- (13.140)

0 0

ja yhtaloitd on linearisoitu jattdmaéalld perustilan kiertymét e ja Bs sisdltavat termit
x S
pois.)

Lausumalla potentiaalienergian toinen variaatio siirtyméainkrementtien u, v ja w avulla

0\, (VP 0u00 1= (00’
ox 0s Ox 0s 2 0s
v [ov\? ou Ov w2 ovw ou w
— 2—— +2
( ) -5 e s VorR

ow 0 Ow Ow
e () 2]

tulee

1, 1
5511_50/

1 w 2w 0%w Pw \’
=D — 2(1 — dA.
- 2 /[(83:2) < ) 8 a2 852 +21-v) (83:88)
A
(13.141)
Taivutukseen liittyva toisen variaation osuus
1
U, = 5D/ (K2 4+ K2 4 2wkgks +2(1 — v)K2,] dA
(13.142)

dA

A
1 92w\ 2 92w 2 0%w O*w 9%w \ 2
_ED/KW) +<W) ”“W@”(l‘”)(axas)
A

voidaan kirjoittaa my6s muotoon
Pw | 0%w\’ PwdPw [ 0Pw )\’
== D —92(1 — _
/ { <8m2 0s? > (1-v) [6;1:2 0s? (6;1:08)

Samalla tavalla kuin aiemmin laatan lommahduksen yhteydessd johdetaan sylinteri-

} dA.  (13.143)

kuoren tasapainoehdot potentiaalienergian toisen variaation Eulerin yhtdléind. Osittai-
sintegroimalla ja soveltamalla variaatiolaskennan peruslausetta tai kirjoittamalla suoraan
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variaatiolaskennan Eulerin yht&lot

of 0 [ of o [ of B
ou Oz <8u,z> " Os (a%) = 0, (13.144)
of o [0 o (of\
o Ox <av,$> T 0s <8v,s) = 0, (13.145)
of 0 (of\ _0 (0of
ow Ox aw;r 88 8w,s
5?2 af 52 af of B
+W <8w7$$> " Ox0s (8’[1),935) + ? <8w,ss> =0 (13'146)
missd on merkitty
_ 9(e) _O(e)
(.),I = 8{]} ) (.),S — 85 s (13147)

variaatioprobleemalle

1 .
5% = /f(u,u@,u,s,v,v@,v,s,w,w@,w,S,w,m,w,m,w,SS) dA = min (13.148)
A
saadaan tasapainoyhtéldiden ryhmé

C’(?ZQ 1;”%+ 1;”68332;8+%g—i> = 0, (13.149a)

C(?Z +1_TV%+HTV£;8 +%2—f) = 0, (13.149D)
DV4w+% <Z+%+u%>

_ (NgngFQNQSE?g +NQ‘?;2> = 0, (13.149¢)

joissa ovat tuntemattomina ja toisiinsa kytkeytyneind inkrementaaliset siirtyméat u, v ja

w.
Yhtéloiden (13.149) vilinen kytkentd voidaan osittain purkaa ja kirjoittaa ne muotoon

v PBw 1 Bw

4

i - 13.1
Viu+ — RO ROzds? 0, (13.150a)

24v Pw 10w
4
— = 0, (13.150b
VUt TR %05 T Ros - )
Eh 0*w 0 0?w 0*w 0“w

DV8w+R28 V4< $a2+2N2580 +N£82> = 0, (13.150c)
missi V8(e) = V4(V%(e)). Tasapainoehto (13.150c) on sama kuin aiemmin eri tavalla

johdettu kaava (13.86).

13.4 Sylinterikuoren yleiset tasapainoehdot

Sylinterikuoren tasapainoehtoja johdettaessa tehtiin joukko yksinkertaistuksia, joiden vuok-
si ne soveltuvat vain laakealle kuorelle. Ottamalla mukaan aiemmin poisjatetyn leikkaus-

volman

oM, OMg,,
0s ox

Qs = (13.151)
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osuus toisessa tasapainoehdossa, mutta otaksumalla ohuen kuoren tapauksessa, ettd Ny, =

Ngs ja Mg, = M,s, tasapainoyhtéloiden ryhmé (13.27) voidaan kirjoittaa muotoon
ON,  ONgg
=0 13.152
ox * ds ’ ( 2)
ONgs ONg 1 (OMg OMgy,
— =0 13.152b
ox + ds + R\ 0s * Ox ’ ( )
9*M, N 282st N 9> M,
Ox? 0xds 0s?
NS 8/8x aﬂs aﬁx aﬂs
—— — N, — Nys— — Ngp— — N, = 0. 13.152
R * ox 5 0 T 0s * 0s TP ( c)
Kiertymén (s kaavassa tehtiin edelld likimaardistys
v Ow ow
= = - R ——. 13.153
g R 0Os 0s ( )
Taydellisemmét sylinterikuoren keskipinnan muodonmuutokset ja kdyristymét ovat
ou 1 , ov w1, 1 /0u Ov 1
T = 7. P s =™ 4. = S Mso zs — 5\ 57 a_ S MxMs; 13.154
© Om—i_QB‘lc c 88+R+2S © 2<8s+8x>+2ﬂ6 (13.154)
9By 9Ps 1 (0B | 90
x = ’ s = ) s — o5 ) 13.1
" ox " s " 2<88 +8x (13.135)
missé 9 9
w v w
- == - — 13.156
fo=-S0, Bo=p— o (13.156)

ovat kiertymat.
Ottamalla jélleen kiyttoon kalvomuodonmuutosten lineaarisille osuuksille merkinnét

ou ov w 1 /0u Ov
7 — 4= =_(—=4 = 13.157
“=Pr “T TR T3 (88 - 8;1:) ( )

saadaan kaavat

1, 1, 1

€z = €z + 5@37 €s = €5 1 5557 €xs = €gs T §ﬁxﬁs (13-158)
Lausumalla kédyristymét siirtymien avulla tulee

0? 10 0? 10 0?

Fp = — v_o2u ! v (13.159)

——=, hks= =7 — 75, Kps=_—=7 — .

0x? ® ROs 0s2 T 2ROr  0x0s

Sylinterikuoren stabiiliuden tutkimista varten tarvittavat tasapainoyhtalot johdetaan
potentiaalienergian toisen variaation kaavan

1 1
55211 = 50/ [(524) + (025)? + 2vde,0e, + 2(1 — v)(e45)°] dA
A

1 052 02 0 52

A
+ %D/ [(5/@B>2 + (553)2 + 2”(5'%93)(5'%8) + 2(1 - V)(dﬁacs)Q] dA
A
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avulla samalla tavalla kuin aikaisemmin.
Linearisoimalla muodonmuutosenergian toisen variaation kaava ja merkitsemalld vari-

aatioita lyhyesti du = u, dv = v ja dw = w jne. saadaan

1 1
5521'[ = 50/ (€2 + €2 + 2vezes +2(1 — v)er,) dA
A

1
v / (NOB2+ NOB2 + 2N0,3,8,) dA (13.161)
A

1
+ §D/ (K2 + K2 + 2Ukghs + 2(1 — V)K2,) dA,

missi
ou ov w 1 /0u Ov
_ Ou _ _ (g o 13.162
“ZPr “T TR O 2(88+8x>’ (13.162)
0B _1ow 0w 1 0w 0w
Fo =g T Ras 92 " T 2ROz  dwds (13.163)
ja
ow v Ow
B = o Bs = = s (13.164)

ovat kiertymit. (Toisen variaation kaavaa on linearisoitu jattdmélla perustilan kiertymét
BY ja BY sisiltiviit termit pois.)

Lausumalla potentiaalienergian toinen variaatio siirtyméinkrementtien u, v ja w avulla

tulee
15211—10/ OuN* (0T, 0u00 1w (OuNT 1w (Do)
2 2 ox 0s Ox 0s 2 Os 2 ox
A
ou Ov w2 ovw 8uw
1 o [Ow\? o [Ow  wv\? o [Ow) [Ow v
+§/[Nx <£> + N <%_E> + 2N, o 2 & dA
A
+1D/ (P 100N P (Pw 10w
2 83:2 0s?2 ROs o2 \ 05> Ros
A
0*w 1 ov\?
(13.165)
Variaatioprobleeman

2 _ _ .
5(5 II = /f(u,u,x,u,s,v,v@,v,s,w,ww,w,S,w,m,w,m,w,SS)dA = min (13.166)

A
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Eulerin yhtalot ovat

aof o ([ of o [ of B
ou Oz (a%) T Os <3u,s) = 0, (13.167)
af o [ of o (af\
v Ox (a,%) T 9 <av’s) = 0, (13.168)
af 8 (of\ o (of
ow  Oxr \dw, ds \ Ow
" (of N, P (N, P (of
"o <8w,m> * 8205 <8w7$5> t o2 <8w,ss> = 0, (13.169)
missé osittaisderivaatoille on kéytetty lyhennysmerkintoja
J(e (e
(&) = a(:c)’ (0).s = —;8)- (13.170)

Sijoittamalla funktion f tilalle potentiaalienergian toisen variaation lausekkeen inte-
grandi saadaan yleisen sylinterikuoren tasapainoyhtéldiden ryhma

Pu 1—-vd*u 1+v 0% v Ow
ol A Z27) = 13.171
C<8$2+ 2 92 T2 6$68+R8$> 0, (13.171a)
h? v 1-—v h? 0%
_ 1o V22,2712 |2
¢ ( 12R2> 952 T 2 < 1232) 972
l+v 0*u  vow Do _,
0 owos T Ros| mos Y
ow v ow
N (———=)+N)— = 13.171b
C/w Ov ou Do
D 4 ~ =2 i e =Y 2
vw+R<R+8s ”ax>+Ra(v”)
9*w O*w 1 ov d*w 1 ov
—NO _2N0 - _NO [ — = 13.171
¥ 0x? s (5;1:08 2R6;1:> s <882 R@s) 0, (13.171c)
missé on merkitty lyhyesti
v 0% Pw  Q*w
2, Y v e 2, —
Vv = 92 + 952’ Vaw 902 + 92" (13.172)

Tasapainoyhtéloissd (13.171) ovat tuntemattomina ja toisiinsa kytkeytyneina inkre-
mentaaliset siirtymét u, v ja w. Yhtéloiden (13.171) vilisen kytkennén purku ei onnistu
samalla tavalla kuin yhtéloiden (13.149) tapauksessa.

13.4.1 Painekuorman potentiaalin toinen variaatio

Trefftzin menetelmissé jatettiin ulkoisen kuorman potentiaalissa siirtymien suhteen toista
astetta olevat termit pois. Téstd voi aiheutua merkittavdd virhettd, jos tasaisen paineen
kuormittaman sylinterin lommahdusmuodossa on hyvin vdhén puoliaaltoja sylinterin ke-
hé&n suunnassa. Tasainen nestepainekuorma on konservatiivinen, ja sen tekemi tyo on pai-
nekuorman intensiteetti kertaa sylinterin tilavuuden muutos. Sylinterin poikkileikkauksen
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pinta-ala on deformoituneessa tilassa

2TR
1 ow ov
_ 2 _ _ -
A=7R +/ [w+2R <v vRa +wRa +w>} ds, (13.173)
ja painekuorman potentiaalienergia on
L 2R 1 S 9
v
V——p// [w—kﬁ(v —ng—F Ras—i—w)] dsdx, (13.174)
0 0

missé paine p on positiivinen siteen suunnassa (ulospéin). Aiemmin jéitettiin siirtymien
suhteen toista astetta olevat termit pois, eli approksimoitiin tasaisen painekuorman poten-

tiaalia kaavalla
L 27R

%—p/ / wdsdz. (13.175)
0 0

Painekuorman potentiaalin toinen variaatio on
L 27R 98 95
—(52V =— / / [ (52})R8—w + (5w)Ra—v + (dw) } ds dx. (13.176)
Merkitsemélld jélleen variaatioita yksinkertaisesti v = dv ja w = dw saadaan

L 27R

_521/ = ——p/ / (v — Rg + Rgv +w > ds dx. (13.177)

Ottamalla, huomioon painekuorman toisen variaation lauseke Trefftzin ehdossa saadaan
taydennetyt sylinterikuoren lommahduksen tasapainoyhtalot

X ()—(—)—
R | AT

+N? (%’—%)H\fﬁsa—: +p<v—R%—Z> = 0, (13.178b)
e (302 0120) 2
o (G ) N (5 - )

ov
R—+w 0, (13.178c
p(rge o) (13.178¢)
missd on tullut tdydennyksenéd painekuorman intensiteetin sisdltdvit termit toiseen ja kol-
manteen yhtaloon.
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Kuva 13.7 Sylinterikuoren lommahdusmuoto, johon voidaan soveltaa laakean kuo-
ren teoriaa.

?
%

Kuva 13.8 Puristetun sylinterikuoren lommahdus.

13.5 Sylinterikuoren lommahdus erilaisissa kuormitustapauk-
sissa

Tehtyjen linearisointien ja yksinkertaistusten vuoksi differentiaaliyhtalot (13.150) pétevit
laakealle sylinterikuorelle. Jos lommahdusmuodossa on useita lommahdusaaltoja sylinterin
kehén suunnassa siten, ettd yhden lommahdusaallon nuolikorkeus on pieni, kuva 13.7, niin
lommahduskuorma voidaan ratkaista joissakin kuormitustapauksissa hyvélla tarkkuudella
tasapainoyhtaloista (13.150). Tutkitaan asiaa esimerkkien avulla.

Esimerkki 13.1 Madritetiadn akselin suunnassa puristetun sylinterikuoren lommah-
duskuorma Donnellin yhtdloiden (13.150) avulla.

Ratkaistaan tehtdvd Donnellin likim&airaisten laakean kuoren yhtaléiden (13.150) avul-
la. Jos sylinterin pddtyjen poikittaisliike on estetty tuennalla, niin pdityjen ldhelle
tulee perustilassa (ennen lommahdusta) taivutusta, jonka vaikutus jitettiin pois ta-
sapainoyhtiloita yksinkertaistettaessa. Likimédaraisessd ratkaisussa otaksutaan siten
oikeanpuoleisen kuvan 13.8 mukainen perustilan tasainen deformaatio. Jos sylinterin
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akselin suuntainen painekuorma on p,, niin perustilan kalvovoimat ovat

PaRR
N)=-—
x 2 Y

N} =0, NJ, =0, (13.179)

ja kolmas yhtélo (13.150) tulee muotoon

Eh 0*w 0%w
8 04 _
DViw + — ot N,V (83:2) =0. (13.180)

Yhtélon ratkaisua haetaan muodossa

x . ns
in 2 13.181
sin — ( )

w(x,s) = Cpyp sin

missd C,y, ovat kertoimia. Sijoittamalla yrite (13.181) differentiaaliyhtdloon (13.180)
saadaan ratkaistua lommahduskuorma

72D [(m? +n?)? 127%m?

Najor = — 1.2 m2 74 (m?2 + n?)?2

, (13.182)

misséd on merkitty
oL Z:L—Q\/l—VQ. (13.183)
TR’ Rh
Z on nimeltddn Batdorfin parametri. Pienimmé&n lommahduskuorman antava koko-
naislukupari m, n 10ydetdan esim. kokeilemalla. Keskipitkéin sylinterikuoren kriittisen
akselinsuuntaisen puristavan voiman likiarvo saadaan minimoimalla, Nz, kaava te-

2, =22
kijan M suhteen. Minimin
m
1 Eh?
Ny krmin ~ —m? (13.184)
antaa ) o 5
(m* +n*) 2 L
Terassylinterille v = 0.3, ja tdssd tapauksessa
En?
Ny jr = —0.605?. (13.186)

Kaavasta (13.185) ndhd&én, ettd yhté bifurkaatiopistettd (N g0 arvoa) vastaa mon-
ta lommahdusmuotoa. Eri lommahdusmuotojen vuorovaikutus tekee aksiaalisuunnas-
sa puristetusta sylinterikuoresta erittdin hiiricherkdn. Ns. teollisesti valmistettujen
sylinterien rajakuorma voi olla sylinterin muodon pienten alkuvirheiden takia vain
n. 30 % teoreettisesta lommahduskuormasta, kun laboratorio-olosuhteissa on péaasty
lahelle teoreettista arvoa Ny j.

Koska puoliaaltojen lukumairit m ja n ovat positiivisia kokonaislukuja, yht&l64 (13.185)
ei voida toteuttaa Batdorfin parametrin arvoilla Z < 2.85. Tll6in ratkaisu on haettava
kaavasta (13.182) kokeilemalla. Kuvassa 13.9 on esitetty laaduton lommahduskuorma
(kriittinen kalvovoima)

M= 2N (13.187)
x,kr = 2D x,kr -

L2
Batdorfin parametrin Z = ﬁ\/ 1 — v2 funktiona.
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Kuva 13.9 Puristetun sylinterikuoren lommahduskuorma Batdorfin parametrin

funktiona.
—-1»7 i (4'-— — ! —
Dp | i | | i . 5
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Kuva 13.10 Poikittaisen paineen kuormittama sylinterikuori.

Kun sylinterin side ldhenee ddretonté, niin lommahduskuorma ldhestyy arvoa

2D

Nx,kr = _Fa

(13.188)

joka on padstddn vapaasti tuetun levykaistan (Eulerin) nurjahduskuorma. Koska Don-
nellin yhtélo ei anna oikeaa tulosta hyvin pitkélle sylinterille, on kriittinen kuorma
laskettava Eulerin nurjahduskuormana putkelle, jonka taivutusjiyhyys on I = wR3h.

Esimerkki 13.2 Madritetidn poikittaissuuntaisen paineen p = —p, kuormittaman
sylinterikuoren lommahduskuorma.

Jos sylinterin pididen vaakasuuntainen liike on estetty tuennoilla, niin puhdas kalvotila
ei ole mahdollinen perustilassa (0), vaan kuoren péiden liheisyyteen syntyy taivutus-
tila, joka kuitenkin jitettiin huomioonottamatta yksinkertaistetussa laakean kuoren
(Donnellin) teoriassa. Otaksutaan oikean puoleisen kuvan 13.10 esittdmé perustila,
jossa kalvovoimat ovat

N’=0, N!=pR=-p,R, NI =0. (13.189)
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Potentiaalienergian toinen variaatio on poikkisuuntaisen painekuorman tapauksessa

1o 1 ou\’ o\’ oudv 1—v (Ou)”
5“1—50/[(&) +(a—) +2”%&+T<£>
A

1—v (00> oudv  w? v w ou w
— 1— 2v——|dA
+2<8$)+( Dasor T P 20sr T ¥ 0ar|?
1 w  Pw\’ 0w w [ 0%w \?
=D -2(1 - ——— | = dA
T3 /{(&T? 832> (1-v) 0z? 0s? (&T@s)
A
1 ow
— [ [N? dA.
* 2 / [ (83)
A
(13.190)
Eulerin yhtéloina saadaan tasapainoyhtiléiden ryhmé
Pu  1—-vd*u 1+v 0% v ow
— - = 13.191
C<a2 2 02 2 8x88+R8x) 0. (13.191a)
v 1-vo*w 1+v 0%u vow
—_— —-— = 13.191b
C<82+ 2 02 2 8x88+R88) 0. (13.191b)
C (w 0Ov ou 0%w
DViw+ | 5+——4+v—)-N— = 0 13.191
vw+R<R+8s+V8x) s 52 (13.191c)
reunaehdoin
v = 0, (13.192a)
w = 0, (13.192b)
Ju v rvw
_ —_— _—— pr— ]. -]. 2
C<8x+yas+2R) 0, (13.192c¢)
Pw  O*w
D|— — = 13.192d
<8x2+V852) 0 (13.192d)
sylinterin reunoilla + = 0 ja = L. Kolmannen reunaehdon mukaan N, = 0, ja
neljinnen reunaehdon mukaan taivutusmomentti sylinterin péissd on nolla.
Yhtilot voidaan jilleen yksinkertaistaen kirjoittaa muotoon
4 vPw 1 Pw
.~ =0 13.193
Vit 5o T R0 ’ (13.193a)
2+v QPw 1 93w
4
- = 13.1
Vi + i 8x28s+R833 0, (13.193b)
Eh 0*w 0w
8 04 _
DV°w + — 2 0t - N,V <w> = 0, (13.193c¢)
Tasapainoyhtaldiden ratkaisu voidaan esittdd lausekkeilla
u(x,s) = Apncos gm sin %, (13.194a)
v(z,8) = Bppsin T cos %, (13.194b)
w(z,s) = Cpysin sin %, (13.194c¢)

missd Apn, Bmn ja Cmn ovat kertoimia. Siirtymien u ja v lausekkeiden kertoimet
Apn ja By, saadaan lausuttua kertoimien C,,, avulla sijoittamalla siirtymaotaksu-
mat (13.194) tasapainoyhtiltihin (13.193a,b). Nyt voidaan tarkistaa, ettd taipuman
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Kuva 13.11 Poikittaisen paineen kuormittaman sylinterikuoren lommahduskuorma.

w yrite toteuttaa reunaehdot w = M, = 0 reunoilla x = 0 ja x = L ja on jaksollinen
poikittaissuunnassa.

Sijoittamalla yrite (13.194c) differentiaaliyhtaloon (13.193c) saadaan ratkaistua lom-
mahduskuorma

72D [ (m? + n?)? 1272m*

Nojr = —
S,RT LQ ’ﬁQ 7T4ﬁ2(m2_|_,ﬁ2)2

: (13.195)

missé on jilleen merkitty

L L2
A==z V1-12 (13.196)

TR’ ~ Rh
on Batdorfin parametri. Lommahduskuorma saa minimiarvon
72D [(1+ n?)? 1222
Nopy = — , 13.197
s,k 1.2 72 ™n2(1 + n2)2 ( )

kun m = 1.

Poikittaissuuntaisen paineen kuormittaman vapaasti tuetun sylinterikuoren lommah-
dusmuotoon tulee yksi sinin puoliaalto aksiaalisuuntaan. Minimoimalla lommahdus-
kuorma parametrin 7 suhteen saadaan kriittinen kuorma esitettyd Batdorfin para-

L?R
metrin Z funktiona. Kuvassa 13.11 on esitetty laaduton paine p, = ——p;,, missi
pp = —p on poikittaisen painekuorman intensiteetti, parametrin Z funktiona. Hyvin
lyhyen sylinterin tapauksessa Z ~ 0, ja
2 =212
D [ (14 n%)
Ns,kr ~ —7 |:T:| . (13198)
Kun n = 1 saadaan minimiarvo
42D
Ns,kr = - 2 (13199)

Kuvassa 13.12 on verrattu Donnellin yhtélsilla (13.193) ja tarkemmilla yhtaloilla
(13.178) saatuja ratkaisuja poikittaisen painekuorman tapauksessa.
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Kuva 13.12 Poikittaisen paineen kuormittaman sylinterikuoren lommahduskuorma
Donnellin yhtél6illa ja tarkemmilla yhtalsilla (13.178).

Esimerkki 13.3 Maddritetidn leikkausvoiman N, kuormittaman sylinterikuoren lom-
mahduskuorma Donnellin laakean kuoren tasapainoyhtilon avulla.

Leikkausvoiman N2 (vidntomomentin) rasittaman sylinterikuoren tapauksessa kol-
mas tasapainoyhtilo (13.150) tulee muotoon

Eh 0t 0?
DViw + ﬁa—;: — v <2Ngsax—gs) = 0. (13.200)

Otaksutaan jélleen yksinkertaisuuden vuoksi, ettéi perustila on kalvotila ja N2, on
vakio. T&lloin tasapainoehdoksi tulee

Eh 0*w

2
DV®w + =5 5 = 2NV (a_w) ~0. (13.201)

0x0s

Koska yht#lossé (13.201) esiintyy taipuman seké parillisia etta parittomia derivaattoja,
ei edellisissd esimerkeissd otaksuttu taipuman lauseke tule nyt kyseeseen. Leikkausvoi-
man kuormittaman sylinterikuoren lommahdusmuodossa sylinterin kehin suuntaiset
lommahdusaallot kiertévit spiraalimaisesti sylinterid akselin suuntaan mentéessé, ja
tallaista deformaatiota vastaava taipuman lauseke on

w(x,s) = Cpp sin ( 7 7

mre "8) : (13.202)
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Kuva 13.13 Leikkausvoiman kuormittaman sylinterikuoren lommahdus.

missd C),, ovat kertoimia. Muiden siirtymien lausekkeet ovat

u(z,s) = Appcos (? - %) , (13.203)
v(x,8) = By Cos (m;rx — %) , (13.204)

missd A,y ja By, ovat kertoimia.
Sijoittamalla taipuman lauseke (13.202) differentiaaliyht&loon (13.201) saadaan rat-
kaistua lommahduskuorma
n2(1+k2)22+ k3

2k R?  2(1+k?)2%n?

Na:s,kr = Eh, (13205)

missd on merkitty

k=L = (13.206)
R

Valittu taipuman lauseke (13.202) ei toteuta mitdén tiettyji sylinterikuoren padtyjen
reunaehtoja, joten saatu kriittisen kuorman lauseke pétee pitkille sylintereille, joiden
reunojen ldhelle syntyva taivutustila ei vaikuta merkittdvasti kriittisen kuorman ar-
voon. Kokonaislukuarvoja m ja n vastaa tietty ominaisarvo Ngamn. Pitkén sylinterin

tapauksessa
1+k =1, (13.207)

ja talloin saadaan likim&ariisesti

n®> D k3

Nyspr = === + = Eh. 13.2
vskr = or 3 + 55 Eh (13.208)

Minimoimalla lauseke (13.208) parametrin & (tai m) suhteen tulee

Eh h\/?
Nus,kr,min = 0~136nm <E> ) (13.209)
kun )
n* h

Pienin kriittisen kuorman arvo saadaan, kun n = 1, mutta kiytdnnossé reunaehtojen
toteuttaminen vaatii, ettd n on vihintddn 2. Sylinterikuoren reunojen ldheisyydesséi
n = 2 on liian pieni, joten Donnellin yhtilon ratkaisu on tastékin syysta likimaéariinen.
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Kuva 13.14 Leikkausvoiman kuormittaman sylinterikuoren lommahduskuorma Bat-
dorfin parametrin funktiona.

Tarkemmalla teorialla on johdettu kriittisen kuorman arvo, joka on n:n arvolla 2
%—kertainen edelld laskettuun arvoon verrattuna.

Kuvassa 13.14 on Donnellin yhtéloitd tarkemmalla teorialla lasketut ratkaisut nive-
lellisesti tuetulle ja jaykisti kiinnitetylle sylinterikuorelle. Kuvassa 13.14 on esitetty
2

laaduton kriittinen leikkausvoima Nm, b = Ngs i Batdorfin parametrin Z funk-

. w2 D
tiona.

Esimerkki 13.4 Madritetidn sekd akselin suunnassa ettd poikittaisessa suunnassa
puristetun sylinterikuoren lommahduskuorma.

Otaksutaan jilleen yksinkertaisuuden vuoksi likim#érdisesti, ettd kuoren perustilan
voimasuureet ovat kalvotilan mukaiset. Perustilan kalvovoimat ovat
0 paR
Ny =— “2 ,
kun p, on akselin suuntainen paine ja p, on poikittaissuuntainen paine. Yhdistetyssi
kuormitustapauksessa kolmas yhtélo (13.150) tulee muotoon

NO=-—p,R, N =0, (13.211)

Eh 0*w 0*w 0*w
DVPw + — — — V! N? =0. 13.212
v+ gt v (ne S e NS (13212)
Valitsemalla tietty painekuormien suhde
Ny
k= NG (13.213)
saadaan tasapainoehto kirjoitettua muotoon
Eh 0*w Pw 0w
8 4 _
DV°w + T2 0t +ppRV (ka— + 99 2) =0. (13.214)
Paistddn vapaasti tuetun sylinterikuoren tapauksessa yht&lon (13.214) ratkaisu on
w(x,s) = Cpyp sin  sin E, (13.215)

R
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Kuva 13.15 Sylinterikuoren lommahduskuorma Batdorfin parametrin funktiona eri
kuormitustapauksissa.

missd Cy,,, ovat kertoimia. Sijoittamalla taipuman lauseke (13.215) differentiaaliyhté-
166n (13.214) voidaan ratkaista lommahduskuorma

2D 2 =2\2 1zz2 4
Ns.kr - _7T (m + n_) + — m — 5 (13216)
’ L2 | km?2 +n? w4 (m? + n?)2(km? + n?)

missé

nlL L?
n— — = — — 2
n=_2 Z Vv 1—v (13.217)

on Batdorfin parametri. Pienimmén lommahduskuorman antava kokonaislukupari m, n
16ydetéin kokeilemalla. Tapauksessa k = 0 saadaan poikittaissuunnassa puristetun sy-

1
linterikuoren lommahduskuorma. Tapaus k = 3 vastaa hydrostaattista painekuormi-
tusta.

Kuvaan 13.15 on koottu akselin suuntaisen puristavan kuorman, poikittaisen paine-

. . . __L°R - .
kuorman ja hydrostaattisen painekuorman p = mp, missé p = —pq, p = —pp tai
P = —Pq = —Pp o1 painekuorman (todellinen) intensiteetti em. kuormitustapauksissa,

lommahdusarvot parametrin Z fuktiona.

Esimerkki 13.5 Madritetddn ddrettoman pitkdn, hydrostaattisen paineen kuormitta-
man sylinterikuoren kriittinen kuorma.

Adrettomin pitkin sylinterikuoren (putken) ratkaisu ei riipu koordinaatista x. Kiy-
tetddn painekuorman tapauksessa tarkemman teorian energialauseketta (13.177). Po-
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Kuva 13.16 Hydrostaattisen paineen kuormittama dérettémén pitkd sylinterikuori.

tentiaalienergian toiseksi variaatioksi tulee nyt (yksikon pituiselle kuorelle)

1 TR P 2
L8207 — & o w
251'1 20/ <8 +R) d
TR
1 of[O0w v ?
— ———=] d
3 / s <8s R)
(13.218)
1 7 Pw 1w\’
=D ——=—] d
3 / <8$2 R@s) °
0
1T B )
—§p/ E<v2 vR8—+wR8— +w2> ds,
0
missi N0 = pR = —p,R.
Otaksumalla siirtymille lausekkeet
1 2 2
v(s) = 56'1 cos %, w(s) = C sin %, n=12... (13.219)
saadaan
1, , |1C , 1 1\* D_, 1\°
~ 5211 = iy “plon—= —on2(2n— =
25 C’17T2R( n)—|—2p n-= 3 +R3n n-3
(13.220)

Toinen variaatio menettds positiivisen definiittisyyden, kun painekuorma on p = pg,
eli

D 1
Dhr = —ﬁ2n <2n . 5) . (13.221)
Pienin kriittisen kuorman arvo saavutetaan, kun n = 1. T&ll6in
3D

ja poikkileikkaus menee soikion muotoiseksi, kuva 13.16. Jos kuorman potentiaalin
toinen variaatio otaksutaan nollaksi, niin saadaan kolmanneksen liian suuri tulos

4D

= (13.223)

Pkr = —

Ratkaisu pétee myds ympyrian muotoiselle renkaalle, jota kuormittaa hydrostaattinen
paine.
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Kuva 13.17 Tasapainopolut virheettomélle ja kahdelle muotovirheelliselle puristetul-
le sylinterikuorelle.

13.6 Sylinterikuoren ylikriittinen tila

Laakean sylinterikuoren linearisoidulla teorialla, jossa perustilaksi otetaan kalvotila ja kier-
tymien vaikutus jatetddn huomioonottamatta ennen lommahdusta, voidaan ma&rittaa pri-
maarinen tasapainopolku ja haarautumispiste (bifurkaatiopiste) eli lommahduskuorman
arvo. Kuoren jélkikriittisen tilan selvittdminen vaatii tdydellisempéid epélineaarista teori-
aa. Kuvassa 13.17 on esitetty akselin suunnassa puristetun sylinterikuoren tasapainopolut
eli puristavan kokonaisvoiman P = —27 RN, ja aksiaalisen siirtymén u(L) vélinen yhteys.
Primaarinen tasapainopolku on suora tehtyjen linearisointien seurauksena. Kuvaan 13.17
on piirretty katkoviivalla kahden vastaavanlaisen muotovirheellisen kuoren tasapainopolut.
Muotovirheen seurauksena bifurkaatiopisteen sijasta tasapainopolulla on rajapiste. Puris-
tetun ohutseindisen sylinterikuoren tapauksessa bifurkaatiopiste antaa yleensd aivan liian
optimistisen kuvan kuoren kantokyvystd. Todellinen rajakuorma voi olla paljon pienempi
kuin virheettéman kuoren lommahduskuorma.

Aksiaalisuunnassa puristettu sylinterikuori on hyvin herkké alkuhéiricille. Tdma voi-
daan selittdd silld, ettd lommahdusvoimaa (pienintd ominaisarvoa) vastaa useita erilaisia
lommahdusmuotoja, tai useita ominaisarvoja on ldhekkiin ja ndmé& vuorovaikuttavat toi-
siinsa heikentden sylinterin kantokykya.

Kuvissa 13.18, 13.19, 13.20 ja 13.21 on verrattu teoreettisia kriittisen kuorman arvoja
koetuloksiin eri kuormitustapauksissa. Kuvassa 13.18 on esitetty laaduton aksiaalisuuntai-

nen puristava voima

N

L2
——N, 13.224
2D " ( )
Batdorfin parametrin

L2
Z=—v1-12 (13.225)
Rh
funktiona. Kéytetty logaritminen asteikko néyttdd erot todellista pienempiné.
Kuvassa 13.19 on verrattu leikkausvoiman kuormittaman sylinterin tuloksia. Laaduton

leikkausvoima on
_ L?
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Kuva 13.18 Puristetun sylinterikuoren kokeellisten ja teoreettisten tulosten vertailu.

Kuvassa 13.20 on verrattu poikittaisen paineen kuormittaman sylinterikuoren tuloksia.
Pystyakselilla on laaduton paine

pp = L*7*DRp, = —L*7*DRp, (13.227)

missé p, = —p on ulkoinen poikittainen paine.
Kuvassa 13.21 on hydrostaattisen paineen kuormittaman sylinterikuoren tulokset. Pys-
tyakselilla on nyt laaduton hydrostaattinen paine

p= L*7*DRp, (13.228)

missé —p = pg = pp on todellinen hydrostaattinen paine.

Kuvassa 13.22 on esitetty kokeellisen ja teoreettisen aksiaalisen kriittisen voiman suhde

N, Eh? R
2,koe , Missé Ny teor = —0.605?, siateen ja seindmén paksuuden suhteen W funktiona.

N, x,teor
Kuvaan on piirretty myos erds ehdotettu suunnittelukiyra, josta voidaan lukea tarvittava

pienennyskerroin suhteen — funktiona. Pienennyskertoimen ja suunnittelukuorman arvoon
vaikuttaa myos koetulosten hajonta. Aksiaalisesti puristettu sylinterikuori on déritapaus.
Muissa kuormitustapauksissa tullaan yleenséd toimeen suuremmilla reduktiokertoimen ar-
voilla eli pienemmalld reduktiolla.

Sylinterikuoren epilineaarisen teorian uranuurtajia olivat von Karmén ja Tsien. Vuon-
na 1941 julkaistussa tutkimuksessa he osoittivat, ettd aksiaalisesti puristetun sylinterikuo-
ren sekundaarisella tasapainopolulla, joka ldhtee bifurkaatiopisteestd A kuvassa 13.23, pu-
ristava voima aksiaalisen siirtymén funktiona putoaa nopeasti. von Karménin ja Tsienin
ratkaisun perusteella voidaan péatelld, ettd vastaavan muotovirheellisen kuoren tasapaino-
polulla on rajapiste B. Donnell ja Wan esittivit vuonna 1950 tdméantyyppisen ratkaisun sy-
linterikuorelle, jonka muoto poikkeaa hieman tdydellisen sylinterin muodosta. Koiter esitti
vuonna 1945 yleisen epilineaarisen kuoriteorian, jonka avulla voidaan tutkia lommahduk-
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Kuva 13.19 Leikkausvoiman kuormittaman sylinterikuoren kokeellisten ja teoreettis-
ten tulosten vertailu.

sen jalkeistd tilaa bifurkaatiopisteen ldheisyydessd ja muotovirheiden vaikutusta kuoren
kiyttaytymiseen. Koiterin tutkimustulokset tulivat yleisesti tietoon vasta vuonna 1963.

Koiter tutki kuoren kiyttaytymistd avaruudessa, jonka koordinaatit ovat kuorma (kuor-
makerroin) ja eri lommahdusmuotojen amplitudit. Tasapainopolut méaaritetdéan potenti-
aalienergian lausekkeen ensimmadisten derivaatojen avulla ja tasapainon laatua tutkitaan
toisten derivaattojen avulla.

Puristetun sylinterikuoren suuri héiricherkkyys aiheutuu potentiaalienergian lausek-
keen

I = ag+ aiq + asq® + azq® + asg* +-- -, (13.229)

missé ¢ on lommahdusmuodon amplitudi ja ag, a1, az, ... ovat kuormasta (tai kuormaker-
toimesta) ja muotovirheesté riippuvia kertoimia, kolmannen asteen termisti. Esim. laatan
ja pilarin potentiaalienergian lausekkeesta puuttuu kolmannen asteen termi, ja ne eivit
ole herkkié alkuvirheille. Edelld tarkastellussa lineaarisessa stabiiliusteoriassa kéytetty po-
tentiaalienergian toinen variaatio on nelidllinen, joten sen avulla ei voi tehdd pédtelmia
jalkikriittisesta tilasta.

Potentiaalinenergian lausekkeen korkeamman asteen termien merkitysta voi tutkia esim.
von Karmanin esimerkin avulla. Kuvan 13.24 nivelsauvoista ja jousesta koostuvan systee-
min jousivoiman ja siirtymén riippuvaisuudeksi otaksutaan

F = Ciw — Couw?, (13.230)

missd w on taipuma ja C7, Cy ovat kertoimia. Systeemin potentiaalienergia on
II= /Fdw — 2P L(cos ¢y — cos p). (13.231)

Téssé esimerkissd ¢ = ¢. Kaavassa (13.231) voidaan approksimoida

1
COS Py — COS P =~ 5( 2_0?), w=L(p— ). (13.232)
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Kuva 13.20 Poikittaisen paineen kuormittaman sylinterikuoren kokeellisten ja teo-
reettisten tulosten vertailu.

Integroinnin jilkeen saadaan potentiaalienergialle likim&ardinen lauseke

1 1
= SC1L%(p = ¢0)* = 3CoL* (¢ = 90)* = PL(p” = (). (13.233)
. ol . . B
Tasapainoasemassa 90 = 0, joten tasapainopolut toteuttavat yhtalon
¥
1 _
P =5 [C1L = CoL?(p — o)) =22 (13.234)
2

Kaavan (13.234) avulla ndhddén, ettd jousivoiman kaavan kertoimen Cy takia puristavan
voiman P ja kulman ¢ vilistd riippuvuutta esittava kiyréd (suora) on laskeva virheettoméan
systeemin (pg = 0) tapauksessa. Virheellisen systeemin maksimikuorma on sitd pienempi
mitd suurempi on muotovirhe .

Koiterin mukaan lommahduksen jélkeinen tasapainopolku voidaan esittda asymptootti-
sesti (bifurkaatiopisteen ldheisyydessi) taydelliselle (muotovirheettomaélle) rakenteelle kaa-

valla
A

)\kr

missé A on kuormaparametri (A = N,), Ak, lommahduskuorma, ¢ on lommahdusmuo-

=1-c1q—c2q?, (13.235)

don amplitudi (esimerkisséd ¢ = ¢) ja ¢1, co ovat kertoimia. Rakenteen kiyttdytyminen
riippuu rakenteelle ominaisista kertoimista c; ja co. Koiterin mukaan muotovirheettoméan
rakenteen kiyttdytyminen bifurkaatiopisteen ldheisyydessid méaraéd rakenteen herkkyyden
muotovirheen vaikutuksille.

Kuvan 13.25 tapauksessa I ¢; = 0 ja co < 0. Koiter osoitti, ettd tédsséd tapauksessa
rakenne ei ole herkkd alkuvirheille. Tapauksessa 11 ¢; = 0 ja co > 0, ja téssd tapauksessa
Koiterin mukaan pétee asymptoottinen kaava

13w (5) v

2/3
] , (13.236)
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Kuva 13.21 Hydrostaattisen paineen kuormittaman sylinterikuoren kokeellisten ja
teoreettisten tulosten vertailu.

missd p on muotovirheen muodosta riippuva kerroin ja go on muotovirheen amplitudi.
Tapauksessa II1 c¢; > 0, ja Koiterin mukaan muotovirheellisen rakenteen maksimikuorma

on
@:1_2
Akr

Sekundaarisella polulla kuorma Apax putoaa aluksi hyvin nopeasti, ja rakenne on hyvin

(qoper) /. (13.237)

herkkd muotovirheelle. Kaavan (13.237) mukainen kidyttdytyminen (herkkyys muotovir-
heille) on luonteenomaista ulkoisen paineen kuormittamille pallokuorille ja puristetuille
sylinterikuorille.

Nykyédn kuorirakenteita voidaan analysoida epélineaarisesti tehokkaasti numeerisilla
menetelmilld kuten elementtimenetelmailld. Liu ja Lam ovat julkaisseet vuonna 1989 tutki-
muksen aksiaalisesti puristetun sylinterikuoren kiyttaytymisestd. Elementtimenetelmalld
analysoidun kuoren pituus L = 71.9, side R = 100, kuoren seindn paksuus h = 0.247,
materiaalin kimmokerroin £ = 567 ja Poissonin luku v = 0.3. Aikaisempien tutkimusten
perusteella lommahdusmuodossa on téssd tapauksessa 14 tai 12 aaltoa kehén suunnassa.
Liu ja Lam mallinsivat kuoren symmetrisen kahdeksasosan nelisolmuisilla kuorielementeil-
14, joiden lukumaéarédksi tuli 420. Elementtimallissa oli pituuden puolikkaalla 14 elementtia
ja kehdn suunnassa 30 elementtid. Symmetrian hyviksikdyttd pienentdd laskentamallia,
mutta sulkee samalla pois lommahdusmuotoja.

Kuvassa 13.26 on esitetty lineaaristen lommahdusanalyysien lommahdusmuotoja kak-
silla reunaehdoilla. Vasemmanpuoleisten kuvien lommahdusmuodot on laskettu péistdan
jaykasti tuetulle sylinterille, ja oikeanpuoleisten kuvien vastaavat tulokset on laskettu otak-
sumalla sylinterin pdét vapaiksi mutta kiertymét tuetuiksi. Reunaehdot eivét tédssé tapauk-
sessa vaikuta merkittavisti lineaarisen lommahdusanalyysin lommahdusmuotoihin.

Kuvassa 13.27 on epélineaarisen analyysin kuorman ja siirtymén vélinen riippuvuus,
joka on laskettu paistddn jaykésti tuetulle kuorelle. Kuvassa 13.27 pystyakselilla on suh-
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Kuva 13.22 Akselin suunnassa puristetun sylinterikuoren kokeellisen ja teoreettisen
kriittisen kuorman suhde.

teellinen aksiaalinen kuorma ——, missé P, on klassillisen lineaarisen analyysin lommah-

duskuorma, ja vaaka-akselilla on sylinterin reunan siirtymé akselin suuntaan normeerattu-
na lineaarisen analyysin vastaavalla siirtyméan arvolla u... Valilla A — B kuori deformoi-
tuu pyorahdyssymmetrisesti. Pisteessd B kuoreen syntyy muoto, jossa on 14 aaltoa kehén
suunnassa.

Kuvassa 13.28 on ylinné esitetty kuoren deformaation vaihe primaaripolulla juuri en-

nen pistettd B kuorman arvolla — = 1.0388, ja pisteen B tilanne on seuraavassa kuvassa
cr

P
kuorman arvolla — = 1.0452. Kuoren deformaation muoto muuttuu hyvin pienelld kuor-

man muutoksen valilli. Sekundaarisella polulla paddytddn singulaariseen pisteeseen D,
jota vastaava deformaation muoto on esitetty alimmassa kuvassa 13.28. Sekundaarisella
palautumispolulla B — D séteen suuntaiset siirtymét kasvavat, mutta kuoren pain aksiaa-
lisuuntainen siirtymé& pienenee. Pisteessd B hallitsee kavotilan muodonmuutosenergia, ja
pisteessd D kuoreen varastoitunut energia on sitoutunut taivutukseen. Kuvista ndhdaan
my0s, ettd lommot’ kasvavat mieluummin kuoren sisddn péin.

Jos kuvassa 13.27 mennéédn bifurkaatiopisteen B ohi primaarista polkua pitkin, niin
kuori deformoituu aluksi pyordhdyssymmetrisesti, mutta myohemmin siithen ilmaantuu ku-
vaan merkittyjd muotoja, joita on esitetty kuvassa 13.29.

Kuvassa 13.30 on Wohleverin ja Healeyn vuonna 1995 julkaisemia tuloksia vastaavanlai-
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Kuva 13.23  Akselin suunnassa puristetun sylinterikuoren tasapainopolut.

selle puristetulle sylinterikuorelle. Puristava kuorma on nyt A, ja aksiaalinen siirtyméa on U.
Primaarisella polulla on 77 bifurkaatiopistettd ennen rajapistettd kohdassa ui =4.2. Ku-
vaan 13.30 on piirretty 22 ensimmaéisté sekundaarista tasapainopolkua primégrisen polun
lisdksi. Kuvassa 13.31 on esitetty ensimméinen sekundaaripolku ja siihen liittyvd kuoren

deformaatiomuoto.
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Kuva 13.25 Rakenteen muotovirheherkkyys Koiterin mukaan.
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Kuva 13.26 Lineaarisen analyysin lommahdusmuodot.
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Kuva 13.27 Epélineaarisen analyysin tasapainopolkuja.
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Kuva 13.28 Epilineaarisen analyysin deformaatiomuotoja.
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Kuva 13.29 Primaaripolulla kohdattavia deformaatiomuotoja.
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Kuva 13.30 Primaaripolku ja 22 ensimmdisté sekundaarista polkua.
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Kuva 13.31 Ensimmiéinen sekundaarinen polku ja siihen liittyvéd deformaatiomuoto.



