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Luku 1

Vaakakuormituksen jakautuminen
matalissa rakennuksissa

Vaakakuormituksia rakenteisiin aiheuttavat mm. tuuli ja maanjaristys. Tuulikuorman re-
sultantti voidaan méirittaa kaavalla

R = poA, (L1)

missa

po = CuGv? (1.2)

on tuulen paine, A on tuulipinta, ¢ on muotokerroin, v on tuulen nopeus, G on puuska-
kerroin ja C' on vakio.
Maanjaristyskuorma voidaan maéaérittas yksinkertaisesti kaavalla

R = uG, (1.3)

missd G on rakennuksen katon massa ja g on seisminen kerroin, joka on suuruusluokkaa
0.1 —0.4.

Suunnitteluohjeet edellyttavit usein analysointia epikeskiselle kuormalle. T&ll6in sym-
metrinenkin rakenne on tutkittava vadntokuormituksen tapauksessa, kuva 1.2.

Kuvan 1.2 epékeskisyys on

_ [ #oan b, f 20aL, DIN,
"7 40050, USA Y T\ +0.05L, USA,

uG G

VR R

Kuva 1.1 Maanjaristyskuorma.
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Ly/2 Li/2
L A —

Ls/2

Kuva 1.2 Kuorman epékeskisyys.

missd DIN viittaa Saksan normeihin ja USA vastaavasti USA:n normeihin.

Kuvassa 1.3 on esitetty tukiseinien sijoitteluja. Tapaukset a, b, ¢ ja d ovat huonoja
vaantokuormituksen tapauksessa, sijoittelut e ja f ovat parempia.

Kuvassa 1.4 on esitetty kaksikerroksisen rakennuksen toisen kerroksen kehdjaykistyksia.
Kuvan 1.4a jéaykistys on huono, mutta kuvien b, ¢, d ja e kehdjaykistykset ovat vakaita.

Staattisesti méarityssi tapauksessa tukiseinille tulevat kuormat on helppo madrittaa
tasapainoehtojen perusteella. Kuvan 1.5 kahden tukiseinin systeemille saadaan tasapai-
noehdot

Fi+ F, =R, (15)

0.6LR — FyL =0, (1.6)

kun kuormaresultantin epdkeskisyys on e = 0.1L. Tasapainoyhtéloiden ratkaisu on
Fy =04R, F>=0.06R, (L.7)
jonka perusteella seinit mitoitetaan kuormille
Fy =406R, Fy,=40.6R. (1.8)

Kuvan 1.6 tapauksessa resultantin epékeskisyydeksi on otettu 0.1L, ja seinille tulevat

kuormat ovat
0.6a .
F1 = F2 = TR Ja F3 = R, (19)
missé a ja b ovat rekennuksen pohjan sivumitat.
Staattisesti madrddmattomien tukiseindjirjestelmien tapauksessa on tasapainon lisdksi

tutkittava muodonmuutoksia ja yhteensopivuusyhtaloita.
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Kuva 1.3 Tukiseinien sijoittelu.

1.1 Tukiseinajarjestelman leikkauskeskio

Otaksutaan seinén ylapdén siirtymén 6 aiheutuvan leikkausmuodonmuutoksesta eli liuku-
masta ~y. T4llin seindn ylidpaén siirtymé (seinén suuntaan) on

F

missd H on seindn korkeus, GA on seindn leikkausjiykkyys ja F' on seindén kohdistuva
voima seinén suunnassa (seinén kohtisuorassa suunnassa voima otaksutaan nollaksi).

Otaksutaan lisdksi ylipohjan olevan tasossaan jaykka levy, jonka siirtymét globaalisessa
(z,y)-koordinaatistossa ovat u, v ja ¢ (leikkauskeskion siirtymét ja kiertyméd). Olkoon
jaykistysseinid n kappaletta. Seindn numero k keskipisteen siirtymét ovat leikkauskeskion
siirtymien ja kiertymén avulla lausuttuina

Uy, =u — (Yr — Yo) @, (1.11)

O = v+ (T — Ty)p. (1.12)

Seindn k suuntainen siirtymé on

0 =0 cos oy, + 0 sin
=ucos oy +vsinay + [(x — zy) sin oy, — (yr — Yo ) COs agle (1.13)

= cos oy, + vsin ay + 1,

jossa

T = (xp — 2y) sin o, — (Yx — Yo) COS g (1.14)

on kohtisuora etiisyys leikkauskeskiosta.
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PN PN

Kuva 1.4 Kehéjaykistyksia.

Projisoimalla seinédvoimat z:n ja y:n suunnille saadaan tasapainoehdot

n

R, = ZFk COS (v, (1.15)
n

R, = Zstinak. (1.16)
k=1

Muodostamalla seindvoimien momentti pisteen V suhteen kolmanneksi tasapainoyhté-
16ksi tulee

M, = Z [(xg — ) Fg sin ag — (yx — Yo ) F, cos o] Z Fyry, (1.17)
k=1
jossa 1 on kohtisuora etdisyys leikkauskeskidstd seindn k tangentille.
Leikkauskeskion (védntokeskion) méadritelmédn mukaan puhdas rotaatio vaantokeskion
V ympdri ei aiheuta resultantteja ., I,.
Seindvoima, on
GA;
Fp,=——6 1.18
o= 2 (1.18)

Seinén suuntaisen siirtymén ja seindvoiman kaavojen avulla tasapainoehdot saadaan
kirjoitettua muotoon

n n n
GA GA GA
u g Hk cos® a, + v g Hk sin g, cos a + @ g Hk'rk cos oy, = Ry, (1.19)
k=1 k=1 k=1
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Kuva 1.5 Staattisesti madritty tuenta.
i 0.6a E
Tt
; | b
R i |
B
<—§—b |
i Ap
e e
0.6a i 0.4a
Kuva 1.6 Kolmen tukiseinén systeemi, kuorman epikeskisyys 0.1L.
n
GA GA
uz Hk sinakcosak—kvz F sin? ak—i—cpz rksinak =R, (1.20)
k=1 k=1
ja
n n n
GA GA GA
ukz_:l Hkrk.cosak —HJ; Hkrksinak—kgokz_:l Hkrisz. (1.21)

Kahdessa ensimmaisessé tasapainoehdossa puhdas rotaatio, (u =0, v = 0, ¢ # 0), ei
aiheuta resultantteja R, ja R, jos kiertymén ¢ kertoimet niissé ovat nollia eli jos

n n
G Ay GA, .
kgl I 71 cos o, = 0, kgl I risinay = 0. (1.22)

Sijoittamalla néihin ehtoihin kohtisuoran etdisyyden, rj, kaava saadaan yht&lot

Z G Ay, sin? )T Z G Ay, cos ay sin o)y, = Z GAg|xg sin? a — Yy, cos ay, sin agl,
= =1 =1
(1.23)

Z G Ay, sin oy, cos v ) Ty + Z G Ay, cos® )y Z G Ay [—xy, sin oy, cos a+yp, cos ozk]
k=1 =1 i=1
(1.24)
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0
—F> o

Tukiseindn liukuma.

Kuva 1.7
AUV

y

Ylapohjan siirtymévapausasteet

Kuva 1.8

joista ratkaistaan vidntokeskion asema (x,,yy).
Samoihin va&ntokeskion maarittdviin yhtéloihin pdddytdén asettamalla kolmannessa

tasapainoyhtélossd translaatioiden u ja v kertoimet nolliksi. Télloin puhdas translaatio,

(u#0,v#0, ¢ =0), el aiheuta vidntomomenttia M, .
Jos seindt ovat x- tai y-akseleiden suuntaiset, niin védntokeskion maéadrittavit kaavat

yksinkertaistuvat muotoon
t n
> 2GAg > uGA
k=1 I=t+1
Ty=—"F"" Yo=—7FH (1.25)
Z GAk Z GAl
k=1 I=t+1
missé seindt k = 1,...,t ovat y-akselin suuntaiset ja seindt [ =¢ + 1,...,n ovat z-akselin
suuntaiset.

1.2 Kuormituksen jakautuminen seinille
(1.26)

Ulkoisen kuorman aiheuttama viantomomenti on
M, = Ry(ﬂfo - va) - Rx(yO - yv)a
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AY
U
: Ty yk)
:yk —Yv
(xwyv) Tk — Ty \\\A/E"’ (yk — yv) COS g
V SN T P :/"
\ ,/ CU-]X/
Tk ,i/\ ///
AN\ o

Kuva 1.9 Tukiseindn kohtisuora etdisyys leikkauskeskiosta.
. F;
A Fsin «;
@i _Fcosa

Kuva 1.10 Tukiseindn voiman F; komponentit.

missé (2, yo) on kuorman vaikutuspiste.

Ottamalla huomioon vadntokeskion maarittelevit yhtalot, (kahdessa ensimmaisesséd @

kertoimet ja kolmannessa w:n ja v:n kertoimet ovat nollia),

n n
GA GA
kgl Hk ri cos ay = 0, gl Hka; sinay =0

tasapainoehdoiksi tulee
n

GA, " GAy
u; I COos ak—l-v; T

sin o cos ap = R,

2

n n
GA GA
u g Hk sin ay, cos a, + v g Hk sin“ ay, = Ry

k=1 k=1

ja

(1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.30)
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Kahden ensimméisen yhtélon avulla siirtymille u ja v saadaan ratkaisut

n n
> GAysin? oy, — G Ay, sin oy, cos ay,
: ] -=| £ = el IO
v det | _ G Ay, sin a, cos oy 3 G A cos? ay, HRy
k=1 k=1

misséd on merkitty

n n n 2
det = <Z G Ay, cos? ak> <Z G Ay, sin? ak> — <Z G Ay, sin oy, cos ozk) , (1.32)

k=1 k=1 k=1

ja kolmannesta (vintokeskion suhteen lausutusta) tasapainoehdosta ratkaistaan kiertymél-
le ¢

H
o =——M,. (1.33)
Z GAk’I”]%
k=1
Levyn ¢ suuntainen siirtymé on
0; =ucosa; +vsina; +r;, i=1,...,n, (1.34)
ja levyn ¢ voima on
GA;
F =22k, (1.35)

eli

1 n n
F, = GAZ'E(COS ai(; G Ay sin? oy, — sin oy ; G Ay sin oy, cos o ) Ry,

1 n n
+ GAi@(_ oS o Z G A}, sin oy, cos o, + sin o Z G Ay, cos? ag)Ry
k=1 k=1

’I”Z'GAZ‘
4 -

- M,. (1.36)
Z GAkT]%
k=1

Jos kaikki seindt ovat x- tai y-akseleiden suuntaisia, niin resultanttien, (voimien ja

momentin), R,, R, ja M, osuudet seinévoimiin F;j voidaan jakaa osiin

GA,

Fij =——R,;, j=t+1,...,n (z:nsuuntaan), (1.37)
> GAg
k=t+1
GA;
FiRy = %Ry, i=1,...,t (y:n suuntaan), (1.38)
> GA,
k=1
)G A
FJM _ (?Jyn yo)GA; M,, j=t+1,...,n (z:n suuntaiset seinit), (1.39)
> GApr?
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______________________________ 5
| 2 |
6 m E E
1 3
x
oA .. e
6 m 6 m
f——— e
T R
Kuva 1.11 Viiden tukiseindn jéarjestelmé.
Taulukko 1.1 Viiden tukiseindn systeemi.
o | GAy | mGAL |y | GA | y6A | B [ EE= | FM | R
1 0 2 0 4.44 -1.53 291
2 2 4 8 8.89 -1.81 7.08
3| 12 3 36 6.67 3.34 | 10.01
4 0 3 0 0 1.62 1.62
5 6 4 24 0|-1.61| -1.61
D 9 44 7 24
Ti — Ty)GA;
FM = (n—”)M i=1,...,t (y:n suuntaiset seinit), (1.40)
> GApr}
k=1
missi
n t n
2 2
Y GArE = GAp(zr—x)* + > GAp(ye — w0)”. (1.41)
k=1 k=1

k=t+1

Esimerkki 1.1 Mdaritetddan kuvan 1.11 tukiseinien voimat.

Esimerkin tapauksessa seinét ¢ = 1,...,3 ovat y:n suuntaiset ja seindt j = 4,5 ovat

z:n suuntaiset. Kootaan laskelmat taulukkoon 1.1.

Kuormaresultantit ovat

ja epikeskisyydet huomioonottaen resultanttien vaikutuskohta on

R, =0, R, =20,

ro=6+12, yo=3—-0.6.

Lasketaan sitten taulukon tiedoilla summat

3

> wkGAy =44, > yGA =24

5

k=1 =4

(1.42)

(1.43)

(1.44)
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y-akselin ja x-akselin suuntaisille seinille. Koska kaikki seinédt ovat nyt joko z- tai y-
akselin suuntaisia, vidntokeskion paikka ratkeaa yksinkertaisemmista kaavoista (1.25)
ja tuloksena saadaan

44 24
o= 5 489, gy = ~ 343 (1.45)

Kun védintokeskion paikka on tiedossa, niin voidaan laskea kuormaresultantin aiheut-
tama vadntomomentti

M, =20- (7.2 —4.89) = 46.2, (1.46)
jossa on otettu huomioon kuorman otaksuttu epakeskisyys.

Lasketaan vield seinén 1 seinéivoimat kuormista R, ja M,:

2
Rl = g 20=444, (1.47)

(1 — xy)GAL M,
5
Z GAM“%
= (1.48)

FM =

—4.89-2-46.2

= ~ —1.53.
2-4.8924+4-2892+3-7.112+3-3.4324+4-2.572

Seinien voimat on esitetty taulukossa 1.1

Esitys perustuu kirjoitukseen [Heinisuo, 1985], jossa on myos esitetty enemmén sunnit-

teluun liittyvid asioita.



Luku 2

Vaakakuormituksen jakautuminen
korkeissa rakennuksissa

Tarkastellaan jaksollisia kehdrakenteita, joiden pilarit ovat ldpimenevi massiivisia tai levy-
méisid paarteita (tai ndiden yhdistelmid). Poikkisiteet tai vélitasot otaksutaan taipuisiksi
mutta venyméttomiksi. Paarteiden (pilareiden) painopisteiden siirtymét akselin z suun-
nassa otaksutaan nolliksi eli u, = 0.

Koska poikkisiteet ovat venymaéttomid, poikkileikkaus siilyttdd muotonsa ja silld on
kolme siirtymévapausastetta. Siirtymét poikkisiteen kohdalla korkeudella z ovat siten

Uy = Vg _(P(y_ay)a (2'1)

uy = vy + @(x — ag), (2.2)

missd A := (ay,a,) on poikkileikkauksen vaantokeskio, (joka seuraavassa yritetddn méad-
rittdd), vg, v, ja ¢ ovat poikkileikkauksen jaykdn kappaleen liikkkeen vapausasteet (vdin-
tokeskion translaatiot ja kiertymé vaantokeskion ympéri), u, ja u, ovat poikkileikkauksen
mielivaltaisen pisteen (x,y) siirtymét. Kaavojen (2.1) ja (2.2) avulla voidaan nyt maarittaa
paarteen i leikkauskeskion (vaéntokeskion) (x;,y;) siirtymét tason z kohdalla:

vz, (2) = va(2) — @(2)(yi — ay), (2.3)
A Y
3
— <. Y (23,93)
(205, Yoq ),3‘3.\
.1 - _'é._._ ¥ (a‘w? ay)
(1’17y1) :(x017y01) N ’
(xoz » Yoo ):Q
I 7o~ (22,92)
o
Kuva 2.1 Viédantokeskio (ag,ay), seinien ¢ védntokeskiot (x;,y;) ja painopisteet

(xoi ) yoi)‘

11



12 LUKU 2. Vaakakuormituksen jakautuminen korkeissa rakennuksissa

Uy
AY
A Vg '
" s
-
Kuva 2.2 Poikkileikkauksen vapausasteet v, vy ja ¢.
vy, (2) = vy(2) + @(2)(xi — az). (2.4)

Paarteen mielivaltaisen pisteen (z,y) siirtymét ovat edelld olevien kaavojen perusteella

Ua, (2,Y, 2) = v2,(2) — 0(2)(y — i), (2.5)
Uy, (xa Y, Z) = in(z) + @(Z)(x - wi)? (26)
uz, (2,y,2) = —vy, (2)(y — yo,) — vp, (2) (2 — 0,) — ¢/ (2)wi(z,y), (2.7)
missi (zo,, yo,) on paarteen ¢ painopiste ja koordinaatista z riippuvan funktion f(z) deri-
vaatta on i (2)
z
2z

Sijoittamalla paarteen ¢ leikkauskeskion siirtymien kaavat aksiaalisen siirtymén lausek-
keeseen tulee

ws (2,y,2) = —[v) + ¢ (2 — a2)/(y — yo,) — [vi — ¢ (i — ay)](x — 20,) — P'wil@,y) (2.9)
eli
uzi($7 y) = _U;(y - yoi) - U:/v(x - xoi) - 90,(;)2'7 (2'10)
misséd on otettu kiytt6on merkintd
wi(x,y) = (y — yo,)(wi — az) — (& = x0,) (yi — ay) +wi(z,y). (2.11)
Paarteen ¢ venymé on
£ (z,y,2) = u;i(a:,y, z), (2.12)

ja paarteen aksiaalinen jannitys on

0oy = e, = E[-0(y — yo,) — vl(x — 20,) — '], (2.13)
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Normaalijannityksen avulla lausutaan koko poikkileikkauksen (kaikki paarteet mukaan)

Z/ xr — x0,)0,,dA, (2.14)

zlA

resultantit

M, = Z /(y - in)UzidAv (2'15)

B= Z/wiazidA, (2.16)

eli taivutusmomentit ja bimomentti. Sijoittamalla normaalijannityksen kaava resultanttien

lausekkeisiin saadaan

= E{(Z I,) Z Lpy, v Z( — ag) Loy, — Z(yz - ay)Iyi]SON}v (2.17)
=1 =1 =1
= —E{( Z Iﬂﬁy Z Iy, )v Z T — ag) Iy, — Z(yz - ay)Ia:yi]SOH}’ (2.18)
i=1 i=1
B = _E{[i( —ag) Ly, — i:l(yl — ay) 1y, vy + [f:l( ag) e, — (yi — ay)I:vyi]UZ
- - - (2.19)
+[:Z1 (7 — ag) I, + ; (i — ay)* 1y, —2 Z( — ) (Yi — ay) Loy, + :Zlfwi]v"}-

Bimomentin kaavan johdossa on otettu huomioon yksittdisen paarteen vidntokeskion
méadrittavat kaavat

/ (z — o, )widA = / (y — o, )widA = / widA = 0. (2.20)

A; A; A;

Taivutusmomenttien ja bimomentin kaavoissa olevat paarteiden poikkipintasuureet ovat

L, = / (v — o) dA, (2.21)

A;
1y, = / (x — x0,)* dA, (2.22)
A;
A;
I, = / w;® dA. (2.24)
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Véantokeskion asema saadaan ratkaistua ehdosta, ettd puhdas rotaatio (v, = vy, = 0)
ei aiheuta momentteja M, ja M,. Asettamalla vidntokulman toisen derivaatan kertoimet
momenttien kaavoissa nolliksi saadaan kaksi lineaarista yhtaloé

=3 Iy, oI, ay — > Wilpy, 4+ > yily, ’

joista ratkaistaan vadntokeskion asema poikkileikkauksessa. Jos kaikille paarteille pitee
Iy, =0, i=1,...,n, (2.26)

niin vadntokeskio voidaan madrittad yksinkertaisemmista kaavoista

(2.27)

@
Il
—
-
Il
—

Kun koko poikkileikkauksen vadntokeskio on tiedossa, niin taivutusmomenttien ja bi-
momentin ja niitd vastaavien muodonmuutossuureiden véliset yht&lot hieman yksinkertais-

tuvat muotoon

M, > 1y, > Ly, 0 Uz
My, |=E| =X Iy, —>1I, 0 vy | (2.28)
B 0 0 —1, o'

misséd on merkitty

n n n n
I, = Z (2i — ag)*I,, + Z (yi — ay)2lyi -2 Z(a@z —az)(Yi — ay) ey, + Z I,,. (2.29)
i=1 i=1 i=1 =1
Muodonmuutossuureet momenttien avulla lausuttuina ovat
wl ZZI; 2 ;}/ O]
o’ 0 0 —= B
L,

misséd on merkitty
D= L) L) — (O Ly ) (2.31)

Paarteen ¢ normaalijénnitys on

. (le)M$+(ZI$'yz)My( - o
Oz = D Yy in)

(2 Lo )My + (32 Ly, ) Mo

- (x — xg,) +
D 0

Jos osasauvojen péadakselit ovat yhdensuuntaiset ja x ja y ovat padakselit, niin I, =0
ja jannityksen kaava yksinkertaistuu muotoon

Oz = M, (y—yo)— My
. ZLE ' ZIy

7 i

(2.33)

(x - $0i) +

&
§\
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Maéaritetdan seuraavaksi paarteiden taivutusmomentit

M, = [0y =) da, (2.34)
A
M, — - / 0., (x — wo,) dA (2.35)
A;
ja bimomentti
B; = /wmzi dA. (2.36)
Ai

Sijoittamalla paarteiden taivutusmomenttien kaavoihin normaalijdnnityksen o, lause-
ke paadytadn kaavoihin

(Z Iﬂcyi)ltcz' - (Z Iﬂci) (Z Iyi)IfBi - (Z I:vyi)I

Iy )
M,, = 5 Wi M, 4+ 5 Vi M,
(2.37)
+Ixi($i —ay) _ Iyy, (yi — ay)B’
L,
1.1, — Loy ), L., ), — I1,)] ..
= o= (Do)l g O o= (2
(2.38)
_|_Iyz(yz ay) _ Iy (7 a:v)B’
L,
ja
Iwi
B, = I—B. (2.39)
w

Jos paarteiden paaakselit ovat z:n ja y:n suuntaiset, niin I, = 0 ja télldin paarremo-
menttien kaavat tulevat muotoon

M, = =% M B, 2.40
My = =%-M,+ ¥ VB, 2.41
vi =Sy M I (2.41)
I,
B; = ¥ B. (2.42)
I,

Leikkausvoimien momentti vaantokeskion suhteen on
n n n
M5 = Z Qy, (i — az) — Z Qz, (yi — ay) + Z Bj, (2.43)
i=1 i=1 i=1

missé paarteen ¢ bimomentti on
B; = —FEI,;¢". (2.44)

Ottamalla huomioon tasapainoehdot
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saadaan

n n n
M.s =) M (vi—az)+ Y M, (yi—ay) +) B (2.46)
=1 i=1 i=1

Jos kaikkien paarteiden péddakselit yhtyvéit z:n ja y:n suuntiin, niin

M,, = lez(xz - ax)Mg/c + Zlyi(yi - ay)M;
lei Zlyi

2 2
+Z[I$z (332 - aw)_—i_ I z(yZ - ay) ]B/ + Z_L’Ji B’ (247)
1, L,
IQB/ = B,.
w

Vaantomomentin M, kaksi ensimmaéista termid ovat nollia vaantokeskion méarittely-
vhtéldiden perusteella, ja kolmannessa termissd on kiytetty hyviksi poikkileikkauksen kéy-
ristymisjayhyyden kaavaa. Samalla tavalla kisitellidn tapaus, jossa jonkin tai joidenkin
paarteiden padakselit eivit yhdy z:n ja y:n suuntiin.

Kokonaisviantomomentti on

Mz = Mzs + MZ’Ua (2-48)

misséd M, on Saint Venantin vAannon osuus.
Momenttien tasapainoyhtalot ovat

M = —Py, (2.49)
M, = p, (2.50)
M = —m, (2.51)

missd p, ja p, ovat y- ja x-akselin suuntaiset jakautuneet kuormat ja m on jakautunut
vaantomomenttikuorma.

Lausumalla momentit siirtymésuureiden avulla saadaan pédakselistossa tasapainoyh-
talot muotoon

n
>~ BL )Y =pe, (2.52)
i=1
(Z Elwi)vg(;4) = Py (2.53)
i=1
EL,e®W — GI,o® =m, (2.54)
misséd on merkitty
n
I, =) L. (2.55)
i=1
Merkitsemalld
- GI,
k= ! (2.56)
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vaannon differentiaaliyhtéloksi tulee

oW — k2o = EE_ (2.57)
tai bimomentin avulla lausuttuna

B® _’2B=—m. (2.58)

Jalkimmaistd muotoa voidaan kiyttda staattisesti madratyssi tapauksessa.
Véaannon differentiaaliyhtdlon ratkaisu on

¢(2) = C1 + Coz + Cysinh kz + Cy cosh kz + ¢, (2.59)

misséd o on yksityisratkaisu. Tasaisen vidntomomenttikuorman, m(z) = my, tapauksessa

m() 2

= 2 2.60
%0 °a IUZ ( )
Ulokepalkin tyven reunaehdot ovat
p(0)=0 = C1+Cy1=0, (2.61)
¢ 0)=0 = Cy+kC35=0. (2.62)
Viaantomomentti on nyt
Mz = sz + Mzs
(2.63)
=GI,¢ — EI¢" = GI,Cy — mqz.
Poikkileikkauksen bimomentti on
Fon [ 7.2 s 1T 7.2 7 mo
B=-Fl,p' =—-FEI, (k C3sinh kz + k“Cy cosh kz — reli > . (2.64)
v
Koska
GI, = k*EI,, (2.65)
saadaan
_ . — — m
B = —GI,(Cssinh kz + Cycosh kz) + 1_6—20. (2.66)
Reunaehdosta
M.(L)=0 (2.67)
seuraa
moL
Cy = —= 2.68
°Tal, (2.68)
ja vadntyman reunahdosta saadaan
moL
C3 = ——= 2.69
° T kG, (2.69)

Bimomentin reunachdosta

B(L) =0 (2.70)
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seuraa

—GI,Cssinh kL — GI,Cy cosh kL + % — 0,
josta saadaan ratkaistua

moL - mo
Cy = 0% nhRL 4 —0
4= T, P T BGT cosh kL

Bimomentin lausekkeeksi tulee

kLsinh kL + 1

B(z) = 70 kLsinhkz — =
k2 cosh kL

cosh kz + 1}.

Bimomentti tyvesséd on

mo kELsinhkL + 1
B0)=— 41— ——o—
©) k2 { cosh kL }

Leikkausvoiman laskussa tarvittava bimomentin derivaatta on

_ - kLsinhkL +1 .
B'(z) = % {k:L coshkz — % sinh kzz}
ja tyvelld
B/(O) = moL.

Huipulla vaikuttavan pistekuorman tapausta kisitelldédn seuraavassa esimerkissa.

Differentiaaliyhtélon
B® k2B =—m

ratkaisu on tasaisen vddntomomenttikuorman tapauksessa
I 7 my
B(z) = Cysinh kz 4+ Cy cosh kz + =R
Tyvelld M, (0) = moL, M,(0) = GI,¢'(0) = 0, joten
M. (0) = M,(0) + M,(0) = B'(0) = moL.
Bimomentin derivaatta on
M, = B' = Cikcosh kz + Cok sinh kz,

ja reunaehdosta B’(0) = moL seuraa

molL
C) = %
Reunaehdosta
B(L) = Cy sinh kL + cosh kL + % ~0
seuraa mol ) o
Cy = T tanh kL — T oosh il

(2.71)

(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)

(2.76)

(2.77)

(2.78)

(2.79)

(2.80)

(2.81)

(2.82)

(2.83)
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ja bimomentin lausekkeeksi tulee kuten edelld

ELsinh kL + 1

B(z) = 70 ) kLsinhkz — =
k2 cosh kL

cosh kz + 1} . (2.84)

Jos parametri kL on pieni, niin voidaan hyvilli tarkkuudella kiyttid yksinkertaistettua
differentiaaliyhtaloé
B" = —m, (2.85)
josta integroidaan tasaisen kuorman tapauksessa

2

B'=—-mpz+C, B= —mO% +Cz+D. (2.86)
Reunaehtojen
B(L)=0, B'(0)=mgL (2.87)
perusteella
1
C=myL, D= —imoLQ. (2.88)
Bimomentin lausekkeeksi tulee
1
B(z) = —imo(z —L)? (2.89)
ja
1
B(0) = —imOLQ. (2.90)
Bimomentin derivaatta on
B'(z) = —mo(z — L) (2.91)
ja
B'(0) = mgL. (2.92)

Huipulla vaikuttavan pistevadntomomentin M tapauksessa

B(z) = —-M(L — z) (2.93)
ja
B'(z) = M. (2.94)
Tyvelld z =0
B(0)=-ML, ja B'(0)=M. (2.95)

Huipulla vaikuttavasta z:n suuntaisesta pistekuormasta P, aiheutuu taivutusmomentti

My(z) = Pp(L — z) (2.96)
ja leikkausvoima
dM,
Qe = — dzy = P,. (2.97)

Vastaavasti y:n suuntaisesta pistekuormasta P, aiheutuu taivutusmomentti

My (z) = —Py(L — z) (2.98)
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Ty TP =100 kN P B
2 |
x ° ‘ | 3 * ,
oo ;
1 : 6 40 m
x ! 4
—— 1 —_——
| | | | | | |
22 4 16m ' 16m T
Y
- =
Kuva 2.3 Kerrostalon poikkileikkaus.
ja leikkausvoima
dM,
Qy = d; =P, (2.99)

Tasaisen z:n suuntaisen kuorman p, =vakio tapauksessa syntyy ulokkeeseen momentti
(yn ympéiri)
My(z) = %px(L — z)? (2.100)
ja leikkausvoima
Q=-" = p(L2) (2.101)

Vastaavasti y:n suuntaisesta vakiokuormasta p, aiheutuu

M, (z) = —%py(L — 2)? (2.102)

ja leikkausvoima

Qy = o= py(L — 2). (2.103)

Esimerkki 2.1 Maddritetidn voimien jakautuminen kuvan 2.3 kerrostalon poikkileik-
kauksen tukiseinille.

Kuvan 2.3 rakennuksen tukiseinien paksuus on 0.3 m. Kuorma P = 100 kN vaikut-
taa globaalisen y-akselin suuntaan keskelld rakennuksen huipulla, z = 40 m. T&ssa
tapauksessa pistekuormalla on korvattu maanjéiristyskuormitus.

Viintokeskion paikka méaaritetddn yhtiloista

ST vl | Dol e S e o A PR

Maaritetdan ensin yksittiisten profiilien vadntokeskiot, painopisteet ja poikkileikkaus-
suureet, ja kootaan saadut tulokset taulukoihin 2.1 ja 2.2.

Viintokeskion asema ratkaistaan yhtéloryhmésta

54.19 213 | [ a, | [ 75.58420.98 | [ 96.56 (2.105)
213 622 | | ay | | 16.72440.73 | | 5745 |’ '



Taulukko 2.1 Poikkileikkaussuureita.

1 -0.34 | 5.00 | 49.00 | 1.03 0.1206 | 18.536
2 7.85 | 9.85 | 3.58 | 3.58 | -2.13 | 0.0693 | 0.086
3 139.85 | 8.00 | 1.60 | 0.01 0.0343 | 0

4 38.00 | 0.15 | 0.01 1.60 0.0343 | O

> 54.19 | 6.22 | -2.13 | 0.2585 | 18.62

Taulukko 2.2 Poikkileikkaussuureita.

1 -16.66 | 5.15
2 28.10 | 35.26 | -16.72 | -20.98
3 | 63.76 | 0.08
4 0.38 0.24
> | 75.58 | 40.73 | -16.72 | -20.98

josta seuraa
x 1 22 =21 . 1.4
az | _ 6 3 96.56 _ 38 . (2.106)
(y 332.52 | —2.13 54.19 57.45 8.744

Lasketaan kaksi kuormitustapausta: (a) pistekuorma P vaikuttaa vidntokeskion kaut-
ta ja (b) vdannnon osuus.

a) Pistevoima P vaikuttaa viantokeskion x = 1.438 m ja y = 8.744 m kautta

Pistekuorman aiheuttamat taivutusmomentit ovat
M,=P(z—-L), M,=0, (2.107)
ja niitd vastaavat leikkausvoimat ovat
Qy=P Q;=0. (2.108)

Paarteiden taivutusmomenttien kaavoissa ainoastaan M, on nyt nollasta eridvé. T&l-
16in saadaan

E Iq i IL‘ I.’E? . 1.’161 ;

M;:L ( Jl) — D(E Jz) = P(Z H)7 (2109)
E Ifr1 . 11 — Iq i 1;1:1 .

M;L — ( “Jl) Yi (E ‘”) Yi P(z - H)7 (2.110)

joissa t tarkoittaa taivutuskuormaa, momentti M, = P(z — H) ja

D= L)1)~ (O L) (2.111)

Esimerkin tapauksessa D = 332.52 ja P = 100 kN. Kootaan jilleen paarremomenttien
ja leikkausvoimien laskelmat taulukkoon 2.3.

b) Vainnén osuus
Viaidntokuormituksen tapauksessa tarvitaan koko poikkileikkauksen kiyristymisjay-
hyys

n

B 5 L 5 n
Lo=> (i —a:)" L+ (yi —ay) 1y, =2 (@i—a2)(yi—ay) Loy, + Y L, (2.112)
1=1 =1

i=1 i=1
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Taulukko 2.3 Momentit ja leikkausvoimat, z = 0.

1 304.78 -2.19 0 0 26.32 | -3666.6 | 0.658 | 91.66
2 22.27 -7.62 -13.25 4.537 -67.72 | -213.2 -1.693 | 5.33
3 9.95 -0.02 0 0 0.24 -119.6 | 0.006 | 2.99
4 0.06 -3.41 0 0 41 -0.8 1.025 | 0.02
S 0.00 | 100

Taulukko 2.4 Vaantoon liittyvid poikkileikkaussuureita.

i Ti—ap | yi—ay | (yi — ay)QIyi (i — a2)° Lo, | —2(x; — ax)(yi — ay) Loy,
1 -1.78 -3.74 14.407 155.252 0

2 6.41 1.11 4.411 147.095 30.31

3 38.41 -0.74 0.006 2360.525 0

4 36.56 -8.59 118.061 13.366 0

> 136.885 2676.238 30.31

Suoritetaan tarvittavat laskelmat taulukossa 2.4.

Taulukon 2.4 laskelmien perusteella tulee

I, = 18.62 + 2843.433 = 2862.053, (2.113)

- GI, /1 0.2585
k= FL — V32 2862053 ° 0.00672, (2.114)
kL ~ 0.2688. (2.115)

Vaantokuormitustapauksen vaadntémomentti on

M, = Pe =100kN - 18.56 m = 1856 kNm. (2.116)

Viadnnon differentiaaliyhtdlon

@ _ 2o = M 2.117
@ @ i (2.117)

w

ratkaisu on
¢(z) = C1 + Coz + Czsinh kz 4+ Cy cosh kz + o, (2.118)

missd ¢g on yksityisratkaisu. Esimerkin tapauksessa on ratkaistavana ulokepalkki,
jonka padssid vaikuttaa pistevddntémomentti.

Palkin reunaehdot ovat

M.(L) = Pe, (2.119)

B(L) =0, (2.120)

0(0)=0 = C1+Cy=0, (2.121)
¢0)=0 = Co+kC3=0. (2.122)

Poikkileikkauksen bimomentti on

B=—El,¢" = —FI,(k*C3sinh kz + k*Cy cosh k). (2.123)
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Koska
GI, = k*El,, (2.124)

saadaan
B = —GI,(C3sinh kz + C4 cosh kz). (2.125)

Viaintomomentti on

Mz = sz + Mzs

(2.126)
=Gl,¢' — El,¢" = GI,,Cs.
Reunaehdosta
M.(L)=Pe=M (2.127)
seuraa
GLC =M = Cy=a (2.128)
v2 — 2 = GL, . .
Reunaehdosta
B(L)=0 (2.129)
seuraa
Cssinh kL + CycoshkL = 0, (2.130)
ja vadntyméan reunaehdosta seuraavan yhtalon
Cs M
Oh = — =2 = — 2.131
Tk kG, (2.131)
perusteella tulee ~ ~
sinh kL sinh kL
(O g N —— 2.132
: coshkl ° kGI, cosh kL ( )
Vaidntokulman reunaehdon perusteella
Cy = —Cy. (2.133)
Bimomentin lausekkeeksi tulee
M - inh kL .
B(z) = — <sinhkz — SINEY coshkz b (2.134)
k cosh kL
Bimomentti tyvessi on
M sinh kL M - 1856
B(0) =—— — = —— tanh kL = — -0.2625 = —72500. 2.135
O = =T osnhr = " 0.00672 (2.135)
Kun bimomentti on ratkaistu, niin sen avulla saadaan lausuttua vaannosté aiheutuvat
paarremomentit
wa i — Ux) — Ia: Yl —
ap = L@ 0s) — Wi—a) (2.136)
1, i Uy) — I’I‘ ;\Le T Ug
My = I ) e (@i = ) (2.137)

joissa indeksi v viittaa vaantoon.

Taulukossa 2.5 on laskettu paarremomenttien arvot tasolla z = 0 eli tyvessé, jossa

B(0) 72500
o P 9544 2.1
I, 2862 g (2.138)
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Taulukko 2.5 Taivutusmomentit
1 (xv - ar)Irl (yz - ay)Iy, (xz - CLT)ITyI (yv - ay)ITyI M;/)L M;;)L
1| -87.22 -3.86 0 0 98.2 | 2218.9
2 | 22.95 3.94 -13.65 -2.343 -447.5 | -643.5
3| 61.46 -0.0075 0 0 0.2 -1563.5
4 | 0.37 -13.76 0 0 350 94
Taulukko 2.6 Momentit ja leikkausvoimat
i MfEi MT/L gi Z’i QfEi Qyi
1] 1245 | -1447.7 | 2.503 -56.56 | 3.161 | 35.1
2 | -515.2 | -856.7 | -11.407 | 16.40 | -13.10 | 21.73
3104 -1683.1 | 0.005 39.86 | 0.01 42.85
4 | 391 -10.2 8.923 0.24 9.95 0.26
Paarteiden leikkausvoimien laskussa tarvittava bimomentin derivaatta on
- inh kL -
B'(2) = M { coshkz — N (2.139)
cosh kL
Tyvessa
M kN
B'(0) = M ~ 1856 kNm ja T ~ 0.6485 5 (2.140)

Paarteiden leikkausvoimat vidntokuormasta (indeksi v) ja yhteensé taivutus- ja vidn-
tokuormasta on laskettu taulukkoon 2.6.



Luku 3

Poikkisitein jaykistetyn sauvan
vaanto

3.1 Poikkisitein jaykistetty U—profiili

Tarkastellaan esimerkkiné U-profiilia, johon on hitsattu sddnndllisin vélimatkoin poikittai-
sia jaykisteitd. Profiilin poikkileikkauksen muodon otaksutaan séilyvin deformaation aika-
na, jolloin poikkileikkauksella on kolme vapausastetta: vadntdkeskion siirtymét ja kiertymé
viantokeskion ympdéri. Ohuseindmaisten sauvojen teorian mukaisesti otaksutaan liséksi, et-
ta leikkausmuodonmuutos seindmén keskipinnalla on nolla eli

Y2s5(8,2) =0, (3.1)

kun z on sauvan akseli ja s on profiilia vastapdivaan kiertavé koordinaatti.

Leikataan siteet auki keskikohdasta. Koska poikkileikkauksen muodon otaksutaan séi-
lyvin deformaation aikana, siteeseen ei synny normaalivoimaa. Siteen keskikohdassa si-
teen taivutusmomentti on nolla siteen jaykén kiinnityksen ansiosta. Siten leikkausvoimat
X, ovat ainoat tuntemattomat, staattisesti madrddmattomét suureet siteen aukileikkaus-
kohdassa. Tuntemattomat voimat, X;:t, ratkaistaan yhteensopivuusehdoista: siirtyméero
siteen keskikohdassa on nolla.

Profiilin vé&nndstd aiheutuva z—akselin suuntainen siirtymé on

w(s, z) = —w(s)¢'(2). (3.2)

Kuvan 3.1 perusteella pisteiden 1 ja 2 vélinen viénnostd (kuormituksesta) aiheutuva
siirtyméero, kun X; = 0, on

(SZ‘() = Wy — w1 = —(WQ — wl)gol = —QQQDI, (3.3)
koska

2
wo —wy = /dw = 2Q) = 2ab. (3.4)
1

25
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Kuva 3.1 Poikkisiteiden jaykistdmé sauva.

Siteen leikkausvoima Xj = 1 aiheuttaa siirtyméeron J;, kohdassa i. Poikkisiteen tai-
pumasta aiheutuu siteesen k siirtyméero

=257 (3) + g, ()] = mor )

Kaavassa (3.5) on otettu huomioon leikkausvoiman osuus siteen taipumaan, ja ¢ on

siteen poikkileikkauksen siirtymékerroin (suorakaiteelle ¢ = 1.2).

Poikkileikkaustasossa vaikuttavat palkin akselin suuntaiset pistevoimat aiheuttavat bi-
momentin B = ) Pw;. Poikkisiteessd vaikuttavat voimat Xj = 1 aiheuttavat vaikutus-
kohdassa bimomentin

B, = —1wi + lwy = w9y — wy = 200, (36)
Pistebimomentti Bj aiheuttaa staattisesti madrittyyn perusmuotoon siirtyméeron
0 = wa — w1 = —(wy — w1)¢p, (2:) = =22, (2:). (3.7)

Pistebimomentin aiheuttama viantokulma ratkaistaan vidnnon differentiaaliyhtélosta.
Esimerkiksi vapaasti tuetun sauvan tapauksessa reunachdot ovat

¢(0) = ¢(L) = B(0) = B(L) = 0, (3.8)

ja talloin saadaan

s (20)? {kLcosh(k‘zi) cosh[k(L — z)]

) _ “14 xum i< .
ik = TG, sinh kL } i<k, (3.9)
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Kuva 3.2 Poikkisiteen taipuma kuormasta X = 1.
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Kuva 3.3 Bimomentti kohdassa zj.

20))? cosh[k(L — z;)] cosh(kzy) _
s, — L kL - ~13, k >k 1
ik LGL,{ sinh kL = (3.10)
joissa on merkitty
GI,
k= . 3.11
BL (3.11)
Siirtymaéero siteen aukileikkauskohdassa on yhteenséd
Sik = 0% + Oip, (3.12)
missa
0. =0, Jjos i#k. (3.13)

Yhteensopivuusehdot siteiden kohdalla voidaan nyt kirjoittaa muodossa

N
> 65X+ 60=0, kun i=1,...,N, (3.14)
j=1

missd N on siteiden lukumé&ara.
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Kuva 3.4 Ekvivalentin levyn leikkausvuo.

3.2 Poikkisiteiti vastaava levyjaykiste

Jos poikkisiteitd on riittdvan paljon, niin ne voidaan korvata jaykkyydeltdin samanarvoi-

sella levylla. Talloin keskimaérdinen jakautunut bimomentti on
B; X; X;

-2 <

missd [ on siteiden vilimatka. Vdannon differentiaaliyhtdlo tulee téssd tapauksessa muo-

b (3.15)

toon
ELpW — GI¢" =m. +V =m. + 204 (2). (3.16)

Leikkausvuota ¢(z) vastaava vidntomomentti on
M7 =2Qq(z). (3.17)

Viimeinen termi viiinnon differentiaaliyhtélossé (3.16) on viifintémomentin MY deri-
vaatta z:n suhteen. Leikkausvuon ¢(z) maarittdmiseksi muodostetaan yhteensopivuusyh-
talo. Leikkausmuodonmuutos eli liukuma seindmén keskipinnalla on

_8_w n vy
Yas = 0s 0z

(3.18)

Ql=

_1gq(z)

G t(s)’
missé t(s) on levyn tai pofiilin seindmén vahvuus, vs on siirtymé koordinaatin s suuntaan
ja
vs(s,2) = h(s)p(z). (3.19)
Sijoittamalla profiilin keskipinnan tangentin suuntainen siirtymé vs liukuman kaavaan

(3.18) saadaan palkin aksiaaliselle siirtymélle kaava

w(s,z) = / %ds —w(8)¢' (2) + wo(2), (3.20)
0
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Kuva 3.5 Viadntokulma ¢ ja tangentin suuntainen siirtymé vs.

missd wo(z) on siirtymé kohdassa s = 0.
Diskreettien siteiden aukileikkausta vastaavasti ajatellaan levy leikatuksi auki keskelta.
Reunojen 1 ja 2 yhteensopivuuden nojalla saadaan ehto

]{ Q(Z)) ds — (wy — wy)y’ =0, (3.21)

Gt(s
eli
i(z)—QQ’——(w —wy) =A (3.22)
Gt(s)q - 90 - 2 1) — . -
Merkitsemalld
PR G (3.23)
) Gt(s) '
saadaan leikkausvuolle esitys
2Q , A
4z) = ¢ = . (3.24)

Vaannon differentiaaliyhtélon (3.16) viimeinen termi voidaan nyt kirjoittaa muotoon

40?2

20¢" = Gago" = GIYy", (3.25)
missé on otettu kiyttoon méaritelméa
402
0= Yo (3.26)

Sijoittamalla leikkausvuon ¢(z) kaava vidnnetyn sauvan differentiaaliyhtdloon tulee
ElL,eW — G, + 19" = m.(2). (3.27)

Merkitaan
I, =1,+ 10 (3.28)

Véaantomomentti M, (Saint Venantin va&nto) on talloin

M, (2) = GI,¢"(2). (3.29)
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Kuva 3.6 Ristikolla jaykistetty U-profiili.

Jos otetaan huomioon vain levyn osuus §:n lausekkeessa eli
0 = devys (3.30)

niin esimerkiksi kuvan 3.1 U-profiilin poikkisiteiden tapauksessa saadaan

A1 a’ 1.2a
= 31
X 1 12E1, + GA,’ (3-31)

a? 1.2

josta saadaan 0:lle

ja edelleen

0 402
10 = . ,
l @ G + 2
“\ 1281, T A,

joissa I ja Ag ovat poikkisiteen taivutusjiayhyys ja poikkipinta-ala.

(3.33)

Esimerkki 3.1 Madaritetiaan kuvan 3.6 jaykistysristikon kanssa samanarvoinen (ekvi-
valentti) jaykistyslevy.

Tarkastellaan kuvan 3.6 jaykistysristikolla varustettua sauvaa. Jos sauva AB pitenee
profiilin deplanaation vuoksi maaran

Aap = Acosa, (3.34)

missd A on profiilin reunojen siirtyméero vainnon aiheuttamassa deplanaatiossa, niin
sauvaan AB kehittyy sauvavoima

A
Sap =FA,—2E
lap

A cos o

=FA (3.35)

“a/sina

FE A, sin o cos «

)

a

missd A, on ristikon sauvan poikkileikkauksen pinta-ala. Reunan pituusyksikkdd kohti
laskettu leikkausvoima on

q(z)

_ SAp cosa _ EA, siniacosaA. (3.36)
acot « a
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Joustokerroin ¢ on tdssd tapauksessa

2

0= +, (3.37)
FEA,sin” acosa
ja ekvivalentin levyn aiheuttama vaantojaykkyyden lisd on nyt
E 402 A,
0= o ® sin? o cos o, (3.38)

missd ) = ab.

Edellisten esimerkkien viintdjiyhyyden I) kaavoissa on paarteiden taivutusjiykkyys
jatetty huomioonottamatta.

3.3 Vaantojaykkyyden maarittidminen energiamenetelmalli

3.3.1 Viintojaykkyyden alaraja

Jaykistetyn profiilin vaintojaykkyyden alaraja voidan méaérittda komplementaarisen ener-
gian minimin periaatteen avulla. Vaéntojaykkyyden méiritelmén perusteella

M (o)
Gl,=—"—+
! 0
(3.39)
M2
- 2W (o)’
missé 6 on vidntymaé ja

W =W/(o) (3.40)

on luvallisesta jénnitystilasta riippuva jannitysenergia [Parland, 1979, s. 26]. Jos luvalliset
jannitystilat ovat ortogonaaliset eli ne toteuttavat yhtalot

0, 1i#k,
W (o, o) = (3.41)
W(O’i), 7= k,

niin vaantojaykkyydelle saadaan alaraja-arvio

& Mz(UZ) e MzQ(UZ)
GIUU _zgl 0 B zgl GMZ(UZ)
_ & M (oy)
“ 5 W (o) 242
=3 Gl

Esimerkki 3.2 Mddritetddan ristikolla jaykistetyn sauvan vddintdjaykkyyden alaraja.
Paarteen i jannityksen otaksutaan muuttuvan lineaarisesti pituuskoordinaatin z funk-

tiona. Suurin jannityksen o, arvo on

S cosa
zZ max — P 4
o 1 (3.43)
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C
| —— As = tob
2 __.---"iScosa/Ay_~a }
P ‘—> — o, =~ f
bM,
-5 N
t
t
2
- - 4—4—4—«—/ Al—tlb
qz
~
RS

*H

— TZ?
\ 7 Y\
Kuva 3.7 Ristikolla jaykistetty U-profiili.

missd A; on paarteen i poikkileikkausala ja S on jaykistysristikon sauvan voima.

Paarteen tasapainoehdosta seuraa

S “
g(z)e—=Scosa=0 = q(z)= cosa (3.44)
c
Ristikolla jaykistetyn sauvan vidntémomentti on Bredt’in kaavan mukaan
=204q(z)
3.45
_2QScosa ( )
= y .
Sauvan komplementaariseksi energiaksi pituusyksikkéé kohti saadaan
- 1 S2a Ay © Ay ¢
W= |——7— Z d — z dz —t ) ds
[CEA sina ¢ i Of 4
(3.46)
52 a +c052a 1 + 1 +cos af
T2 |cEA,sina 3E A Gc?
Maaritellddn ortogonaaliset jannitystilat:
e tila 1 : U-profiilin viantojannitykset,
e tila 2 : poikkisiteiden sauvavoimista aiheutuvat jannitykset.
Sauvan vadntojiaykkyys on tilldin
Glyo = Glyo, + Glys,y, (3.47)
missa 1
Glyo, = gG(%% + t3a), (3.48)
Gl — 24(2252 cos? o
292 a +coso¢ i—i—— +cosoz 2_b+g
cEA,sin o 3E A Gc? t t
(3.49)

40°F

Agsinacos?a 3 \A; A, G t
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3.3.2 Viaintojaykkyyden ylaraja

Viaantojaykkyyden ylaraja madritetdan potentiaalienergian minimin periaatteen mukaan.
Vidntojaykkyys médritellddn nyt kaavalla, [Parland, 1979],

(3.50)

02
missd M, on annettu vaantomomentti. Otaksutaan kinemaattisesti luvallisten siirtyméti-
lojen yhdistelméa
w=u +us+ -+ up,, (3.51)

jota vastaa muodonmuutostila € ja vidntyma 6. Jos muodonmuutostilat e; ovat ortogonaa-
lisia, eli ne toteuttavat yht&lot

0, i#k,
W(ei er) = (3.52)
W(Ei), 1= k,

niin vaantojaykkyydelle saadaan ylaraja-arvio

M, 1
’ 7 M.0;
1
52 (3.53)

zi: 2W (&)

1
1

NTAEY

Esimerkki 3.3 Mddritetddn ristikolla jaykistetyn U-profiilin vddantdjaykkyyden yld-
raja.

Otaksutaan vddntokulman muuttuvan lineaarisesti z:n funktiona. Pisteiden 1 ja 2
siirtymat vaannossa ovat

w; = —0w; ja wy = —0Ows. (3.54)
Sauvan 1 — 2 pituudenmuutos on
Ad = (w1 — we) cosa = (we — w1)0 cos a, (3.55)

ja sitd vastaava sauvaan varastoitunut muodonmuutosenergia on

1 Ad\?
W, = §EAsd<7d> , (3.56)

missé Ag on jilleen sauvan poikkileikkauksen pinta-ala ja d on sauvan pituus.



34 LUKU 3. Poikkisitein jaykistetyn sauvan vianto

2
A4 d
1
acot o
©(2)
Kuva 3.8 Ristikon sauvan deformaatio vAannossé.
b
e
2 -
A N _
vadntokeskio
a °
—
e
A2 1 + w — kuvio
Kuva 3.9 U-profiilin sektoriaalinen koordinaatti.
Kuvan 3.9 U-poikkileikkauksen tapauksessa
h—
=200 (3.57)
2
ja
we —wy = (b—e)a. (3.58)
Yhdistetyn sauvan muodonmuutosenergia pituusyksikkod kohti on
1 1 EA0?(wy — w1)?cos? a
W=< [ Gy dA+-— 3.59
2 / Tes G4+ 2 (a/sina)a cot (3:59)
Sauvan vaantojaykkyys on
GI,. = GI, + EA sin® acosa(b — e)?, (3.60)
kun _
Gl,., = 2WLes) (3.61)

92
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Kuva 3.10 Kehésauvan vaanto.

3.4 Kehasauvan vaanto

Tarkastellaan jaksollista yhdistettyéd rakennetta, joka koostuu paarteista ja niitd sitovista
poikkisiteistd. Maéritetddn tasapainoehdot tutkimalla rakenteen tyypillistd osaa. Poikkisi-

teessa vaikuttavan leikkausvoiman aiheuttama taivutusmomentti on
l
Mg = Qi (3.62)

missé [ on siteiden vilimatka ja @); on siteen leikkausvoima.
Jaetaan momentti Mg komponentteihin

Mg, = Mgsina, Mg, = Mg cos . (3.63)

Tasapainoehdon perusteella méadritetdan poikkisiteen leikkausvoima

oM,
Qg = ——2. (3.64)

a

Kun poikkisiteen voimasuureet tunnetaan, niin voidaan méarittaa siteen paén kiertyma

a a ¢
Vsb =Mgp (3?.75 - 6EI5> - QSbG—AS

(3.65)
2 a’ ¢
M2 =
) (12EIS * GAS>
ja vadntokulma
a
Vsa = Mg, 29G1,, . (366)

Poikkisiteen muodonmuutoksista aiheutuva siirtymé paarteen leikkausvoiman suunnas-

sa ja kohdalla on

l l
6o = 3 sin apgp + 5 €08 APsa. (3.67)
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ps, COS QL

s, Sin

Mg sin o

Kuva 3.11 Kehésauvan voimasuureet ja kiertymért.

Paarteen leikkausvoiman aiheuttama paarteen taipuma on

<é>3 Cpé (3.68)

351, T OGA,

0 = Qi

missd I, ja Aj ovat paarteen taivutusjéyhyys ja poikkileikkauksen pinta-ala, ¢, on paarteen
poikkileikkauksen siirtymékerroin. Yhteensa

8, :55 + (5‘22
3.69
_Ql 2 4 Cp +£ 2( o + G sin?a + ——— cos? o
"2 \\12E1, GA,) 2 |a \12EI, GA; 2G1,s ‘
Keskiméirdinen vaantymé on
p_2%
[ r
, (3.70)
_QZ l gp .9 al Csl 2 al
e Taa, | T 2EL TaeA, | TN Yian, |
Kehésauvan vddntomomentti on
M, =nM; + nrQ;
(3.71)

ZHGIUZQ + HTQZ',
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ja sauvan vaantojaykkyys on siten

M

Gl, =—=
'Y
nGr?
=nGly;
n + GI2 +§—p+s' ) Gal N Csl + cos? al
1261, A, 0 “\12EL, T a4, a1,

(3.72)
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Luku 4

Kerrospalkin taivutus

Komposiitti— ja kerrosrakenteet ovat tehokkaita ja paljon kiytettyjd nykyaikaisessa ra-
kennetekniikassa. Liittamalld jiykastd materiaalista tehdyt pintakerrokset kevyemmésta
materiaalista valmistettuun ydinkerrokseen saadaan aikaiseksi keved ja tehokas rakenne,
esim. sandwich—palkki tai —laatta. Koska sandwich—palkin ydinkerroksen materiaalin liu-
kumoduuli G on pieni, on palkin analysoinnissa otettava huomioon poikittainen leikkaus-
muodonmuutos eli liukuma.

Komposiittirakenne valmistetaan esim. liittdmaélla kaksi osaa yhteen kuten kuvan 4.1b
eri materiaaleista tehdyt laatta ja palkki. Komposiittivaikutus saadaan aikaiseksi liitti-
mien avulla. My6s aukollinen tukiseind voidaan analysoida kerrospalkin teorialla. T&ll6in
liittimin& toimivat sidepalkit.

Liitoksen liukuman ja leikkausvuon ¢(z) vilille voidaan kirjoittaa yhteys

q(x) = KAu(zx), (4.1)

misséd K on liitoksen jaykkys ja Au(x) on pintakerrosten vastinpisteiden siirtyméero tai
liukuma palkin akselin suunnassa (z:n suunnassa). Tukiseindn tapauksessa

_ Fad?
YT 12ELL
Tukiseindn keskiméaérainen leikkausvuo on
F
T
missé [ on siteiden vilimatka. Tarkasteltavassa tapauksessa
12F1,
ERRPE

(4.2)

q:

Au (4.4)

ja

12F 1
ld3 ’

missd E1, on poikkisiteen taivutusjaykkyys. Ottamalla lisdksi huomioon leikkausmuodon-

K= (4.5)

muutos poikkisiteen taipumassa saadaan
12FE1,

E (h\?
”@5(3)]

39

K =

, (4.6)
ld3
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d
e
o
L ydin L pintakerros
sandwich-palkki Th Il
1
2
kerrospalkki

Kuva 4.1 a) Sandwich-palkki, b) kerrospalkki (komposiittirakenne), c) aukollinen

tukiseiné.
ol
A
d As, 1
Y
_>| '<_
Au
Kuva 4.2 Poikkisitein liitetyt sauvat.

misséd (s = 1.2 on poikkisiteen siirtymékerroin (suorakaidepoikkileikkaukselle), F ja G ovat
poikkisiteen kimmokerroin ja liukumoduuli ja h on poikkisiteen (poikkipalkin) korkeus,
kuva 4.1c.

4.1 Kerrospalkin tasapainoyhtalot

Johdetaan kerrospalkin tasapainoyhtilot kuvan 4.3 vapaakappalekuvion avulla. Kuvan 4.3
perusteella saadaan tasapainoehdot

dQ(x)

I +p(z) =0, (4.7)
dM(z)
= (x). (4.8)

Eliminoimalla leikkausvoima tasapainoehto tulee muotoon
d*M (x)
dx?

— —p(a). (4.9)
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(x) lp
— 11 tiiiiy ¥ — T ¢
T,u d ¢
I U U — Co
2 o
- -l
- 7 >
p(x)
V.w
N, ORAAAAAAAAAAAAAA; Ny + dN,
M, 4—* 1 ¢—> My + dM;,
Q1 +dQ:

— - - - -

MQ?T -— - <+ - - < <1 Q+dQl>M+dM
Q2 Ny + dN,
My <N_ 2 - Ms + dM,
? Q2 +dQ2
e -l
r =
dx
Kuva 4.3 Kerrospalkin voimasuureet.

Edelld M (z) on palkin momentti, Q(z) on leikkausvoima ja p(z) on jakautunut kuorma.
Jos palkkiin ei vaikuta akselin suuntaista kuormaa, niin z:n suuntainen tasapainoehto on
yksinkertaisesti

N1+ Ny =0, (410)

missd N7 ja No ovat paarteiden 1 ja 2 normaalivoimat.
Edelleen kuvan 4.3 perusteella saadaan tasapainoehdot

Q=01+ Q2 (4.11)
ja
M = M; + Ms — Nic, (412)

missé ¢ on paarteiden 1 ja 2 painopisteiden etiisyys.
Osien 1 ja 2 vaakasuuntaisista tasapainoehdoista seuraa

dN1 (.1‘)
- 4.13
(] (413)
dNQ(ZC)
= 4.14
28— g e). (414
missé leikkauvuo ¢(z) on
q(z) = KAu(x). (4.15)
Momentin tasapainoehdoista paarteiden painopisteiden suhteen seuraavat yhtalot
dM(x
Qi(z) = dl( ) 4 g(a)en, (4.16)
x
dMQ (.1‘)

Q2(x) = T + q(x)cs. (4.17)
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Paarteiden 1 ja 2 kéyristymét otaksutaan seuraavassa yhtasuuriksi. Talloin

d’>w
My =—-FElL— 4.18
\=-EL (4.18)
ja
d*w
My =—FEl,— 4.19
2 2 dl‘27 ( )
missd FI ja Ely ovat paarteiden taivutusjaykkyydet.
Taivutusmomentin kaava voidaan nyt kirjoittaa muotoon
M =M, + My — Nic
4.20
BN o -
=—Fly—5 —c¢
0 dz2 1,
missd on méadritelty jaykkyysparametri
Ely=FEI + Fl,. (421)
Ratkaisemalla momentin kaava kdyristyméan suhteen tulee
d*w M + cNq
=— . 4.22
d.l‘2 EIO ( )
Ottamalla td&maé huomioon paarremomenttien kaavoissa saadaan
ET
My (z) = =M () + Ny(x)d], (4.23)
Ely
EI
My(z) = E—IQ[M(@") + Ny (2)d. (4.24)
0
Paarteen 1 tasapainoehdosta tulee derivoimalla
d’Ni(x) | dg(z)
=0 4.25
dx? dx ' (425)
missé leikkauvuo ¢(x) on
q(z) = KAu(x). (4.26)

Tarkastelemalla kuvan 4.4 avulla osien vélistd yhteensopivuutta saadaan siirrosliuku-
malle Au johdettua kaava

dw(x)

Au(z) = ug(x) —uy(z) + I

c. (4.27)

Derivoimalla siirtymé Awu(z) x:n suhteen tulee

dAu(x) :du2($) _ duy(z) n d2w($)c

dx dx dx dx?
(4.28)
d*w(z)

=eo(x) —e1(x) + g2 ©
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Kuva 4.4 Kerrospalkin siirtymét.

missé paarteiden venymét ovat

_ dui(z)  Ni(z)

= 4.2
dus(z)  Na(x)
e2(@) dx EA, (4.30)
Tarkasteltavassa tapauksessa otaksutaan, ettei palkkiin kohdistu akselin suuntaisia
kuormia, jolloin N; = —N,. Télloin saadaan
dAu(z) 1 1 d*>w(z)
=—N
dz i) (EA1 - EAQ) T ¢
(4.31)
EAy  d*w(z)
=—N;(2)=22
1(1‘) EAP d$2 &
jossa on otettu kiyttoon merkinnét
EAy=FA; + FA;, (4.32)
EA, = FEA; - EA;. (4.33)

E A ja FEAy ovat paarteiden veto— tai puristusjaykkyydet, ja Ay ja A, ovat paarteiden
poikkileikkausten pinta—alat.

Sijoittamalla kaava (4.31) paarteen tasapainoehtoon (4.25) ja ottamalla huomioon kaa-
va (4.22) tulee

d2N1 (3:) EAQ M + CN1
—— - K N =0 4.34
da2 EA, YT T EL )T (4:34)
josta paddytddn paarten 1 normaalivoiman differentiaaliyht&loon
d?N
TNE) 2 () = M (), (4.35)

dx?
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missé on otettu kiyttéon merkinnéit

1 1 c?
2 _
or =k <EA1 TEAL T EIO>
(4.36)
EAQ 62
= +—,
EA, FElj
Kc
= — 4.

o (4.37)
FEAy=FA + FAs, EAp =FA;-FEAs. (438)

Sijoittamalla paarteen normaalivoiman diffrerentiaaliyhtdloon kaavasta (4.22) seuraava
vhteys
Ny = —(M + Elyd*w/dz?)/c (4.39)

saadaan taipuman w(z) differentiaaliyhtlo

d*w(r) o d*w(z) o? Be 1 d*M(x)
Y @ \EL  En) MY TR ae (4.40)

joka voidaan kirjoittaa muotoon

d*w(x) 2 d*w(x) _ 2 M(x) 1 d>M(x)

— 4.41
dz? dz? EI Ely da? ’ (4.41)
jossa on merkitty
EA
EI = EI L2, 4.42
0+ 5 Aoc (4.42)
Ottamalla huomioon tasapainoehto d?M/dxz? = —p saadaan momentille kaava
EI d*w(x) d*w(x) EI
M(x) = — —FEI — . 4.4
(z) o?  dxt dz? aZElop(i) (4.43)

4.2 Tasapainoyhtalon ratkaisu

Jos momentti M (x) tunnetaan, niin palkin taipuma voidaan integroida differentiaaliyh-
talosta (4.41). Staattisesti madrdaaméttoman palkin taipuman ratkaisemiseksi johdetaan

tasapainoehdon, M” = —p, avulla differentiaaliyhtilo
Bu)  dw@)  pla) | 1 dpl)
— = — . 4.44
a5 T “ET TEL da? (4.44)

Taipuman kuudennen kertaluvun differentiaaliyhtilon ratkaisu on
w(zx) = wp(x) + wp(x), (4.45)
jossa oikean puolen ensimméinen termi on homogeenisen yhtilon ratkaisu

wp(z) = C1sinh ax + Cy cosh ax + Csa® + Cya® + Csz + Cg, (4.46)
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ja toinen termi on kuorman mukaan ottava yksityisratkaisu

wy () = a;ﬂ Z [oﬂp(s) - %iﬁfﬂ {a(x — )+ %a?’(az )% — sinhfa(z — s)]} ds

(4.47)
Homogeenisen osan ratkaisun siséltdmét integrointivakiot C1, ..., Cg ratkaistaan reu-
naehdoista.

4.2.1 Reunaehdot

Tutkitaan seuraavassa tapauksia, joissa kerrospalkin pda voi olla nivelellinen, jaykks tai
vapaa. Reunaehdot on lausuttava tasapainoyhtilon tuntemattoman taipuman w avulla.

1. Nivelreunan tapauksessa, jos tuet x = 0 ja x = L ovat niveldidyt,
w(0) = M;(0) = N1(0) = w(L) = M;(L) = N1(L) =0, i=1,2 (4.48)

eli
w(0) = d*>w(0) B d*w(0)  p(0)

- Y . 4.4
dx? dz? El, 0 (4.49)
ja

d>w(L) d*w(L) p(L)
_ _ _ —0. 4.
dxz? dzt EI, 0 (4.50)

w(L)
Edella N1 = —NQ.

Ehdosta N1 = 0 seuraa M + Elyw” = 0, joten ehdon M = 0 perusteella w” = 0.
Ottamalla kaavassa (4.41) huomioon, ettd M"” = —p ja w” = 0, M = 0, saadaan
w® — p/EIy = 0.

2. Jaykkaa tukea pisteessd x = a vastaavat reunaehdot ovat

w(a) = dt;;“) = Au(a) =0, (4.51)

joista kolmas voidaan muuntaa muotoon

d5w(a)_ 9 1_EIO d3w(a) _ 1 dp(a) (452)
dzxb EI dz3 Ely, dz '

Ehdosta Au = 0 seuraa ¢ = 0 eli N{ = 0 ja edelleen M’ + Elyw"”" = 0. Ottamalla
huomioon kaavassa (4.41), ettid M” = —p, saadaan ensin

_ gd‘lw(x) B EIde(a:) EI

M _
(z) a?  dxt dx? azEIOp(x)’

(4.53)

jonka avulla pdddytasan lopuksi ehtoon (4.52).

3. Jos vapaa reuna on kohdassa x = a, niin reunaehdot ovat

Mi(a) = Ni(a) = Q(a) =0, i=1,2. (4.54)
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Taipuman avulla lausuttuna vapaan reunan reunaehdot ovat

d*w(a)
=0
dx? ’
d'w(a) _ p(a)
de*  EIy’
d®w(a) 2 dw(a) _ 1 dp(a)
dz® dz3 Ely dz

4.2.2 Voimasuureet
Kun taipuma on ratkaistu, niin sisdiset voimat mééiritetdan kaavoilla
M(z) =M (x) + Ma(z) — cNi(x)
EI d*w(x) d*w(x) EI
=— —EI —
o?  dxt dz? QQEIOP(x)’

jossa esiintyvit jaykyyssuureet E1 ja Ely on maédritelty aikaisemmin,

Q(z) =Q1(z) + Q2(x)

_dM(x)

dx

d*>w(z)

dz? |’
dr dz

Ni(z) = —No() = —% M(z) + El,

qlz) = KAu(z) =

=1,2,

4.2.3 Erikoistapaus K =0

(4.55)
(4.56)

(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)
(4.62)

(4.63)

Jos osien 1 ja 2 vilinen kytkentd puuttuu, niin ¢(z) = 0 ja yleisen tapauksen yhtalot

yksinkertaistuvat muotoon
Nlo(l‘) = Ngo(l‘) == 0,

qo(z) =0,
Mao(o) = LM ),
Mao(o) = LM (),
Qu(e) = 1 Q()
Qo) = Q)

(4.67)
(4.68)

(4.69)

joissa indeksi 0 viittaa siihen, ettd tdssd tapauksessa liitoksen leikkausjaykkyys K = 0.
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Erikoistapauksessa K = 0 ja o = 0 paarrevoima on N; = 0, ja taivutusmomentti on
M = —Flyw" tai w"=-M/EI. (4.70)

Paarremomentin kaavaksi tulee talléin M; = —ELw"” = EL;/EIyM, i =1, 2.

4.2.4 Erikoistapaus K = oco.

Téasséd tapauksessa liittovaikutus on taydellinen, ja télloin voimasuureet ovat

Ely\ M(x)
N =—|1-— 4.71
wl) = (1- 52 ) 22 (4.71)
Ely\ M(x)
N. =(1——= 4.72
1 ElydM(x)
Gool@) =7 [Qm Bl dx }
(4.73)
(4 B\ Q@)
EI c ’
El; )
Moo () = E;M(x), i=1,2, (4.74)
EIZ EIO C; .
el = | Tp+ (1-22) 2| @) =1 (4.75
Erikoistapauksessa K = oo ja a = oo taivutusmomentti on
M =—EIw" tai w’ =-M/EI, (4.76)
ja paarrevoiman kaavaksi tulee Ny = —(M + Elyw”)/c = —(1 — EIy/EI)M/c.
Paarteiden 1 ja 2 painopisteiden etéisyys on
c=c1+ e, (4.77)
EA2 EAl
= =—— ¢ 4.78
DT EA+EAC T EA T+ EAS (4.78)
Momentin ja kayristymaén valilld on téssé tapauksessa yhteys
M Bl + ZEA,\ d*w d*w (4.79)
e C e _ .
0T EAy) da? da?

Esimerkki 4.1 Maddritetddn vapaasti tuetun kerrospalkin taipuma tasaisesta kuor-
masta pg.

Taipuman lauseke (taipuman kuudennen kertaluvun differentiaaliyhtilon ratkaisu) on
nyt

w(x) = Cy sinh ax + Cy cosh ax 4 Cz2® + Cyz? + Csz + Cg + Wy, (4.80)
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Kuva 4.5 Vapaasti tuettu kerrospalkki.

missa
1 < 1 . .
Wp= —— Ofazpo{a(x —8)+ 6043@ —5)? —sinha(z — s)} ds
(4.81)
2 4
S R N L
= 5hT (a > + « 24—|— 5 acoshax) .
Palkin reunaehdot ovat téssé tapauksessa
d>w(0)  d*w(0)  po
w(0) == dr*  Ely, (4.82)
d*>w(L)  d*w(L)  po
L) = = ——=0. 4.83
w(l) = = =t El (4.83)
Tuen = = 0 reunaehtojen perusteella saadaan yhtalot
Cy+ Cs =0, (4.84)
oa?Cy +2C, =0, (4.85)
4 Po
Cy = = 4.86
a L EI() ) ( )
joista ratkaistaan
Po Po Po
C AEly’ C 202E1," ° QAEI (4.87)
Tuen x = L reunaehtojen perusteella saadaan yhtilot
C; sinh oL + Cycoshal + C5L2 + C4L? + C5L + Cg
Do poL? poL*  pocoshalL
— = 4.
+ o*ET + 202FET + 24FE1 a*ET 0, (488)
Cia?sinh oL + Coa cosh ol + C36L + 20y
Po poLl?  pocoshal
— =0, (4.89
+ o?E1 + 2ET o?ET  ( )
sh ol
Cia* sinh oL + Coat coshall + % - % = %. (4.90)
Kertomalla viimeinen yht#ld tekijilli —1/a? ja laskemalla yhteen edellisen kanssa
tulee 2
C36L + 20y + 202 — 10 (4.91)

2EI  a2El’
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josta ratkaistaan (sijoittamalla siithen ensin tunnettu kerroin Cj)

poL

3 = — . 4.92
O = 13T (4.92)
Kertomalla vastaavasti viimeistd edellinen (tuen z = L reunaehto)yhtild tekijilld
—1/a? ja laskemalla se yhteen ensimméisen yht#lon kanssa saadaan ratkaistua
pol? | poL [ 1 1
_ L 4.
O = um1 t o2 <EIO EI)’ (4.93)
ja viimeisestd reunaehtoyhtalosté ratkaistaan lopuksi integroimisvakio
1 1\ 1—coshalL
— - ) 4.94
Gr=ro (EIO EI) asinh aL (4.94)
Sijoittamalla integroimisvakiot taipuman lausekkeeseen saadaan
Do /a4 3 3
= —22°L + xL
w(x) 24EI(x 3L+ xL?)
(4.95)

Po 1 1 1 —coshal . 15,5, 1,
+J <E—IO—E) {msmhax—l—coshax—ga x —|—§a xL — 1],

joka voidaan (hyperbolisten sinh- ja cosh-funktioiden kaksinkertaisen kulman kaavoilla
1) kirjoittaa myds muotoon

w(z) = Po (2% — 223 L + 2 L3)

 24F]
po [ 1 1 aL 1 1 (4.96)
+@ (E—Io — ﬁ) {— tanh (7) sinh ax 4 cosh ax — 50423:2 + §0¢2xL —-1].
Taipuman lauseke on samalla saatu muotoon
w(r) = weo () + Aw(z), (4.97)

missi wes () on taipuma, kun Au(z) = 0 ja Aw(z) on liitoksen liukuman aiheuttama
lisdtaipuma.

Palkin suurin taipuma on

L\ SpoL*  po [ EI 1 1,
e = w [ =) = L) — v leer ol (a8
Wmax =10 (2) 384ET | ofEI \ Bl oLy 8% (4.98)

suurin momentti paarteessa on

EIl p0L2 EIl Po EI 1
M1 max = — — =1 |1l — 4.

L EI 8 EI o2 \ El, ( L) (4.99)

cosh | —

2

ja
El,

M. max — M max- 4.100
2, z1, M ( )

'sinh(a 4 b) = sinh a cosh b + cosh asinh b
cosh(a £ b) = cosh acosh b+ sinh asinh b
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Suurimmat paarrevoimat ovat

p0L2 EI() 8 1
N1imax = — 1—— l-—=|1-—F—< , 4.101
b 8¢ ( EI a?L? <aL> (4.101)
cosh | —

2

NQ,max = _Nl,max- (4102)
Liitoksen leikkausvoima on ¢(x) = —dN;/dzx ja sen maksimiarvo on

- p()L EI() 2 OéL

Gmax = 2% <]. EI) |:]. ol tanh 5 y (4103)

ja paarteiden maksimileikkausvoimat ovat

poLCi EIzc - EI()Ci 2 EI al .
i,max — 1 — |1 — | —=———1|tanh [ — s = 1, 2.
@i 2 { Lo AN a2 !

(4.104)

Staattisesti madratyn palkin momentti M (z) voidaan méérittdéd tasapainoyhtalosta ja
taipuma w(z) taipuman neljinnen kertaluvun differentiaaliyhtélostd (4.41) (staattisesti
méadritylle palkille). Kyseinen yhtilé on samanmuotoinen vddnnetyn sauvan differentiaa-
livhtélon kanssa, ja sen ratkaisu on

w(z) = Cy sinhax + Cy cosh azx + Csz 4+ Cy + wy(x), (4.105)

missd wy(x) on yksityisratkaisu. Yksityisratkaisu voidaan esittdd muodossa, liite A, kaava
(A.94),

1 [1 1 D* D HM_ 2Blo 3 ron | (4.106)

W= Pt T A T T T Y E

missé on merkitty D(e) = d(e)/dx. Vaihtoehtoisesti yksitysratkaisu voidaan johtaa Cauc-
hyn menetelmélld homogeenisen ratkaisun

w = C1 + Cox + C3 cosh ax + Cy sinh ax (4.107)
avulla asettamalla ehdot
w(0)=0 = C1+C3=0, (4.108)
dw(0
IC‘;; )0 = ytaCi=o, (4.109)
d*w(0) 2
I 0 = a°C3=0, (4.110)
d3w(0) 3
e 1 =ao'Cy=1, (4.111)
joista seuraa
1 1
Ci =0, C3=0, Cy= 5 0425, (4.112)
ja
1
w(z) = E(sinh ar — ). (4.113)
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Yksitysratkaisuksi tulee

wp= [ w(z —s)f(s)ds

Ct—x

(4.114)

x 2 s
EIla3 of <a2M(5) - EE—éddLSZ()) [sinha(x —s) — a(z — s)] ds.

Esimerkki 4.2 Ratkaistaan vapaasti tuetun tasaisen kuorman kuormittaman palkin
taipuma neljannen kertaluvun differentiaaliyhtdldstd.

Tasaisen kuorman p = pg kuormittaman palkin taivutusmomentti on
1
M(x) = §p0(L —z)x. (4.115)
Taipuman differentiaaliyht&lon ratkaisu on
w(z) = C1 + Cox + C coshax + Cy sinh ax + wy(z), (4.116)

jonka yksityisratkaisuosa on

1 [1 1 D> D* LEIy1 )
wmhﬁﬁﬂﬁ E+¥+E+“erafﬁmm_“

(4.117)
Do 1, 1 Po 3 gt Do 9 Po
_ St ) -2 (pE ) Lo — .
a2El, (2”3 * a2) 2EI( 6 " 13) amEr )t G

Reunaehdoista w(0) = 0, w”(0) =0, w(L) = 0, w” (L) = 0 seuraa

po [ 1 1
=— | = - — 4.11
e M(M)EJ, (4.118)
2~ _ _Po pPo
0*Cy ~ g+ i =0 (4.119)

poL? Po poL? Po
. . . = 4.12
20¢Ely, o*Ely 24E1 + o*ET 0, ( 0)
1 El
Cs0? coshaL + Cya’ sinh oL + PEL (—po + E—;po) =0, (4.121)
joista ratkaistaan
polL? poL

Ci =0, (Cy= 4.122
P TP T UEL T 202EDy (4.122)

Po 1 1
C3=—|——— 4.123
HY <EIO EI) ’ (4.123)

o - C 1 1 Do 1 1 1 1
7 3 \smhal tanhalL) ot FEly, FI sinhal, tanhalL )’
(4.124)
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gt A
L L
o 2 2
Kuva 4.6 Vapaasti tuettu kerrospalkki, kuormana pistevoima janteen keskell.
Taipuman lausekkeeksi saadaan
w(z) = Po (L¥z — 2La% + 2*)
24FE1
po (1 1 1 : o? 5
o - - h - sinhax — 1+ = (La — 22)].
T <EIO EI) coshawt (sinhaL tanhaL) sinhaz =14 = (Lo —a7)
(4.125)
Keskipisteen, x = L/2, taipuma on
(joy= ool o (L LN|LLE (4.126)
v T 384E1 ' ot \El, EI '

8 al
h i
COos < 5 >

Esimerkki 4.3 Madritetidan janteen keskelld vaikuttavan pistevoiman aiheuttama va-
paasti tuetun palkin taipuma.

Staattisesti mddrityn palkin tapauksessa voidaan kiyttad ratkaisua
w(z) = C1 + Cax + Cy cosh aw + Cy sinh aw + wp (). (4.127)

Kaavan (4.114) mukainen yksityisratkaisu vélilla [0, L/2] on

1z 1
Wp= F7— J <a2§P3> [sinha(z — s) — a(z — s)] ds
(4.128)
P 4 sinh ax?
= SEIoR ax + sinh ax 5 )
missd osittaisintegroinnilla on saatu
j'h( ys = %+ L ginh (4.129)
ssinha(x — s)ds = —— + — sinh ax. .
a  o?
0
Reunaehdoista vasemmassa pééssi saadaan
w0)=0 = C;+C3=0, (4.130)
w’(0)=0 = a?C3=0, (4.131)

eli
C3=0, C;=0. (4.132)
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L
Palkin janteen keskelld, symmetrian perusteella w’ (5) = 0, josta seuraa

L L L 1 /L\?
CQ-I-CgOéSIHhOZ +C4acosha +— |—a+acosha= — o= (—> =0.

2ETa? 2 2\ 2
(4.133)
Niin’ikddn symmetrian perusteella jinteen keskell
L L L
Aul=])=0 = ¢q(=]=0 = Ni|{=]=0, (4.134)
2 2 2
ol L 1 L L
2 e I 7 _
(5 (B e (B <o s
mistd seuraa ehto I I P
m =\ fdl R
i (£) = o (L) - £, 30

L P
koska, palkin leikkausvoima on Q = M’ ja tassé tapauksessa Q <§> =3 Viimeisim-

mén reunaehdon perusteella saadaan
L L P L P
C3a® slnhoz + Cya coshoz + — STTa (Oz?’ coshaa — a3) = 35 (4.137)

ja vakioille Cs ja Cy ratkaistaan

2
Cy = r + r (a2L—>, (4.138)

2EIya?  2EIa? 8
P 1 P P 1
_ _ 4.1
Ca 2FIya3 I~ 2EIo3 | 2EIa L (4.139)
cosh a— cosh a—
2 2
Taipuman lausekkeeksi tulee
P 1 1 sinh ax
L%z —4 —_— = — - 4.14
w= g BL A7) 5 <EIO EI) o (4.140)

L
1h _
cos a2

Esimerkki 4.4 Mddaritetidn kuvan 4.6 jinteen keskelld vaikuttavan pistevoiman ai-
heuttama vapaasti tuetun palkin taipuma yksityisratkaisun (4.106) avulla.

Staattisesti médrdtyn palkin tapauksessa homogeenisen yhtdlon ratkaisuun
w(z) = Cy + Cax + Cs cosh aw + Cy sinh o (4.141)

yhdistetdén nyt kaavan (4.106) mukainen yksityisratkaisu valilla [0, L/2]

1 [1 1 D> DA _”]{dQM(x)_ 2Elo s

wp ()= ?El, PELY S a2 Y EI

D2

P [z 11
- (=4 —Z-Pz).
EI<12+a22 x)

Reunaehdoista vasemmassa piéssa saadaan

(4.142)

w0)=0 = C+C5=0, (4.143)
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G d
Kuva 4.7 Sandwich—palkki.
ja
w’(0)=0 = a?C3=0, (4.144)
joten
C3=0, C;=0. (4.145)

L
Symmetriachdosta w’ (5) = 0 seuraa

L L 1 (1 _(L\* 11
inhal hos — — [-P(Z2) + =2pP| = 4.14
Cy + Czarsin 042—|—C’40¢c05 a2 ZI |2 (2> +a22 0, ( 6)
ja ehdosta
L L P
Elyw" =) =—- — ] =—= 4.14
o (2> Q(Z) g (4.147)
saadaan I I p P
03043 blnhaa + 04063 COShO{§ — m = —ﬁ7 (4148)
joten
P 1 1 1
)= - — - — ) - 4.149
* 2<E10 EI) . (4.149)
a3 cosh a—
2
ja
P/ 1 1) 1 1 [/1_L? 1
Co=——-"—]|—=+—|(-P—+—P). 4.150
? 2<E10 EI)a2+EI<4 4+2a2> (4.150)
Taipuman lausekkeeksi tulee
P P 1 1 sinh o
— L2y — 423+ — [ — — — - . 4.151
w= mErtlr oAt o (EIO EI> o (4.151)
coshag

4.2.5 Sandwich-palkki
Sandwich—palkille pétevit differentiaaliyhtélot (4.35), (4.41) ja (4.44), kun ytimen jayk-

kyysparametri K méaritetdan kaavalla

K=— 4.152
d ’ ( )

missd b on palkin leveys, G on ydinmateriaalin liukumoduuli ja d on ytimen paksuus.

Esimerkki 4.5 Madritetidn sandwich-palkin taipuman lauseke, kun palkin vasem-
massa pidssi vaikuttaa momentti M (0) = M.
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Kuva 4.8 Sandwich—palkin p#fissd = 0 momentti M (0) = M.

Sandwich-palkin piissi x = 0 vaikuttavan momentin M (0) = M aiheuttama taivu-
tusmomenttijakauma on

M(z) = M (1 - %) . (4.153)

Taipuman neljadnnen kertaluvun differentiaaliyhtalon ratkaisu on

w(z) = C1 + Cox + C coshax + Cy sinh ax + wy(z), (4.154)

jossa erikoisratkaisu on nyt

1 [1 1 D2 ,Ely _ x
%@:yﬁﬂﬁ+@+$+“ik“—M@—ﬁ]

_ M ﬁ_ﬁ__JL@,z)
T O EI\ 2 6L o?ET L)’

Integroimisvakiot C; ratkaistaan reunaehdoista. Vasemman pdin reunaehto riippuu
tavasta, jolla momentti A/ annetaan. Kolme muuta tarvittavaa reunaehtoa ovat kai-
kissa tapauksissa

w(0) =0, w(L)=0, w’(L)=0, (4.156)
ja néistd saadaan yhtalot -
) M L?
C1+ CyL + Cscoshal + Cysinh ool — B3 = 0, (4.158)
Csa? coshal + Cya? sinhal = 0. (4.159)

a) Vasemman piin pintakerrosten momenttien summa annettu

Otaksutaan, ettd vasemman péain kokonaismomentin osa, pintakerrosten momenttien
summa, M;(0) + M3(0) on annettu. Merkitddn pintakerrosten momenttien summaksi

M, = My + M,. (4.160)
Tallsin M,, = Elyw", missd EIy = EI + EI>. Neljanneksi reunaehdoksi saadaan
M,(0) = —ELyw"(0) (4.161)

tai

w(0) = — : (4.162)
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Reunaehdon (4.162) perusteella saadaan yhtilo

M M, (0)
5 2 _—_— = — p
Csa Foli Bl (4.163)
josta ratkaistaan ~
1 (M My0)
3= — | == — —— 4.164
Cs =3 (EI El, )’ (4.164)
ja muille vakioille saadaan lausekkeet
L M,(0)
= — 4.1
YT a2 EL (4.165)
M L My(0)
= —— - 4.1
2= I3 oPLEL (4.166)
1 (M  M,(0)\ coshaL
- - (2= _ ) 4.1
Ci=-2 (EI Ely ) sinh oL (4.167)
Taipuman lausekkeeksi tulee
_ M 2 2 3
w(a:)—GEIL (2zL? — 32°L + z°)
1 (M M,(0) |z sinh (L — z)
— | = — - —14——=|. (4.168
a? (EI Ely ) L T smhal ( )

b) Pintakerrosten siirtymiero Au(0) palkin pdfssi on nolla

Otaksutaan, ettd vasemmassa padassi Au(0) = 0, jolloin myos leikkausvuo ¢(0) = 0.
Télloin tasapainoyhtélon perusteella Ny (0) = 0, josta seuraa

M
M'(0) + Elyw”(0) =0 = A + Elyw"'(0) =0 (4.169)
eli _
M
"0) = : 4.1
w"(0) = g7 (1170)
Reunaehdon (4.170) perusteella saadaan ratkaistua vakio
M
= —= 4.171
04 OZ3EI()L’ ( 7 )
ja muille vakioille saadaan tissi tapauksessa lausekkeet
sinh oL M  sinhalL
Cy = — = —— , 4.172
3 *coshal o3EIyL coshal ( )
M M  sinhalL M
—_— - p— 4-].
C1==Cs% 3ET = BELL coshal | BT (4.173)
ML ML M sinh oL M
Cop=—=" - —=_—_= — - . 4.174
T EI3 L EI3 o3FEIgL?coshal o?FEIL ( )
Taipuman lausekkeeksi saadaan téssd reunaehtotapauksessa
_ M 2 2 3
w(x)—GEIL (2zL? — 32°L + 2”)
M tanhaL _z sinha(L —x) (@.175)

o3BT L L sinh oL
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4.2.6 Aukollinen tukiseina

Aukollisen, séddnnéllisen tukiseindn paarteen normaalivoima voidaan ratkaista aiemmin joh-
detusta differentiaaliyhtélostéa (4.35)
d2 N 1 (.1‘)

e P Ni(z) = BM(2), (4.176)

jossa ulokeseindn momentti M (z) on tunnettu. Merkitdén, ettd seinén korkeus on L ja
kerroskorkeus on [. Poikki— tai sidepalkin korkeus on h, ja sen taivutusjayhyys on I.

Paarteiden 1 ja 2 poikkipinta—alat ja taivutusjayhyydet ovat Ay, Ao, I ja Io. Poikkisi-
teiden pituudenmuutokset otaksutaan merkityksettoman pieniksi, jolloin paarteet taipuvat
samalla tavalla. Poikkisiteet taipuvat antisymmetrisesti keskipisteen suhteen. Poikkipalk-
kien jaykkyydet tasoitetaan jatkuvan véliaineen jaykkyydeksi jakamalla diskreetti jayhyys
I kerroskorkeudella [. T&lloin siteiden diskreetit leikkausvoimat leikkauskohdissa ajatel-
laan korvatuksi jatkuvalla leikkausvuolla g(x).

Yhteensopivuusehdoksi siteiden leikkauspisteessa eli keskikohdassa saadaan

w(x 3 y
o di« - 12%15“9”) N % (A% + A%) / T(n) dn =0, (4.177)
0
missé ;
n

on paarteen numero yksi normaalivoima leikkauksessa z = 7. Kaavan ensimmainen termi

on parteiden taipumasta aiheutuva siirtyméero leikkauskohdassa, toinen termi aiheutuu

poikkisiteen taipumasta ja kolmas termi paarteiden aksiaalisesta deformaatiosta.
Yhdistetyn rakenteen momentin ja kdyristyméan vélinen riippuvaisuus on kaavan (4.22)

eli
d*>w(x) M(x)+ Ni(x)c
= _ 4.1
d$2 EIO ( 79)
perusteella
d*>w(z)
—E(L + 1) Fromi M(z) + cI'(x), (4.180)

misséd M (x) on siis ulkoisen kuorman aiheuttama momentti. Derivoimalla yll4 johdettu
yhteensopivuusehto (4.177) z:n suhteen tulee
d>w(z) 1dq(z) EAg

R EApT(z):o, (4.181)

jossa on merkitty

12FE1;
ld3 "’

Sijoittamalla taipuman toinen derivaatta kaavasta (4.180) viimeksi johdettuun yhteen-

K =

FEAy=FA + FAs, EAp =FA, - FEA,. (4182)

sopivuusyhtaloon (4.181) ja ottaen huomioon, etté

dflf) - (4.183)
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d
- o q
-~ Y - by
= 40 = Fy
- T Il « RN
z As, Is z ? ‘
P p ™ H
- |1 I L - ty
= A Az = b
- - by
= - !
0 L - !
< | IR !y
> - >
LT 1 |
c
Kuva 4.9 Aukollinen tukiseina.
paadytadn yhtaloon
c 1 d®T(z) EAg
— (=M (x) — T — - T(x)=0 4.184
eli )
d=T
(f) — 2T(z) = BM(2), (4.185)
dx
missd on merkitty
2
=K |— 4.186
“ (EIO + EAp> ’ (4.186)
Ke
= —. 4.187
oI ( )

Huomataan, ettd yhtdlo (4.185) on sama kuin aiemmin eri tavalla johdettu paarteen
normaalivoiman differentiaaliyht&lo.
Paarrevoiman Nj(x) = T'(x) toisen kertaluvun differentiaaliyht&lon ratkaisu on

T'(xz) = Cysinhax 4+ Cy cosh ax + T)(z). (4.188)

Toisen kertaluvun differentiaaliyhtdlon yksityisratkaisu 7),(z) voidaan esittdd liitteen A
kaavalla (A.98) muodossa

1 D? Dt
Tp(af) :—? 1+?+¥+“' ﬁlu(.l'), (4.189)
jossa on merkitty lyhyesti
D(e) = 4 (4.190)
T odx '

Vakiot C7 ja Cs ratkaistaan reunaehdoista.
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Esimerkki 4.6 Maddritetddn tasaisen kuorman p = po aiheuttama paarrevoima au-
kollisessa ulokeseindssi.

Tasaisen kuorman, p = pg = vakio, tapauksessa ulokkeen taivutusmomentti on
1

M(x) = —§p0(L — )% (4.191)

ja paarrevoiman T'(z) toisen kertaluvun differentiaaliyhtélon ratkaisuksi tulee

. p|1 2 p
T(x) = Cy sinhax 4+ Cy coshax + 2 §p0(L —x)° + 2| (4.192)
Paarrevoiman derivaatta on
T'(x) = Chacosh azx + Crarsinh ax — % [po(L — x)]. (4.193)
@
Vakiot C ja Cy ratkaistaan reunaehdoista. Yhteensopivuusehdon (4.177) perusteella
tuella x = 0 ehdosta dw(0) = 0 seuraa
dx
. dT(0)
0)=0 el =0, 4.194
=0 @i =2 (4194)
josta saadaan
p
Cl = gpoL. (4195)
Huipulla x = L on voimassa reunaehto
T(L) =0, (4.196)
eli
Cysinh oL + Cs cosh L + %po =0, (4.197)
@
josta sijoittamalla C; ratkaistaan
Bpo .
= (1 Lsinh o). 4.1
Cy a4coshaL( + aLsinhal) (4.198)

Reunaehtojen perusteella normaalivoimalle saadaan ratkaisu

B [(L—=x)?*  coshaL — coshar —aLsinha(L — x)
T(@) = Pz [ T a? cosh L ' (4.199)
Paarteiden momentit ovat
M;(z) = ;.— {—%p(L —x)? + cT(x)] , i=1,2. (4.200)
0
Derivoimalla yht&lo (4.180) kaksi kertaa x:mn suhteen saadaan
d* d?M d*T
_pp,dwle) M) | dT() (4.201)

dzt da? dx?

d*T(z)
22
mejd paddytddn aiemmin johdettuun taipuman differentiaaliyhtdloon

Eliminoimalla T'(x) ja kaavojen (4.180) ja (4.185) avulla sekd jarjestelemélld ter-

d*w(zx) 2 d*>w(x) _ 2 M(z) 1 d>M (z)
dz? dz? EI Ely dxz?

(4.202)
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missé edelld méariteltyyn tapaan

Ely=FEIL+ El, (4203)

1 1 2
2 :K
« <EA1 tTEA, T EIO)

(4.204)
EAO 62
= —— 4+ —,
EA,  FEly
Kec
= 4.205
i (4:205)
FEAy=FA + EAs, EAP =FA; - FEA, (4206)
EA
EI = EI L2, 4.2
0+ EAOC ( 07)
Taipuman neljannen kertaluvun differentiaaliyhtdlon ratkaisu on
w(z) = Cy + Caz + C3 cosh ax + Cy sinh ax + wy(x), (4.208)
jonka yksityisratkaisu voidaan esittad muodossa, liite A, kaava (A.94),
1 1 1 D?> D4 d*M(x)  ,EI
= |=+=+—+—F+ —a'—=—M . 4.2
wp(2) a?Ely | D? Tttt } [ dx? “EI (z) (4.209)
Ulokepalkin tapauksessa reunaehdot ovat
dw(0)
0)=0 =0 4.210
w(o) =0, =y, (4210)
2w(L
(L) _ (4.211)

dz? ’

L
dBw(l)  dw(L)  o? 1 dM(L)
e aaa —EI/M(g)df——EIO T (4.212)
0

Reunaehtoon (4.212) paadytiaén sijoittamalla paarrevoiman ja sen derivaatan kaavat

7= L0 - B (4.213)
&

1
q=-T' ==(M'— Elyw") (4.214)
&

yhteensopivuusehtoon (4.177), jolloin tulee

L

EA, ¢ /[M(S) + Elyw" (s)] ds. (4.215)
0

11 FAy1l
cw'(L) = 2~ [M'(L) + Elow" (L)) + 0z

Integroimalla viimeinen termi, ottamalla huomioon, ettd w'(0) = 0 ja laventamalla
tekijalla Kc/Ely tulee

L
M'(L) | K EA
El, ' El,EA,
0

w” (L) — ow'(L) = — M(s)ds, (4.216)
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P by d by
J_h

il
As, Is

Al A2

et b

Kuva 4.10 Pistekuorma aukollisen tukiseinidn huipulla.

misséa X BA )
0 «
— = — 4.21
El,EA, EI’ ( 7
koska,
EA EI FA EA 2 2
EI = EIj+ =-2¢2 by N N S (4.218)

= = _— =
EA, ELEAS ~EA, " EL, K

Esimerkki 4.7 Lasketaan kuvan 4.10 tukiseindn suurin jannitys.

Otaksutaan seindn korkeus L = 24 m, kerroskorkeus | = 3 m, paarteiden leveys
b1 = be = 2 m, kamanapalkin korkeus ja pituus h = 1 m d = 2 m ja seindmin paksuus
t = 0.5 m. Sidepalkin poikkileikkausarvot ovat

1
Is =

SETh 1%3.0.5 ~ 0.04166 m*, A, = 0.5 m% (4.219)

Isotrooppisen kimmoisen aineen liukumoduuli on G = , missé Poissonin va-

2(1+v)
kiolle otaksutaan arvo v = 0.3, jolloin G = E/2.6. Jaykkyyskertoimeksi K saadaan
1 1 . 0.0351
I @B N cd 3

12FI;  GA;

K =

E ~ 0.0117E, (4.220)

missé on otaksuttu kertoimelle ¢ arvo ¢ = 1.2 (suorakaidepoikkileikkaus). Paarteiden
taivutusjiyhyydet ovat

1
hi=l=15- 23.0.5 ~ 0.333, (4.221)

ja
Iy =1 + I, = 0.667. (4.222)
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Kertoimet « ja ( ovat

K 1 1
2 2 I _ _
«@ £l |:C+0<A1+A2)]
(4.223)
0.0117 1 1
= 4% +0. —+ = || =0.304
0.667[ +0667<1+1>} 0.304,
ja
Ke  0.0117
= —~———-4~0.0702. 4.224
g Ely 0.667 ( )
Paarteen normaalivoima Ny = T ratkaistaan yht&losté (4.185)
d*T (x) 2
proaia T(x) = M (z). (4.225)
Pistekuorman tapauksessa ulokeseindn momentti on
M(x) =—P(L — ), (4.226)

ja toisen kertaluvun differentiaaliyhtilon (4.185) yksityisratkaisu T),(z) voidaan esittda
liitteen A kaavalla (A.98) muodossa

1 D? D*
(4.227)
p
- . d
missd on merkitty D = —.
dx
Paarrevoiman T'(z) toisen kertaluvun differentiaaliyhtélon ratkaisuksi tulee
T(z) = Cy sinh ax + Cy cosh ax + %P(L —x), (4.228)
ja paarrevoiman derivaatta on
dr
(=) = Ciacoshax + Crasinh ax — EP. (4.229)
dx a?
Vakiot C; ja Cy ratkaistaan reunaehdoista. Yhteensopivuusehdon (4.177) perusteella
d
tuella = = 0 ehdosta ﬂ = 0 seuraa
dx
dT(0
q(0)=0 eli di: ) =0, (4.230)

ja huipulla z = L on voimassa reunaehto
T(L)=0. (4.231)

Reunaehtojen perusteella integroimisvakioille saadaan

B B sinhal

ja normaalivoimalle tulee ratkaisu

_ sinha(L — z)

T(z)=P— |a(L — ) woshol

(4.233)
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Seinédn tyvell

g

T(0) = Pg(aL —tanh aL). (4.234)

Leikkausvuon jakauma on ¢ = —dN;/de = —dT'/dx

Ié] cosha(L — x)
=P=|1—- —= 4.2
a(w) a? coshaL (4.235)
Paarteiden momentit ovat
I; ‘
M;(z) = I—[—P(L —z)+cl(z)], i=1,2. (4.236)
0
Esimerkin arvoilla
a =~ 0.5516, ol =~ 13.24, tanhalL ~1. (4.237)
Paarrevoima tyvelld on
0.0702
N =T0)=P——=(13.24—-1) = 5.12P. 4.2
1(0) = T(0) = Py o (18:24 - 1) ~ 5.12P, (4:238)
ja paarremomentti on vastaavasti
1
M;(0) = 5(—24]—j +4-5.12P) =~ —1.76P. (4.239)
Jannitys pisteessd A on
Ny M,
=1yl
OA a4 + A (-1)
(4.240)
A2P 1.76P
_ SR LTOP q0ap
1 0.333

Esimerkki 4.8 Maddritetddin edellisen esimerkin tukiseindn taipuma.

Huipun x = L taipuma voidaan laskea esimerkiksi virtuaalisen voiman periaatteella
‘ M
Twi (L) = /M—1 da, (4.241)
0

missi 1 on virtuaalinen voima seinéin huipulla kysytyn siirtymén w; (L) suuntaan, wy
on paarteen 1 taipuma, M; on paarteen 1 momentti ja FI; on paarteen 1 taivutus-
jiykkyys. Paarteen ja samalla palkin kiiyristymé on d?w; /dx? = d*w/dz? = My/EI .
Sijoittamalla paarremomentin kaava

_Bh

My () = El,

[M (x) + Ni(x)d], (4.242)

virtuaalinen momentti ja taivutusmomentti

M(z) =z~ L, M(x)=P(x—L) (4.243)
sekd paarrevoiman kaava

Ni(z) = P% a(L —x)

_ sinha(L —z)

coshal (4.244)
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virtuaalisen voiman yhtaléon tulee

L M N
wi(L)= [(z — L)M dx
L P(x —L)? L Nic
=——dov+ |(z —L)—=—dx 4.245
T 1 e, (4:245)
L P(x —L)? L Pge sinha(L — x)
=[———=4d —L)———— |a(L—2) — ——— | d
Of B, T Of(x Vo7 mL | %) T " coshal “
missa
/ L 1
/(a: — L)sinho(L — z)dx = - coshalL + el sinhaL, (4.246)
0
ja taipumalle saadaan lauseke
P L3 PBe L} L 1
L)= —— —a— + — — —tanha | . 4.247
wll) = 553 a3E10<O‘3+a a?ano‘) (4.247)
Ottamalla huomioon yhteys
ﬁc EIO
—=1-—= 4.24
a? EI (4.248)
taipuman kaava voidaan muuntaa muotoon
P L3 1 1 L 1
Ly=——+4+P|——— ]| — — —tanhal . 4.249
wll)=grg t <EIO EI)(a2 a3 ano‘) (4.249)

Esimerkki 4.9 Ratkaistaan edellisten esimerkkien tukiseindn taipuma ja voima tai-
puman differentiaaliyhtdlon avulla.

Pistevoiman kuormittaman ulokeseinén taivutusmomentti on
M(z) = P(x — L). (4.250)
Taipuman neljannen kertaluvun differentiaaliyhtalon ratkaisu on
w(x) = C1 + Cox + Cs cosh ax + Cy sinh aw + wy (), (4.251)

jonka yksityisratkaisu voidaan esittdd muodossa

1 [1 1 D> D* EM(z) L EI
- = |2 L= — 2=\
wn(®)= 35, {DQ 2ttt } { M@
R C Ty 5 P T (4.252)
T EIDT 2Bl " '

P [2® La? P
- (L) @1
EI(G 2) PErTAED

Reunaehdoista w(0) = 0, w'(0) = 0 ja w”(L) = 0 seuraa

PL

Ci+C5= —m, (4253)
P
CQ + OéC4 = W, (4254)
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Cscoshal + Cysinhal, = 0,

ja reunaehdon (4.212) perusteella tulee

P
Cga3 sinh L + Cya® coshal, — — — o? | Cy + Csasinh o + Cyacosh oL

EI
P [L? Iz P _ a? PL2 P
ET\ 2 o?El|  FEI 2 El
eli P
— 2 _
(0% CQ EIO,
josta seuraa
P
Gz = 2FI,’

ja muiden reunaehtojen avulla saadaan

1 P P 1 1
@—‘#”bﬁﬁ—$<ﬁ‘ﬁﬁ%

P 1 1
C3 = —tanhaLCy = —tanh oL — (— ) ,

o3 \EI EI
PL P11 PL
! ST apr . s (EI EIO) a2E1

Taipuman lausekkeeksi saadaan

P [z® La?
@) =gl 2

P 1 1
+ pe; (E—Io — ﬁ) (ar — tanh oL + tanh aL cosh ar — sinh ax) .

Huipun taipumaksi tulee

p L 1 1\/L 1
L)=—"yp(— =) (= - = tanhalL).
W) =gyt <EIO E1><a2 e ana)

Sijoittamalla momentin ja taipuman lausekkeet paarrevoiman kaavaan

1 d*w
Ny =—|M+FEly—
! c{ i deQ]
tulee
El, [ 1 1
Ni=—|Ple—L)+ P20 — - —
1= |2 )P <EIO EI)

EI
(tanh oL cosh ax — sinh aur) — E—IOP(;B - L)

Ottamalla jalleen huomioon yhteys

1 EIO - ﬁc
EI a2
saadaan parrevoiman T = N7 kaava muotoon

p

T(w) =P |a(L —x) - M} .

cosh oL

(4.255)

(4.256)

(4.257)

(4.258)

(4.259)

(4.260)

(4.261)

(4.262)

(4.263)

(4.264)

(4.265)

(4.266)

(4.267)
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il
As, Ls

Do I I
Al AQ

R

r
v

Kuva 4.11 Tukiseindn tasainen kuorma.

Esimerkki 4.10 Mddritetadn tukiseindn taipuma tasaisesta kuormasta.

Tasaisen kuorman p = py kuormittaman ulokeseiniin taivutusmomentti on
1
M(z) = —§p0(L — )% (4.268)
Taipuman differentiaaliyhtdlon ratkaisu on

w(z) = C1 + Cox + Cs cosh ax + Cy sinh aw + wy (), (4.269)

jonka yksityisratkaisuosa on

1 1 1 D? D*? Ely1
wr(0)= g, [ﬁ+§+¥+¥+”'] [‘p”“_‘p““‘x)ﬂ

EI 2
(4.270)
1 (1 ., p) . 11 11
= — - - - L — 4 - L — 2 )
a2E], <2p0x N a2) *praaPob 2+ g gpell — o) Sappo
Reunaehdoista w(0) = 0, w'(0) =0, w”(L) = 0 seuraa
Po po (L' L* 1
Cy+C;5 = - =+ =+ 4.271
PO = AR EI(24+2a2+a4 ’ (4271)
L? L
Cy+aCy = % (E + ?) , (4.272)
. 1 1 1
Cscoshal + Cysinh ol = o E—Io i Do, (4.273)
ja reunaehdon (4.212) perusteella saadaan
Csa? sinh oL + Cya® coshal
L 2 L3
—a?|Cy + Czasinh oL + Cyacoshal — Of;%]o = % (_po > (4.274)
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eli

L 2po L3
—a202+p0 __9Po

= 4.2
Ely 6ET ’ (4.275)
josta seuraa
pol | poL?
Cy = . 4.276
7 @?El, ' 6EI (4276)
Reunaehdoista ratkaistaan
poL 1 1
Ch=—7%|—=—51, 4.277
YT a8 (EI EIO) (4:277)
Po 1 1 1 poL 1 1
3=~ | — = — | — — — | tanhal 4.2
Os = 4 <EIO EI) coshal T o® \EL, EI)™ (4:278)

o?

_p (L LN L pl 1T
ot \Fly FEI) coshal a2

ja taipuman lausekkeeksi saadaan

Do po (L' L2 1
Ci = [
"7 oiEl, EI (24 Toart

1 1
w(z) = 2521] (L—=z)'+4L% — L] + % ( )

2

2 [ — x~

(e
+ p—— (coshaz + aLsinha(L — z) — 1 — aLsinh ozL)] . (4.280)

Huipun x = L taipumaksi saadaan

po [ 1 1 o L2 .
— = — = — shal — 1 —aLsinhal)| . (4.281
o <EIO EI) {0‘ 5t soshaL O aLsinhal)|. (4.281)
Paarrevoima on tdssid kuormitustapauksessa

101 d*w
Ny = - {EpO(L —2)? - El ] :

—_— 4.282
s ( )
missé

d*w(x) po 1 5
= —— L —
a2~ prato)

Po 1 1
* (EIO EI)

Ottamalla huomioon yhteys

2

woshol (a? cosh ax + o®Lsinh oL — x)} . (4.283)

EIO ﬁc
11— — == 4.284
EI  a? ( )
ja sijoittamalla taipuman toinen derivaatta paarrevoiman kaavaan tulee
pof |1 5 coshal — coshax — aLsinha(L — )
Ny =—|=(L— 4.285
1T 2 l2 ( )+ a2 coshalL ( )
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Leikkausvuon jakauma on

eli

dN;
=—— 4.2
o) = -2 (1.286)
(L— )+sinhax—aLcosha(L—x) (4.287)

o cosh alL



Luku 5

Ympyralaatta

5.1 Ohuen laatan yhtilot suorakaidekoordinaatistossa

Kirchhoffin laattateorian mukaan ohuen laatan muodonmuutokset ovat

€ = —z% = 2Ky, (5.1)

€y = —22272) = 2Ky, (5.2)

Yoy = —22 ;jgy = 22kay (5.3)
0w 0w 0w

Laatan kiyristymét ovat xk, = —

e Ky = ——— jA Kpy = ———.
ox2’ Y 8y2‘] et Oxdy

Laatan otaksutaan olevan tasojénnitystilassa, ja yleistetyn Hooken lain mukaan isot-

rooppisen kimmoisen aineen konstitutiiviset yhtalot ovat

oy = m(% +vey), (5.4)
FE
Oy = m(gy + VEI)7 (55)
Tey — G7$ya (5'6)
missé liuvkumoduuli on
FE
G=——. 5.7
2(1+v) (57)
Laatan taivutusmomentit maaritelladn kaavoilla
in
M, 2 Oz
M, | = / z| o, | dz, (5.8)
My —1h Txy

h
misséd h on laatan paksuus, ja laatan pintatasot ovat z = :|:§. Sijoittamalla jénnitykset

69
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2, w

Kuva 5.1 Laatan kiertyma4 ja siirtymaé.

Kuva 5.2 Laatan tasapainoehdot.

muodonmuutosten avulla lausuttuina ja integroimalla laatan paksuuden yli tulee

- 82/11) -
12
M, 1 v 0 Eﬁw
M, |=-D|v 1 0 == | (5.9)
0
M,, 0 0 (1-v) 5
L Jzdy
missi 3
E

on laatan taivutusjaykkyys.
Laatan alkioon dx x dy vaikuttavien akselin z suuntaisten voimien tasapainoehto on

kuvan 5.2 perusteella

0Qz | 0Qy
—= =0. 5.11
9c T oy TP@Y) (5.11)
Momentin tasapainoehdot y- ja x-akselin suhteen ovat
OM,  OM,,
5 o @ (5.12)
oM, oM,
— 4+ —2_Q, = 0. (5.13)

Oz dy B
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Eliminoimalla leikkausvoimat saadaan pystysuora tasapainoehto (5.11) muotoon

O*M,  _O*M,, N 9> M,

= 0. 14
52+ 900y T o +p(z,y) =0 (5.14)

Lausumalla momentit taipuman derivaattojen avulla kaavoilla (5.9) tulee

+ 2

0*w 0*w n 0*w
Oxt 0x20y? oyt

) — p(z,y). (5.15)
5.1.1 Laatan reunaehdot
Vapaasti tuettu reuna

Vapaasti tuetuilla reunoilla z =0 jaz =a

w(0,y) = My (0,y) = w(a,y) = Mz(a,y) =0, (5.16)
missa ) )
0“w o0“w

Koska reunat x = 0 ja x = a eivit taivu, saadaan momentin M, reunaehdoista

PPw(0,y) _ 0*w(a,y)

92 9z 0. (5.18)
Vapaasti tuetuilla reunocilla y = 0 jay = b
w(z,0) = My(x,0) = w(z,b) = My(xz,b) =0, (5.19)
missa ) )
M, =-D <?971; + V%) . (5.20)

Koska reunat y = 0 ja y = b eivat taivu, saadaan momentin M, reunaehdoista

O*w(z,0)  0*w(z,b)

= =0. 5.21
oy? Oy? (5:21)
Jaykisti kiinnitetty reuna
Jaykasti kiinnitetyilld reunoilla z =0 jaz =a
Ow(0,y) dw(a,y)
_ _ _ _ 22
w(0,y) e w(a,y) o 0, (5.22)
ja vastaavasti reunoilla y =0 jay = b
b
w(z,0) = 2B gy 2 dwl@b) (5.23)

Oy Oy
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Ve

Kuva 5.3 Sylinterikoordinaatit.

Vapaa reuna

Vapaalla reunalla taivutusmomentti ja korvikeleikkausvoima ovat nollia tai tasapainossa
annetun reunakuorman kanssa. Reunoilla x =0 ja x = a

M (0,y) = Vz(0,y) = My(a,y) = Va(a,y) =0, (5.24)
missé
[ _ OM. | OM,,
ox dy (5.25)
- D Pw r2- ,/)63_“) '
N Ox? oxoy? )~

Reunoilla y =0 jay =10

My(l‘,O) = Vy(l‘,O) = My(l‘,b) = Vy(%‘,b) =0, (526)
missi
M, M,
V, = oMy | OMay
oy ox 5 o
- D Pw r(2- )83_“’ 20
N oy3 g 0x20y )

5.2 Laatan differentiaaliyhtilo sylinterikoordinaatistossa

Sylinterikoordinaattien (r,p, z) ja suorakulmaisten koordinaattien (x,y,z) véliset muun-
noskaavat ovat

r=rcosp, y=rsing, (5.28)
ja niiden kédnteiset kaavat ovat

r? =2% +y% o =arctan <g> . (5.29)
x
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Koordinaattien muunnoskaavojen perusteella saadaan

g—; = % = CoS , g—; = % = sin ¢, (5.30)
0y Y sing  Jdp x  cosp
kNS A e A i 5.31
Ox 2 r 9y 12 r (5:31)
Derivoimalla taipumafunktio w(r, ¢) ketjusdédnnon mukaisesti tulee
ow _dwor  owoy
dxr  Or 0x Oy Ox
(5.32)
=——-cosp + 8_w Bl &
ar P T 9y r
Soveltamalla operaattoria
J(e) B d(e) singpd(e)
5~ P R (5.33)
derivaatan dw/0z kaavaan saadaan
82_w cog? 0w _  cospsing 0w cos psin p dw
0x? Yoz r orde r? dp
(5.34)

sin? o Ow  sin? ¢ 0%w
r or r2  Op?’

Samalla tavalla muodostetaan lauseke taipumafunktion toiselle y-derivaatalle

Pw ., Pw cos psin @ 0%w cos @ sin ¢ dw
— =sin“p 2 -2 —
oy? or? r orde 72 dp
(5.35)

cos? p Ow  cos? ¢ O%w
r  or r2  Qp?

ja sekaderivaatalle
0w
dxdy

0 0 cos 0*w n cos 2¢ O%w _ cos 2@28_@0
YOS Ysa r  Ordy r Oy
(5.36)

sinpcos p Ow  sin pcos p O*w
r or 2 Op?’

Y114 olevien kaavojen perusteella Laplacen operaattori

2 [ ] 2 [ ]
V2(e) = 88—9(32) 88?52) (5.37)

kohdistettuna taipumafunktioon w(z,y) antaa kaavan

0%w(r, 1 0w(r, 1 0%w(r,
V2u(z,y) = 8(7“2 ) = ér °) | > 8502 °). (5.38)
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Laatan taipuman differentiaaliyhtalo

_ p(z,y)
VIViw(e,y)] = =5 (5.39)

muuntuu sylinterikoordinaatistossa muotoon

o> 10 1 9%\ [0? 10 1 92
o 19 1 w(r,g) | 1ow(re) 1 0%wne)| _ p(r, 90)7 (5.40)
or2  ror  r2op? or? r  or r2 02 D
missé p(r, p) on jakautunut, laatan tasoa vastaan kohtisuora kuorma,
En?
D=———/—— 5.41
12(1 — v?) (541)
on laatan taivutusjiykkyys ja h on laatan paksuus.
Taipuman differentiaaliyhtdlon ratkaisu
w(T7 SO) = Wh (Ta SO) + wp(ra SO) (542)
koostuu homogeenisen osan ratkaisusta ja yksityisratkaisusta.
Asettamalla taipumafunktion toisen derivaatan kaavoissa ¢ = 0, saadaan
0? 0?
w($7 y) — w(T7 SO) , (543)
0x? or?
Oy? r Or r2  0p?
Pule,y) __10w(ne) | 10Pu(ry)
dxdy 12 Oy r  Ordy
(5.45)
_ 0 [10uw(r,¢)
SO |r Oy '
Laatan kdyristymien lausekkeet ovat siten
0*w(r,¢)
Ry = —T7 (546)
10w(r,e) 1 0%w(r,¢)
_ - it VR A 4
e r or 2 0p? (5.47)
1 Ow(r,) 10%w(r,p)
Krp =—5 - -
2 9y r  Ordp
(5.48)
__9 [10ulry)
or|r Oy )

Kéyristymien avulla lausutaan laatan muodonmuutokset

Er (T7 2 Z) = ZRkp (Tu 90)7 (54:9)
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D
r r+dr M
v
tw # \ v
r
Oy
r Oy
Kuva 5.4 Muodonmuutokset sylinterikoordinaatistossa.
E@(Ta QOVZ) = Zﬁs@(n @)7 (550)
Yro (750, 2) = 22K, (7, @) (5.51)

Kayristymien lausekkeet voidaan johtaa myos tarkastelemalla ensin muodonmuutoksia
sylinterikoordinaatistossa, jossa siirtymadkomponentit ovat

u=u(r,p,z), v=uv(re,z). (5.52)

Kuvan 5.4 perusteella saadaan muodonmuutoskomponentit

ou

Epr = E, (553)
u 10v
=4+ -— .54
€o = + g’ (5.54)
10u Ov v
"= raptar v (5:55)

missé viimeinen termi poistaa jaykinkappaleen liikkeen liukumasta.
Ohuen laatan teorian otaksumien perusteella tarkasteltavan pisteen siirtymi laatan
tason suunnassa on verrannollinen pisteen etdisyyteen keskipinnalta ja kiertymé&én eli

0 10
U(T, 2 Z) = _Zwv U(T’ 2 Z) = _Z_M? (556)
or r o O0p
ja laatan taipumafunktio ei riipu koordinaatista z eli
w(r, @, 2z) = w(r, ¢). (5.57)

Sijoittamalla siirtymien kaavat muodonmuutoskomponenttien kaavoihin saadaan

er(ryp,2) = 2k (1, 0), (5.58)
Ew(ra 90? Z) = ZHLP(T’ 90)? (559)
'Yrgo(r’ ©,2) = 22Kry (r, ), (5.60)

missd Kk, ja ko, ovat laatan kiyristymét, ja s, on laatan vaéntymé. Taipuman avulla
lausuttuina kdyristymiksi ja vadntyméksi saadaan

_QPw(r, )

a7 (5.61)

Ry =
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1 ow(r, ) 1 82w(7“, ©)

_ - -z \or .62
e r or 2 0p? (5.62)
1 Ow(r,) 10%w(r,p)
K = — — =
"2 Oy r  Ordy
(5.63)
0 [10w(r, )
or|r Oy ’
kuten edelld toisella tavalla johtamalla.
5.3 Taivutusmomentit
Taivutusmomentit méaaritetellddn kaavoilla
h/2 h/2 h/2
M, = / zo.dz, M, = / zo,dz, My, = / 2T dz, (5.64)
—h/2 —h/2 —h/2

missd M, = M, koska 7., = Ty
Laatta on tasojannitystilassa, ja télloin ovat voimassa konstitutiiviset yht&lot (yleistet-
ty Hooken laki)

E
oy = m(&'r + VEQO): (565)
E
Op = m(&'@ + VET), (566)
Tro = GYrp, (5.67)
missd G on liukumoduuli B
G=——. 5.68
2(1+v) (5.68)
Sijoittamalla momentin M, kaavaan yleistetty Hooken laki ja muodonmuutosten kaavat
tulee
h/2
E
M, = / z2ﬁ(/€r +vky) dz = D(ky + VKy), (5.69)
—h/2

missd D on laatan taivutusjaykkyys

En?
D= )
1201 = %) (5:70)
Samalla tavalla johdetaan
M, = D(ky + VEy), (5.71)
M,y = D(1 = v)krp. (5.72)

Lausumalla kdyristymét ja vAdntymé taipumafunktion avulla padddytddn laatan mo-
menttien ja kiyristymien vilisiin kaavoihin

82w(7“2,90) RS CIGYD) +i2<92w(7“2’90) ’
aor r  Or r dy

M, = —D{ (5.73)
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OM
<Mw + 8: dga) dr g

oM,
<M¢ + o d<p> dr

0
<Q<p + ;?;dgo) dr

<Mrr + (OMr) dr) dy
or

<er + Mdr> dip

or

Kuva 5.5 Laatan alkion tasapaino.
1 ow(r, ) 1 0%w(r, ) 0w(r, @)
M,=-D|-——~+ — 5.74
v [r or + r2 9?2 T or? ’ ( )

M,, =—D(1 —v)

1 0uw(r,p)  18%w(r,¢)
2 dy r  Ordy
(5.75)

5.4 Tasapainoyhtalot

Kuvan 5.5 perusteella johdetaan laatan tasoa vastaan kohtisuorien voimien tasapainoehto

Q)  0Q
or +8—<;

+p(r,p)r = 0. (5.76)

Koordinaattia r vastaan kohtisuorassa suunnassa vaikuttavien momenttien tasapainoyhté-
16ksi tulee o(0MLr) M
rT er
+ - M, —Q,r=0, 5.77
or Oy i (5:77)

ja rm ympari kiertdvien momenttien tasapainoehto on

oM, N O(M,,r)
Oy or

Sijoittamalla leikkausvoimat

+ My — Qur = 0. (5.78)

O(M,r) n OM,

Qrr = 5 9o M,, (5.79)
M, M,
le _ 18 v 18( 507“) + le« (5.80)

r Jy r  Or
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kahdesta jalkimmaéisestd tasapainoyhtélosté ratkaistuina akselin z suuntaisten voimien ta-
sapainoehtoon tulee

0*(M,r) N 20%(rMy,)  9M, N 19°M,,

or? r Orop ar 1 0p? +p(r,@)r =0. (5.81)

Leikkausvoimat voidaan kirjoittaa edelleen muotoon

oM, 1 10M,, 1
r = —Vip - ——-M ’ .82
@ or T + r Oy ro ¢ (5.82)
10M, OM,, 2
S —F + = M,,. .
Q¢ r Jy + or + ro 7 (5.:83)

Lausumalla momentit kiyristymien avulla ja ndmé edelleen taipumafunktion derivaat-
tojen avulla pdddytadn leikkausvoimien kaavoihin

0 2 [Zulre) , 100lrs) | 1 Pulr)

or or? r  Or r2 02
(5.84)
__pdaulne)
or
10 [0Pw(r,e) 10w(r,p) 1 0%w(r, @)
——D- = z .
@ r dy [ or? + r Or + 2 Jy?
(5.85)
__ploaulne)
r dp
joissa
Ae) = V(o) (5.86)
on Laplacen operaattori.
Korvikeleikkausvoimaksi reunalla r» = vakio saadaan
10M,
Vi :Qr + - 0 z
)
(5.87)
0 1—v 0 [10%w(r,e) 1 dw(r,p)
——D{ = 2 I ) - )
{(% [Viw(r )] + r Jo [r orde r2 Oy ]}7
ja reunalla ¢ = vakio
oM,
Vo =Qp + or :
, (5.88)
10 0 [10°w(r,p) 1 ow(r,p)
=—D<{-—[V? 1—v)=— |-—— 1 - S — T2 L
{7“ Op [Vow(r @) + l/)&" [r ordy r2  Qp
Kimmoisen laatan jinnityskomponentit ovat
12M, 12M 12M,
Or = g i 0p =g L2y Trp = —atz. (5.89)

h3
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—3
E— —

Kuva 5.6 Reunaehdot, a) jaykki kiinnitys, b) vapaasti tuettu reuna, ¢) vapaa reu-

na, d) liukuva reuna.

5.5 Reunaehdot reunalla » = vakio

1. Jaykkasti kiinnitetylla reunalla r = a

dw(a, ¢)
=0 =0. 5.90
wia.g) =0, 2 (5.90)
2. Vapaasti tuetulla reunalla
w(a,p) =0, M.(a,p)=0 (5.91)
. Yulag) | vow(ay)
o“w(a, ¢ v ow(a, p
Z =0. 92
or? r  Or 0 (5.92)
3. Vapaalla reunalla
M, (a,) =0, V.(a,p)=0. (5.93)
4. Liukuvalla reunalla (liukutuella)
0
% —0, Vi(a,)=0. (5.94)

5.6 Pyorahdyssymmetrinen taivutus

Ympyrilaatan taipuma on pelkdstdan koordinaatin r funktio, jos kuormitus ja reunaehdot
eiviit riipu koordinaatista ¢. Talloin laatan taipumafunktion differentiaaliyhtdlé supistuu

- ()

muotoon

Jannitysresultantit ovat

2’LU T vV awlr

My(r) = —D [ddrg ) 4 ;ddi )] , (5.96)
wlr 2w T

Mu(r) = —D dei ) +uddr§ )}, (5.97)
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d [d?w(r) 1dw(r)
@r(r) = Ddr [ dr? r o dr }
(5.98)
d (1d [ dw(r)
=—D—<—— |r——=| ;.
dr {'rdr [T dr }}
Taivutusmomentteja vastaavat jinnityskomponentit ovat
E d>w(r)  vdw(r)
op(r,z) = T [ = | (5.99)
B E 1 dw(r) d?w(r)
o,(r,z) = T [; = +v | (5.100)
Ottamalla huomioon identiteetti
d>w(r)  1dw(r)
2 — -
Viw(r) = dr? + r dr
(5.101)
_1d dw( )
T rdr dr

saadaan taipuman differentiaaliyhtilé muotoon

e R

Laatan taipuma ratkaistaan integroimalla taipumafunktion differentiaaliyhtilé koordi-

naatin r suhteen nelji kertaa perédkkiin eli

//// ) i dr dr dr. (5.103)

po, tapauksessa tulee

)

Tasaisen kuorman, p(r

) =
i i 1 d dw(
dr " dr \ rdr dr

7?2+ CyInr + Cy, (5.104)

1 1 r 1
- Zrlnr— = — 4+
r°+Cq <27“ nr 47“> —1—022 + ng,
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Kuva 5.7 Jaykéasti tuettu ympyralaatta.

Po
TYVYVYYVIIVVVVIIVY

Vi Vi

a a

f————— >«

\E

Vow

Kuva 5.8 Vapaasti tuettu ympyrilaatta.

ja vield kerran integroimalla saadaan ympyrilaatan taipuman lauseke

=L o (Lo, L L2) Lo Oyt O (5.105)
w(r) = —=-—r —r“lnr — —r* — =r — nr )
D 64 "\4 8 8 Yy o
koska
T
Lo L,
rlnrdr = —r°lnr — —r (5.106)
2 4
0
ja
d (1 1 1 1
e (57"21117“— ZT2> :rlnr+§r— 57“
=rinr.

Taipuman lauseke on tasaisen kuorman tapauksessa
w(r) =wh(r) + wp(r)

4
—CyInr 4 Cor?Inr + Car? + Cy + 20
1Inr + CorcInr + Csre + 4+64D’

missd C;:t ovat integroimisvakioita (eri kuin kaavassa (5.105)).

Esimerkki 5.1 Mddritetddn tasaisesti kuormitetun ja jaykdsti tuetun ympyrilaatan
taipuma.

Laatan reunaehdot ovat
dw(a)

dr
Jotta taipumafunktio ja sen toinen derivaatta r:n suhteen olisivat d&relliset, on oltava

—0. (5.109)

Cy=Cy=0. (5.110)

(5.107)

(5.108)
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Reunaehtojen perusteella saadaan yhtilot

4
2 ___boa
Csa” + Cy = 61D’
(5.111)
3
Pol
2 =——
Csa ==T6
joista seuraa
2
__ Poa _ boa
Cs 9D’ Cy 61D (5.112)
Taipuman lauseke on »
0 2 22
= — — . A1
wir) = 2 (0 1) (5.113)
Taipuman suurin arvo laatan keskelld on
poa’
max — = . 5.114
tinax = w(a) = 22 (5.114)
Taivutusmomenttien lausekkeiksi saadaan
M, (r) :’1’—2 [(1+v)a? — (34 v)r?],
(5.115)

M (r) :’1’—2 [(1+v)a? — (14 3v)r?] .

Momenttien suurimmat arvot saavutetaan reunalla tai keskelld. Reunalla r = a

2 2
M,(a) = —poga . My(a) = —ypoga (5.116)
Keskipisteessd r = 0
2
M, (0) = M,(0) = (1 + y)p;‘ﬁ‘ . (5.117)

Esimerkki 5.2 Mddritetidn vapaasti tuetun ympyrdlaatan taipuma tasaisesta kuor-
masta p = pg.

Reunaehdot ovat nyt
w(a) =0, M.(a)=0. (5.118)
Taipuman lausekkeessa

C1=Cy=0 (5.119)

samasta syystd kuin edellisessd esimerkissd. Reunaehtojen perusteella saadaan in-
tegroimisvakioiden ratkaisemista varten kaksi lineaarista yhtaloa

4
Pboa
Cza? + C =0
3a” 4+ Cy + 64D ,
(5.120)
- poa’ 3+ v
ST RD1+ v
joista seuraa
4
poa™ b+ v
= . 121
Ci= D1+ (5.121)
Laatan taipuman lauseke on siten
4 7,4 2
poa” [T 3+vr 5+v
= — = — . 5.122
(r) 64D <a4 1+ v a2 1—|—V) ( )
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A° |
|
|
I
poa’ :
2h? |
|
!
|
2
Poa
03757 o
vapaasti tuettu r/a
| | | | -
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Kuva 5.9 Jaykasti kiinnitetyn ja vapaasti tuetun ympyrilaatan taivutusjinnitys-

ten jakaumat.

Suurin taipuma saavutetaan laatan keskelld, ja se on

poat 5+ v

Wmax = 64—D 1+ l/. (5123)
Taivutusmomenttien lausekkeet ovat
M,(r) = T5(3 +v)(a® = r2),
(5.124)
Mo(r) = 2203 + v)a? — (1 + 3v)r?].

16

Jannityskomponenttien arvot Poissonin luvun arvolla v = 1/3 ja koordinaatin z arvolla
z=h/2
h 6 h 6
or(ryg) = ﬁMr(r), %(r’i) = ﬁMw(r), (5.125)

on piirretty oheiseen kuvaan 5.9 yhdessd jaykésti tuetun laatan tulosten kanssa.
Esimerkki 5.3 Mddritetddn jaykdsti kitnnitetyn ja vapaasti tuetun ympyrdlaatan tai-
puma laatan keskipisteessd olevasta pistekuormasta.

Kummassakin tuentatapaukseesa taipumafunktio on

w(r) = Cor’lnr + Csr? + Cy. (5.126)
Vakio C7 on asetettu nollaksi, jotta w(0) olisi dérellinen.
Jaykasti kiinnitetyn ympyrilaatan reunaehtojen

dw(a)

w(a) =0, o

=0 (5.127)
perusteella seuraa

CQCLQ Ina + CgCLQ + C4 =0,
(5.128)
Cra’?(2Ina + 1) + 2aCs = 0.
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V=

e e ¢

Z,Ww

Kuva 5.10 Pistekuorma jaykésti kiinnitetyn ympyrilaatan keskipisteessé.

iy -y

Kuva 5.11 Vapaasti tuettu ympyrélaatta, pistekuorma keskella.

Kolmas tarvittava yhtilo saadaan r-séteisen kiekon tasapainoehdosta

21rQy(r) + P =0, (5.129)
josta seuraa yhtalo
1 P
4D-Cy = —. 5.130
r 2T 2 ( )
Integroimisvakioiksi tulee
P r Pa?
= =———(21 1 = — 131
“=gp @7 epChet) G (5.131)

ja jaykasti kiinnitetyn ympyrilaatan taipuman lausekkeeksi saadaan

r
= 2r?In — + a? — r?). 132
w(r) 167TD(T na+a r7) (5.132)
Laatan suurin taipuma on
= w(0) = Pa? (5.133)
Wmax =W = 167D '
Vapaasti tuetun ympyrélaatan reunaehdot ovat
w(a) =0, M,.(a)=0, (5.134)
ja lisdksi tarvitaan tasapainoehtoa
P
o(r) = ——. 5.135
Qu(r) = —5— (5.135)

Kolmen ehdon perusteella saadaan ratkaistuksi kolme integroimisvakiota, ja vapaasti
tuetun ympyrilaatan taipuman lausekkeeksi tulee laskelmien jilkeen

w(r)
Suurin taipuma saavutetaan laatan keskelld, ja se on

w — w(0) = Pa®> 3+ v
max T 16rD1+v

r 3+v
=— [27%In~ 2. 5.136
6D |2t ) (5.136)

(5.137)
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Kuva 5.12 Reunamomenttien kuormittama rengaslaatta.

Esimerkki 5.4 Maddritetidn reunamomenttien kuormittaman rengaslaatan taipuma.

Tarkastellaan ensin kuvan 5.12a reunamomenttien kuormittamaa rengaslaattaa. In-
tegroimalla tasapainoehdosta

Qr(r) =0 (5.138)
saatava yhtilo
d (1d [ dw(r)
— = 1
dr{rdr {r dr ]} 0 (5.139)
seuraa taipumalle lauseke
1
w(r) = 1017“2 + Colnr + Cs. (5.140)
Vakiot C7, C5 ja C5 ratkaistaan reunaehdoista
’LU(CL) =0, Mr(a) = Mo, Mr(b) = M. (5.141)

Taipuman ja momenttien lausekkeiksi saadaan
1 2 — a? Myb% — Msa? a’b? My — My r

== — 5.142
w(r) 2a2-b (1+wv)D a?—-0v2(1-v)D y ( )
M1b2 — M2a2 a2b2(M1 — Mg)
M, (r) = — , 5.143
(r) 2o T r2(a? — b?) ( )
Mib? — Maa®  a®b?(M; — M)
My(r) = — -2 r2a®—b?) (5.144)
Kuvan 5.12b tapauksessa rengaslaatan sisdreunalla on viivakuorma @Q;. Tasapainoeh-
dosta
27bQ1 + 27rQ(r) =0 (5.145)
seuraa )
Q(r) = -Q1 (5.146)
. d(1d7[ dwir)]) Qib
wr 1
—~ = ==, .14
dr {rdr {r dr ]} Dr (5.147)
Laatan taipumafunktioksi tulee integroimalla
b 2 2
w(r) = QiDT (1nr—1)+C1%+C21n7"—|—C3. (5.148)

Integroimisvakiot C7, Cs ja C's méiritetdin ehdoista

w(a) =0, M.(a)=0, M.(b)=0. (5.149)
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Kuva 5.13 Bettin sd&dnnon soveltaminen ympyrilaatalle.

8

Kuva 5.14 Epasymmetrinen jakautunut kuorma ympyralaatalla.

5.7 Epasymmetrinen kuormitus
Bettin sdinnon mukaan pétee kuvan 5.13 tapauksessa kaava
Pywg = Pywna.

Asettamalla
Pr=1 wy = w(O), Wi = IU(T)

(5.150)

(5.151)

voidaan laskea laatan keskipisteen taipuma ei-pyordhdyssymmetriselle kuormitukselle kaa-

valla
27 a

w(0) = / / p(r, Q)T (r)r dr dp.
0 0

(5.152)

Esimerkki 5.5 Madadritetian jaykasti tuetun ympyrdlaatan taipuma epasymmetrisestd

jakautuneesta kuormasta.

Jaykasti tuetulla ympyrélaatalla on kuorma

-
p(r,¢) = po +P15 COS .

(5.153)

Keskipisteessi vaikuttavan ykkosen suuruisen pistekuorman aiheuttama taipuma on

w(r)

joten keskipisteen taipuma on

_ 2, T 2 .2
_167TD(2T lna—|—a ),

2m

1 a r r
- _ 5 2 21 - 2 _ .2
w(0) 167rD{0f(p0 +p1=cos ) (22 In = +a® —7%)rdrdip

:p0a4
64D

(5.154)

(5.155)



Luku 6

Energiamenetelma

Laatan differentiaaliyhtélé voidaan ratkaista analyyttisesti vain yksinkertaisissa erikois-
tapauksissa. Monissa térkeissd kiytdnnon suunnittelutehtivissi joudutaan turvautumaan
likima&raisratkaisuihin numeerisilla menetelmilla.

Kaikkein yleispdtevimmét kiintedin aineen mekaniikan ratkaisumenetelmét perustuvat
virtuaalisen tyon periaatteeseen. Lineaarisen kimmoteorian tehtévissid potentiaalienergian
minimin periaate on ekvivalentti virtuaalisen tyon yhtdlon tai periaatteen kanssa.

Nykyisin elementtimenetelmé on ylivoimaisesti suosituin virtuaalisen tyon periaattee-
seen perustuvista menetelmistd. Klassillinen energiamenetelmé on elementtimenetelmén
erikoistapaus. Siind siirtymille otaksutaan koko ratkaisualueessa péatevit approksimaatio-
tai kantafunktiot, kun taas elementtimenetelmén tehokkuus perustuu siihen, etti ratkaisu-
alue jaetaan pieniin osiin, elementteihin, joiden alueella ratkaistavaa funktiota, esim. laatan
taipumafunktiota approksimoidaan tavallisesti alhaisasteisella polynomilla.

Elementtimenetelmé on yleiskiyttdinen, mm. reunaehdot ja kuormitukset on helppo
generoida laskentamallille, mutta menetelmén kiyttd vaatii useimmiten laajan tietoko-
neohjelman.

Seuraavassa perehdytdén energiamenetelméén johdatuksena nykyajan térkedédn insi-
nooritieteiden numeeriseen analysointimenetelmién — elementtimenetelmé&én.

6.1 Virtuaalisen tyon periaate

Ohuen laatan teoriassa laatan siirtyméit ovat

ow ow
U=—2—, V=—2—\, w=wT,Yy). 6.1
- i (z,1) (61)
Siirtymaétilan perusteella saadaan muodonmuutokset
0%w 0%w 0w
= — ey = — o = —2 - . 62
Ex Zaxg Ey z 8y2 Vay zaxay ( )
Muut muodonmuutokset ovat nollia eli
€2 = Yoz = VYyz = 0. (63)

87
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Kuva 6.1 Laatta.

NS> NS>

Kuva 6.2 Laatan siirtymét ja laatan reuna.

Laatan tapauksessa jannityskomponentteja o,, oy ja 7, vastaava sisdinen energia

(muodonmuutosenergia) tilavuusyksikossd on

U =Us,, +U,, +U-,

] ] (6.4)
:§O-z5z + §O'y€y + §Tmy7zy>
ja sitd vastaava sisdinen virtuaalinen tyo on
SWS =6WE + WS + W3
x y Ty
(6.5)

=0,065 + 0y0cy + Tuy0Vay-
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Sijoittamalla laatan virtuaaliset muodonmuutokset

d*w 06w
O = 2058 = 2 er
9w 9% o6w
(5Ey = —258—y2 = _Za—y27

0w _ o 0?6w
oxdy Z@x@y

tai kiyristymien avulla lausutut muodonmuutokset

0Vegy = —220

0y = 20Kz, Oy = 20Ky, O0Vpy = 220Ky

sisdisen virtuaalisen tyon lausekkeeseen tulee

d*w 0w d*w

5WS :—Za'xéw - ZO'yéa—y - 227—13/51:—

=200k, + 20y0Ky + 22Ty 0Ky .
Integroimalla laatan tilavuuden yli saadaan

W =[loz0e, + 0y0ey + Taydvay] AV
\%4

h/2
—[ [ oWsdzdA
A —h/2

h/2 2 52 2

0*w w w
= 200 — 20,0 —— — 22Ty f———— A
[ J [ zaggéan 20,0 52 2Ty0 y} dzd

A—n/2

d*w 0*w 9w
(| -M.e— — M.6—— —
1{ [ «0 Oz y(s&rQ

= [[My0ky + Mydky + 2Myy 0k, dA.
A

Jannitysresultantit méaritellidn kaavoilla

M, h/2 Og
M, | = / z| oy | dz,
M;By —h/2 Txy

ja niitd vastaavat kiyristymét ovat puolestaan

d*w 9*w d*w

H$:—w, /‘iy:—a—yQ, H$y:—m.

Laatan ulkoinen virtuaalinen tyo on

h/2

oW = — /p(x, y)ow(z,y) dA — / / (tzdu + t,6v +t,6w)dz ds,

A S1 —h/2

(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)
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missé p(z,y) on kohtisuoraan laatan tasoa vastaan vaikuttavan jakautuneen kuorman in-

tensiteetti, ¢, ¢, ja t, ovat laatan reunan osalla S; x h annetut (jakautuneet) kuormat.

Reunanviivan osalla So = .S — 57 tunnetaan siirtymét.
Maaritellddn jannitysresultantit

M;Bn hi2 | 2 129
Myn = / zty | dz.
Qn —h/2 122

Laatan reunaviivalla ovat voimassa geometriset kaavat

0 0 0
— =Ny

ox on —ny%,

oy Yon “0s

ja niiden k#dnteiset kaavat

2—ng—l—n 0

on "oz Yoy’
V9.0
0s " or nxﬁy’

missé

Ng = COSPY, Ny =Ssing

ovat reunan normaalivektorin komponentit.
Jannityskomponenttien muunnoskaavoista

ly =030y + TayNy,

Ly =TayNa + Oyny,
seuraa
Myp =Myng + Mgyn,,
My, =Myyng + Myn,,.
Muuntamalla edelleen saadaan

My, =Mzpng + Mynny,

:Mxng% + 2Myyngny + Myni,

Mg :_Mxnny + Mynnx

=—(My — My)ngn, + Mxy(ng — ni)

(6.15)

(6.16)

(6.17)

(6.18)

(6.19)

(6.20)

(6.21)

(6.22)
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Kuva 6.3 Reunan normaali.

Kuva 6.4 Reunavoimat.

Laatan reunalla tunnettujen momenttien muunnoskaavat ovat vastaavasti

My, = Mypng + Mypn,, (6.23)

Mps = —Mynny + Mypn,. (6.24)

Leikkausvoimat muuntuvat kaavalla

Qn = Qung + Qyny. (6.25)

Sisdisen virtuaalisen tyon lauseke saadaan kahden funktion tulon derivointikaavan no-
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jalla muotoon

9w

0xdy

)

dA

2
A 52w

05,2 +2M,,0

-5 T ]dA

Qﬂ
ox

9
dy

ow

7)*
ik

OM,,
0y

(810

ow

Ay _y>
o5 (

0
Ottamalla huomioon leikkausvoimien kaavat

0

(34,0

ow

X

OMy,
ox

dy

_OM,
- Ox

OM,,
oy’

o

— aMy

OMy,

ox

9

ja soveltamalla Gaussin lausetta

of (z,y)

O dA :39 f(a:, y)nx ds,

S

1

of (z,y)

ay dA :f f(xv y)n'yds’

S

A
missd S on alueen A reunakiyrd, tulee sisdisen virtuaalisen ty

O%w

0xdy

d*w
Moy

O%w

+ +2M,,0

ow
(Mzng + Mgyny)d e

[ ow ow
_QﬁE + Qyéa—y dA.

oM,

+ (Mayng + M,

(6.26)

ow
dy

)

| aa

(6.27)

(6.28)

on lauseke muotoon

| aa

ny)0 (6.29)

8w} ds
Y

0

Soveltamalla derivaattojen muunnoskaavoja ja integroimalla leikkausvoimat sisiltévit
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termit osittain saadaan sisdisen tyon lauseke edelleen muotoon

eli

s :—f[Mé

A

(a

:—f[Méa

62
oz

it (s
ey @] - f

Mynng + Mynny)d

2

82
oy

+ Myo——

ow

8_w
on

2

— ny0

Qazng + Qyny)dw ds

X

ow

0Qq aQy SwdA
dy

ow

+ Mn55

d*w
0x0

+ 2M i

ow

Qnéw] 5= | (

| as
Y

0Q
ox

ow ow
00 ¢ i (1522 1022

+ %> dwdA

dy

0s

0
+ (—Mynny + Mynnx)é—w} ds

Qs | 0Qy
O + 3y >(5w dA.

Ulkoisen virtuaalisen tyon lausekkeeksi saadaan muunnoskaavojen avulla

=[p(z,y)ow(z,y)dA + [ (tz0u+ tyov +t,0w)dsdz
A S1

=[péwdA+ [ <—Mn(5
A S1

ow
on

— Mys0—

ow
0s

+ Qn5w>

Virtuaalisen tyon yhtéloksi tulee edelld olevien kaavojen perusteella

OW =W —W* =0
0Q, 0Qy > [ ow
=— +———+p|owdA+ —M,6—
f( a 514{52 " on
ow ow -
—|—fM(5a —i—MnS(S8 — Qnow|ds = 0.
Ryhmittelemalld termeja uudelleen seuraa
SW =— [ <8Q‘” L 99 +p> Sw dA
dy
ow ow
- 07— — Mns - ns 00—
] |0 - 3135 2
+ [—Mnéa—w — Mnséa—w + Qnéw] ds
3 on s

ow

— M,s6— + Qnéw} ds

Os

(Qn — Qn)ow

(6.30)

(6.31)

(6.32)

(6.33)

(6.34)
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Integroimalla vield kerran vaidntomomentin siséltdvit termit osittain reunan osalla S

saadaan
W :—J“ <a§; + 8(% —|—p> SwdA + 51[_(Mn8 — My)]ow
+4{WﬁMM%+K%+%?)(%+%%HMMSmw
+Sf2 [—Mnég—: - Mnséz—f + Qnéw] ds.

Suorittamalla samanlainen osittaisintegrointi reunan osalla S ja ottamalla huomioon

geometriset reunaehdot

w=w, Odw =0 reunan osalla Sy, (6.36)

ow Ow ow
il (5% = 0 reunan osalla Ss (6.37)

saadaan virtuaalisen tyon yhtdlé muotoon

W =— [

(aQMgC 0% My, N 9> M,
A

ow dA
Ox? * Oxdy Oy? +p> v

7 (6.38)
(OO SRR 3 IS o

Koska dw on mielivaltainen virtuaalinen taipumafunktio, sen kertojana olevan lausek-

keen téytyy hévitd eli laatan tasapainoyhtdlon tdytyy toteutua, jotta virtuaalisen tyon
yhtalo olisi voimassa. Samalla tavalla padtellidn, ettd reunan osalla 57 téytyy toteutua
reunaehtojen

Vo, =V, ja M, = M,. (6.39)

Jos laatan reunakéyrén tangentin ja x-akselin vilinen kulma ¢ tai vAdntomomentti M,
on epdjatkuva reunan osalla S, niin kaavassa tehty osittaisintegrointi ei ole voimassa. Jos
esim. vadntémomentti on epdjatkuva, niin saadaan

J(=Qndw + Mysdw ) ds =|  Mpsow — [Mys(5+ 0) — Mys(5 — 0)]0w(5)
5'1 Sl
(6.40)

— [(Qn + Mys.5)w ds.
St

6.2 Potentiaalienergian minimin periaate

Kimmoisen laatan tapauksessa voidaan kiyttéa virtuaalisen tyon periaatteesta johdettavaa
mutta sovellutussalueeltaan rajoitetumpaa potentiaalienergian minimin periaatetta likirat-
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_ X
Kuva 6.5 Reunan kaarevuusséde.
kaisumenetelmien kehittdmiseen. Laatan muodonmuutosenergia on
1 h/2
U==[ [ (0u&s + 0yey + TayYay) dAdz
2% hyo
(6.41)
1
=3 [ (Mykg + Myky 4+ 2Myykigy)dA.
A
Lausumalla momentit kiyristymien ja vidntyméan avulla,
0w 0w
Ma=-D (G5 +v5 )
0w 0w
M, =—D <—8y2 + u—am2> : (6.42)
0w
My, =—D(1 —v)———
w (1-v) Oxdz’
saadaan
1 Pw\” Pw\” 0%w 0w 2w\’
U==-D — — 2v——— 4+ 2(1 — dA
o [<8x2> - (5) +2 5205
(6.43)
1 0w 0w 9w\
==D [ ¢ (Aw)* —2(1 — — dA.
2 1{{( w) (1-v) [8:62 0y? <85L‘8y>
Voidaan osoittaa, ettd muodonmuutosenergian lausekkeen osa
0w 0w Pw \°
I1=2 — dzxd
1{ [8$2 0y? (83:03/) Ty
(6.44)

ow (*w 10w ow 9w 10w

=/ [% (a— * ;%) s (‘anas * ;a—ﬂ ds,
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x
& >

Kuva 6.6 Laatan reunakuormat.
missd p on reunaviivan kaarevuusside.

Jaykéasti kiinnitetylld laatalla I = 0. Vapaasti tuetulla laatalla, jonka reuna koostuu
suorista osista, niinikddn I = 0. Niissad tapauksissa muodonmuutosenergia on

U:%D/@m%A (6.45)
A

Ulkoisten kuormien potentiaali on

V=- /p(m,y)w(w,y) dx dy — / <—Mng—w + Vnw> ds, (6.46)
n
A S1
missa Ol

Kokonaispotentiaalienergia on
I=v+V. (6.48)

Potentiaalienergian minimin periaatteen mukaan todellinen taipuma antaa potentiaa-
lienergialle minimiarvon tasapainotilassa hyvéksyttavien taipumafunktioiden joukossa. Hy-
viaksyttavi taipumafunktio on kahdesti jatkuvasti derivoituva ja toteuttaa kinemaattiset
(geometriset) reunaehdot reunalla Sy

ow 0w

T = reunalla Ss. (6.49)

w = w,

Otaksutaan, ettd w on todellinen taipuma ja w; = w + dw on jokin muu hyviksyttava
taipuma. Sijoittamalla w; potentiaalienergian kaavaan saadaan kehitelma

(w;) = M(w) + 6IT + 6°TI, (6.50)
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missé

2 2 2 2 2 2
5H:Df[AwA5w_(1_y)[@w35w 9w 9w awﬁdw]
A

0x? Oy? + 0x2 oy " 0xdy Ozdy
(6.51)
— [powdzdy — [ (_Mn%_w +V(5w> ds,
A S 8n

ja

oL / 2 o | 0P0wdPew  (9%0w?
oIl = 2D (Adw)* —2(1 —v) 07 0,7 920y
A

Samanlaisilla osittaisintegroinneilla kuin edelld virtuaalisen tyon yhtdlon yhteydessé

} dA. (6.52)

voidaan potentiaalienergian ensimmaéinen variaatio muuntaa muotoon

= — 0
oIl = /(DAAw —p)ow dA — / [(Vn — Vp)ow — (M, — Mn)%—:] ds. (6.53)
S1
Koska tasapainotilassa laatan tasapainoehto ja voimien reunaehdot toteutuvat, taytyy

olla voimassa yhtalo
oIl = 0. (6.54)

Potentiaalienergian toinen variaatio voidaan muuntaa muotoon

1 1 2 2 2 1— 2 2 2
52H:—Df +v 85w+6(5w v 8(5w_6(5w
2y 2 Ox? Oy? 2 Ox? dy?
(6.55)
926w\ *
2(1 — dA,
+2(1-v) (83:83/)
mistd ndhdéan, ettd kaikille taipuman variaatioille patee
6211 > 0. (6.56)

Koska potentiaalienergian ensimmaéinen variaatio on tasapainotilassa nolla ja toinen

variaatio on ei-negatiivinen, on voimassa kaava
I(wy) > (w), (6.57)

joka todistaa oikeaksi potentiaalienergian minimin periaatteen.

6.3 Ritzin menetelma

Potentiaalienergian minimin periaatetta voidaan soveltaa likiratkaisumenetelmén kehitté-
miseen valitsemalla taipumalle kinemaattiset reunaehdot toteuttava kehitelmé

N
wy = Zangon(x,y), (6.58)

n=1
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missd kantafunktiot ¢, toteuttavat kinemaattiset reunaehdot ja a, ovat toistaiseksi tun-
temattomia kertoimia.

Elementtimenetelmaissa tarkasteltava alue, tdssd tapauksessa laatta, jaetaan osa-alueisiin
eli elementteihin, ja kussakin elementissa kantafunktiot ovat tavallisesti polynomeja. Ohuen
laatan teoriassa kantafunktion normaaliderivaatan (n:n suhteen) on oltava jatkuva elemen-
tin reunan yli. Tdma on ollutkin laattaelementtien kehittdmisen padasiallinen vaikeus.

Ritzin menetelmé on elementtimenetelmén erikoistapaus, jossa koko alueella ovat voi-
massa samat kantafunktiot. T&ll6in ei valttdmattd riitd kiyttdd pelkistddn alhaisasteisia
polynomeja kantafunktioina. Ritzin menetelméssd kantafunktiot on ilmeisesti pyrittava va-
litsemaan niin, ettd ensimméiselld tai ensimmaisilla funktioilla pystytdan hyvin kuvaamaan
laatan taipumapintaa. Jos kantafunktiot muodostavat matemaattisessa mielesséd téaydelli-
sen jarjestelmén, niin likiratkaisu suppenee kohti tarkkaa ratkaisua, kun termien mé&ara
lahestyy aédretonta.

Sijoittamalla taipuman kehitelmé potentiaalienergian kaavaan tulee

Iy =Mn(a1, a2, ...,an). (6.59)

Minimin valttamattomat ehdot ovat

Olly
oay,

=0, k=1,2,...,N. (6.60)

Potentiaalienergian lausekkeeksi saadaan

TR N
Iy = 5 Z ZRmnaman - Z Prapnm, (6.61)
m=1n=1 m=1
missa
82Q0m 82Q0n 828071 82S0m
mn =D A mA n— (11—
s 1{{ pmApn = (1=v) [ 0x?2 0y + 0x? Oy?
(6.62)
82907% 829071
-2 dzd
0xdy Oxdy v
ja
_ - Oom | o
P, = [ pomdrdy — _MnW + Vo | ds. (6.63)
A S1
Koska potentiaalienergia on kertoimien a, suhteen neliéllinen lauseke, saadaan ehdoista
o1l
— =0, k=1,...,N 6.64
8ak ) ) ) ( )
lineaarinen yhtaloryhmé
N
> Rintn —Pe, k=1,...,N (6.65)
n=1

kertoimien a,, ratkaisemiseksi.
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6.4 Komplementaarisen energian minimin periaate

Laatan muodonmuutosenergia voidaan lausua momenttien avulla eliminoimalla kdyristy-

méat ja vadntyma muodossa

1

U= 550 /[(Mx + M) = 2(1 + v)(M, M, — M2,)] dA. (6.66)

A

Laatan ulkoinen komplementaarinen energia madritellidn kaavalla

- _ ow
V= /(an - 8_nMn) ds, (6.67)
Sa

missé viiva taipuman ja kaltevuuskulman padlla tarkoittaa reunalla Sy annettua (tunnet-

tua) arvoa.
Komplementaarinen kokonaisenergia on

I=0U+V. (6.68)

Todelliset momentit antavat komplementaariselle energialle minimiarvon hyviksytté-
vien (staattisesti luvallisten) momenttien joukossa, jonka jdsenet toteuttavat laatan tasa-

painoehdon
M, 9*M,, M,
2 Y Y ,y) =0 6.69
Ox? * Oxdy * Oy? +p(@.y) (6.69)
ja mekaaniset reunaehdot reunalla S; eli
M, = Mm Vo = Vm (6'70)
missa OM
Vo= Qn+ —= (6.71)
Otaksutaan, ettd todellinen momenttitila (voimatila) on
M= | M, M, M | (6.72)
ja siitd varioimalla saatu tila
M, =M+ M (6.73)

on hyviksyttdvid momenttitila. Sijoittamalla M; komplementaarisen energian lausekkee-
seen saadaan kehitelmé

I(M;) = (M) + 611 + 611, (6.74)
missé
_ 1
SII _mi[MxéMx + My M, — v M 0M, — vM,oM,
(6.75)
0w

+2(1+ Z/)Mg;y(SMg;y] dA — f(wdvn — %5Mn) ds.
Sa
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Osittaisintegroimalla kuten edelld potentiaalienergian ensimméisen variaation yhtey-
dessé saadaan komplementaarisen energian ensimmaéinen variaatio muunnettua muotoon

_ 0?6 M, 0?6 M, 9?6 M,
nm=f(- T2 LA Y A
o 1{ ( Ox? dx0y y? ) wd
9 9 ow
+ 4 — (5M$nx + dMyn;, + 25Mxynxny) —
g on
9 9y OW
—[(6My — dMy)nzny + 0 Mgy (ng — ny)]g (6.76)
N 00 M, N OOMy,y N 0O My, n 0oM,, d
Ny ny | w pds
Oz oy Oz oy Y
ow
— [ (wéV,, — —dM,)d
S{(w Vi o )ds
eli
_ 0?6 M, 0?6 M, 0?6 M,
nm=/(- -2 LA Y A
o 1{ ( 0z Oxdy 0y? ) wd
ow ow
[ { = Muz = Mys o + (0Qums + 6Qyny)w } ds (6.77)
g n 0s
—f <w(5Vn — a—w<5Mn> ds,
3 on
missé on kéytetty hyvéksi yhteyksia
SMy, = SMn + SMyn, + 20 Myyngny, (6.78)
My = (0My — My )ngn, + 5M$y(n325 — ng), (6.79)
O0M,  O5M. 00 M, 00 M,
5 n = €T Ty v xry Yy . .
Q (83: + 3y >n +< B + 3y >ny (6.80)
Edelld on merkitty, ettd reunan normaalivektorin komponentit ovat
Ng = COSY, Ny = sinp. (6.81)

Momenttikenttd M on staattisesti luvallinen, joten momenttien variaatiot toteuttavat
homogeenisen tasapainoehdon, ja normaalimomentin ja korvikeleikkausvoiman variaatiot
toteuttavat homogeeniset reunaehdot

06 M,
oM, =0, 6V, =06Q, + 5 " — 0 reunalla S, (6.82)
S
ja liséksi ovat voimassa kinemaattiset reunaehdot
0 Ow
w = w, Y eunalla Ss. (6.83)

on ~ On
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Talloin on oltava
oIl = 0. (6.84)

Toinen variaatio saadaan muunnettua muotoon

521 :20(11— ol [1 (M, + 60, + LYY 500, — 6 )2
(6.85)
+2(1 4+ v)(6Myy)? | dA.
Toisen variaation lausekkeesta péitellaan, ettd
6210 > 0. (6.86)
Edelld esitetyn perusteella paitellian myos, etté
(M) > (M) (6.87)

ja ettd momenttitila M antaa komplementaariselle energialle minimiarvon.
Likiratkaisumenetelméssé valitaan momenteille laatan tasapainoehdon ja voimien reu-
naechdot toteuttavat kehitelméat

K
(M) = apNa(z,y), (6.88)
k=1
L
(My)r, =Y _bNy(z,y), (6.89)
=1
M
(Ma:y)M = Z CmNa:y(xay)' (6.90)
m=1

Sijoittamalla momenttien kehitelmit komplementaarisen energian lausekkeeseen saa-
daan kertoimista ag, b; ja ¢, riippuva nelidllinen algebrallinen lauseke. Minimin valtta-
méattomét ehdot ovat

8ak 9y Y Y Y

o1l

=0, I=1,...,L 6.91
8bl ) b b b ( )
ol

— = =1,....,.M

8cm 07 m b b )

joista muodostuu K+ L+ M lineaarista yhtédlod tuntemattomien kertoimien ratkaisemiseen.
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Esimerkki 6.1 Ratkaistaan Ritzin menetelmdlld vapaasti tuettu nelidlaatta, jonka
keskelld on pistekuorma F'.

Otaksutaan taipumalle reunaehdot toteuttava lauseke

w(z,y) = Asin ™% sin Y. (6.92)
a b
Merkitain
0 ™
. == 6.93
a=" p="7, (6.9
ja otaksutaan, ettd a = b. Téssd tapauksessa saadaan
Pw 9w
Aw=—+—
iy oy?
= —Aa?sin az sin ay — Aa? sin oy sin ax (6.94)
=—2A0?sin azsin ay.
Laatan muodonmuutosenergia on
U—ID//(A )2 dz d _lpaem (6.95)
=3 w) drdy = ok :
0 0
ja ulkoisen kuorman potentiaali on
V= —Fuw (9, 9) — _FA. (6.96)
2°2
Kokonaispotentiaalienergia on
M=U+V ja II=1I(A). (6.97)
Minimin vélttdmé&ton ehto on, etté
OII(A)
——— =0 6.98
=0 (6.99)
mistd seuraa . )
1 T a’F
D 2A— —-F=0 = A=—. 6.99
2 a? 4D (6.99)
Taipuman amplitudin kaavassa oleva numeerinen kerroin on
1 ~
pri 0.01026, (6.100)

kun vastaava tarkka arvo on 0.0116.

Esimerkki 6.2 Tutkitaan reunapalkilla tuettua laattaa energiamenetelmilld.

Vapaasti tuettu laatta on yhdeltd sivulta tuettu reunapalkilla. Laatan taivutusjiyk-
kyys on D, ja palkin taivutusjiykkyys on FI = 3DI, missid [ on laatan sivumitta
y-akselin suunnassa. Otaksutaan, ettd laatan materiaalin Poissonin luku on nolla.

Potentiaalienergian minimin periaatteeseen perustuvassa ratkaisussa valitaan taipu-
mafunktioksi
. T . T .
w(z,y) = Aysin —x + Bsin Tysin—z. (6.101)
a a
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x

i | a/2

| F |

: ® |

| E a/2

a/2 a/2
Y
Kuva 6.7 Vapaasti tuettu nelidlaatta, pistekuorma keskella.

Laatan muodonmuutosenergia on, kun v = 0,

—_D//Kaaﬂ)z (%5)12(;;%)21 dz dy. (6.102)

Sijoittamalla otaksuttu taipuman lauseke muodonmuutosenergian kaavaan saadaan

2 4
(Ay+Bsin ?y) sin? Ex—|— T B2sin? ?ysin2 T
a a

1 allgt
ULl ==
oo |5 :

2 2
—|—27T— (A—l—Bzcos zy) cos? Ly
a? l l a

1 w2l (7212 w32 t l a 1
=—D|— | — 1 A2 —AB — | —= — — B2 .
2 [a (62+) + a3 +2(2a3+2l3+al> }

Palkin muodonmuutosenergia on

dz dy (6.103)

p_ 1 0w
U 3 3DI ) dx. (6.104)
0
Sijoittamalla palkin muodonmuutosenergian kaavaan palkin otaksuttu taipuman lause-
ke
w(x) = Alsin ga: (6.105)
tulee s
3wl
UP=_-D—+ 6.106
2 2a3 ( )

Palkin potentiaalienergia on

P = UP + VP = UP + Puw (gz) (6.107)
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__________________________

Kuva 6.8 Reunapalkilla tuettu laatta.

Systeemin kokonaispotentiaalienergia on
n=vl+ur+ve. (6.108)

Potentiaalienergian lausekkeen minimin vélttdméattomait ehdot ovat

o 1 w2l (2% 3w2? 7l r4?
—=-D|—|—+—5+—=+1|24A+— B| —-Pl= 1
0A 2 la (6a2+ 2z Tt ) i 0 (6.109)
o 1 w312 7l l a 1 |
o oplar (2Bl = 11
9B 2 [a3 +2(2a3+2l3+al> | =0 (6.110)
joista seuraa
6a®
A= P (6.111)
m2D |:(7T212 + 97212 + 6a?) — 7@2 e
Maaritellaan rakenteen jaykkyys kaavalla
6214
2D | (2272 272 2y _
S_i_ﬂ {(wl +97°1% + 60°) EENEE 6112
T wp 6a3l ’ '

missd wp on taipuma pistevoiman P kohdalla.

Tapauksessa | = a = 2 saadaan méaritellylle systeemin jaykkyysparametrille arvo
S ~ 39D, (6.113)

joka on jaykkyyden yldraja.
Komplementaarisen energian minimin periaatteeseen perustuvassa likimenetelmissa

valitaan laatan tasapainoehdon ja mekaaniset reunaehdot toteuttava momenttikentté.
Téahan padamadrdan pdidsemiseksi otetaan kayttoon ensin momentit

M, =0, M,, = Ay’ cos Ta. (6.114)
a
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R R

Va

Kuva 6.9 Reunapalkin tukireaktiot.

Laatan tasapainoyhtalosta

M, 2 M, M,
OMy | 0" My  OM,

57 2 aay T TP = (6.115)

seuraa differentiaaliyhtalo

M,

0 .
R 45Ay sin —x = 0, (6.116)
jonka ratkaisu on u -
M, = C4 —|—C2$—|—4;Aysin Ew. (6.117)
Reunaehtojen
My(0,y) =0, My(a,y) =0 (6.118)
perusteella saadaan
C, =0, Cy=0, (6.119)
ja momentin M, lausekkeeksi tulee
M, = 42Aysin T (6.120)
™ a

Korvikeleikkausvoima reunalla y = [ on

_[OMy(z,1) OMyy(2,1)
N dy 2 ox

Vy(a,1)
(6.121)

T .o
=—2-Al%sin —z.
a a

Palkin tukireaktio R, (kuva 6.9), saadaan pystysuuntaisesta tasapainoehdosta

2R— P+ [Vy(x,1)dz =0
0

(6.122)

= R=§+212A.
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Palkin momenttikuvio on symmetrinen palkin keskipisteen suhteen, joten tarkastellaan
momenttikuviota vain puoleen viliin palkkia ja kerrotaan tulokset kahdella.

Laatasta irtileikatun palkin taivutusmomentti on

a
T O<z< 5
M () =/Vy(£,l)(w—£)df+Rx (6.123)
0 0<eE< =
eli »
oA in T —
M(x) = 2Al —sin aw—i— 5 - (6.124)

Komplementaarinen kokonaisenergia on

=040+ V =T1I(A), (6.125)
missa
a/2 M2 2 a/2
Ur —2— —dx M?2d
2 { 6DI { *
(6.126)
1 a®  ad ad
=—— [ A2I*—= + —P?2 +24P1>—
3Dl( l7r2+96 * l7r3>’

(M2 + M} +2M2

zy

) dx dy

d
h
I
C—e
M‘,_\
)
o

Lo a? o T T
J 16— A%y sin® —x + 24%y* cos® —x) dx dy (6.127)
0 s a a

_#° (5 P
2D \ 372 5 )7

V =0, (annetut siirtymét ovat nollia). (6.128)

[\
U‘“
C—se

Minimoidaan systeemin komplementaarinen energia asettamalla

1:[ 1 373 5 1 3 3
g_A == <8;7Té + aé ) A+ 3D (2Al4% + 212%13) =0. (6.129)

Tapauksessa a = [ = 2 tulee yhtilo
34.4152A 4+ 0.3440P =0 = A= -0.01P, (6.130)

joista seuraa
P2
U=0r+U"=0. 01907+ (6.131)

Jaykkyysparametrin alaraja-arvoksi saadaan

_ p?
S =— =26D. 6.132
5T ( )



Luku 7

Levyteoriaa

7.1 Tasojannitystila

Tarkastellaan levymaéistd kannattajaa, jonka keskitaso on (x,y)-tason suuntainen ja jota
kuormitetaan (x,y)-tason suuntaisilla kuormilla. Levyn paksuus on h. Levyssa vallitsee
tasojannitystila, ja nollasta eroavat jinnityskomponentit ovat o, o, ja 7., mutta

Oz = Tz = Tyz = 0. (71)

Yleistetyn Hooken lain mukaan, isotrooppisen kimmoisen aineen tapauksessa,

1
Ex = E(O'x —voy), (7.2)
1
€y = E(O'y —voy), (7.3)
1
Yoy = ET;By, (74)
missé liuvkumoduuli on >
G=———. 7.5
2(1+v) (7.5)
Ratkaisemalla jénnitykset muodonmuutosten avulla saadaan
E
Oy = m(sx +vey), (7.6)
Oy = m(&'y + VEI), (77)
Toy = G'Ya:y- (78)

Tasapainoyhtélot tasossa ovat kuvan 7.2 perusteella

0oy OTyy

e By + fo =0, (7.9)
Ooy  OTyy

-y =0. 1
By B +fy,=0 (7.10)
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Pn

b

\E

Kuva 7.1 Levy.

7.2 Siirtymimenetelma

Eliminoimalla jannityskomponentit tasapainoyhtéloissd Hooken lain ja kinemaattisten yh-

taloiden avulla paddytadn Lamén yhtéldihin

1—vox

1
G(AU+ +Vae)+fy:

1—V8_y

misséd on merkitty

ja Laplacen operaattori on

7.3 Voimamenetelma

0,

0,

(7.11)

(7.12)

(7.13)

(7.14)

Voimamenetelmén perusyhtilo on yhteensopivuusyhtélo. Eliminoimalla yhteensopivuuseh-

dosta
ey Oy OPyay

Oy? * 0x2  Oxdy

(7.15)

muodonmuutoskomponentit Hooken lain kautta jaénnityskomponenttien avulla saadaan yh-

talo

0*(0y — voy) n 0*(oy —voy)  E 01y

oy? Ox? " G ozoy’

Tasapainoehto

(7.16)

(7.17)
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do.
o,
Tye + —=22d
. dy Y
0Tz,
fy Ty + &’EJ dx
- dy - e ox
Tay
dx
AY
Tyz
€T %
Kuva 7.2 Tasapainoehdot tasossa.
toteutuu identtisesti, jos
¢ d¢
AN (7.18)
missd V(z,y) on kaavoilla
oV ov
- = 7.19
fx 8.’13 9 fy ay ( )
maédritelty ulkoisen kuorman potentiaali.
Toinen tasapainoehto
Ooy  OTyy
7y =0 7.20
ay O + fy (7.20)
toteutuu, jos
o 0
O'y = % + ‘/, Ty$ 8_y (721)
Koska
Ty = Tyzs (7.22)
saadaan yhteys
dp OV
- = 7.23
Jor 0Oy ( )
ja voidaan padtelld, etta
od 0P
=, =— 7.24
=%, V= (7.24)

missd ®(z,y) on Airyn jannitysfunktio. Leikkausjénnitysten yhtdsuuruuden perusteella

’e 9’
0xdy  Oydz’

(7.25)
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Jannityskomponenteille saadaan Airyn jannitysfunktion avulla esitykset

o
o

o O*®
+V, oy +V, Tay 920y

== (7.26)

Ox

Sijoittamalla jinnitysfunktion avulla lausutut jinnityskomponentit jinnitysten avulla lausut-
tuun yhteensopivuusehtoon tulee yhtilo

AAD + (1 - V)AV =0, (7.27)

missé

(7.28)

on jalleen Laplacen operaattori.
Tapauksessa f, = f, = vakio, eli AV = 0, saadaan yhteensopivuusehto yksinkertai-

sempaan muotoon

AAD = 0. (7.29)

Yhtélo on komponenttimuodossa
0? 0? 0? 0?
[ —_— —_— @ = .
<a$2 + 8y2> (3332 + 8y2> (r,y) =0 (7.30)

0o oo oo
ox?t + 0x2 0> + oyt 0 (7:31)

Differentiaaliyht#lo (7.31) on tyypiltddn biharmoninen, ja sen ratkaisuja ovat biharmoniset
funktiot.

eli

7.4 Tasomuodonmuutostila

Tasomuodonmuutostilassa (z,y)-tasossa

1
&= 5 0, —v(ogx +0y)] =0 (7.32)
ja
o, =v(oy + 0y)
Iy o) (7.33)
= €z +Ey)-
1+v)(1+2v) " 7Y
Tasomuodonmuutostilassa muodonmuutosten ja jannitysten viliset yhteydet tulevat
muotoon )
1—v v
oo - )(UI - o), (7.34)
(1—v?) v
&= f (oy — . Vagg), (7.35)
1

Yoy = ETwya (7-36)
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ja niiden kaédnteiset yhtélot ovat

E(l—-v)

%= Aroa—z) T T (7.37)

. BE(1-v) v
= Ara— ) & T T (7.38)
Toy = G'ny- (739)

Tasomuodonmuutostilassa Navierin yhtdlét muuntuvat muotoon

1 Oe
1 Oe
Voimamenetelman biharmoninen differentiaaliyhtdld on nyt
1-2
AAD + ———AV =0, (7.42)
—v

7.5 Reunaehdot

Kuvan 7.3 perusteella johdetaan tarkasteltavan tasojannitys— tai tasomuodonmuutostilassa
olevan alueen reuna-alkiolle akselin x suuntaisille voimille tasapainoyhtilo

dey + Tyx(_dx) —tyds =0, (743)
ja vastaavasti akselin y suuntaisten voimien tasapainoehto on
oy(—dx) + Tpydy — tyds = 0. (7.44)

Tasossa (z,y) olevan alueen tai kappaleen reunaa pitkin kulkee koordinaatti s. Kuvan
7.3 perusteella saadaan geometriset yhteydet

dx dy
ina=——, = -, 7.45
sin « 7 oS = o (7.45)
joiden avulla reuna—alkion tasapainoehdot tulevat muotoon
ty = 04 COSQ + Tyy sina, (7.46)
ty = TypycOsa+ oy sina, (7.47)
tai
ty = 0Ny + TayNy, (7.48)
ty = TayNa + Oyny, (7.49)
missi
Ng = COSQ, Ny = sino (7.50)

ovat reunakéiyrian normaalivektorin komponentit.
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Y=

Kuva 7.3 Reunan tasapainoehdot.

Sijoittamalla reunavoimien t, ja t, kaavoihin Airyn jannitysfunktion avulla lausutut
jannityskomponentit,

0*d 0%d 0%d
_oe _ e N 51
U:B 8y2 9 Uy 8132 9 T$y 8.@8?/’ (7 5 )
tulee
£ )_62<I>d_y »Po ([ dx
* oy? ds  Oxdy ds
(7.52)
_d (0%
Cds \ Oy )’
b(s) =— PO dy 020 ( dv
i) = Oxdy ds = Ox? ds
(7.53)

__d (o2
 ds \ 9z )

Integroimalla jannitysfunktion avulla lausuttu voimasuureiden reunaehto saadaan

S S
d (0P
— == = . .54
/ds (5:1/) ds /twds (7.54)
0

0

Merkitsemalla

(7.55)
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saadaan integroimalla reunaa pitkin

0P
— | =Q,+B
ay| ~ @t
Samalla tavalla tulee integroimalla
0P
== A
oz @4,
missd on merkitty
. 0P
Qy:/ty(s)ds ja A:% 0
s=

0
Derivoimalla jannitysfunktio ketjusddnnén mukaan saadaan

av_ovde 00 dy
ds Oxds Oyds
dz

dy
B)—Z
d8+(QiE+ )d87

:(_Qy + A)

josta seuraa integroimalla

S
d d
@:/ Qy (=) + Q2| ds+ Az + By + C.

ds ds

0

Jénnitysten arvot eivit muutu, jos asetetaan A = B = C' = (. Talléin saadaan

S

o= /(Qy sina 4+ Q4 cos a) ds.

0
Jannitysfunktion derivaatta normaalin suuntaan on
dd _00de 0% dy
dn  Ordn Oy dn

=—Qycosa + Qysina.

Esimerkki 7.1 Tarkastellaan esimerkkind vedettyd levyd ja sen reunaehtojen mdd-
rittamista.

Lasketaan ensin
S el

Qr = /tm ds, Q,= /tyds. (7.63)
0 0
Esimerkin tapauksessa @), = 0, koska ¢, = 0.
Jannitysfunktion normaaliderivaatta on
dd

o= —Qycosa+ Qg sina = Qg sina. (7.64)
n

Levyn reunat ovat suoria ja x— tai y—akselin suuntaisia. Sini— ja kosini—funktion arvot
reunan eri osissa on koottu oheiseen taulukkoon.

(7.56)

(7.57)

(7.58)

(7.59)

(7.60)

(7.61)

(7.62)
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Ao

> T
1’ y -
b| 3 2o
-3 SN
b = s=0 -
< 14 5
a a
Kuva 7.4 Vedetty levy.
qb
@ ab @
% ¥
Qz-kuvio —(I)—kuvio
dn
=) © o
@
Kuva 7.5 Leikkausvoima @), ja jinnitysfunktion normaaliderivaatta vedetyn levyn
reunalla.
7.6 Kehianalogia
Integroimalla voimien reunaehdot reunaa pitkin saatiin yht&lot
0P
Y
0P
- /ty(s)ds LA——Q, + A (7.66)
x

Yhdesti yhtendisessd alueessa jannitykset eivit muutu, jos funktioon ® lisdtiéin lineaa-

Taulukko 7.1 Sinin ja kosinin arvot levyn reunalla.

vali | sina | cosa

5 —1 0 1
1-2 1 0
2 -4 0 -1

4 -5 -1 0
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D qb*/2

D
sqy*
d-kuvio
/4 &)

S

Kuva 7.6 Jannitysfunktio ® vedetyn levyn reunalla.

rinen funktio Ax + By + C. Ketjusddnnoén mukaan

av _ovds  ovdy
ds Oxds Oyds

(7.67)
dx dy
=\ A 5 T B )
(~Qu+ A7+ (@ + B) L
josta saadaan integroimalla jannitysfunktio
/ d d
B(s) / [~Qy + A= +[Q. + B, b ds + . (7.68)
ds ds
0
Soveltamalla osittaisintegrointikaavaa
r dv ’ r du
/u% ds = uv—/EUdS (7.69)
0 0 0
saadaan
S S
D(s) =| [-Qy + Alz(s) + | [Qx + Bly(s)
0 0
(7.70)
ol dQy dQa
e ds + C'
Fl-“ato) + 2eyto)] s+
Ottamalla huomioon, ettéi
dQz . _dQy
ty 7 8ty = (7.71)
tulee
S
@®%=/ﬁﬂﬂwﬁ)—Mﬂ?—%ﬁﬁﬂ@—wﬁﬂhh+Am+By+C- (7.72)
0

Jannitysfunktiolle saadaan kuvan 7.7 avulla tulkinta. Ajatellaan reunakiyrd kehéksi.

Reunalla kohdassa 7 alkioon d7 vaikuttavien reunavoimien momentti reunakéyrén pisteen

s suhteen on
dM(s) = [y(s) — y(7)]tedr — [x(s) — z(T)]t,(T)dT,

(7.73)
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y(s) —y(7)
tydr
- ide
(1) —2(s) \dT B}
-
Kuva 7.7 Kehédanalogian voimasuureet.

josta seuraa integroimalla
M) = [ - yltarar - [los) - sl i+ @)
0

Vastaavasti kehédksi ajatellun reunakéyran alkion dr normaalivoiman ja leikkausvoiman

tasapainoehdot ovat

dN = (tydr)sina — (t,dr) cos «, (7.75)

d@Q = (tydr)cos a + (t,dr)sinc, (7.76)

joista saadaan integroimalla normaali— ja leikkausvoima

N = Qzsina — Qy cos a, (7.77)
Q = Qzcosa+ Qysina. (7.78)
Toisaalta

dd .

o= —Qycosa+ Qysina, (7.79)
joten
dd

— N. (7.80)

o
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qb

S
<
AAAAAALAALL
w
<
8]
=
YYYYVYYVYYY
<
| U
A
|
©

D qb*/2 D

4 )

Kuva 7.8 Vedetyn levyn reunan voimasuureet kehdanalogialla.

Ketjusddnnon nojalla

av _ovds  ovdy
ds Oxds Oyds

dx dy
—_Qy£ + Qx%
=Qysina + @, cos a,
joten

o

PR

Esimerkki 7.2 Jannitysfunktion reuna-arvot kuvan 7.8 vedetyn levyn tapauksessa.

(7.81)

(7.82)

Tarkastellaan keh&analogian sovellutusesimerkkini samaa vedettyé levyé kuin edella.
Biharmonisen differentiaaliyhtélon ratkaisussa tarpeelliset reunasuureet saadaan nyt

médrittdméalla reunakuorman momentti—, leikkausvoima— ja normaalivoimajakaumat.

Momenttikuvion méairittdmisessd voidaan otaksua nivel (reunakehdén) koordinaatin
s lahtopisteeseen (keskelld symmetriasyistd). Leikkausvoiman jakauma madritetdin

momentin jakaumasta derivoimalla

dM

Q="

Kuvaajat on esitetty kuvissa 7.8 b, ¢ ja d.

(7.83)
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7.7 Differenssimenetelma

Differentiaalioperaattorin V*(e) differenssiapproksimaatio (~kaavio) on esitetty jo aiemmin
laatan ratkaisun yhteydessid. Merkitsemalld

A 2
Az =X, Ay=N,, a= <—$> (7.84)
Ay
saadaan differenssimenetelmén mukainen approksimaatio biharmoniselle differentiaaliope-
raattorille
o2
2 —do(1l + «) 2«
A [VH@) ], = 1] —4(1+ ) [6+8a+6a | —4(1+a) |1](e). (7.85)
2 —4do(l + ) 2
1
Jos
Az = Ay = A, (7.86)
niin biharmonisen probleeman differenssimolekyyli pelkistyy muotoon
1
2 | 8| 2
A V@)~ 1] —8]20 | =8| 1|(e). (7.87)
2 | =8| 2
1

Jannityskomponenttien differenssiapproksimaatiot ovat

1
e~ — | —2|P, 7.88
o s (759)

<N
—_

oy Ai% 1]|®, (7.89)

—_
|

—_

—_

3. (7.90)

[ S VS Wl I

7.8 Ratkaisu polynomien avulla

Yksinkertaisen geometrian ja kuormituksen tapauksessa levyn tai tasomuodonmuutostilas-
sa olevan kappaleen ratkaisu voidaan muodostaa polynomien avulla. Jos f, = f, = 0, niin
biharmonisen tehtédvin differentiaaliyhtdlé on

AA® =0 (7.91)

eli
o P P
5 + 2(%2@2 + o 0. (7.92)
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T P N
= I

< y »
o
a a
Kuva 7.9 Suorakaidelevyn puhdas taivutus, kun reunajénnitys on o.
q
YYYYVYYVYYVYYYVYYVYYVYYYVYVYVYYVYVYVYVYYY
b
x
qa J_ qa
Y '
|l >l !
< = >
a a
Kuva 7.10 Tasainen kuorma levymaéiselld kannattajalla.
Esimerkki 7.3 Vakiojinnitystilassa olevaa alue. Ratkaisu polynomien avulla.
Toisen asteen polynomi a .
¢, = ?2$2 + bazy + ?2242 (7.93)
toteuttaa biharmonisen yhtédlon. Jannityskomponentit ovat
0%® 0?0 0%®
O'I:a—yQZCQ, Uy:@:ag, Tmy:—mz—b% (794)
eli jinnityskomponentit ovat vakioita.
Esimerkki 7.4 Suorakaiteen muotoisen levyn puhdas taivutus kuvassa 7.9.
Jannitysfunktio
d
Dy = ngg (7.95)
vastaa puhdasta taivutustilaa
0?®
Op = 8—y2 =dzy, o,=0, 7z =0. (7.96)
Esimerkki 7.5 Maddritetddn tasaisesti kuormitetun palkin jinnitystila.
Otaksutaan, ettd levyn paksuus on 1. Palkin reunaehdot ovat
Toy(z,£b) =0, oy(x,0) =0, oy,(z,-b)=—q. (7.97)
Palkin péissé ovat voimassa tasapainoehdot
b b
/Tmy(—a,y)dy = qa, /Tmy(a7y)dy = —qa, (7.98)
—b —b
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1
-0.5 |
S op
0.5 F

1
-1.5

02/(qa®b/(21))

Kuva 7.11 o,—jakauma palkin keskelld sivusuhteilla a/b =1, 2 ja 4. palkki on palk-
kiteorian tulos. Sivusuhteen arvolla 1 on piirretty o,— jakauma palkin

paassa.
b b
[outzandy=0. [ yo.(tamdy =0 (7.99)
~b —b
Jannitysfunktion konstruoinnissa lihdetdan liikkeelle termista
ds y°
Py = —— (223 — =), 7.100
= (-2 (7.100)
josta seuraa derivoimalla
2
0p = ds(a”y — §y3), (7.101)
L. 3
oy = 5dsy", (7.102)
Toy = —dszy?. (7.103)
Koska 0, = @ oy, 0y = @ 1y ja Ty = —P 5y, jAnnityskomponentit toteuttavat homo-

geeniset tasapainoyhtdlot o, » + Toyy = 0 ja Toy,z + 0y, = 0.

Reunaehdot eivit vield tilld jinnitysfunktion valinnalla toteudu, vaan
oy(x,b) #0 ja 7uy(z, £b) # 0. (7.104)

Lisdtdan jannitysten lausekkeisiin sopivia termeji, jotka myos toteuttavat tasapaino-
yhtalot, ja saadaan

1
oy = §d5y3 + b3y + az, (7.105)
Tuy = —dszy® — b3, (7.106)
Reunojen y = £b reunaehtojen

9?®

O'y({E, —b) = @

1
(z,—b) = —§d5b3 —bsb+ax = —q, (7.107)
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-1
-0.5
)
BN
0.5
1 | | | | |
-1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0
oy/q
Kuva 7.12 oy—jakauma.
1.3
oy(x,b) = §d5b +bsb+ay=0 (7.108)
ja
0%®
oy (2,0) = ., —b) = —dszb® — bz =0 7.109
oy (2,0) = G (0, —8) = ~dsat? — bya (7.109)
perusteella tulee
q 3q 34q
R | =22 =2 11
as 5 bs 13 ds 158 (7.110)
Merkitsemélla 9
I= §b3 (7.111)
saadaan 5
49, 0 43
0r = — o (@ = 21P), (7.112)
q (135 5 2.3
—_ 4 (Z,3_ Zp A1
q 2 2
oy = ——(b% — y?)z. 114
Ty = =57 (0" —y")z (7.114)
Namaé jannityskomponentit toteuttavat reunaehdot
b b
/my(ia, y) dy = +qa, /am(ia, y) dy = 0. (7.115)
~b ~b

Ehdon M (+a) = 0 toteuttamiseksi ylla olevaan ratkaisuun lisitaan puhdasta taivu-
tusta vastaava jénnitystila

Or =dzy, 0y=0, Tz =0. (7.116)

Vakio d3 méiritetdin ehdosta

b
M = /yow(:lza,y) dy =0, (7.117)
~b
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-1
-0.5
)
SRS
0.5
1 | | |
-1.2 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0
Tay/(qb%2/(21))
Kuva 7.13 Try—jakauma.
josta saadaan
dy = L (2= 22 (7.118)
21 5

ja

q q (2 2
(a® — 2%y + 57 (—y3 - —b2y>

7 oI 37 75
(7.119)
_ M) gy [ry\? 3
==+ |(3) 3]

missd ensimméinen termi on palkkiteorian mukainen tulos ja toinen termi on kor-
jaustermi, joka ei riipu koordinaatista x. Keskileikkauksessa reunalla, x = 0, y = b,
korjaustermin ja palkkiteorian reunajénnityksen suhde on

2q0°/(15) 4 (b)”
2gb°/(A51) _ 4 (b (7.120)
gba?/(2I) 15 \a
Palkin péissd x = +a saadaan jannitykselle lauseke
_ 4 (2 2
o0 (Fa,y) = 57 <3y 5b y> . (7.121)

Ratkaisu on tarkka vain, jos palkin piissd normaalijannityksen o, jakauma on kaavan
(7.121) mukainen.

7.9 Siirtymien mairittidminen

Lausutaan siirtymien derivaatat (muodonmuutokset) jannitysten avulla

% = (03 —vay), (7.122)

1
€$:E
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v 1
8_y = €y = E(Jy — VO';B), (7123)
ou  Ov 1
o+ e = ey = G (7.124)
Kaavoista (7.122), (7.123) ja (7.124) saadaan integroimalla
1: —
Eu=F [ezdx + fi(y)
a
=[(0s —voy)dz + fi(y) (7.125)
a
z 020 0P
—&f a2 dr — Vor + f1(y),
Y _
Ev =F [e,dy + fo(x)
b
y _
=[(oy — vog)dy + fo(z) (7.126)
b
Y029 0P
= [ — v + folz
Koska
E ou  Ov 0’®
—+— ) = 12
Toy 2(1+v) <8y i 8:6) dzdy’ (7.127)
saadaan
[oPe [ 8% Po Ofiy) ()
a—ygdaz—k ﬁdy—Fanay =TT dr = Fi(y) + Fx(z) (7.128)
a b
ja
dfz(z) df1(y) .
5(x) o 1(y) ay vakio = ¢ (7.129)
Integroimalla seuraa
fa(x) =— / Fy(x) dx + cx + do, (7.130)
a
y
fiw) = [ Fily)dy - ey + di, (7131)
b

missé olevat vakiot ¢, dy ja do ratkaistaan reunaehdoista.
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Esimerkki 7.6 Madritetidan tasaisesti kuormitetun palkin siirtymidt.

Kuvan 7.10 esimerkin tapauksessa symmetrian ja reunaehtojen perusteella
u(0,y) =0, v(+a,0)=0. (7.132)

Sijoittamalla o, ja o, kaavoihin

Eu = /(Um —voy)dz + f1(y), (7.133)
Ev = /(Uy — vog)dy + f2(x) (7.134)
saadaan
3
q 2 x 23 2.9 I3 2 2.5
E = — _ — — —_ — — — —
u=g7 {(aw 3)y—|—x(3y 5by>+1/x<3y by+3b + fi(y),
(7.135)
4 2.2 2 4
q Y by 2.5 2 Y Y Lo o
Ev=—Z475 5 T3 —z) =+ == . (71
! 21{12 2 +3by+”{(a e) G T T Y|+ fale). (7.136)
Kaavan s 5 5
U v
- a9, = Tz 1
21+ ) (ay + 8x) Tay (7.137)
perusteella tulee
ou v q .5 )
8y+ o ( +y){ 2I(b Yy )a:} (7.138)

eli

21 dy
2
4 o 0|\ d(x) (7.139)
2I{O+u[ 2x2]}+ 2
q
—2(1+) [ﬁ(zﬁ - y2)x]
ja
3
q | o x 2 . 2 q 2 2 o, dfiy) | df2(2)
I P . )
i {ax 3 5a:b Vbx}+2l[xy + vay® + vey?) + ay + T
(7.140)
4q 2 LTI
+21[(2+21/)( y?)x] +2(1 +V)21b x =0,
misté seuraa edelleen
3
q | 2 x 2 .9 2 dfi(y) _ df2(z)
L2 -2 -2 2 YY), G2, 141
21{613: 3 5xb +( +V)ba:]+ a0y + 0 (7.141)
Merkitsemélla 5
2
Fy(x) = % {a2x - % - gbe + (2 + V)b’ (7.142)

ja siirtdmailld muuttujasta x riippuvat termit vasemmalle puolelle ja muuttujasta y
riippuvat termit oikelle puolelle tulee
- df1(y)

dfg(:ﬁ) . -
+ o =0 a =c, (7.143)

FQ({E)
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(koska yhtéldisyysmerkin eri puolilla olevien lausekkeiden on oltava sama vakio c).
Integroimalla seuraa

a

fa(z) == [ Fo(z)dx + cx + do

(7.144)
2 4 2 2
_ 4| T 23T, 2
=57 |5 1 52b +2+v)b 5 +cx +do
ja
fily) = —cy + da. (7.145)
Reunaehdosta
u(0,y) =0 (7.146)
ratkaistaan
c=0, dy=0. (7.147)

Sijoittamalla integroimisvakio f2(x) (y:n suhteen vakio) siirtymén v kaavaan tulee

4 b2 2 2 2 4 1
Jo g {y_ I Syt {(a2 —x2)% + % - —beQ}}

21 |12 2 3 5
(7.148)
2,2 4
q |a‘x x 1,5 24v,,5,
—— - ——=b —b ds.
21{2 DA T I
Reunaehdon
v(£a,0) =0 (7.149)
perusteella saadaan
_ 4 (5 4 8+ o
d2—2I (12a + 10 a“b” | . (7.150)

Siirtymien lausekkeet ovat

3
q 2 z 23 2.9 Ls 12 2.3
=_2_ - Zy3— —y = b2y + Zb 151
U= oo [(ax 3>y+x<3y : y>+ux(3y y+3 , (7.151)

2ET | 12 2 3 6 )
(7.152)
2.2 4
q |ax x 1,5, 24V, ., 5 , 8+5v 4.,
- ———=b —brt— | — ——a®b .
2EI[2 PR T S TR TV
Koska palkin keskiviivalla y = 0
vq . vqx
T ’ = 3= ’ = 5 1
ex(z,0) 55 2 u(z,0) 5F (7.153)

joten levyn keskiviiva ole neutraaliakseli.

Taipuma keskiviivalla y = 0 on

2,2 4
4 e v L 2H Ve (5 4, 8HOV g
V=57 |5 15 5bx+ 5 b x 12a—|— 0 a“b® )| . (7.154)
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Keskipisteen taipuma 6 on

5 qat 12 0% (84 5v
0 =v(0,0) [ + 5a2< 0 )], (7.155)
missé jalkimmainen termi on leikkausvoiman aiheuttama.

Palkin kéyristyma keskiviivalla y = 0 on

d*v(z,0) q [a?—22 ,(8+5v
a2 EI 5 +0b 10 ) (7.156)

missé jilkimmainen termi on korjaustermi palkkiteorian tulokseen

d?v a® —x



Luku 8

Levytehtavan ratkaisu
Fourier-sarjojen avulla

8.1 Funktion kehittiminen Fourier—sarjaksi

Vililla (—L, L) maaritelty funktio f(x) on jaksollinen , jos vélin (—L, L) ulkopuolella maa-
ritelldén
flz+2L) = f(x). (8.1)
Jakson pituus on 2L. Esimerkiksi funktion sin(z) jakson pituus on 2.
Otaksutaan, ettd funktio f(z) on paloittain jatkuva vélilla (—L, L). Jos funktiolla f(x)
on ddrellinen méérs aariarvokohtia, niin se voidaan kehittaa vélilla (— L, L) Fourier—sarjaksi

o0

1 nw .onm
f(z) = 340 + ;[an cos — + by, sin fx] (8.2)
kertoimin
L
1
anzz/f(a:)cosn—;acda:, n=0,1,2,3,..., (8.3)
~L
L
1
bn:Z/f(x)sin%xdx, n=123,.... (8.4)
-L
(@)
\ x
! ! | | -
je——— |
L= L=
Kuva 8.1 Jaksollinen funktio sin(z).

127



128 LUKU 8. Levytehtivin ratkaisu Fourier-sarjojen avulla

Kertoimien a, kaava johdetaan kertomalla funktion f(x) sarja termilld cos(mmax/L),
integroimalla yli vélin (—L, L) ja kiyttdmalla hyvéksi trigonometristen funktioiden orto-
gonaalisuusominaisuuksia

L
mm s 0, m#n,
/cos oS dr = { L m=n (8.5)
-L
L
/cos %x sin %1‘ dr =0 VYm,n, (8.6)
-L
L
/ cos %x cos n%x dr = { 2” :Zi:;’ (8.7)
-L
Téalloin kertoimien a,, kaavaksi tulee
L
1 nmwr
an:z/f(x)cosTda:, n=0,1,.... (8.8)
)

Kertomalla funktion f(z) sarjakehitelmé termilld sin(mmz/L) ja integroimalla vélin
(=L, L) yli saadaan vastaavasti kertoimet

L
1
bn:z/f(x)sinn—fcdx, n=1,2,.... (8.9)

Esimerkki 8.1 Kehitetdin Fourier—sarjaksi jaksollinen funktio

flx) =0, kun —7 < x <0,
(8.10)
f(z) =sinz, kun 0 <z < 7.

Jakson pituus on nyt 2L = 27, ja puolijakso on L = 7. Sijoittamalla f(z) Fourier—
sarjan kertoimen a,, kaavaan tulee

1 0 T
Ay =— 0-cosnxdx—|——fsinxcosnxdm
L ™o
:_i —cosnm n —cosnm 2 (8.11)
27 1—n 1+n 1—n?
1+ cosnm
- 1

ja n:n arvolla yksi

1 s
a = — /sinxcosxdm =0. (8.12)
T
0
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Kuva 8.2 Funktion f(z) =0, kun —7 <2z <0, f(z) =sinz, kun 0 < z < T,
yhden ja kolmen termin kehitelmét.

Kertoimille b,, saadaan arvot

0 ™
1 1
by = — /0 -sinnxdr + — /sinxsinnxdx =0, kun n#1, (8.13)
T ™
-7 0
1
— [ sinfxdr == (8.14)
T
0
Vaadittu Fourier—sarja on siis
1 sinz 2cos2z cosdxr cosbxr cos8x
flx)=—+ - = + + + + e (8.15)

T 2 ™ 3 15 35 63
Yhden termin ja kolme termié sisiltivit kehitelmét

1 . 1 sinx 2cos2x
fi=—Ja fa=—+
™ ™ 2 3T

(8.16)

on piirretty kuvaan 8.2 pistekatkoviivalla ja katkoviivalla.

8.1.1 Parillisen funktion Fourier—sarja
Funktio f(x) on parillinen, jos
f(=x) = f(x) V. (8.17)

Parillinen funktio on symmetrinen y-akselin suhteen. Esimerkiksi funktiot z2 ja cos(z) ovat
parillisia.

Fourier—sarjan kertoimet a,, voidaan esittdd muodossa

0 L
1 1
an = Z/f(m)cos—da:—l— /f cos—d (8.18)
L 0
Sijoitetaan ensimmaéiseen integraaliin (8.18) z = —u ja der = —du. Kun x = —L, on

u = L ja xn arvoa 0 vastaa u:n arvo 0. Esimméinen integraali kaavassa (8.18) muuntuu
sijoituksessa muotoon

0
1 —
%/f( )cos@da:—z/f ) cos 727ru (—du). (8.19)
L
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A f(z)
7 2 — 7
7 7 ’ 7 7 ’ Z
L ! ! L I
4 2700 2 T4
Kuva 8.3 Funktion f(z) =z, kun 0 < z < 2, jatkaminen parittomasti.
Koska
—nmu nmu
f(=u) = f(u) ja cos = cos , (8.20)
L L
saadaan edelleen
1

0
5[
L

Kirjoittamalla integroimismuuttujan w« tilalle x saadaan parillisen jaksollisen funktion

L
/f cos o2 du., (8.21)
0

Fourier—sarjan kertoimet

hlw

L
/f cos 2% da:, n=20,1,2,.... (8.22)
0

Samanlaisella laskulla todetaan, ettd parillisen funktion tapauksessa

by, = 0. (8.23)

8.1.2 Parittoman jaksollisen funktion Fourier—sarja

Pariton funktio toteuttaa ehdon
f(=z) = —f(), (8.24)
ja talléin
9 L
n:Zf x)sin—dz, n=1,2,...,
0 (8.25)
an, =0.

Esimerkki 8.2 Kehitetadn funktio f(x) = x, 0 < x < 2 sinisarjaksi ja kosinisarjaksi.

a) Jatketaan funktio f(z) = = parittomasti jaksolla 2L = 4, ja kehitetdén se sinisar-
jaksi. Fourier—sarjan kertoimiksi tulee

22
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Kuva 8.4 Funktion f(z) =z, kun 0 < z < 2, jatkaminen parillisesti.

ja itse Fourier—sarja on

S 4 . nwx
flx)=> —— cosmmsin ——
n=1 Nnm 2

(8.27)

b) Kehitetddn sitten funktio f(x) = =, 0 < x < 2 kosinisarjaksi. Jatketaan f(x)
parillisesti jaksolla 2L = 4, jolloin se voidaan kehittdé kosinisarjaksi.

Koska f(x) on nyt parillinen, niin sen sarjakehitelmén kertoimet ovat

2 2 nwx
nz—fxcos—dx
29

4
=———(cosnm —1), n#0,

e (8.28)

2

ap = xdz =2,
0
b, =0.
Funktion f(z) Fourier—kosinisarja on
flx) =1+ Z (cosmr—l)cosn—;m

(8.29)

1 82 7Ta:+ 1 37T.13+ 1 57T.13+
=1—— (cos— + —=cos— + —=cos— +--- | .
s 2 32 2 52 2

Esimerkin sini- ja kosinisarjat (8.27) ja (8.29) esittdvit kuvien 8.3 ja 8.4 funktioita.
Mielenkiinnon kohteena on kuitenkin vain véli (0,2). Parillisesti jatketun funktion
sarja (8.29) suppenee nopeammin.

Kuvan 8.3 pariton funktio on epéjatkuva pisteissd z = 2 ja x = —2. Epédjatkuvuuspis-
teissé sinisarja konvergoi kohti nollaa eli funktion f(z) keskiarvoa

A (CUEd (3]

Fourier—sarja konvergoi jokaisessa funktion f(x) jatkuvuuspisteessé a kohti arvoa f(a) ja
epidjatkuvuuspisteessd b kohti keskiarvoa

fOT)+ f(07)
; :

(8.30)

f= (8.31)
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T

c b c+ 2L
Kuva 8.5 Epéjatkuvan funktion Fourier—sarjan arvo epéjatkuvuuspisteessa.

Jos funktion arvot jakson paitepisteissi eivit ole samat, s.o. f(c) # f(c+ 2L), niin
Fourier—sarja konvergoi kohti arvoa

f = 3lf(e+20) + f(o)] (5.32)

jakson paitepisteissa.

8.2 Puolitaso, jaksollinen reunakuorma
Puoliddrettoméan levyn reunalle y = 0 on mééritelty kuormitus
ty = TayNa + Oyny. (8.33)

Reunan y = 0 normaalivektorin komponentit ovat

nge =0, ny=-1, (8.34)
ja
ty = —0y. (8.35)
Merkitaan
plx) = —ty(z), (8.36)
missé

po, kun 0 <z < L —c,

pla) = . (5.37)
—P1 = —Po , kuin L—c<ax < L.

Levyn reunaehdot ovat
oy(z,0) = p(x), Tay(x,0)=0. (8.38)

Kehitetdén reunakuorma p(x) Fourier-sarjaksi. Merkitdan

nm
o = . (8.39)
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+0o0
AY
Po
YYYVYVYYVYYY YYYVYYYVYYVY YYYVYVYYVYYY Yyyyvvyyvy z
AAA A AAA A AAA A AAA A o
b1
f—— | ]
L L 2c
Kuva 8.6 Puolitason reunalla jaksollinen palakuorma.
Fourier—sarjan kertoimet ovat
2 L
an == [ p(z) cos apx dx

Ly
) L—c L

== 1| [ pocosapxdz— [ po cos ayx dx
L 0 L—c
2 ‘L701 ) L—c2 ‘L 1 .

=—po — sinapx — —po — sin apx
L o L™ ln—-

Qo c ¢ Qo (8.40)

0L inan(L — )~ fsinon L — sinan (L — o)

= sin « —c) — sin o, L — sin « —c
OénL n c n n
2 L L—c

S [— sinay, (L — ¢) — sin anL]
a,L | c c
2

:ﬂsinan(L —¢c), n=1,2,...,
nC

ja kerroin

ag = 0. (8.41)
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Reunakuorman Fourier—sarja on siten

[e.e]
p(x) =5 aycos n%x

n=1
=— — sinay, (L — ¢) cos apx.

Jannitysfunktio ®(z,y) esitetdén myos Fourier—sarjana

o)

O(x,y) = Z Y, (y) cos apx.

n=1
Talloin jannityskomponentti

ok -
Oy =5 = —;Yn(y)ai COS (U T

Sijoittamalla jéannitysfunktio ®(z,y) differentiaaliyht&loon

AADP =0
eli
a4<1>+2 ' +a4<1>_0
Oxt 0x20y? oyt
tulee
- d*y d*y,
Z [angn(y) —2a2 gy) + iy) cos apx = 0,
n=1 dy dy

joka toteutuu kaikilla arvoilla = vain, jos

Y(y) |, dV)

d

=0.

Sijoittamalla tavalliseen differentiaaliyhtaloon (8.48) yrite
Ya(y) = e
saadaan algebrallinen neljannen asteen polynomiyht&ld
afl — 2a%k2 + k=0

eli
(ap — K*)(a2 — k%) =0,

jonka juuret ovat
k1234 = ap.

Kiésiteltdvan differentiaaliyhtdlon ratkaisufunktio on siten

Yu(y) = Ane” Y + Bpagye” Y + Cpe®™Y + Dyanye™?.

(8.42)

(8.43)

(8.44)

(8.45)

(8.46)

(8.47)

(8.48)

(8.49)

(8.50)

(8.51)

(8.52)

(8.53)
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Vaihtoehtoiseen esitysmuotoon paadytdin sijoittamalla
e“"Y = cosh a,y + sinh v, y, (8.54)
e Y = cosh a,,y — sinh v, y, (8.55)
jolloin tulee
Y. (y) = (An + Bpany) cosh any + (Ch, + Dypayy) sinh agy. (8.56)
Puoliddrettoméan levyn tapauksessa ratkaisuksi valitaan
Yu(y) = (An + Bpomy)e™ Y + (Cn + Dnany)e™?. (8.57)

Vakiot A,, By, C, ja D, ratkaistaan reunaehdoista. Kun koordinaatin ¢ arvo lihestyy

daretontd, niin jannityskomponenttien arvojen taytyy ldhestyd nollaa. Tamén perusteella

asetetaan
C,=D,=0,

ja talloin

[o¢]

O(x,y) = Z(An + Bpany)e” “" cos ap .
n=1
Jannityskomponentit ovat
L 0%0(7,y)

Z a (A, + Brany)e “mY cos ax,

n=1

v= 0z2

FoRX: >
Oy = M = Z o (A, — 2B, + Bpayy)e “"Y cos apx,

ay2 n=1 !
8 O(x y .
Ty = " oxdy Z o, B, + Bpayny)e Y sin apyx.

Reunan y = 0 reunaehdon mukaan

oy(z,0) E @y, COS QU T,

missé

2
ap = =P sin a, (L — ¢).
con,

Ottamalla huomioon kaava
sin(a — ) = sinacos f — cos asin

tulee kertoimille a,, lauseke
2po
— |

sin ay, L cos o, ¢ — cos ay, L sin au, €]
Qapc

Up =

2po
= [cos n sin au, ]
n

2&(

—1)" sin e
e

(8.58)

(8.59)

(8.60)

(8.61)

(8.62)

(8.63)

(8.64)

(8.65)

(8.66)
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Reunaehdosta
oy(z,0) = p(x)

seuraa

—ai(An + By, - O)e_o‘"'0 COS QX = Ay COS X, N =1,2,...

eli
a
A, =0
an
Toisesta reunaehdosta

Tay(2,0) =0

seuraa
—ai [Ay, — B, + Bray, - O]e_a"'o sina,z =0
ja edelleen
A,— B, = A,=B,.

Jannitysfunktion ratkaisu on siten

e}
(z,y) = Z —Z—Z(l + any)e Y cos ap.
n=1 n

Jannityskomponenttien lausekkeet ovat

8<I>
oy = (@ y Zan (1 + any)e Y cos a,

0? <I> (z
Op = y g an(1 — ~*nY cos ap,

P (z,y) o

_ ) _ —QnY o3

Toy = 9xdy n§:1 QnQinye sin o, x,
missé, 5
nm Po n -
= — ja a, = ——(—1)"sinay,ec.
An L ] " anc( ) "

8.3 Levykaista, jaksollinen reunakuorma

Tarkastellaan levykaistaa, jonka reunalla y = b vaikuttaa jaksollinen kuormitus

by = TaoyNe + oyny.
Tarkasteltavan reunan normaalivektorin komponentit ovat nyt
ng =0, ny=1,

ja

ty = oy.

(8.67)

(8.68)

(8.69)

(8.70)

(8.71)

(8.72)

(8.73)

(8.74)

(8.75)

(8.76)

(8.77)

(8.78)

(8.79)

(8.80)
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Kuva 8.7 Levykaistan reunalla jaksollinen palakuorma.
Merkitaén
p(x) = ty(x), (8.81)

missé oleva jaksollinen reunakuorma p(x) maéritelldan kaavalla

po, kun 0 <x < L —gc,

pl(z) = . (8.52)
—p1=—po——, kun L—c<z < L.
c

Kaistan reunaehdot ovat

oy(x,b) = p(x), (8.83)
Tay(x, £b) = 0, (8.84)
oy(z,—b) = 0. (8.85)

Jannitysfunktioksi valitaan symmetrian perusteella

[e.e]
1
Z a_2 [(A,, + Brany) cosh any + (Cy, + Dyoy) sinh o, y] cos oz, (8.86)
n=1 "

Reunalla y = b on voimassa reunaehto

oy(z,b) Z ayp, COS Q. (8.87)
Jannityskomponentit ovat
0@ (z,y)
Uy(l“,y) :W
(8.88)

[ee]
— > [(An + Bpany) cosh any + (C, + Dypayy) sinh a,y] cos ayx,

n=1
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0% (z,y
oz(,y) Z#

(8.89)
[o.¢]
=> (A, + 2D, + Byayny) cosh ay + (Cy, + 2B, + Dycuy) sinh oy, y] cos apz,
n=1

0% (x,
Txy($7y) - 8x(ayy)

(8.90)
(0.0
=> [(An + Dy, + Bpayy) sinhay,y + (C, + By, + Dypayy) cosh ayy] sin o, x.
n=1

Reunaehtojen perusteella muodostetaan yhtéloryhma

cosh (3,, By, cosh G, sinh 3, 0, sinh 3, A,
cosh (3, — (3, cosh 3, —sinh 3, By, sinh 3, B,
sinh 3, coshf, + B,sinh 3, coshf, Bn cosh 3, + sinh 3, C,
—sinh 3, coshf, + B,sinh3, cosh(, —/f3,coshpj, —sinhfj, D, (8.91)
—ay, !
_ 0
= 0 ,
0
misséd on merkitty
On = apb. (8.92)

Laskemalla reunaehtoyhtaloryhmén (8.91) kaksi ensimmaista yhtaloa yhteen ja vihen-
tdmélla kolmannesta yhtélostd neljas saadaan yhtalopari, josta ratkaistaan

_ Bn cosh B, 4 sinh 5, "
sinh 26, + 26,

B sinh 3, a
~ sinh 26, + 28,

Laskemalla yht&lot kolme ja neljd yhteen sekd vihentamélld ensimmaisestd yhtalosta

Ay =

(8.93)

(8.94)

toinen saadaan jalleen yhtélopari, josta ratkaistaan kertoimet

cosh (3,
= M/ 8.95
" Sinh28, — 28, (8.95)
C, = cosh 3, + 3, sinh 3, (.96)

G-
sinh 26, — 283,

Levykaistan muita ratkaisuja voidaan muodostaa superponoimalla kuvan 8.8 esittamaél-
14 tavalla.
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Kuva 8.8 Levykaistan ratkaisun superponointi.
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Luku 9

Levytehtavan ratkaisu
Fourier-muunnoksella

9.1 Fourier—-muunnos

Parittoman funktion, f(z) = —f(—=x), Fourier—sarja on
SN NN |
flx) = Z —/f(&) sin o, & d€ 3 sin o, . (9.1)
n=1 @ 0

Fourier—sarjaesityksestd pddadytdan Fourier—-muunnokseen ajattelemalla diskreetti muuttu-
ja ap, = nm/a jatkuvaksi muuttujaksi, jonka inkrementti on Aa = 7/a. Téll6in Fourier—

sarja voidaan kirjoittaa muotoon

flx) = —— /f({) sin ap€ d€ p sin ay,x. (9.2)
0
Kun a — oo, niin saadaan kaava

flx) = %/(/f(ﬁ) sin & d¢€) sin ax dav. (9.3)
0

0

Kaava (9.3) voidaan jakaa osiin

fla) = \/%71‘“(5) sin ag dg, (9-4)
0

f(z) = \/g 7f(a) sin ax da, (9.5)
0

jotka ovat Fourier—sinimuunnos ja kddnteismuunnos.
Muunnoksen edellytyksené on, etté

141
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fa()

Y&

T

N

Kuva 9.1 Symmetrinen funktio.

1. f(z) on paloittain jatkuva jokaisella dérelliselld vélilla,

2. f(x) on absoluuttisesti integroituva eli

/ |f(z)]de < M < oo. (9.6)

Parillisen funktion f(—x) = f(x) kosinimuunnos on vastaavasti

_ 5 7
fla) =1/ = [ F(§)cosag dg, (9.7)
a
flx) = %/f(a) cos ax do (9.8)
0

Yleisessd tapauksessa Fourier—muunnos méaritelldédn kaavoilla

T B gioé
f(a) = mé F(€)eie d (9.9)

1 i £ —iaT
flx) = Eé fla)e dov. (9.10)

Kaksiulotteisessa tapauksessa funktion f(x,y) kosinimuunnos koordinaatin = suhteen
on aivan samanlainen kuin edelld yhden muuttujan tapauksessa eli

fla,y) = \/%7]‘“(;1:, y) cos ax dx, (9.11)
0

flx,y) = \/gff(a,y) cos ax da. (9.12)
0

Otaksutaan funktio f(z,y) symmetriseksi y—akselin suhteen.
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Funktion f toisen derivaatan muunnos on

Faa(o,y) :\/g Zof,m(x, y) cos ax dx

o (e}
facosax — [ fa(—asinaz) dm]
0
0

(9.13)
2 (|~ 0
:\/j afsinar —a [ facosaxdz
2 X -
:—on\/j [ feosaxdr = —a®f(a,y)
To
eli
faula,y) = —a?f(a.y). (9.14)
Edelld on sovellettu osittaisintegrointikaavaa
du dv
- = — — dx. Nl
/dxvda: uv /uda: dx (9.15)

Sijoitustermeissd parillisen funktion f parittomat derivaatat ovat nollia y—akselilla, ja
ddrettomyyteen mentiessd funktio f derivaattoineen lihestyy nollaa. Koska sin(0) = 0,
kaikki loputkin sijoitustermit havidvat.

Soveltamalla toisen derivaatan muunnoskaavaa kahteen kertaan tulee

fozze = (—a2)(—a?) f = af. (9.16)

9.2 Puolitason reunalla symmetrinen kuorma p(z)

Jos tilavuusvoimien potentiaali on nolla, niin sekd tasomuodonmuutos— ettd tasojénni-
tystilassa voimamenetelmén ratkaistava yhtélé on

AA® =0 (9.17)

eli
' oo o'

97l + 28x28y2 + Gt 0. (9.18)

Puolitason reunaehdot ovat
oy(x,0) = p(x), (9.19)
Tay(x,0) = 0. (9.20)

Kuorman symmetrian vuoksi jénnitys o, on symmetrinen y-akselin suhteen. Koska

9P

Oy
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Kuva 9.2 Symmetrinen reunakuorma.

on jannitysfunktio ®(z,y) myos symmetrinen y—akselin suhteen. Muunnetaan biharmoni-
nen differentiaaliyhtdld e.m. symmetrian vuoksi kosinimuunnoksella. Téalloin saadaan

\/2/(AA<I>) cosax dr =0 (9.22)
T
0

3> [ (o' oo o0'o
\/;/ <8x4 +28:1:28y2 + ay4>cosa:cd:v—0. (9.23)
0

Soveltamalla yll& johdettuja parillisen derivaatan muunnoksen kaavoja tulee

00 00 2 4
\/gofAA@ cos ar dx :\/g({ [a4‘1>(33,y) - 20‘28 (I;;? v) + 0 %g;’y) cos ax dx

eli

(9.24)

2 d(i)(aa y) + d4(i)(a7 y)
dy? dy?*

Muunnoksen avulla on neljinnen kertaluvun osittaisdifferentiaaliyhtild saatu palautet-

=a’®(a,y) — 2« = 0.

tua tavalliseksi differentiaaliyhtdloksi, jolle 16ydetdén ratkaisu samalla tavalla kuin Fourier—
sarjaratkaisun yhteydessa eli tekemalld yrite

Y(y) = €. (9.25)

Ratkaisufunktioksi eli jinnitysfunktion muunnokseksi tulee

®(a,y) = (A4 Bay)e™* + (C + Day)e™. (9.26)
Jannitysfunktion muunnoksen derivaatat ovat

d® (v, y)

oy —o(A— B+ Bay)e” ™ +a(C + D + Day)e™ (9.27)
ja
d?®
% = a*(A— 2B+ Bay)e ™ + o?(C + 2D + Day)e®. (9.28)
Y
. . >’
Jannityskomponentin o, = ¥l muunnos on
Y
d*®
or(a,y) = d"2(ay) = a*[(A — 2B + Bay)e™ ™ + (C 4 2D + Day)e®]. (9.29)

dy?



9.2. Puolitason reunalla symmetrinen kuorma p(z) 145

9*®
Toisen derivaatan muunnoskaavan (9.14) perusteella jannityskomponentin o, = oz
x
muunnos on
2 [ee]
ay(o,y) :—042\/j [ ®(x,y) cos ax dx
o
(9.30)

:_OZZ(:D(OQ y)

—a?[(A+ Bay)e™™ + (C + Day)e®Y].

0%®
Muuntamalla leikkausjénnityksen kaava 7., = BTy antisymmetrian vuoksi sini-
xoy
muunnoksella tulee
2 © 2P
Toy(0,y) :—\/;Of 910y (x,y) sin ax dzx
2 od 0P
=—y/= [ Msmaaz fﬂacosaxdx
T y 0 oy

\/5008(1) (9.31)
cos ax dx

dd
_,40(a,y)
dy
=—a?(A — B+ Bay)e™® + o?(C + D + Day)e™V
Muuntamalla reunaehto

2 o
oy(,0) = 2220 ) (9.32)

tulee edelld johdetun symmetrisen funktion toisen derivaatan muunnoskaavan (9.14) pe-
rusteella

5y(a,0) = —a?®(a,0) = p(a). (9.33)
Leikkausjannityksen reunaehdosta
Tay(2,0) =0 (9.34)
seuraa

Toy(@,0) = =0. (9.35)

Kuorman p(z) on toteutettava ehto

/wmm<m. (9.36)
0
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Koska jannitystilan tulee hévitd, kun koordinaatti y lahestyy ddretonté, tdytyy janni-

tysfunktion muunnoksen lausekkeessa olla
C=D=0,

ja siten
®(a,y) = (A + Bay)e .

Vakiot A ja B ratkaistaan reunaehdoista. Ehdosta
6y(a7 0) = _a2(i)(a7 O) = ]3(0[)

seuraa

p(a)
="
ja ehdosta
dd
dy
y=0
saadaan
(—a)(A—= B+ Bay)e™]| =0
y=0
eli
A—-B=0
Integroimisvakiot ovat siten
_ . P(a)
A=B="n"
ja jannitysfunktion muunnos on
B(a,y) = L9 (1 1 agye

Kainteismuunnoksella saadaan

w7
D(x,y) :\/;Ofi’(a,y) cos ax da

\/7f (1 + ay)e cos ax da.

Jannityskomponentit ovat siten

o0
0% 2
7y = 5B 2 [+ age e cosada,
0
0% i
Oy = M Y /ﬁ(a)(l —ay)e Y cos ax da,
Oy? m
0
0?®( T
Toy = — 8$§yy = \/;/ a)aye” Y sin ax da.
0

(9.37)

(9.38)

(9.39)

(9.40)

(9.41)

(9.42)

(9.43)

(9.44)

(9.45)

(9.46)

(9.47)

(9.48)

(9.49)
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Kuva 9.3 Leimakuorma.

9.2.1 Erikoistapaus leimakuorma

Reunakuorman muunnos on
o0
p(a) :\/jfp(x) cos ax dx
o

a

E

=1/ ~Po

™

0
\/5 sin aa
™ «

Edelld johdetun symmetrisen reunakuorman ratkaisun perusteella johdetaan symmet-

sin o

(9.50)

a

risen palakuorman erikoistapauksen jénnityskomponenteiksi

2 o)
Oy = %f;y) :\/;gp(a)(l —ay)e” Y cos ax da

(9.51)
2pg 1
P J =sinaa(l — ay)e™ cos ax da,
T«
920 o0 [ 1
oy = # = % / o sinaa(l + ay)e”* cos ax do, (9.52)
0
*® oo [
Tay = —# = % /sin aay e “Ysinax do. (9.53)
0
9.2.2 Integraalien laskeminen
Palakuorman tapauksen jannityskomponentin o, kaava on muunnoksen muodossa
2 7 1 2
Oy = 220 [ 2 gin aa(l —ay)e” Y cosax da = ﬂ[Il — Iy, (9.54)
v « v

0
missd on merkitty lyhyemmin

r1
L :/—sinaaeo‘y cos ax da, (9.55)
a
0
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I, = /sin aaye Y cosaxdo. (9.56)
0

Soveltamalla sini—funktion yhteen- ja vihennyslaskukaavaa
. L. .
sinaacosaz = g sin alx+a) — zsina(r —a) (9.57)
saadaan termi I; hajotettua osiin

1

7 1
/— sina(x 4+ a)e” da —
0

(e}
/— sina(zx — a)e” Y da. (9.58)
0

l\Dl'—‘

1
2 «

Q

Soveltamalla integraalin laskemiseen liitteen C kaavaa

[ee]
1
/ ~ e~ sin ax da = arctan — (9.59)
«Q Y
0
saadaan tuloksena N 1
L = 3 arctan & 3 arctan —— & (9.60)
Integraalin
1 7 1 7
I, = 3 /sin alz + a)ye” Y da — 3 /sin alr —a)ye” " da (9.61)
0 0
laskemiseen kéytetddn kaavaa
(e}
x
“Wiinarda = ———, (Ry > 0), 9.62
/e sin ax da R (Ry > 0) (9.62)
0
ja saadaan tulos
1 z+a r—a
= - - 9.63
= T e 009

Edellé laskettujen integraalien avulla tulee jénnityskomponentin o, lausekkeeksi

agc:@{arctanx+a—arctanx_a—y :1:+2a 5 — x—Qa 5 } (9.64)
™ y y [(z+a)+y*  (r—a)*+y?]

Samalla tavalla lasketaan

0 x+a T —a [ z+a x—a |
o, = — < arctan — arctan + — . 9.65
=2 y P e e | L

Leikkausjannityksen kddnteismuunnoskaava

o0
2
Toy = % /sin aaye “Ysinazr da (9.66)
0
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a a
Po
AAARAAAAAAAAAD .
W /A
|
62 0o 01 :
I
|
r I
|
|
””””””” (2, 9)
\J y
Kuva 9.4 Muuttujat 6, ¢ ja r.
kirjoitetaan ensin muotoon
2 T 1 1
Toy = el / [5 cosa(xr —a) — 5 cos alx +a)| ye Y dao. (9.67)
T
0
Soveltamalla kaavaa
(e}
_ Y
oy doo = —2 9.68
/e cos ax do Ny (9.68)
0
tulee ) ,
Do Y Y
== - . 9.69
R e ] 09

Jannityskomponenteille saadaan toinen esitysmuoto ottamalla uudeksi muuttujaksi kul-
ma 6, kuvassa 9.4. Télldin jannityskomponenttien lausekkeiksi saadaan

Po arcta. r+a arcta r—a T+ a r—a
0, =— < arctan — arctan — —
== Y v | @ta2+? (@—a?+y
:@[92 — 61 — sin 03 cos O3 + sin 61 cos 0] (9.70)
T

1 . .
:%[92 — - §(sm 205 — sin 261)],

1
o, = %[92 — 61 + 5 (sin 26, — sin26)] (9.71)

Tay :%[0032 61 — cos? 6]
(9.72)

=— g_o [cos 265 — cos 20 |
7r

Lcos(a 4+ b) = cosacosb — sinasinb
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kiayttamalla kaavoja

cos? 0 = cos 260, + sin® 6, (9.73)
cos? 0y = cos 2604 + sin® 0, (9.74)
sin? 0; — sin? Ay = cos? Oy — cos? 6. (9.75)

Kulman 6 avulla lausutun ratkaisun perusteella voidaan péatella, etta

Po, |$‘ < a,
02(2,0) = oy(x,0) = (9.76)
0, |z| > a.
Vililla | z |[< a
i
0y — 5 kun y — 0, (9.77)
™
01 — 3 kun y — 0, (9.78)
po (E f) -
oz = (5 + 5 Po- (9.79)
Pisteissd | z |= a jannityksien o, ja o, arvot ovat epaméiriiset, ja
Po
Toy(£a,0) = j:?. (9.80)
Koska
Toy = —p—o[cos 205 — cos 2604 ] (9.81)
21
saadaan raja-arvona
Tay — — 22 (-1 1) =20, (9.82)
27 us
kun
0y — g ja 01 =0. (9.83)
9.2.3 Pistekuorma [’ puolitason reunalla
Pistekuorman tapauksen ratkaisu saadaan rajankdynnilld merkitsemallé
F = 2pga, (9.84)

ja antamalla mitan ¢ menné kohti nollaa, kuvassa 9.5. Téalloin saadaan, kun a on pieni,
a
02 ~ Oy + cos bp—, (9.85)
T

61 ~ 0y — cos 90% (9.86)

Edelld kulma A0 ~ As/r ~ acos(6y + Ab)/r.
Ottamalla huomioon, etté

sin 2605 — sin 2607 = 2 COS(92 + 91) sin(c92 — 091), (987)

cos 209 — cos 260y = —2sin(fy + 61) sin(f2 — 601), (9.88)
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Kuva 9.5 Pistekuorma puolitason reunalla.
saadaan tulokseksi, kun a ldhestyy nollaa,
%:gcosﬂoshﬂ@o :gsingocos2<p’ (9.89)
m r m r
2F cos®fy  2F sin®
Jy:_cos 0 _ 2Fsin go’ (9.90)
T r T T
2F cos? Oysinfy  2F sin’
7_xy:_cos osinfo _ 2Fsinpcosp. (9.91)
T r T r
Siirtymalla napakoordinaatistoon tulee kaavojen
0y = 04 c08% @ + oy sin? o + 27,y sin @ cos @, (9.92)
0, = 0y sin® p + 0, cos® o — 27, sin p cos ¢, (9.93)
Tuy = (0y — 0) sin @ cos ¢ + Ty (cos® ¢ — sin? ) (9.94)
avulla oF
S
o, = — P (9.95)
T T
o, =0, (9.96)
TT(p = 07 (997)
kuvassa 9.6.
Ottamalla huomioon, ettd
2Rsing =, (9.98)
saadaan oF s oF 1 P
g, = MY _ 28 - & (9.99)

T T T 2R  7wR’
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A
(4
X r
> 2
o o, R
P
Tay
) r
wy F Ir TR
Og
- r
\gr r
Tre
\J y
2F sin ¢
op = —
™ T
Kuva 9.6 Jannityskomponenttien muunnoksia.
Levyssé vallitsee séteittdinen jannitystila
F
= 9.100
or TR ( )
R-sdteiselld ympyrélld, kuvassa 9.6.
o F . . " sinaa .
Sijoittamalla kaavaan (9.54) pg = 55 32 ottamalla huomioon, ettd suhde ldhestyy
ykkostd, kun aa ldhestyy nollaa, tulee
o0
F —«
op=— [ (1 —ay)e Y cosaxdao. (9.101)
T
0

Taulukon A.2 toisen ja kolmannen kaavan avulla saadaan

F Y y? — 2 2F  ya?
_F _ _ 2y 102
Te = <x2+y2 y($2+y2)2 T (@2 + 22 (9.102)

joka voidaan kulman ¢ avulla kirjoittaa muotoon

_ 2Fsingcos’p (9.103)

Oz
T T
9.2.4 Puolitason reunalla y—akselin suhteen symmetrinen leikkauskuor-
ma q(z)

Tarkastellaan seuraavaksi kuvan 9.7 esittdm&d kuormitustapausta. Puolitason reunaehdot
ovat symmetrisen, x—akselin negatiiviseen suuntaan vaikuttavan leikkauskuorman tapauk-
sessa

oy(x,0) =0, (9.104)
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Z
Y
Kuva 9.7 Symmetrinen leikkauskuorma.
Tay(7,0) = (). (9.105)
Jannitys o, on nyt antisymmetrinen y-akselin suhteen. Koska
>*®
O'y = W’ (9106)

on jannitysfunktio ®(x,y) myods antisymmetrinen y-akselin suhteen. Muunnetaan bihar-
moninen differentiaaliyhtilé e.m. antisymmetrian vuoksi sinimuunnoksella, t.s. Fourier—

muunnoksesta jad jiljelle sinimuunnososa. Télloin

\/g/(AAQ) sin ax dx = 0, (9.107)
T
0
4<I> ' ‘P
\/7/ <g 1 :L‘28y gy“) sinax dr = 0. (9.108)
x

Samalla tavalla kuin edelhsessa tapauksessa saadaan osittaisintegroinnilla

Fe(z,y) | 0'P(x,y)  O'O(z,y)] .
\/7f[ 9rl +2 5220,° + oy ]smaazdw

eli

(o)
2 3(I> 2(I) P
=\ = ) [% sin ax — aia 8(;273/) cos ax — 04278 g;’ v) sin az
P 2P
+0¢3‘I>(l‘ y) COS ax + Q%yy) Sln or — 2@%;2’@ CcoS OZ.’E] (9109)

2% >*® '
—1—\/;0] [oz4<I>(:L‘,y) —2a? O(y? y) + O(yi’ y)} sin az dx
¢2(a,y)  d®(ay)
dy? dy*

Sijoitustermit hévidvit ylarajalla, koska jannitysfunktio derivaattoineen menee kohti

=at®(a,y) — 202 =0.

nollaa, kun z lihestyy dédretdnté, ja alarajalla, koska jannitysfunktio on pariton,

9?®(x,y)

Fr 0 ja sinz=0, kunz =0. (9.110)

®(x,y) =0,
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Jannitysfunktion differentiaaliyhtélon ratkaisu on

®(a,y) = (A+ Bay)e Y + (C + Day)e™V. (9.111)
- . >’
Jénnityskomponentin o, = 52 muunnos
x

(e}
2 _
ay(o,y) = —aQ\/i/q)(x,y) sinazdr = —a?®(a, y) (9.112)
T
0

saadaan jalleen osittaisintegroimalla, kun sijoitustermit jalleen hévidvét.
Leikkausjannitys on symmetrinen y—akselin suhteen, joten sen Fourier-muunnoksesta

jaa kosinimuunnososa jiljelle. Leikkausjannitys on téssa tapauksessa

2% 9
Toy(0,y) f@xa x,y) cos ax dx

2 [|™ o0 % 9P
==/ [ g;" y) COS X ({ é y)(—asinax) dz
(9.113)
\/5 ooa¢>
=—a sm ax dx
___d®(a,y)
= »
Reunan leikkauskuorman ¢(x) on toteutettava ehto
[ee]
/|q(x)\ de <0, (9.114)
0

jotta sen Fourier-muunnos

q(a) = \/gjq(x) cos ax dx (9.115)
0

olisi olemassa.

Muuntamalla reunaehto

0?®(x,0)
saadaan
7,(a,0) = —a*®(a,0) = 0. (9.117)

Leikkausjannityksen reunaehdosta

Tay(2,0) = q(2) (9.118)
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seuraa
dP(a,
NI CTE )] B (9.119)
dy

y=0

Koska jénnitystilan tulee havitd, kun koordinaatti y ldhestyy déretontd, taytyy janni-

tysfunktion muunnoksen lausekkeessa olla
C=D=0,

ja siten

O(a,y) = (A+ Bay)e Y.

Vakiot A ja B ratkaistaan reunaehdoista. Ehdosta

?®(a,0) =0

seuraa

A=0,
ja ehdosta

dd a, B
o Ei ] - —q(cv)
Y
y=0

tulee

ja edelleen

Integroimisvakiot ovat siten

ja jannitysfunktion muunnos on

(9.120)

(9.121)

(9.122)

(9.123)

(9.124)

(9.125)

(9.126)

(9.127)

(9.128)

(9.129)

(9.130)
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a a

R
90

- - -

Vs

A,
02 0o 01

Kuva 9.8 Tasainen leikkauskuorma.
[o¢]

20 2
oy = % = \/i/q(a)aye_ay sin ax da, (9.131)

™
0

_9P(
Tay = 8x§yy \/7/ (1 —ay)e”* cos ax da. (9.132)

9.2.5 Erikoistapaus ¢ = gy, kun | z |[< a
Kuvan 9.8 esittdmaén, paloittain tasaisen, reunakuorman

qo, kun |.1“ <a,
q(z) = (9.133)
0, kun |z| > a,

2 o
:\/ifq(a:) cos axdx
o

muunnos on

(9.134)

missd qg on vakio.
Edelléd johdetun reunalla vaikuttavan symmetrisen leikkauskuorman ratkaisun perus-
teella saadaan kasiteltdvin erikoistapauksen jannityskomponenteiksi

82@
Oy = (= y \/7 )(2 — ay)e” Y sin ax do

2q0 ¥ 1
=20 1~ gin aa(2 — ay)e” Y sin ax da,
T o

(9.135)
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_ 82@('1‘7:1/) 2 0

ay P ail— /sin aa y e Ysinazx dao, (9.136)
0
020 20 [ 1
Tay = —%&y) = % / o sinaa(l — ay)e™ Y cos ax da. (9.137)
0

Jannityskomponenttien lausekkeet saadaan liitteen kddnteismuunnoskaavojen avulla.
Komponentin 7., lauseke on samanlainen kuin o,:mn lauseke (9.64) edellisessd kuormitus-
tapauksessa, ja o,:n kaava on samanlainen kuin 7., (9.69) edelld. Komponentin o, en-
simmaéiseen osaan sovelletaan taulukon A.2 neljattd kaavaa ja jalkimmaéiseen osaan kaavaa
(9.68) eli samaa, jolla lasketaan o, téssd tapauksessa. Jannityskomponenteiksi saadaan

q0 (x+a)?+y> 1 1

= =<1 - — 9.138
== V" emerrE Y Gmarr e Grerre (0 O
= = — 9.139
Ty =Y [(az—a)Q—i-yZ (:1:+a)2+y2]7 ( )

qo T+ a Tr—a rT+a T —a
= — < arcta — arctan —— — — . (9.140
Ty W{r Ty Ty y[(ﬂﬂra)?ﬂﬂ ($—a)2+y2}} (5-140)

Jannityskomponenteille voidaan jilleen johtaa toinen esitysmuoto ottamalla uudeksi
muuttujaksi kulma 6. Talloin tulee

o _D In —(m—l—a)Q—i—yZ_ 2 - - -
TalVe—aPry? Y G-y @y

(9.141)
0 1
:% [ln (22: 9;) — 5(008 201 — cos 292)} ,
_q0;. .2 2
oy —?[cos 61 — cos” 6]
(9.142)
) [cos 205 — cos 20],
21
qo ¢ r+a ¢ r—a T +a r—a
Tey =— 4 arctan — arctan - —
S v y e+l + @—aP+ P
q0 . .
==[03 — 01 — sin 6 cos O + sin O cos 0] (9.143)
T
1
:q—0[92 — 91 — —(sin 292 — sin 291)].
m 2
Kulman 6 avulla lausutun ratkaisun perusteella paitelldin, etta
([ q, kun |z| < a,
Tay(w,0)=¢ 0, kun |z| >a, (9.144)

1
\ :I:iqo, kun z = +a,
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] .
Z -
Y
Kuva 9.9 Pistemainen leikkauskuorma.
oy(x,0) = 0,(2,0) =0, kun |z|# a, (9.145)
oy (a,0) = £ L. (9.146)
T

Jannityskomponentti o, on singulaarinen pisteissé | z |= a.

9.2.6 Pistekuorma () puolitason reunalla

Kuvan 9.9 esittdmén reunan suuntaisen pistekuorman ratkaisu voidaan jilleen johtaa ra-
jankédynnilla. Merkitain

Q = 2qpa. (9.147)
Sijoittamalla kaavaan (9.135) qo = @ ja ottamalla huomioon, ettd suhde Smad lahestyy
aa
ykkostd, kun aa ldhestyy nollaa, tulee
(e}
Q / (2 — ay)e” ¥ sin ax dao. (9.148)
0
0
Taulukon A.1 kolmannen ja neljinnen kaavan avulla saadaan
Q T 2xy 2Q) 3
_ X _ ===__- 9.149
o= T\ 2+ y? y(:v2 +y?)? (224 y?)?’ ( )
joka voidaan kulman ¢ avulla kirjoittaa muotoon
2Qsin*0y 2 3
5, = 22570 _ 2Q cos”p (9.150)
™o T
Samalla tavalla voidaan johtaa komponentit
o, — @cos%%sin@o _ @sin%&cosgp (9.151)
m r T r
ja
oy = @cosﬁoshﬂ@o _ @singpcos%z)' (9.152)
m r m r
Siirtymalld napakoordinaatistoon, kuvassa 9.10, saadaan jéilleen kaavojen
0p = 0, c08% o + 0, sin? p + 27, sin @ cos ¢, (9.153)

0, = 0y 8in® p + 0, cos® o — 27, sin p cos p, (9.154)
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Kuva 9.10 Vaakasuuntaisen pistevoiman @ aiheuttama jénnitystila ympyréviivalla

r = vakio.
Tey = (0 — 04) SN €08 @ + Ty (cos”  — sin® ) (9.155)
avulla
2

Oy = _QCOSSO’ (9156)

T T
o, =0, (9.157)
Trp = 0. (9158)

Levyssa vallitsee séteittdinen jannitystila, kuvassa 9.10.

9.2.7 Levykaistan reunalla r—akselin suhteen symmetrinen kuorma p(z),
q()

Levykaistan reunaehdot ovat kuvan 9.11 symmetrisen kuormituksen tapauksessa

Tay(x, £b) = £q(z). (9.160)
Vaakakuormituksen tulee toteuttaa tasapainoehto

oo

/ q(z)dx = 0. (9.161)

—00

Biharmonisen differentiaaliyhtélon Fourier-muunnos on
1 o0
—— [ (AAD)e"™ dz =0 9.162
— [ (@) (9.162)
—00

eli

1 0 84@ 84@ a4¢ i
Vor / (8954 +28x28y2 t 8y4> e dr = 0. (9.163)
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Kuva 9.11 Levykaistan reunoilla symmetriset kuormat p(x) ja q(x).

Samalla tavalla kuin edellisessd tapauksessa saadaan osittaisintegroinnilla

1 % [0'® : ! :
i (D 0(@y) 07 (@y) T,y ae g,
Vor b | Ot Ox20y>? oy*
o
o 1 83(1)(1373/) —10682@(1:73/) o OéQa(I)(xay)
Vor Ox3 Ox? Ox
ool
3P (z,y) ?*®(z,y) , (
. 3 9 o . ) ox 9164)
+ia*®(z,y) + 2781:8142 21&7{93;2 e
LT 4 2 P0(z,y)  I'®(x,y)]
(P 2 o
L [ () T R

d®(evy) | d'®(a,y)

a*®(a,y) — 2a W Ty :
missé
[ee]
_ 1 .
‘I’(a,y)z—/@(x,y)e’axdx. (9.165)
V2
7T—oo

Sijoitustermit katoavat, koska jannitysfunktio derivaattoineen menee kohti nollaa, kun
x lahestyy ddretontd (plus— tai miinus—adretonta).
Jannitysfunktion differentiaaliyhtdlon ratkaisu kirjoitetaan levykaistan tapauksessa muo-

toon
®(a,y) = (A + Bay) cosh ay + (C + Day) sinh ay. (9.166)
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Jannitysfunktion muunnoksen derivaatat ovat

dd
% a[(A+ D + Bay)sinhay + (C' + B + Day) cosh ay] (9.167)
Yy
ja
-
%{;,y) = a?[(A + 2D + Bay) cosh ay + (C 4 2B + Day) sinh ay]. (9.168)

Kuormituksen symmetrian perusteella tulevat kisiteltdvissd kuormitustapauksessa mu-

kaan symmetriset termit
®(a,y) = Acosh ay + Daysinh ay. (9.169)

Jannityskomponenttien muunnokset ovat

1 % 0*®(2,9) 00
et d
oele) = | Ty g
(9.170)
-
:%yo;,y) = o?[(A + 2D) cosh ay + Daysinh ay],
1 % 9*®(x,y)
— 1T d
Uy(Oé,y) \/ﬂ—{o o2 €L
_ . 90
— 1 8(1)(.1‘,:1/) o f a (J} y) (’LO() (Te% i dl‘
o . ox oo T
1 [T ee@y) ., . |7 2 F (9.171)
= ¢ i P(x,y)e" " + (ia)? [ P(z,y)e*dx
V2T or s
o .
— [ O(z,y)e'dx
=—a?®(a,y) = —a?(Acosh ay + Daysinh ay)
ja
1% 92d(x,y) .
T d
Toy(Q, ) i i 8:1:8y e x
1 |7 o0 0 9P
— (,y) elox i 7(3372/) (i) e dx (9.172)
ver || Oy e Oy
:(ia)w = ia?[(A + D) sinh ay + Day cosh ay].
Y
Normaalijannityksen reunaehdosta
0?®(x,b
oy (z,b) = TO(@.5) _ iy (9.173)

0z2
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saadaan muuntamalla
&y(a, b) = —042&)(04, b) = ﬁ(a)a

missé,

)el o dy.

¥~
|>]
8\8
=
&

Leikkausjannityksen reunaehdosta

Tay(2,0) = q(2)

seuraa

missé,

Reunaehdoista kootaan yhtaloryhma
o,(a,b) =p(a) = Acoshf+ DBsinh 3 = —p(a)/a?,

Tuy(,b) = @(a) = i{(A+ D)sinh 8+ DB cosh 8} = g(a)/a?,

jossa on merkitty
0 = ab.

Reunaehtojen yhtéloryhmaésté ratkaistaan

_oP p(B cosh B + sinh ) — igBsinh 3 1

A=
sinh 23 + 203 a?’

—psinh 5 +igcosh § 1
sinh 23 + 2 a?’

Jannityskomponenttien lausekkeet saadaan kddnteismuunnoksella

D=—

[ee]
=—— [ a?[(A+ 2D)cosh ay + Daysinh ay)]e™"* da,
[e.e]

w .
=—— [ —a*(Acoshay + Daysinh ay)e " da
[ee]

(9.174)

(9.175)

(9.176)

(9.177)

(9.178)

(9.179)

(9.180)

(9.181)

(9.182)

(9.183)

(9.184)

(9.185)
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- - - - - - -

Kuva 9.12  Levykaistan reunoilla antisymmetriset kuormat p(z) ja g(x).

ja
1 . do(e, o
Ty (T, Y) = i miﬁiy y)e da

(9.186)

) o0
12 J o?[(A + D) sinh ay + Day cosh ay)]e™* da.
T —o00

N

Kun « ldhestyy nollaa, niin kertoimien A ja D lausekkeiden nimitt&ja ldhestyy myos
nollaa. Jotta vakiot A ja D olisivat rajoitettuja arvolla a = 0, taytyy ehdon

3(0) = \/%_W / o(2) dz = 0 (9.187)

eli vaakasuoran tasapainoehdon toteutua.

9.2.8 Levykaistan reunalla r—akselin suhteen antisymmetrinen kuormi-
tus p(z), q(v)

Levykaistan reunaehdot ovat kuvan 9.12 antisymmetrisen kuormituksen tapauksessa
oy(z, £b) = £p(z), (9.188)

Toy(x, £b) = q(z). (9.189)
Kuormien p(z) ja q(z) tulee nyt toteuttaa tasapainoehdot

oo o0

/ p(z)dx =0 ja / [zp(z) — bg(x)]dx =0 (9.190)

—00 — 00
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eli akselin y suuntainen tasapainoehto ja momentin tasapainoehto.

Kuormituksen antisymmetrian perusteella tulevat nyt mukaan antisymmetriset termit

jannitysfunktion lausekkeeseen eli
®(a,y) = (Bay cosh ay + C'sinh ay).

Jannityskomponenttien muunnokset ovat

e’LOﬁI dx

. 1 % 0*®(z,y)
Ui(a’y)::V@ZEA{; ayg

)
:% = o?[(C + 2B)sinh ay + Bay cosh ay],
Y
1 2 9*0(x y) ,
(a y o 1o
R

[\

1 -
oz [ ®(z,y)e** dzx
—00

=—a?®(a,y) = —a?(Bay cosh ay + Csinh ay)
ja
1 %020

) iaa:
Tay(0,Y) ~ {O 83: 83/ dz

Q
=}l

a?
v _,
Normaalijannityksen reunaehdosta reunalla y = b

oy2,h) = 5 5 = pla)

saadaan muuntamalla

missé

Leikkausjannityksen reunaehdosta

Tay(2,0) = q(2)

seuraa

a?[(C' + B) cosh ay + Baysinh ay].

(9.191)

(9.192)

(9.193)

(9.194)

(9.195)

(9.196)

(9.197)

(9.198)

(9.199)
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missé

_ 1 i (fa%is
J(a) = E_/ q(z)e" " du. (9.200)

Reunaehdoista saadaan nyt yhtalot

a,(a,b) =p(a) = BBcoshf+ Csinhf = —p(a)/a?, (9.201)
Tey(,b) = @(a) = B(cosh 8+ Bsinh ) + C cosh 3 = —ig(a)/a?, (9.202)
missd on merkitty
8 = ab. (9.203)
Reunaehtoyhtéloista ratkaistaan
—pcosh B4 igsinh 5 1
B = .204
sinh 23 — 23 a?’ (9-204)
p(cosh B+ Bsinh 3) —igBcosh B 1
= -2 —. 2
¢ sinh 23 — 23 a2 (9.205)
Jannityskomponenttien lausekkeet saadaan kiddnteismuunnoksella
1 % d0(a,y) _.
x,y) = e " do
(9.206)
\/—_ [ a?[(C + 2B)sinh ay + Bay cosh ay)]e " da,
oy(z,y) L 7) —a?®(a, y)e " da
Y\ \/%—oo )
(9.207)
L7 2(B h C'sinh ay)e™** d
— ay cosh ay + C'sinh ay)e ™ da
v {O y y y)e
ja
00 & ) )
Toy(2,y) = f e " do
—00 dy

(9.208)

[(C + B) cosh ay + Bay sinh ayle™ % da.

Kun « ldhestyy nollaa, niin kertoimien B ja C lausekkeiden nimittdja lahestyy nollaa.
Jotta vakiot B ja C olisivat rajoitettuja arvolla a = 0, taytyy téssd tapauksessa ehtojen

5(0) = \/%7 p(@) dz = 0, (9.209)
dg? — ibg(0) = \/%_W wp(z) — bg(x)] dz = 0 (9.210)

eli tasapainoehtojen toteutua.
Symmetrisesti ja antisymmetrisesti kuormitetun levykaistan ratkaisujen avulla voidaan
muodostaa muille kuormitustapauksille ratkaisuja superponoimalla.
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Luku 10

Levyn ratkaisu
sylinterikoordinaatistossa

10.1 Jannitysfunktio

Sylinterikoordinaattien (r,p, z) ja suorakulmaisten koordinaattien (x,y,z) véliset muun-
noskaavat ovat, kuva 10.1,

xr=rcosy, y=rsingp. (10.1)

Kaavojen (10.1) kidénteiset relaatiot ovat
r? =2? +y% o =arctan (Q) . (10.2)
x

Koordinaattien muunnoskaavojen perusteella johdetaan kaavat

0 0
_T f— E = COS (p’ —T = g = Sin ()0’ (103)
dr r dy r

dp y  sinpg Op x  cosp

or  r2 r Oy 2 o

(10.4)

A Y

x

Kuva 10.1 Suorakulmaiset koordinaatit ja sylinterikoordinaatit.

167
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Derivoimalla jannitysfunktio ®(r, ¢) ketjusddnnon mukaisesti tulee

00 _ovor 000y
Oxr  Or dx Oy Ox

(10.5)
0P n 0P sin
=—co0s — (-
or 7 Oy r
Soveltamalla operaattoria
d sinp 0
= = = — 10.6
0 R r Oy ( )
uudelleen derivaatan 0®/0x kaavaan tulee
0*d ~cos? @82@ _ 008 psing 0?® n 5 COS psinp 0P
Ox? or? r ordp r? Op
(10.7)
+sin2 ©0®  sin’ p 5*P
r or r2  9p?’
Samalla tavalla muodostetaan lauseke janitysfunktion toiselle y-derivaatalle
0*¢ ., 0°0 cos psinp 0°® 5 COS psinp 0P
— =sin — —
0y? o2 r ordy 72 Dy
(10.8)
cos? 0® cos® ¢ 0%*®
r Or r2  Op?
ja sekaderivaatalle
0?® ) 0?P L cos2p 9*®  cos2p 0P
=sin ¢ cos — —
Oxdy PO G2 r  Orde r2 Oy
(10.9)
sinpcos dP  sincosp 0P
r or r2 02’
Laplacen operaattori suorakulmaisessa koordinaatistossa
0? 0?
Vis — +— 10.10
Ox? + Oy? ( )

muunnettuna sylinterikoordinaatistoon ja kohdistettuna jannitysfunktioon ®(z,y) tuottaa

kaavan 2 (r. ) (r.0) 2 (r. )
0" P (r, 10®(r, ¢ 1 0°P(r, @

V20 (z,y) = L + - T+ — T 10.11

(z,y) Ir2 r  Or ) (10.11)

Yhteensopivuusyhtélo eli jannitysfunktion differentiaaliyht&lo, kun tilavuusvoimat ovat

nollia tai vakioita,
VAV2®(x,y)] = 0 (10.12)

muuntuu sylinterikoordinaatistossa muotoon

2 10 1 02 P0(r,)  10®(r,@) 1 0%*®(r, )
g 42242 - e VAL 2 10.1
<87“2 +r87“+r28<p2> [ o o TR 0p? 0 (10.13)
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Ay,
\ /

Wi ®

Kuva 10.2 Muodonmuutokset sylinterikoordinaatistossa.

Asettamalla jannitysfunktion toisen derivaatan kaavoissa kulmalle ¢ arvo nolla saadaan

0*®(z,y) _ *P(r,¢)

ox2 o2
Po(x,y)  10%(r,p) n 1.9*0(r,p)
o2  r  Or r2 Qg2

0*®(z,y) _ 10%(rp)  10°P(r,¢)

Oxdy r2 Oy r  Ordp

) [15@(7“,4,0)]'

~or

r 0p
Levyn jannitysten lausekkeet ovat siten napakoordinaatistossa

102(rp) 1 0%®(r¢)

Oy (’I”, ()0) = ; Or r2 8(,02 + V(’I”, ()0)7
0%(r,
7r,0) = T2 Ly ),

_10®(r,p) 1 82@(7“, ©)
Tro(7 ) 2 9y r Ordy

9 EM]
or |r Oy '

missd V' on tilavuusvoimien potentiaali.

10.2 Muodonmuutokset

Napakoordinaatiston siirtymadkomponentit ovat

u=u(r,p), v=uv(r,e).

(10.14)

(10.15)

(10.16)

(10.17)

(10.18)

(10.19)

(10.20)
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Kuva 10.3 Liukuma sylinterikoordinaatistossa.

Kuvan 10.2 perusteella johdetaan sidteen r suuntainen muodonmuutoskomponentti, jo-
ka aiheutuu séteen suuntaisesta siirtymaésté wu,

ou
u+ (E) dr —u o
Er = = _—. (10.21)

dr or

Muodonmuutos séddettd vastaan kohtisuorassa suunnassa voidaan jakaa kahteen osaan.

Ensimmaéinen osa aiheutuu siteen suuntaisesta siirtymaésta u, ja se on

dp — rd
Lo (rrwdp—rdp  u

= 10.22
® rdy ( )
Tangentiaalisen siirtymén v osuus on
v
v+ <—> de —v
L2\ _ Lo (10.23)
v rde r Op
Yhteensa 19
u v
=—4+-——. 10.24
T E T dp ( )
Samalla tavalla kuin edelld johdetaan kuvan 10.3 avulla leikkausmuodonmuutokselle
kaava 19 9
U vV
o = —— + — — —, 10.25
e =5 O + or r ( )

missd viimeinen termi poistaa jaykdnkappaleen liikkeen liukumasta.
Tasojénnitystilassa ovat voimassa konstitutiiviset yhtalot (yleistetty Hooken laki)

o, = 5 (er +vEy),

1—v

E
(ep +ver), (10.26)

Op =——
T 1—w

Tre :G’Yrgm
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a, rdy + oro, )drdgo

or
0
Twrd + — (TTW)
(Tw \'
<0’¢ + —d<p dr Tnpﬂdgo
\\ /
\ /
\\O'T’I“d(p /
\ /
\\ dsD//
\ /
\ 7/ (2

Kuva 10.4 Tasapainoehdot sylinterikoordinaatistossa, f, ja f, ovat yksikkdpinta-
alaa kohti.

missa G on liukumoduuli
G=———. (10.27)

2(1+v)
10.3 Tasapainoyhtilot

Kuvan 10.4 perusteella johdetaan sédteen suuntainen tasapainoehto

|:O'T’I” + 8(;77:7“)

] dp — oprde

+ (Tcpr + 85:; > dr — 74pdr

. dy doy, de
—0,dr sin o5 <o¢ + s > dr sin o>

(10.28)

\fdr [rdg@ +(r+ dr)dgp} _o,

2

josta seuraa

aO'T 187—807* O-’I"_O-Cp
o r— Y, ]. 2
ST e T =0 (10.29)

missd f, on séteen suuntainen tilavuusvoiman komponentti. Séteen suuntaa vastaan koh-
tisuorassa suunnassa johdetaan samalla tavalla tasapainoyhtilo

18% N 0Ty N 2T,
,

r aso or + fgo =0, (10.30)

missé f, on tilavuusvoima.
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10.4 Pyoriahdyssymmetrinen jannitystila

Jos jannitysfunktio ei riipu koordinaatista ¢, niin jannitysfunktion differentiaaliyhtild su-
pistuu muotoon

d>  1d\ [d?®(r) 1d®(r)
4
P=—+-—— - =0 10.31
v <d7“2 - rdr) [ @z T ar ( )
eli
d'd 2430  1%2d°®  13dP
l _Z 22 =90 10.32
drt  rdrd3 v dr?  r dr ( )
Jannityskomponentit ovat nyt
1dd
= —— 10.33
7 rdr ( )
d2<I>(r)
o,(r) = . (10.34)
Ottamalla huomioon identiteetti
d*®(r)  1d®(r)
2(1) — -
vie(r) dr? r dr
(10.35)
_1 i Td@(r)
Crdr dr

saadaan jannitysfunktion differentiaaliyhtdlé muotoon

() o

Airyn jinnitysfunktio ratkaistaan integroimalla jinnitysfunktion neljinnen kertaluvun

tavallinen differentiaaliyhtélé koordinaatin r suhteen neljd kertaa perdkkiin eli

T T T T

oir=[1 [+ [t [orieara o3

0 0 0 0
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Talloin saadaan

(34
()

rdr dr } =Cilnr+Cy,
d [ do(r) B
e [r o ] =Cirinr + Cor,
do(r)] 1, 1, r?
|:T‘ o ] =C4 <§r Inr— Y +CQ§ + Cs,

do(r 1 1 r 1
() =C <§rlnr - ZT> + 025 + ;03,

(10.38)

1, 1, 1, 2
O(r)=Cy | =r‘lnr—-r*——r +CQZ+031HT+C47

4 8 8

missd C;:t ovat integroimisvakiot. Edelld on kiytetty hyviksi integrointikaavaa

T

1 1
/rlnrdr = —r’lnr— ~r?
2 4
0
ja yhteytta
d (1 1 1 1
e (57"21117“ - ZT2> =rilnr+ 57“ - 57“

=rinr.

Jannitysfunktion lauseke voidaan vield kirjoittaa muotoon

®(r)= Alnr + Brilnr 4+ Cr* 4+ D,

missa
C Cy—-C
A=C;, B=—-, =22 D=c,.
4 4
Jannitysfunktiosta méiritetdén jannityskomponentit
_1dd A

UT—;% —T—2+B(1+21n?”)+207

d*® A
o,(r) = dr(;) :—ﬁ—I—B(3—|—2lnr)+20.

(10.39)

(10.40)

(10.41)

(10.42)

(10.43)

(10.44)
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Hooken lain mukaan

ou 1
Epr = E = E(Jr — 1/0'410), (1045)
u 10v 1
Ep = — —|— 0o = E(UV, —voy). (10.46)
Sateen suuntaisen muodonmuutoksen kaavasta seuraa
11 1
%:E[ Y A4 21— v)Blnr + (1 - 30)B +2(1 —»)C| (10.47)
T

josta saadaan integroimalla

u(r,¢) = =

1 1 1
[— Ry +2(1=v)Brlnr— (14+v)Br+2(1 —v)Cr| + f(p), (10.48)
,
missd f on mielivaltainen koordinaatista r riippumaton funktio.

Kaaren suuntaisen muodonmuutoskomponentin kaavasta seuraa

ov T 4Br

% = E(Jw —vo,) —u=—— f(¢), (10.49)

josta saadaan integroimalla

%)
v= 2810 _ / F(@)de + g(r), (10.50)
0

missé ¢g(r) on mielivaltainen koordinaatin r funktio.
Koska leikkausjannitys on tarkasteltavassa tapauksessa nolla, saadaan leikkausmuodon-
muutoksen ja leikkausjannityksen vélisestéd kaavasta sekd liukuman kaavasta yhtalo

Tre 1 ou Ov w
o = — — —— =0, 10.51
Tre G T &p + or r ( )

josta seuraa sijoittamalla sithen edeltd siirtymien w ja v lausekkeet

[
1df( ) g(r 1 ) B
dy +;/f =0 (10.52)
0
eli .
+/f )dyp = g(r) — dfl(:). (10.53)
0

Koska yhtalon (10.53) vasen puoli riippuu vain koordinaatista ¢ ja oikea puoli on pel-
késtadn koordinaatin r funktio, tdytyy yhtéldisyysmerkin kummallakin puolella olla vakio,
H. Saadaan kaksi yhtaloa:

©

+ f(p)de = H, (10.54)
a5

g9(r) — P9 _ g (10.55)

dr
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Edellisestd kaavasta (10.54) seuraa derivoimalla differentiaaliyht&lo

d2
dj;(f) +flp) =0,

jonka ratkaisu on
flp) =Cicosp+ Cysinp.

Sijoittamalla tdma takaisin lahtokaavaan (10.54) havaitaan, etté
—Cisingp+ Cycosp+ Crsinp —Cocosp+ Co = H

eli
Cy=H

ja siten
f(¢) = Cycosp + H sinp.

Derivoimalla jalkimméinen yhtdlo (10.55) koordinaatin r suhteen tulee

dg(r)  d’g(r) dg(r)

dr dr? ar 0

eli

jonka ratkaisu on
g(r) = Csr + Cy,

missd (lahtokaavan (10.55) perusteella)

Cy=H.

(10.56)

(10.57)

(10.58)

(10.59)

(10.60)

(10.61)

(10.62)

(10.63)

(10.64)

Sijoittamalla funktioiden f(¢) ja g(r) lausekkeet siirtymien u ja v kaavoihin saadaan

1 1
u(r,p) == |— Ty +2(1 —v)Brlnr — (1+v)Br+2(1 —v)Cr
E r
(10.65)
+C1cosp + Hsin g,
4Br
v= E(p — Cysing + H cos p + Csr. (10.66)
Esimerkki 10.1 Tutkitaan kuwvan 10.5 ympyrinmuotoisen kaaren taivutusta.
Tarkastellaan kuvan 10.5 momentin kuormittamaa kaarta. Kaaren reunaehdot ovat
or(a,p) =0, (10.67)
or(b,p) =0, (10.68)

b
/ roy,dr = —M. (10.69)
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Kuva 10.5 Ympyriakaaren taivutus.

Sijoittamalla jinnityskomponenttien kaavat reunaehtoihin tulee

A

or(a,p) = pe +B(1+2Ina)+2C =0, (10.70)
A

or(b,¢) = 75 + B(L+2Inb) +2C = 0. (10.71)

Momentin reunaehdosta seuraa

b b d2(I)
afracpdr zaj’rmdr

R

b do
p— _

a dr

d=—| d=—M,

koska
b dd

r— =
a dr

reunaehtojen (10.70) ja (10.71) perusteella.

0 (10.73)

Sijoittamalla momentin reunaehtoon jénnitysfunktion lauseke tulee

b
O(b) — P(a) = Aln " + B(b?Inb —a*Ina) + C(b* — a®) = M. (10.74)
Reunaehtojen perusteella saatiin kolme lineaarista yhtalod, joista ratkaistaan vakiot
A, BjaC:
4M
A:—j?fﬁm%, (10.75)
2M
B=—-"+(—d?%, (10.76)
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Kuva 10.6

Ympyriakaaren taivutusjannitys.
Mo 2 2 2
CZ?[b —a”+2(b°Inb—a”Ina)l, (10.77)
joissa
b\ 2
K = (b — a?)? — 4a%b* (ln —> : (10.78)
a
Jannityskomponenttien lausekkeet ovat
A4M [a?b* b 5. 7 9, @
Op === [r—21na+blng—|—a 1n;], (10.79)
AM [ a?b® b r a
O'QP_—? {—r—ana—i—leng+a21n;+b2—a2}, (1080)
Tro = 0. (1081)

Jéannityskomponenttien kaavoista havaitaan, ettd kaaren taivutusjannitys o, ei jakaan-
nu lineaarisesti koordinaatin r funktiona eikd neutraaliakseli yhdy painopisteakseliin.
Lisdksi jannityskomponentti o, on nollasta eridvé poikkileikkauksessa.

Maéritetddn seuraavaksi kaarevan sauvan siirtymét. Reunaehdot ovat

dv
= — = 1.2
= 0 (10.82)

Uu=7v

reunan keskelld pisteessd O, r = 19, ¢ = o = 0. Siirtymien kaavoista saadaan

reunaehtojen avulla

H=0C3=0 (10.83)
ja
0 = % ! :0 Y A~ 20— v)Brolnre + (14 v)Bro — 201 — 1)Cro |, (10.84)
misséd on merkitty
) (10.85)

2
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Kuva 10.7 Tasaisella kulmanopeudella pyorivd ympyrélevy.

Koordinaatin ¢ suuntainen siirtyméi on siten
4r
v = ?‘PB — Oy sing, (10.86)
mistd ndhd&in, ettd leikkauksessa ¢ = vakio v on r:n lineaarinen funktio ja Bernoullin—

Navierin hypoteesi on voimassa puhtaassa taivutuksessa.

10.5 Siirtymamenetelmi pyorahdyssymmetrisessi muodonmuu-
tostilassa

Sijoittamalla yleistetty Hooken laki

E du u
= ——7— -1, 10.
o 1—1/2<dr+yr> (10.87)
E u du
=— | - — 10.
o .2 <T+Vd7’> (10.88)
tasapainoyhtaloon
do, o0p— 0y
r_Ze = 10.89
e (10.89)
saadaan 2 p )
u ldu U 1—v
- - f.=0 10.90
dr?2  rdr r2? E !/ ( )
eli p d(ru) )
1d(ru 1—v
i e =0, 10.91
dr [r dr ] + E !/ ( )

misséd f,- on tilavuusvoiman komponentti.

Esimerkki 10.2 Madritetiadn kulmanopeudella w pydrivin ympyrilevyn siirtymdt ja
jannitykset.
Kuvan 10.7 pyorivin levyn, kiekon, tilavuusvoima on keskipakoisvoima

fr = pu®r. (10.92)

Py6rahdyssymmetrisen tapauksen siirtymémenetelmén differentiaaliyhtélostd (tasa-
painoehdosta)

d [ld(ru)] _ 12

2
ar T (10.93)

r dr
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saadaan integroimalla

1d(ru) 1—v2 o
- - " v o
o) +C1

r dr

ja edelleen
d(ru) 1—12 r3
=TT g puw? ? + Chr.

Vield kerran integroimalla tulee

1— 12
)

ru = —

r4 r
pw2§ +C1E + O,

joten radiaalisen siirtymén lauseke on

Siirtymén avulla lasketaan jannityskomponentit

FE du n u
r=——7s |0 +v-
7 1—v2 \ dr r

2 E E 1
:—&(3 +v)r? + Oy

8 20—v) l4wvr?
__E (w,  du
e T2\ 7 dr
pw E EF 1
=— 1 —.
— +3v)r? + C 50 —) +021+W2
Séteen suuntaisen siirtymén reunaehdosta saadaan
u(0)=0 = (=0,
ja ehdosta
2
_pw” E E 1
r(a) = 3 C - C — =
or(a) 8 —B+v)a®+C 2(1—) T a2

Tehtavan ratkaisu on

_1-v 2 3
U= oW 23+ v)aPr — (1 +v)r?),

2

pw?
3 (3 +v)(a® - r?),

or(r) =
op(r) = ”;’ [(3+ v)a® — (1 + 3v)r?).

Jannitysjakaumat on esitetty kuvassa 10.8.

(10.94)

(10.95)

(10.96)

(10.97)

(10.98)

(10.99)

(10.100)

(10.101)

(10.102)

(10.103)

(10.104)

(10.105)
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0.5 T T T T
04 F == ]
:6 0.3 s -
3 Y
= S
= 02} o R
5 i — N
0.1 ]
0 | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
r/a
Kuva 10.8 Ympyralevyn jannitykset o, ja o, kun v = 0.3.
i
i
|
i
|
i
|
|
: ®p
I
|
i
|
i
|
i
|
i
Kuva 10.9 Ympyrarengas.

10.6 Ympyrarengas

Muodonmuutoskomponentit napakoordinaatistossa ovat kaavojen (10.22), (10.24) ja (10.25)

perusteella
ou

r— A > ]. ]_

€ o (10.106)
w 10v

= 10.1

€y i (10.107)
10u Ov v

g = —— + — — — 10.108
Tre rdp Or r ( )

Tutkitaan pyorahdyssymmetrisen kappaleen erikoistapauksena rengasta, kuvassa 10.9.

Otaksutaan renkaan poikkileikkauksen halkaisija pieneksi renkaan séteen rinnalla, jolloin
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N
[P D
p
pcosp
¥
/ -

N
Kuva 10.10 Séteen suuntainen tasainen kuorma ympyrirenkaalla.
voidaan asettaa

e = 0. (10.109)

Jos renkaan sidde on a, niin nollasta poikkeavat muodonmuutoskomponentit ovat

10
gpla) = g + E%’ (10.110)
10u Ov v

trpla) = L5 T (10.111)

Pyorahdyssymmetrisessd tapauksessa muodonmuutosten kaavat yksinkertaistuvat muo-
toon

gpla) = (10.112)

er =0, vy =0. (10.113)

Esimerkki 10.3 Renkaaseen kohdistuu sdteen suuntainen tasainen painekuorma. Mddi-

ritetddn renkaan jinnitys, muodonmuutos ja siirtymd.

Aukileikatun renkaan tasapainoehto on

/2
2N = / pcosadp = 2pa, (10.114)

—m/2
misté ratkaistaan renkaan normaalivoima

N = pa. (10.115)

Renkaan jannitys, muodonmuutos ja siirtymé ovat

N
oo =7 =12, (10.116)
U‘P pa
=T _ D0 10.11
6‘9 E EA) ( 0 7)
2
u=ae, = %, (10.118)

missd A on renkaan poikkileikkauksen pinta-ala.
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My M * \
My COS @ B
=
T
—
Kuva 10.11 Tasainen vadntémomenttikuorma ympyrarenkaalla.

Kuva 10.12 Ympyrarenkaan poikkileikkauksen kiertym.

Esimerkki 10.4 Tutkitaan ohuen ympyrdrenkaan vidntdd.

Tasaisella vidntomomentilla kuormitetun ympyrirenkaan tasapainoehto on

w/2

2M = / My, COS a dy = 2mya, (10.119)

—m/2

josta ratkaistaan renkaan taivutusmomentti

M = mya. (10.120)

Renkaan poikkileikkaus, kuvassa 10.12, kiertyy kulman [ verran viantokeskion O ym-
péri. Talloin radiaalinen siirtymé on

jonka avulla saadaan muodonmuutos

ja vadnnon aiheuttama renkaan jannitys on

u=—py, (10.121)

ey = _% ~ _%, (10.122)
E

oy = —%. (10.123)

Renkaan normaalivoima on nyt nolla, koska

EB

a

N, = /ag, dA = -2 /ydA =0. (10.124)
A

A
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fa

Op

X
>

fa?
Ebh

u

2 I 5 fa?
Ebh

Kuva 10.13 Ylireunasta tasaisella kuormalla kuormitettu ympyrirengas, jonka poik-
kileikkaus on suorakaide.

Renkaan taivutusmomentti on

E E
M = —/y% aa =B /y2 dA = —612. (10.125)
a a
A A
Koska
M = m,a, (10.126)
saadaan kiertymélle kaava
2
My
= 10.127
g = (10.127)
ja tasaisen vidntomomenttikuorman aiheuttama renkaan venymé, jinnitys ja siirtyma
ovat
My
_ 10.128
Ep EL Y, ( )
gy =y (10.129)
L
mya®
u=uag, =—fy=— (10.130)

EL

Esimerkki 10.5 Ympyrdarenkaan poikkileikkaus on suorakaide. Renkaan ylireunaan
kohdistuu sdteen suuntainen tasainen viiwvakuorma f. Mddritetddin renkaan jinnitys
o, ja surtymd u.

Kuvan 10.13 suorakaidepoikkileikkauksen tapauksessa

_bn®

I, =—. 10.131
5 (10.131)
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Téll6in jannitys ja siirtymé ovat

/(3)r
a 2 a 6

o, = ch_h -y - ch_h (1 - Ey) , (10.132)

12

h

fls)ae 2
_ fa 2 _fa (S
“=Eeh T T Eoe YT En T RY) (10-133)

12



Luku 11

Levytehtavan ratkaisu
elementtimenetelmalla

Levytehtaville voidaan johtaa likiratkaisumenetelmid virtuaalisen tyon periaatteen avulla.
Kimmoisen kappaleen tapauksessa voidaan kiyttdd myos potentiaalienergian minimin peri-
aatetta. Elementtimenetelméssi tarkasteltava kappale, esim. levykannattaja jaetaan osiin
eli elementteihin. Elementin alueella siirtymétilaa approksimoidaan polynomeilla, joiden
taytyy olla jatkuvia elementistd toiseen. Yksinkertaisin elementti on siten kolmioelement-
ti, jonka alueella siirtymid w ja v interpoloidaan lineaarisilla polynomeilla.

Tasojannitystilassa lineaariset kimmoiset konstitutiiviset yhtalot eli yleistetty Hooken
laki voidaan kirjoittaa matriisimuodossa

Oz E €x
_ 1 0
o | =12 v Lo Ey (11.1)
Tay 0 O Yoy
2
tai lyhyemmin
o = De, (11.2)
missa
Oz Ex
o=\ o0, |, e=1| g (11.3)
Txy Yy

ovat jannityskomponentit ja muodonmuutoskomponentit siséltévit vektorit ja

1 v 0
E
D= |V 1 1EV (11.4)
00

on tasojannitystilan isotrooppisen aineen kimmomatriisi (materiaalin kimmoinen jaykkyys-

matriisi).

185
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Muodonmuutosten ja siirtymien véliset kinemaattiset yhtdlot tasotapauksessa ovat

2
€x Ox
o 2 ||® 11.5
v | T aay v (11.5)
w] |2 @
L 9y Oz |
eli
e =Vu, (11.6)
misséd on merkitty lyhyemmin i i
9
ox 9
V = 0 Ew (11.7)
o9
| Jdy Oz

on derivaattaoperaattorimatriisi ja
u(z,y) = [ ula, ) ] (11.8)
T,y

on mielivaltaisen pisteen (x,y) siirtymévektori.
Jaetaan tarkasteltava levy, esim. kuvassa 11.1, elementteihin, jotka liittyvat toisiinsa
solmupisteissd. Merkitddn, ettd elementin solmupisteiden lukuméérd on n. Yhden elemen-

tin alueella siirtymévektoria u interpoloidaan muotofunktioiden N;(xz,y), i = 1,...,n ja
solmupistesiirtymien (u;,v;), i = 1,...,n, avulla interpolaatiokaavoilla
n
i=1
n
v(x,y) =Y Ni(z,y)v;, (11.10)
i=1

tai yhdistetylla kaavalla
=>_ Ni(z,y)lq; (11.11)
i=1

missé,

N= | N0 o b (11.12)
0 N 0 1
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Nl(xvy)
1 3
1
2
N3(x7y)
3
1
2
NQ(xay)
3
1
2

Kuva 11.1 Levyn diskretointi kolmioelementeill.

ja

q;

U
[ ! ] (11.13)
Vi
on solmupisteen ¢ siirtyméavektori.
Siirtymien interpolaatiokaavat voidaan kirjoittaa matriisimuodossa

ul
U1

U2
|: Nl(.]?,y) 0 NQ(xvy) 0 Nn(xvy) 0 Vg

Un

Un |

(11.14)
eli
u = Naq. (11.15)

Muodonmuutosten interpolaatiot elementin alueella saadaan derivoimalla siirtymien

interpolaatioista
5$ n Ni,$ 0
W
g | = Z 0 Niy [ Uz ] , (11.16)
Yy =1 Nz,y Nz,a:
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tai lyhyemmin merkittyné

n
e=> B, (11.17)
i=1
missa
Nigz 0 »
B, = 0 Niy | qi:[ Z], it=1,...,n, (11.18)
s
Ni,y Nz,x !
tai vield lyhyemmin
e = Bq, (11.19)
missé
q1
92
B:[B1 B, --- Bn], a=| . |. (11.20)
dn

Levyn muodonmuutosenergian tiheys mielivaltaisessa pisteessi (z,y) on !

1 1
o(x,y) = 5sTDs = §qTBTDBq, (11.21)

jossa on sijoitettu € = Bq ja ! = q'B7.
Elementin e muodonmuutosenergia on tilavuuden yli integroitu muodonmuutosenergian

tiheys
1
Ue = 5qT / B DB dVq, (11.22)
Ve

missd V. on elementin e tilavuus. Levyelementin tapauksessa
Ve = Ach, (11.23)

missd A, on levyelementin pinta-ala ja h on levyn paksuus.
Kappaleen kokonaispotentiaalienergia on

I=U+YV, (11.24)
missd V' on ulkoisen kuorman potentiaali

ve-[[nn]]

v

dV—/ [ i, 1, ] [Z] ds, (11.25)

St

missi b, ja b, ovat tilavuusvoimat ja ¢, ja ¢, ovat reunan osalla S; tunnetut reunakuormat,
kuvassa 11.2.

!Yldindeksi T merkitsee vektorin tai matriisin transponointia.
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T

Kuva 11.2 Levyn kuormitukset.

by _ ta
] e [2) wan

jolloin voidaan kirjoittaa absoluuttisella merkintatavalla

Merkitaan

V= —/bTudV - /tTudS. (11.27)
% S1

Sijoittamalla siirtymien interpolaatiokaava (11.15) ulkoisen voiman potentiaalin V' kaa-
vaan (11.27) tulee

V= —qT/NTb v — qT/NTE dsS = —q'f, (11.28)
\4 S1
missi,
f= /Ndev+/NTEdS (11.29)
\% S1

on kuormavektori.

Rakenteen potentiaalienergia lasketaan summaamalla elementtien osuudet yhteen eli

E
m=> T, (11.30)
e=1

missd F on elementtien lukumééra.
Virtuaalisen tyon periaatteen mukaan tasapainoasemassa potentiaalienergian ensim-
méinen variaatio on nolla:

ST = 6U + 6V =0, (11.31)

missi
oU = o6q’ / B'DBdVq = dq'Kq, (11.32)

Ve
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AVy Avs
Uy U3
4 3 -
b

AVL AV2

1 21 2 22 S
[ -l
(i =1

a

Kuva 11.3 Suorakaide—elementti.

6V = —oq’'f (11.33)
ja
K= /BTDB dv (11.34)
Ve

on jaykkyysmatriisi.

Rakenteen jaykkyysmatriisi kootaan elementtien jaykkyysmatriiseista. Edelld olevat
kaavat on kirjoitettu ajattelemalla siirtymien interpolaatio kirjoitetuksi koko analysoitavan
kappaleen alueelle.

Ehdosta

5H:5qT(/BTDBdV—f) =0 (11.35)
\%
seuraa

Kq=f, (11.36)

josta ratkaistaan (reunaehtojen sijoittamisen jélkeen) solmupistesiirtymien vektori
q=Kf. (11.37)
Solmusiirtymien avulla lasketaan muodonmuutokset
e = Bq. (11.38)

Jannitykset lasketaan kaavalla
o = De = DBe. (11.39)

Esimerkki 11.1 Madritetidn suorakaide—elementin jaykkyysmatriisi.

Tarkastellaan kuvan 11.3 suorakaiteen muotoista elementtié (x,y)-koordinaatistossa.
Elementin sivumitat ovat a ja b z:n ja y:n suunnissa. Madrittelemé&lla laaduttomat
koordinaatit

z Yy
= — t== 11.40
T b ( )
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Kuva 11.4 Suorakaide—elementin muotofunktio Nj.

elementin bilineaariset interpolaatiofunktiot voidaan kirjoittaa muodossa

Ni(s,t) =(1—s)(1—1),

No(s,t) =s(1 —t),

(11.41)
NB(Sa t) :Sta
Ny(s,t) =(1 — s)t.
Muotofunktio N3 on piirretty kuvaan 11.4.
Muotofunktioiden derivaatat lasketaan ketjusdannolla
—-— = — — =1,2,3,4 11.42
9~ 0s oz ot ow T BB (11.42)
ON; ON; Os ON; Ot .
= — —, =1,2,3,4. 11.43
oy~ 0s oy ot oy (11.43)
Suorakaidegeometriassa
ON; ON;1 ON; ON;1
= —_ = —_—. 11.44
ox ds a’ Oy ot b ( )
Muotofunktioiden derivaatat koordinaattien s ja ¢t suhteen ovat
(9N1 8N1
Z1 1= S T
= —-n, Sre-(1-9),
(9N2 8N2
75 AT =
(11.45)
oNs _, oNs _
ds o7
3N4 8N4
e 4 1=
0s ’ T

Elementin jiykkyysmatriisi on

1 1
K://B%Bmwﬁ, (11.46)
0 0
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missa
1-—t 1-—t t t
— 0 0 - 0 - 0
“ 1-s @ S N “ 1-s
1—s 1—t s 1—t s t 1-—s t
b a b a b a b a
1 v 0
D=p |V ! . 0 |, (11.48)
—v
0 0
2
Eh
D=——. 11.49
1 _ V2 ( )
Lasketaan esimerkiksi jaykkyysmatriisin termi K11
_1-t
11 a
Ky —fo[ —% 0 _1? ] —V% abds dt
00 _1-vil-s
2 b
11 b1 11.50
:fo[(l—t)2—+ V(l—s)ﬂ] ds dt (11.50)
00 a 2 b
16 11—-va
<3 a 3 2 b)
Merkitsemélla b )
a —v
== = - 11.51
a=y o P=E (11.51)
voidaan jaykkyysmatriisin alkio K77 kirjoittaa muotoon
K = DY zpo‘. (11.52)
Nelisolmuisen levyelementin jiykkyysmatriisiksi saadaan
r Btpeo 1+v _2B8—pa _1-3v _ Btpa 14v B—2pa 1-3v
3 8 6 3 6 ] 6 8
14v a+pB 1-3v a—2p83 14v a+tpf _1-3v 20—pf
8 3 8 6 3 6 8 6
_ 2B—pa 1-3v B+pa 14w B—2pa _1-3v _ Btpa 1+v
6 8 3 8 6 8 6 8
_1-3v a—2p83 14+v a+pB 1-3v 2a—pp 1+v a+pB
K=D 8 6 8 3 8 6 8 6
_ BH4pa _14v B—2pa 1-3v B+pa 14+v _ 28—pa _1-3v
6 8 6 8 3 8 6 8
_14v _a+pp 1-3v  _ 2a—pf 14v a+pfB 1-3v a—2pf3
8 6 8 6 3 8 6
B—2pa _1-3v B+pa 1+v _ 2B—pa 1-3v B+pa 14w
6 8 6 8 6 8 3 8
1-3v _2a—pp 14v _atpB _1-3v a=2p3 14v atppB
L 8 6 8 6 8 6 8 3
(11.53)
Sijoittamalla siirtymien esitykset (11.14) Lamén yhtaloihin
(Vu)'DVu =0 (11.54)
saadaan jadnnosjannityksind x:n suunnassa
E
1— V2 + U3 — vg) (11.55)

2(1 —v)ab (v
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a

Kuva 11.5 Lineaarisesti jakautunut kuorma suorakaide—elementin reunalla.

ja vastaavasti y—akselin suunnassa

E

m(ul — U9 + U3z — 'LL4). (1156)

Jadnnosjannitykset ovat nollia tasaisessa vedossa, kun
Ul = Ug, Uz =U3, V] =0V ja U3 = Uy, (11.57)

ja tasapainoehdot toteutuvat tilloin. Epédtasapaino on verrannollinen leikkausjinni-
tykseen.

Esimerkki 11.2 Mddritetadn lineaarista reunekuormaa vastaava kuormavektori.

Suorakulmaisen nelisolmuisen levyelementin reunalla vaikuttaa lineaarisesti jakautu-
nut reunakuorma t,, kuvassa 11.5,

ty(s) = (1 — s)tya + stys. (11.58)

Elementin reuna 4 — 3 on nyt osa levyn reunaa Si, jolla reunakuorma tunnetaan.
Koska tilavuusvoimia ei ole ja reunakuorman komponentti ¢, on nolla, kuormavektori
on téssi tapauksessa

f:/NT [ 2/ } ds. (11.59)
d :

Vapausasteisiin v liittyvé osa f, kuormavektorista saadaan sijoittamalla reunakuorman
lineaarinen interpolaatio ja muotofunktiot V; kehitettyni elementin reunalla 4—3. Kun
elementin paksuus h = 1 tulee

- N
1
N
fv =a t, ds
{ N; | Y
L Ny
(11.60)
0
1
0 _ _
ZGJ 5 (1 = s)tya + sty3]ds.
L 1—s
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Yy,v
A i
J
i
T, U
Kuva 11.6 Kolmioelementti.
Laskemalla integraalit saadaan
fvl 0
;”2 = 1,z 0 L. (11.61)
v3 6a_y4 + 3at_y3
fv4 %atyél + %aty3
Edelld
1 1 1
1—5)2ds= [ s*ds =1, 1—s)sds = 1. 11.62
3 6
0 0 0

Esimerkki 11.3 Madritetiadn kolmioelementin jaykkyysmatriisi.

Kuvan 11.6 kolmisolmuisen elementin alueella interpoloidaan siirtymié u ja v lineaa-
risilla polynomeilla

U(Z‘, y) =01 + a2% + asy,
(11.63)
'U(:E, y) =a1 + a2r + agy,

missd «;, 1 = 1,2, 3, ovat vakioita. Merkitdin, ettd kolmioelementin solmujen numerot
ovat i, 7 ja k. Kehittdmall4 siirtymén v interpolaatiokaava elementin solmuissa tulee

U; =01 + Qax; + 3y,
uj =0 + @axj + asyj, (11.64)

Ur =1 + Ty + a3yk-

Ratkaisemalla yhtéloryhmaé (11.64) kertoimien «;, i = 1,2, 3, suhteen ja sijoittamalla
ndmé interpolaatioyhtaloihin (11.63) saadaan siirtymien interpolaatiokaavat

u(z,y) =Ni(z,y)ur + No(z,y)uz + N3(z,y)us,
(11.65)
U(xa y) :Nl(xa y)'Ul + NQ(xa y)”? + Ng(if, y)Ug.
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Kaavoissa (11.65) muotofunktiot ovat

1
Ni(z,y) = ﬂ(al +bix + cay),

1
Na(z,y) = ﬂ(ag—kng—k@y), (11.66)

1
Ni(z,y) = ﬂ(as + bz + c3y),
joissa olevat kertoimet ovat

ar = Tayz — T3Y2, b1 =Yz —y3, €1 =23~ T,
az = x3y1 — T1Y3, b2 =y3—y1, C2 =21 — T3, (11.67)

a3 = x1Yy2 — T2y1, b3 =y1 —y2, €3 =2 — 17,

2A on elementin kaksinkertainen pinta—ala

Li  Yi
24=11 z; y; |=(a;i+a;+ar) = (a1 + a2+ a3). (11.68)
L xk gk

Muodonmuutosten interpolaatiokaavoihin

Ex n NzT 0 w
ey, | = 0 Ny [ U? ] : (11.69)
L ’YJM/ i=1 Ni,y Ni,:r !

sijoitetaan kolmioelementin tapauksessa

Niw 0 Lo
Niy Nig ci b

siirtymien interpolaatiokaavojen (11.65) perusteella. B—matriisin solmuun 4 liittyvi
osa, (3 x 2)-matriisi on téssd tapauksessa

1 b; 0
B' = — ; . .
i= 352 0 ¢ (11.71)
ci b
Elementin jaykkyysmatriisin
K= /BTDB dv (11.72)
v

laskussa tarvittava tilavuuden yli integrointi on nyt triviaali toimenpide, koska muo-
donmuutokset ja B-matriisin alkiot ovat vakioita elementin alueella. Tilavuusinte-
graali lasketaan siis kertomalla vakiomatriisien tulo elementin tilavuudella h¢A€.

Jaykkyysmatriisi voidaan osittaa solmupisteiden mukaisesti yhdeksédan osaan
K1 Ko Kis

K= | Ky Ky Ko |. (11.73)
K3 Kiz Ks3
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Tyypillinen jaykkyysmatriisin osa, (2 X 2)—-matriisi on
K;; = B/DB; Ah (11.74)
ja

1—-v v
Eh bibj + TCiCj VbiCj + Tcibj

1-— 1—
Tybicj‘ CiCj + Tybzbj

K = i,j=1,2,3. (11.75)

1
1 —V2 VCibj + 4A

Esimerkki 11.4 Mddritetadn kolmisolmuisen vakiomuodonmuutoselementin kuorma-
vektori tasanjakautuneesta tilavuusvoimasta.

Merkitédén, etté tilavuusvoimavektorin komponentit ovat

b= { e } : (11.76)
by
Solmuun 7 liittyva tilavuusvoimavektori on

" :V/ S e L v il

missé by (z,y) ja by(z,y) ovat nyt oletuksen mukaisesti vakioita.

Koordinaattien z ja y integraalit ovat yleisessd suorakulmaisessa (z, y)—koordinaatistossa

1 1
/di = g(ﬂfl + x9 + x3), /ydA = g(yl +y2 +ys3), (11.78)
A A

jotka ovat samalla kolmion painopisteen koordinaatit. Sijoittamalla origo kolmion
painopisteeseen integraalit (11.78) menevét nolliksi, ja

_am, L
/Nl(x,y)dA— 2AA_ 3A, (11.79)
A

24
koska painopistekoordinaatistossa a; = = = as = a3. Samalla tavalla lasketaan
1
/Ng(x,y) dA = /Ng(a:,y) dA = §A. (11.80)
A A

Vaihtoehtoisesti muotofunktion N; integraali kolmioalueen yli voidaan laskea pyrami-
din tilavuuden kaavan V = §Ah avulla.

Muotofunktioiden N; integraalien avulla saadaan vakiotilavuusvoimien tapauksessa
solmun ¢ kuormavektoriksi

1
[(fy)@l zAhby ' ey

Pintaintegraalin laskemiseksi kolmionmuotoisessa alueessa on kitevid ottaa kayttoon
alakoordinaatit, kuvassa 11.7,

A;
Li=5l =123 (11.82)
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(z1,91)

(z2,92)
Kuva 11.7  Alakoordinaatit.
eli 4 4 4
Ly=2 L,=22 ;=22 11.

1 A ) 2 A ) 3 A ) ( 83)
missd A on kolmioelementin pinta—ala. Esimerkiksi solmupisteen 1 koordinaatit ovat
(1,0,0).

Siirtymien lineaariset interpolaatiot ovat
u(Ly, Ly, L3) =Liuy + Laug + L3ug,
(11.84)
v(L1, L2, L3) =L1v1 + Lava + Lavs,
ja ndiden kaavojen avulla péddtellidn, ettd alakoordinaattien L;, ¢ = 1,2,3 avulla
lausutut lineaariset muotofunktiot N;(L1, Lo, L3), i = 1,2,3 ovat
Ny =1L;, No=1Ls, N3=Ls. (11.85)

Solmuun 7 = 1, 2, 3 liittyva tilavuusvoimavektori on

L; 0 by (L1, Lo, L3)

£, = Ah, 11.

' /{ 0 LiHby(Ll,LQ,L@ dah (11.86)
A

Alakoordinaateille pétee integrointikaava

1ble!
LOIALSdA = — 25 94 11.87
/123 (a+b—|—c—|—2)' ( )
A
Integraalikaavan perusteella esimerkiksi
1 1 1
LidA= ———————2A=-"2A=—A. 11.88
/ ! (1+0+0+2)! 6 3 (11.88)
A
Tasaisen tilavuusvoimakuorman tapauksessa tulee
= —Ah , (11.89)
[ (fu)% 3 by

kuten edelld toisella tavalla.
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Kuva 11.8

Suorakaidelevyn diskretointi kolmioelementeill.

O 4 ")7
1 3 2
© ®
@ ©
. 8
2 5
® @
@
3 (o] 6 J9

Esimerkki 11.5 Muodostetaan kuvan 11.8 kolmisolmuisista elementeistd koostuvan

elementtimallin tasapainoyhtdildiden ryhmd.

Kuvan 11.8 solmupistenumerointia vastaten kootaan yhtiléryhmé (2 x 2)-matriiseista

K,;; muotoon

F K11 Kis 0 K4 0 0 0 0
Ky Ko Koz Kay Kz 0 0 0
Ky Kio 0 Ky Kys 0 Kyr 0

0 Ks Ksz3 Ksi Kss Ksg Ksr Kiss
0 0 0 Kz Ko 0 K77 Kig
0 0 0 0 Kss Ksgs Kgr Ksgs
L O 0 0 0 0 Kog 0 Kogs

© © © O

0
Koo
0
Ksog

Koo |

q1
q2
qs3
q4
qs
q6
qr
qs

L 9

(11.90)

Elementin numero 5 jaykkyysmatriisin osat, (2 x 2)-matriisit summataan globaali-
seen jaykkyysmatriisin blokkiriveille ja —sarakkeille 4, 5, 7. Elementin 5 summauksen

jilkeen saadaan tilanne

000 0 O 0 O O0O07F
000 0O O 0 O 00O
000 0O O 0 O 00O
000 Kj; K 0 K, 00
0 0 0 Ki; 1 0 K}, 00
000 0 O 0 O 00O
000 Kj; Kj 0 K, 00
000 0O O 0 O 0O
looo o o 0o o o0 o0]]

a1
q2
q3
q4

ds
qr
qs
qo |

fi 7

f5
f3
fy
f5

f7
fs
fo

(11.91)



Luku 12

Kuoriteoriaa

12.1 Pintojen geometriaa

Pinnan maéérittelee kolmiulotteisessa avaruudessa vektorin r péa#tepisteiden ura. Pinnan
yvhtélo voidaan esittdd muodossa

r =r(a,f) (12.1)

missd « ja § ovat kiyraviivaiset koordinaatit, kuvassa 12.1. Pinnan yhtalo on parametri-
muodossa

$:f1(a7ﬁ)7 y:fQ(a7ﬂ)7 Z:f3(a7ﬂ)' (122)
Eliminoimalla « ja (3 saadaan yht&lo
F(z,y,2) =0 (12.3)

tal koordinaatin z suhteen ratkaistuna

z = f(x,y). (12.4)

Pisteiden C' ja D paikkavektorit kuvassa 12.1 ovat r ja r+dr, ja pisteiden kiyraviivaiset
koordinaatit ovat vastaavasti («, 3) ja (« + da, 8+ d3). Vektorin r differentiaali on

= — —dg. 12.
dr 8ada + 8ﬁdﬁ (12.5)
Kaarialkion C'D pituus on
ds = |dr|, (12.6)
ja kaarialkion neli6 on
ds® = |dr|? = dr - dr = Edo® 4 2Fdadf + GdS?, (12.7)

missé

or or _ovor oyoy 020
Oa 0o Oada Oada Oada’
or or _owon oyoy 0:0
o 0B 0adf  O0adB  0Oadp’

E (12.8)

F (12.9)

199
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Kuva 12.1 Kaareva pinta.

Oor or 0zor Oydy 0z0z
93 0B 9308 09308 9305

Viiva—alkion nelion lauseke méérittelee pinnan ensimmaisen nelimuodon.

G = (12.10)

Koordinaattiviivojen ja samalla pinnan tangenttivektorit tarkastelupisteessa ovat

or or

= — = — 12.11
gOl aa I g,@ 8/8 bl ( )
ja
Jr Or
:a.%:ga.gﬂ:@cosx, (12.12)
missd x on tangenttivektoreiden vilinen kulma. Viiva—alkion pituus a—viivaa pitkin on
dso = VEda, (12.13)
ja vastaavasti f—viivaa pitkin
dsg = VGdB. (12.14)

Jos koordinaatit « ja 8 ovat ortogonaaliset eli kulma y = 7/2, niin
ds® = ds;, + dsj = A*do’® + B*d3, (12.15)

missé
A=VE ja B=VG. (12.16)

Pisteen C' kautta kulkeva pinnan normaalivektori on

_ 8o X 843
80 % g5l

_1for or
“ " \oa " 93)°

(12.17)
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tangenttitaso

Kuva 12.2 Tangenttitaso.

missé
or Or or||or| . .
H = 70 < 23| ~ |2a| |35 siny = VEGsinx (12.18)
ja
F2
siny = /1 —cos?y = 1—E—G. (12.19)
Siten

H =\EG - F2. (12.20)

Pinnan kahden mielivaltaisen pisteen kautta kulkevat pinnan normaalit eivit yleen-
sd leikkaa toisiaan. Pinnan jokaisen pisteen kautta kulkee sensijaan kaksi niin sanottua
kaarevuusviivaa, joiden kautta kulkevat pinnan normaalit leikkaavat toisensa (laatan ta-
pauksessa aarettomyydessi).

Olkoot r ja r + dr sekdi n ja n + dn pinnan kahden pisteen C' ja C’ paikkavektorit ja
normaalivektorit. Ehto pisteiden C ja C’ kautta kulkevien normaalivektoreiden suuntaisten
suorien leikkaamiselle on, ettd vektorit n, dn ja dr ovat samassa tasossa eli

n-dn xdr =0, (12.21)

misté seuraa

on Or 9 on Or on Or
+<n-8—n X @>d52:0.

Yhtalon perusteella voidaan maérittasd kaksi suuntaa kahdelle kaarevuusviivalle.

(12.22)
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kaarevuusviiva

leikkauspiste

Kuva 12.3 Kaarevuusviivan normaalit.

Koska a— ja g—viivojen tangenttivektorit ovat kohtisuorassa normaalivektoria vastaan,

saadaan ehdot

or or
nego =0 megs =0 (12.23)

Derivoimalla ndmé ehdot koordinaattien « ja 0 suhteen tulee

on Or o%r
e —m =, (12.24)
On Or On Or 0%r
on or _On or - M 12.2
da 98 98 oa " 9adp ’ (12.25)
2
Oon Or o°r _ N (12.26)

B o5 P

Pinnan suuret L, M ja N ovat vektoreiden r o, T g ja T gg projektiot pinnan normaa-
livektorin n suunnalle, ja ne ovat samalla pinnan toisen nelidmuodon

II = —dr - dn = Ldo® 4+ 2Mdodf + NdS? (12.27)

kertoimet.

Kertoimiem L, M ja N méiérittelykaavojen ja normaalivektorin kaavan perusteella

0?x 0%y 0%z
2 2 2
r_to o or 1| W Y W (1228
do2  Hoa 83 8a®2 H| da da da | '
r Y z

o 9o0p 0B

L=n-
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0%z 0%y 0%z
dad dad dad
0 b 0 p 0 p

O%r 1 dr Or 0% 1

o _Ltor or. _ | oz 9y gz .
M= 98 = Hoa 33 Ba0p O o g | (12.29)
gr 9y gz
ap op op
Px Py 0%z
032 932 932
2 2

C o A X 37 A - -7 -
op Hoa 08 08 H g% gg gg
op o5 0p

Koska n on vakiovektori (|n| = 1), ovat normaalivektorin derivaatat koordinaattien o

ja [ suhteen tangenttitason suuntaisia vektoreita eli
— =a-—+b— (12.31)
e} o!

ja
on _ Or Or
98~ “ba " “op’

joissa a, b, ¢ ja d ovat vakioita. Kertomalla ensimméinen yhtdlo vektoreilla r , ja r g tulee

(12.32)

—L =aFE + bF, (12.33)

—M = aF +bG, (12.34)

joista ratkaistaan
_ FM-GL b_FL—EM

a 7 ) 72 (12.35)
Normaalivektorin n derivaatta koordinaatin o suhteen on siten
on FM—-GLOr FL—EM Or
— = — —. 12.36
D 2 oa ' 2 0B (12.36)
Samalla tavalla johdetaan normaalivektorin n derivaatta koordinaatin g suhteen

0 FN —-GM 0 FM — EN 0
== =z a. (12.37)
op H? o H? ap

Normaalivektorin kaavan (12.17) ja ylla olevien normaalivektorin derivaattojen kaavo-
jen (12.31), (12.32) perusteella saadaan

dn v EM - FL

on Or EN-FM
on Or FM-GL (12.40)

P A
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C D
kaarevuusviiva
(R+dR)(n+dn)
p+dp leikkauspiste
Kuva 12.4 Kaarevuuskeskipiste.
on oOr FN-GM
e X == 12.41
" 98 " 0B H (12.41)
Sijoittamalla namé kaavat yhtaloon (12.22) tulee
da\? da
(EM — FL) T + (EN — GL)% +(FN-GM) =0. (12.42)

Kaavan perusteella, méaarittdmalla kaksi kaarevuusviivojen suunnat médrittavad juurta,
todetaan, ettd kaarevuusviivat ovat ortogonaalisia (F' = 0).

Olkoot pisteet C' ja D kaarevuusviivalla. Pisteiden C' ja D kautta kulkevat pinnan
normaalien suuntaiset suorat leikkaavat toisensa kaarevuuskeskipisteessd K. Jana CK on
pinnan péddkaarevuusside pisteessd C, ja sitd vastaa vektori

R = Rn. (12.43)
Pinnan péadkaarevuus on
1
k=—. 12.44
- (12.44)

Pinnan jokaisessa pisteesséd voidaan muodostaa kaarevuusviivojen suunnassa kaksi pin-
nan padkaarevuutta. Kaarevuusviivan kaarevuus ei ole valttdméatta sama kuin pinnan kaa-
revuus. Kaarevuusviivalla on oma maksimi— ja minimikaarevuus.

Merkitadn, ettd kaarevuuskeskipisteen K paikkavektori on

p=r+ Rn. (12.45)
Talloin
dp = d(r + Rn) = (dr + Rdn) + ndR. (12.46)

Vektori dr+ Rdn on tangenttitason suuntainen, ja dr on kaarevuusviivan suuntainen, joten
dp on samansuuntainen kuin n ja siten

dr + Rdn = 0 (12.47)
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eli

kdr 4 dn = 0. (12.48)
Sijoittamalla tdhin
dr = g—rda + gﬁdﬁ (12.49)
dn = a—nda + a—gdﬁ (12.50)
saadaan
<k§—rd + g—) do + (k:g—; + g_ﬂ> dp = 0. (12.51)
Kertomalla tdmé yhtélo skalaarisesti vektoreilla r, ja r g saadaan kaksi yhtaloa
(kE — L)da + (KF — M)dg = 0, (12.52)
(kF — M)do + (kG — N)dg = 0. (12.53)

Yhtéloryhmalld on ei-triviaali ratkaisu, jos sen kerroinmatriisin determinantti on nolla
eli
(kE — L)(kG — N) — (kF — M)* =0, (12.54)

jonka juuret k1 ja ko ovat padkaarevuudet.
Jos a— ja (—viivat ovat kaarevuusviivat, niin F'= M =0 ja

1 L L

- == = = 12.
kl Rl B AQ’ ( 55)
1 N N
ko =—=—==—. 12.
"R, G B? (12.56)
Téassa tapauksessa ovat voimassa Gaussin-Godazzin kaavat
0 83
—(koB) = 12.
% (k2B) = k15— 50 (12.57)
0 0A
—(k1A) = ko— 12.
aﬁ(kfl ) = k2 95" (12.58)
0 (10B 0 (10A
— | == — | ==— | = —k1k2AB. 12.
o <A8a>+6ﬁ <B85> 1 (12:59)
Suure 1
ko =kiko = —— 12.
¢ =hiky = 50 (12.60)

on pinnan Gaussin kaarevuus. Jos kg = 0, niin pinnan geometria yhtyy Eukliidiseen geo-
metriaan. Niin on, jos Ry = oo tai Re = 00. Suure

1/1 1
o (k1 + k) = <R1 + R—2> (12.61)

on pinnan keskikaarevuus. Pintoja, joiden keskikaarevuus on nolla, nimitetddn minimipin-
noiksi.



206 LUKU 12. Kuoriteoriaa

Kuva 12.5  Kuoren alkio (Ada, Bdf).

12.2 Kuoren kalvotila

Kuoren kalvotilan ratkaisussa jatetddn taivutusmomentit ja vadntomomentti sekd pintaa
vastaan kohtisuorat leikkausvoimat huomioonottamatta. Tarkastellaan kuorta, jonka pak-
suus h on vakio. Koordinaattiviivoiksi « ja 3 valitaan ortogonaaliset kaarevuusviivat. Ku-
van 12.5 kuorialkion sivujen pituudet ovat

CCy = Ada, (12.62)
0A
= - 12.
DD, (A + e dﬂ) do, (12.63)
CD, = Bdp, (12.64)
DCy = (B + 8—Bda> dg. (12.65)
Oa

Pisteen C kautta kulkevissa pédénormaalitasoissa mitattavat kulmat do ja d¢g ovat

Ado

= 12.66

dba = S (12.66)
B

dog = Riﬂ (12.67)
B

Pisteen C kautta kulkevan pinnan tangenttitason kulmat di, ja dig ovat

DD, —CG_104,, (12.68)

Do = CD, BB
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d(BN.)
T A, /
NgaAdoz—i— 9(ANsa) 154
NosBdj + OBNas) 45
Oa dwﬁ g
D NgAdo + ANB dBdo

Kuva 12.6 Kalvovoimien tasapainoehdot, f;, f, ja f. ovat yksikkopinta-alaa kohti.

DC, - D,C 1B
— o = aa. (12.69)

Kuorialkion C' D1 DC tasapainon tarkastelua varten perustetaan kuvan 12.6 pisteeseen

dipg =

C suorakulmainen (z,y, z)-koordinaatisto siten, ettd z—akseli osoittaa normaalivektorin n
suuntaan ja x on a—viivan tangentin ja y on vastaavasti f—viivan tangentin suuntainen.

Tasapainoyhtélot ovat nyt mielivaltaiselle kuorialkiolle

Y F=0, Y F,=0, Y F.=0, (12.70)

ja
> M. =o0. (12.71)
Kuvan 12.6 avulla tasapainoyhtaloistd seuraa
0 0B 0 0A
BN, —Np AN ABf, = 12.72
5 (BNa) = 5N + 55 (ANso) + 5 Nog + ABf =0, (12.72)
0 0A 0 B
—(ANg) — =—= N, + — (BN, —N, ABfz =0, 12.
95 ANs) = g Na + 57 (BNog) + 5o Nsa + ABf5 =0 (12.73)
No Ng
T L A g 12.74
Bt =0 (12.74)
Nug — Njo = 0. (12.75)

Kuorialkion momentin tasapainoehdosta normaalin (akselin z) ympéri saadaan

Nup = Ng, (12.76)
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ja muut tasapainoyhtélot hieman yksinkertaistuvat muotoon

0 0B 18

D0 —(BN,) — 90 ——Ng A a9 (A Nag) + ABf, =0, (12.77)
0 0A 1 0 9
86(14]\75) 85N B B (B Nag) + ABfg =0, (12.78)
Na
R_ Rﬁ — fn=0. (12.79)

Tehtéva on staattisesti madratty, jos pintavoimat ja reunalla vaikuttavat voimat on

annettu.

12.3 Pyoriahdyskuoren kalvotila
Pyorahdyskuoren meridiaanin yhtélo on
r=r(z). (12.80)

Pyorahdyssymmetrisen kuoren pinnan mielivaltaisen pisteen koordinaatit voidaan antaa

muodossa
x=r(z)cosB, y=r(z)sinp, (12.81)

ja pisteen C paikkavektori suorakulmaisessa (z,y, z)-koordinaatistossa on
r = r(z)cos fi+ r(z)sin 5j + zk. (12.82)

Valitsemalla kiyrat z = vakio ja meridiaanit g = vakio koordinaattiviivoiksi saadaan

or  0r(z) ( )
%~ 9, sin Bi + cos 3j + k, (12.83)
Or e .
a3 = —r(z)sin fi + r(z) cos fGj. (12.84)
Pinnan 1. neliomuodon kertoimet ovat nyt
2o O (N o (N sy (O (12.85)
0z 0z \0z 92 ) M N 9z ) ’
Jr Or
2 _ Or Or 9 .2 2,273 _ 2
B =95 95 rsin® 0 4+ r<cos” § = r-. (12.86)
Siten
or\? or\?
A=4|/1+|=— ), B=r, H=AB=r(/1+ , (12.87)
0z 0z
Pty (12.88)

op 0z
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B
I
g1
r(z)
n
”
Kuva 12.7 Pyorahdyskuori.
Kuoren normaalivektori on
1 |or " Or
n=—|— X —
H |0a 00
i j k
1|0 0
=H a—ZcosB 8—251115 1 (12.89)
—rsinf  rcosfB 0
0
:—%(cos Bi + sin Bj — a—ik).
Derivoimalla paikkavektori koordinaattien z ja (3 suhteen tulee
Pr  9%r(z) . O%r(z) L.
52 9.2 0s 01 + 5.2 sin ], (12.90)
O () cos i - r(z)sin 5 (1201)
— = —7r(z) cos Bi — r(z) sin [3j. .
0 )
Pinnan toisen nelimuodon kertoimet L, N, ja M ovat pyoriahdyspinnan tapauksessa
0’r r (0% ?r ., 1 0%
L:n@:—ﬁ <@COS ﬂ—i-@sm /8> :_ET@ (1292)
82 1 2
N:n-a—ﬂgzﬁ( 20082ﬂ+r25m2ﬂ):%, (12.93)
2
M=n-2% _y (12.94)

9208
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Koska nyt F' = M = 0, yhtenevit koordinaattiviivat z = vakio ja 3 = vakio kaarevuus-

viivoihin, ja kaarevuudet ovat

0%r
1 L 9.2
=== 0z - (12.95)
“ or\ 2|2
1 e
’ <a>
1 N 1

r

()]

Pyorahdyskuoren tapauksessa yleisen kuoren kalvotilan tasapainoyhtdlot muuntuvat

muotoon

0 or r\* ON,g or\”
S (rNa) — SENg+ 414 (22 Ji+ (2 fa=0, 12.
8Z(r ) PR <8z> a9 +rq/1+ (82:) fa=0 (12.97)

2 2

1+ (%) %—];ﬂ + %%(TZNaﬁ) +ry/1+ <%> fz =0, (12.98)

0?r 5
—lZQNa—i—Nﬁ—r 1+ <g> fn=0. (12.99)

(2 g
0z
Homogeenisen probleeman

fa=Ffa=fn=0 (12.100)

ratkaisu voidaan esittdd jannitysfunktion ® avulla muodossa

2

a:r_AQg_(;’ Nﬂ:i%g_;’ Nag:—% <§> (12.101)

Talloin ensimméinen ja kolmas tasapainoyhtéld toteutuvat ilman muuta, ja toisesta tasa-
painoehdosta seuraa

P*® 16 >*®
————— [P+ — | =0 12.102
022 roz? ( - 8ﬂ2> ' ( )
jonka ratkaisu on homogeenisen pyordhdyskuoren ratkaisu kalvotilassa.
Pyorahdyskuoren kuormitus on pyérahdyssymmetrinen, jos
fa=0. (12.103)
Talloin
Nog =0, (12.104)

ja saadaan tasapainon differentiaaliyht&lot

d dr
= (rN,) — —
(rNa) = —

d 2
e Ng+ry/1+ (—r> fa =0, (12.105)

dz
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d*r 3
) d
_ d,j; SNo+ Ng—ry/1+ <d_z> fn=0. (12.106)
1 R
(&)

Ratkaisemalla toisesta yhtalostd Ng, sijoittamalla se ensimmaéiseen yhtdloon ja jakamalla

lausekkeella \/1 4 (dr/dz)? tulee

Tdr d*r
1 d ) dr
d—(?”Na) - dz dz No =7 (d_fn — fa> (12.107)
dr\? % dr\ 2\ 2 -
@)
dz
eli
N I S o (ﬁfn _ fa> , (12.108)
dz dr\ 2 dz
1 N
(&)
josta ratkaistaan
1 dr\ 2 / dr
Na:; 1+ E C+ T Efn_fa dz ) (12‘109)
20
ja
d’r 5
=3 d
Ny=— 4 N 14 (d—) fu: (12.110)

missd C on vakio.
Pyorahdyskuoren meridiaanin yhtélo voidaan ilmaista myds kaavalla

r=r(«a) (12.111)

missd « on kuvassa 12.8 méiritelty kulma. Padkaarevuussiteet ovat

Ri = R, (12.112)
r
= = . 12.11
i Rﬂ sin «v ( 3)
Koska
dse = Ada = R,do (12.114)
ja
dsg = Bdf = rdf, (12.115)
niin

A=R, B=r. (12.116)
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<

R,do

N, + dN,

Kuva 12.8 Pyorahdyskuoren geometria parametrin o avulla.

Ehdosta
dr = Rodacos o (12.117)
seuraa J IB
r
@ = @ = Ra COS . (12118)
Tasapainoyhtélot kirjoitetaan nyt muodossa
ON,
9 (RysinaN,) — Ra cos aNg + Ry —L + R Rgsinaf, =0, (12.119)
oo op
Ra a5 " I sinaa_a(Rﬁ sin® aN,g) + RoRgsinafz = 0, (12.120)
No  Npg
— +—=——frn=0. 12.121
R TR, f ( )

Pyordhdyssymmetrisessé tapauksessa kuormakomponentti fg = 0, ja kalvovoima N,z =
0. T&ll6in tasapainoehdot yksinkertaistuvat muotoon

L (RysinaN.) — Ra cos aNy + RaRgsinafa =0, (12.122)
(0%
N. Ny
Ja D6 p =0 12.123
o (12.125)

Ratkaisemalla toisesta tasapainoyhtélostd Ng, sijoittamalla se ensimmdéiseen yhtdloon ja
kertomalla tekijalld sin a tulee

d
sin ozd—(rNa) +rcosaN, = Rorcosaf, — foRarsina (12.124)
e
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AZ
fn
a «
a
L
Kuva 12.9 Pallokuori.
eli p
%(sin arNy) = Rorcosaf, — foRarsina, (12.125)
josta ratkaistaan
as
1
Noy=——5—[C+ /RaRg sin a( fy, cosa — fosina) da], (12.126)
Rgsin® o
a1
ja
R
Nj = Rgfn — R—iNa, (12.127)

misséd C' on integroimisvakio.
Kalvovoima N, voidaan méadrittda myos tarkastelemalla dérellistd kuoren osaa. Merki-
tdan leikkauksen z = vakio yldpuolella olevan kuormituksen resultanttia @:1la.
Pystysuora tasapainoehto on

Q.+ 2mrNysina = 0, (12.128)
josta ratkaistaan
Q-

Ny=——"-"T—. 12.129
¢ 27rsin «v ( )

Toinen kalvovoima on N
N = Rg <fn — —a> (12.130)

R

toisesta tasapainoyhtilostd ratkaistuna.

Esimerkki 12.1 Lasketaan pallokuoren kalvovoimat.

Pallokuoren geometriset parametrit ovat
Ry,=Rg=a, A=a, B=asina, (12.131)

cosa = E, sina = C, (12.132)
a a

missd a on pallon séide.

Miéaritetdan pallokuoren kalvovoimat, kun kuormituksena on kuoren oma paino ja
lumikuorma.
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fn

F
7

Kuva 12.10 Pallokuoren pystysuora tasapainoehto.

a) Kuormana oma paino g

Kuoren normaalin n ja koordinaatin « suuntaiset kuorman komponentit ovat oman
painon tapauksessa

fn=—gcosa, fo=gsina. (12.133)

Pystykuorman resultantti on !
Q. = 2ma(a — 2)g = 2ma’g(1 — cos a), (12.134)

ja kalvovoimiksi saadaan

z 1-
Ny = d ,CQOSO‘)g:— e (12.135)
277 sin «v sin“ av 1+ cosa
N g 1 —cosa — cos? a (12.136)
=—|gcosa————)a=a . .
A g 1+ cos« g 1+ cosa

b) Lumikuorma p

Lumikuorman tapauksessa pystykuorman resultantti on (r-siteiselld kiekolla)

Q. = mr?p. (12.137)

Lumikuorman kuoren normaalin n ja koordinaatin o suuntaiset komponentit ovat

fn=—pcos’a, fo,=psinacosa. (12.138)
Kalvovoimiksi tulee
wr2p pa
No=—5—7—=—-"F, 12.139
) 27r sin o 2 ( )
, 1 1
Ng = —pacos” a+ gPa = —5pacos 2a. (12.140)

!Pallokalotin pinta-ala on S = 27 Rh, missid R on pallon side ja h on kalotin korkeus.
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p p
AAAARAAAARAARAAAAA FYYYYYYY
A z fn « d’r‘
dsq
fa
@ frndsa «
pdr = pds, cos a
a
A\ fadsa y
299 —5pa
S
Na
45°
ol o] s\l N
s>
1 1,
ag 5Pa 2pa

Kuva 12.11 Pallokuoren kalvovoimat tasaisesta kuormasta ja lumikuormasta.

12.4 Sylinteri- ja kartiokuoret

Sylinteripinnan méaérittelee yhtilo

r=ai+y(f)j+ z(B)k. (12.141)

Lamén parametrit A ja B ovat nyt
A=1 (12.142)

2 2
GG
ja
H=AB, F=0. (12.144)
Pinnan toisen neliomuodon kertoimet ovat
2 2 2

L=0, M=0, Nzn-%z%(%?—é—?—é?—é), (12.145)

ja sylinteripinnan kaarevuudet ovat
klzi:O, ]{ZQZLZEQ: 06 95 858623' (12.146)

&)+ ()]
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Kuva 12.12  Sylinterikuori.

asin 6 cos 3

1

\ Y

asinfsin
zZ_ T
Kuva 12.13 Kartiokuori.
Kartiopinta méaritellddn yhtalolld
r = acos #i+ asinfsin 5j + asin 0 cos fk, (12.147)
missi
0 =0(B) (12.148)
ja
o =% + % 4 22, Y = tan 3. (12.149)
z
Kartiokuoren tapauksessa
Jr Or 00\ ?
A=1, B=\|— —= in?60 + | — F=0, H=AB 12.150
, 95 a9 a\/sm +<8ﬂ> ) ) ) ( )
2 o0 2
L=0 M=0, N:—% [cos@sin29+2< a—ﬂQsinﬂ . (12.151)
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ja padkaarevuudet ovat
ki =—=0, (12.152)

2

cos 6 sin? 0—1—2(89)20050 ——sinf
1 N e
k= — = — =— op 385 . (12.153)

Ry, B2
sin? 6 + 06
B

Tasapainoyhtéloiksi tapauksessa Ry = oo tulee kaavoista (12.77), (12.78) ja (12.79)

(0%

0 OB ONap

N
88; 19 50 (B Nag) + Bfs =0, (12.155)
Nﬁ
.~ =0 (12.156)

Tasapainoyhtéldiden ratkaisu on

Njs = Rgfo, (12.157)
1 1 [ TO(Rsfn)
Nas = 73108) = 5 /B [T% + Bfg] da (12.158)

__ L ¢ 0 L) f
Nog a5 | e B 5 ] (et o) o

(12.159)

1

129 (Rsfn
+§Ja—{32f3[ o) da}da’

missd f1 ja fo ovat integroimisvakioita (riippuvat kuitenkin koordinaatista ) ja a; on
vakio.

Esimerkki 12.2 Madritetddn nesteelld tdytetyn putken kalvovoimat.

Tarkastellaan péistddn o = 0 ja x = L tuettua putkea, jonka side on a. Putki on
taytetty nesteelld, jonka ominaispaino on 7. Nestekuorman (hydrostaattisen paineen)
komponentit ovat

fa=0, fz=0, (12.160)

frn =va(l+ cosp). (12.161)
Suorakulmaisten ja kiyraviivaisten koordinaattien véliset yhteydet ovat
r=a, y=asinf, z=—a(l—cospf). (12.162)

Lamén parametrit sylinterille ovat

A=1, B=+/(acosfp)?+ (—asinp)? = a. (12.163)
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e L »l
< -
_ Ng _
Naﬁ Nﬁ
o
©|—yal/2
D S
i ~L2/8 2va? i
Nop/sing D
al/2
© N,/ cos 3 ral/
D | vL?/8
Kuva 12.14 Nestesiilio.
Tasapainoyhtéldiden ratkaisu on nyt
Ng = ~va*(1 + cos 3), (12.164)
1
Nop =yazxsinf + Efl (B), (12.165)
2
v x dfi(B) 1
N, =—— - = = . 12.1
-cosf— S+ (o) (12.166)
Reunaehtojen perusteella saadaan
Nz(0,83) = No(L, 8) = 0, (12.167)
joten
. VL? L df,(B)
_ s L — 12.1
PaA8) =0 ja — T5cos - T (12.168)
Jalkimmaisestd yhtdlostd tulee integroimalla
L 2
78) = - LY sing + O (12.169)

Koska ratkaisun on oltava symmetrinen tason § = 0 suhteen, on vakion Cj oltava

nolla, ja
Ng = va*(1 + cos 3),

L
Nog = —va <§ — x) sin 3,

N, = %(L—x)cosﬂ.

(12.170)

(12.171)

(12.172)

Esimerkki 12.3 Madritetiadn kartiokuoren kalvovoimat tuulen paineesta.

Kartiokuorelle
Ry =00, Ry =R=catanb,

(12.173)
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YYYVYVYVYVYY

STTTTTITTTTTT
Kuva 12.15 Tuulikuorma kartiokuorella.
A=1, B =asind. (12.174)

Tuulikuorman komponentit ovat

fa=fs=0, fn=—pcosfcosp. (12.175)

Tasapainoyhtiloista seuraa

Ng = Rf, = —pasinf cos 3, (12.176)
pL?—a® |
= / (acosf) da = 3 2 sin 3, (12.177)
pbmﬂ pCObﬁ
N, =— fa cos fdo bm@{{oﬁfa da}d
(12.178)
P L3 _ a3 L2 _ 042 )
= — 0 .
sin 6 { 3a? 2% cos 3
Kun a = L, niin
No=Nas=0 = fi(8) = f2(8) =0. (12.179)
Kun
a — 0, Ng, Nog— o0. (12.180)

Esimerkki 12.4 Lierickuorikatolla on lumikuorma p. Mddritetdin kalvovoimat ja
verrataan tuloksia pakkiteorian ratkaisuun.

Lierickuorikaton lumikuorman komponentit ovat
fe=0, fg=pcosfsing, f,= —pcos? . (12.181)

Tarkastellaan kuoren kalvotilan ratkaisua, ja verrataan sitd myohemmin palkkiteorian
antamaan tulokseen. Lieriokuoren kalvotilan tasapainoyhtilot ovat

ON, n 10Ng,
ox a 08

+fe =0, (12.182)
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——————

pdz cos 3 = pcos? Bds

Kuva 12.16 Lumikuorma lierickatolla.

ON,s 10N
it = 12.1
St a gy =0, (12.183)
1
“Np— fa=0. (12.184)
N, — N =0, (12.185)

missd a on sylinterin séide. Yhtélot saadaan yleisistd kalvotilan tasapainoehdoista si-
joittamalla niihin sylinterikuoren geometriset parametrit R, = oo, Rg = a, A = 1,
B=a,z=qa.

Integroimalla tasapainoyhtélot koordinaatin x (tai «) suhteen tulee

N = af, (12.186)
Nyg = —/ (fg + é%—?) dz + f1(B), (12.187)
N, = —/ (fx + 28]8%5) dz + f2(5). (12.188)

Jos N, ja N,s tunnetaan viivalla x = vakio, niin funktiot f; ja fo voidaan maarittaa.

Kalvotilan voimia vastaavat siirtymét lierickuorelle méaritetdan Hooken lain kaut-
ta integroimalla muodonmuutosten ja siirtymien vilisistd yhtéloistd. Talloin saadaan

ensin
S ou 1
* dx Eh
o 1 0w n w1
=4 03  a Eh
v 1ou 2(14v)
=— 4+ -——=—"—"N,3, 12.191
= 9r T a0p - ER P (12.191)
missd u on z:n suuntainen siirtymé, v on (:n suuntainen siirtymé, w on kuoren nor-
maalin suuntainen siirtyma ja h on kuoren seindméin paksuus. Jos paksuus /i on vakio,
niin saadaan integroimalla

(N, — vNpg), (12.189)

(Ng — vNy), (12.190)

Fhu = / (No — vNy)dz + f(8), (12.192)
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Ehv = 2(1 4+ V)/Nw do — ER g—g dz + f1(8), (12.193)
a
ov

Lumikuorman tapauksessa tasapainoyhtiloisti seuraa

Ng = —pacos® 3, (12.195)

N, =— [ p(cos Bsin 8+ 2cos Bsin ) dz + f1(3)
(12.196)

=—3px cos Bsin 5+ f1(F),

Ny = [ 2 (sin? 5 — cos? B) i + )

(12.197)

2
sz cos 206 + f2(0).

Kuori ajatellaan tuetuksi tasossaan jaykkiin padtylevyihin, joiden normaalien suun-
nassa siirtymét voivat tapahtua vapaasti. T&ll6in saadaan reunaehto

L 3pL?
N, (:I:E,ﬂ> =0 = folB)=— ];a cos 2. (12.198)
Symmetrian perusteella
N,3(0,8)=0 = fi1(8)=0. (12.199)
Kalvovoimat ovat siten
Ng = —pa cos® 3, (12.200)
Nyp = —3%% sin 23, (12.201)
N, = 3P cos 2f3 L i — 22 (12.202)
Y 2a 2 ' '

Kalvovoima Ng hividé kuoren pituussuuntaisilla reunoilla 8 = §y vain, jos Gy = 7/2.
My®s kalvovoima N,z hividéd kyseisilld reunoilla téssd tapauksessa. Kuoren kalvotila
toteutuu, jos kuoren reunoille syntyvéat kalvovoimien suuruiset tukireaktiot, esim. reu-
napalkin tai siteiden avulla. Kalvotilan edellytyksié ei saada aikaan tdsmaéllisesti. Lie-
ridkattojen analysoinnissa on ldhes aina kiytettivi taivutusteoriaa, ts. taivutusmo-
mentit on otettava huomioon.

Pitkid lieriokattoja (L/a > 5) voidaan analysoida likim##riisesti palkkeina. Palkki-
teorian mukaan

Mh
N = ==y, (12.203)
QS
Nyg = ==, 12.204
8= 5T (12.204)

missé

N2
M = pasin By l(g) —xQ] , (12.205)
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Kuva 12.17 Lieriokaton analysointi palkkina.

acosf3

Kuva 12.18 Lieriopalkin poikkileikkauksen parametreja.

Q = —2pazx sin By

N

(12.206)

ovat vapaasti tuetun palkin taivutusmomentti ja leikkausvoima,

I=ha® [ﬁo + sin By (cos Bo —

Bsin By
Bo

S = 2ha? <sin6 —

2sin By
Bo

)|

(12.207)

(12.208)

ovat palkin poikkileikkauksen jiyhyysmomentti ja staattinen momentti ja y on pain-

opisteakselilta laskettu etiisyys.

Painopisteakselin etdisyys e ympyrin keskipisteestd ratkaistaan yhtalosté

Bo
e2Bpah = 2 / acos fah df = 2ha’sin B,
0

josta seuraa
asin By

Bo

Staattinen momentti S on

B
S = —2/(6 — acos B)ahdfB = 2ha® <sinﬂ -

0

(12.209)
(12.210)

Bsin By
5 > . (12.211)
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Jayhyysmomentiksi tulee

I1=2 ?(a cos 3 — e)?ah dB
0

Bo 1
=2 f[ha3§(1 + cos2f3) — 2ha®e cos 3 + hae?] dj3
0

2 2 Bo Bo

—oha? (50 sin2By  2sin? foy N sin? By )

=ha? {ﬁo + sin gy (cos Bo — 2sin fo )] .
Bo

Kalvovoimiksi saadaan

N — Mhy pasin Boh(e — acos 3) <L_2 B x2>
* I 3 [ . ( ] QSinﬁ())} 4
ha? | Bo + sin By | cos By —
Bo
tai
P sin 3y <sin Bo > <L2
Ny =~ - —cosB| = -z
“ Bo + sin g <cos Bo — 2sin 60) Po 4
Bo
ja .
—2pa sin fo2ha® (sinﬁ — Bsin 50)
21 2ha3 {ﬁo + sin By <cos Bo — 2sin ﬂo)}
Bo
eli ) )
Nos = p <ﬂsmﬁo B sinﬂ) 2sin By - .
po Bo + sin By (cos Bo — bgl ﬁo)
0

Vertaillaan kalvo- ja palkkiteorian tuloksia, kun £y = /2.

Sylinterikuoren kalvoteoria

N.(0,8) 3
7 = —§COS25,
a
L
Nwﬁ _75
72 = _§ sin 2.3
oL =45 .
Palkkiteoria
NI 9 ]- 2 2
(225) =17 1 (; - cosﬂ) ~ 0.8402 (; — CoS 5) ,
p L _Z
a 4
L
Nap (5’6) 1 /2 2
oL =T (;ﬂ—sinﬂ) ~ 3.3607 <;5—sinﬂ) .
2 7

(12.212)

(12.213)

(12.214)

(12.215)

(12.216)

(12.217)

(12.218)

(12.219)

(12.220)
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Ny
Taulukko 12.1 Kalvovoima -

pL?/a’

6 ° | kalvoteoria | palkkiteoria
0 —0.375 —0.305

15 | 0.325 —0.277

30 | —0.188 —0.193

45 10 —0.059

60 | 0.188 0.115

75 | 0.325 0.317

90 | 0.375 0.535

Ny
Taulukko 12.2 Kalvovoima —Lﬁ
p

6 ° | kalvo palkki
0 0 0

15 | —0.375 | —0.310
30 | —0.650 | —0.560
45 | —0.750 | —0.696
60 | —0.650 | —0.670
75 | —0.375 | —0.446
90 |0 0

12.5 Pyorahdyskuoren siirtymat kalvotilassa

Koordinaattiviivan « suuntaiselle muodonmuutokselle johdetaan kuvan (12.20) perusteella
kaava

) Au . (Ra +w)Aa — Ry A«
=1 12.221
ca Aggo R,A« + Aggo Ro,Aa ( )
eli w
u o w
,= v 12.222
= Rada  Ra ( )

missd v on a:n suuntainen siirtymd ja w on kuoren normaalin suuntainen siirtyméa. Koor-
dinaattiviivan § suuntainen muodonmuutos on

(r+ucosa+wsina)AS —rApg

= 1 12.223
T K5 rAB (12.223)
eli + wsi
Eﬁ:ucosoz wsino (12.224)
r
Koska

r = Rgsina, (12.225)

saadaan jalkimmaéinen muodonmuutoskaava muotoon

1

eg = = (ucot a + w). (12.226)

Rg
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Y Y
Kuva 12.19 Lieriokaton kalvoteorian ja palkkiteorian mukaiset ratkaisut.
Eliminoimalla siirtymé w tulee
d
2 wcota = Raca — Raeg (12.227)
do
eli u
*(5s)
sin a% = Raeq — Rpeg, (12.228)
o
joka voidaan integroida muotoon
. 1
u=sina [/(Rasa - Rgsg)m do + C’] ; (12.229)
missd oleva vakio C' midritetdén reunaehdosta. Normaalin suntainen siirtymé on
w = —ucot o + Rgeg. (12.230)
Kuoren reunan kiertymé on
U Aw
=—+ i — 12.231
7= R A, ( MQ (12:231)
el 1 d Rsgd
w B 4ep
= — —— ] = —cot — - " 12.232
7 <u da> cot a(eg —€q) R da ( )

Esimerkki 12.5 Madritetidn pallokuoren siirtymdt omasta painosta.

Tehtavin kalvovoimat on ratkaistu aikaisemmin. Yleistetyn Hooken lain avulla saa-
daan muodonmuutokset

1

€q = =(04 —v0g), (12.233)
E
1

€g = E(—Z/U(l +03). (12.234)

Sijoittamalla edelld johdettuun siirtymén u differentiaaliyht&loon (12.227) muodon-
muutokset jinnitysten avulla lausuttuina tulee

d 1
% —ucota = E[aa(Ra +vRg) — 03(Rg + vR,)]. (12.235)
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Au+ (Ro + w)Aa

QI
w+ Aw
ucosa + wsina
kq r
5
x
Kuva 12.20 Pyorahdyskuoren kalvotilan siirtymét.
AZ
fn
T
/ fa
g
a h
a Ra = Rg =a
L
Kuva 12.21 Oman painon kuormittama pallokuori.
Sijoittamalla tdhédn aiemmin méaritetyt
N, Nj
= , i) 12.236
g A o3 h ( )
saadaan
d 2901 2
% —ucota = W <cosa— m) = f(a), (12.237)
josta integroidaan
u = [ ﬂ do + C} sin «v (12.238)
sin v
eli
2 1 :
u= %}jy) [sinaln(l +cosa) — %} + Csina. (12.239)
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Reunaehdosta u(ap) = 0 seuraa

a’g(1+v) 1

C:
Eh 1+ cos ag

Kun ag = 7/2, niin integroimisvakio on

a’g(1+v)

—In(1 + cosavp) | -

(12.240)

(12.241)
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Luku 13
Yleinen kuoriteoria

Rmin

Ohuen kuoren > 20 ) yhtélét johti ensimméisend H. Aron. A. Love esitti vuonna

1888 kuoren tasapaino- ja liikeyhtédloiden tarkan johdon.

Yleisessd kuoriteoriassa ei jannitysten otaksuta jakautuvan tasaisesti kuoren paksuu-
den suunnassa kuten kalvoteoriassa. Ortogonaalisessa («, 3)-koordinaatistossa méaéritel-
ld4n leikkauksessa § = vakio jédnnitysresultantit

h/2

Ng = / o3 (1 + R%) dc, (13.1)

Nga = / TBa <1 + Ria) dg, (13.2)

h/2
Mg = / o3 (1 + P%) ¢dc, (13.3)
—h/2
h/2
Mg, = / TBa <1 + P%) ¢dc, (13.4)
—h/2
h/2
Qs = / T8¢ <1 + Rio) dc. (13.5)
—h/2
Leikkauksessa « = vakio méiritelldin vastaavasti resultantit

h/2

B ¢
N, = / Ou <1 + R—ﬁ> dc, (13.6)
—h/2
h/2
Nos = / Tog (1 + R%) dc, (13.7)
—h/2

229
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\(1+Ri> Bdg

B

Kuva 13.1 Kuorialkion jannityskomponentit.

h/2
M, = / Oa <1 + i) ¢ dcg, (13.8)
Rg
—h/2
h/2
Mag= [ 7 (1 " i) ¢dc, (13.9)
Rg
—h/2
h/2
Qo = / Tag (1 - i) d¢. (13.10)
R
—h/2
Yleisessd tapauksessa
Nog # Nga, Mag # Mg, (13.11)
koska
R, # Rg. (13.12)

Ohuen kuoren tapauksessa voidaan termit i ja Ri jattaa huomioonottamatta ykko-
o 8
sen rinnalla ja asettaa

Naﬁ ~ Nga, Mag ~ Mﬁa. (13.13)

13.1 Tasapainoyhtalot

Johdetaan tasapainoyhtélot tarkastelemalla differentiaalista kuorialkiota ABdadS. Kalvo-
teorian tasapainoyhtélot tdydennetéén leikkausvoimien @, ja (g osuuksilla pisteeseen C
perustetun koordinaatiston akseleiden z, y ja z suunnissa. Namé osuudet ovat kuvan 13.3

perusteella
AB

Fa::QaRa

dadp, (13.14)

F, = Qg/];—Bdadﬁ, (13.15)
5
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6(BNa)dadﬁ
80&/
- C/lwa

I(BN,g)
da

N,Bdj +

NosBdj + dadp

Kuva 13.2 Jannitysresultantit.

F= | 2 (BQu) + %(AQ@} dadg.
Kalvovoimien tdydennetyt tasapainoehdot ovat
E)aa(BN ) — gBN aE;(ANﬁa) g;l of t ASQQ + ABf, =0,
%(ANg) ggN + 88 (BNag) + ngga + %Qﬁ + ABfz =0,
—%Na - f%—fzvﬂ 2 (BQu) + %(AQﬂ) +ABf, =0,

Momenteille saadaan kolme tasapainoehtoa

ZMy =0, ZMgg =0, ZMZ = 0.

(13.17)

(13.18)

(13.19)

(13.20)

Momenttien tasapainoehdot johdetaan kuvan 13.4 perusteella samaan tapaan kuin kalvo-

voimien tasapainoehdot aiemmin. T&ll6in saadaan

8 8B 8 8A
0 0A 0 0B
85(AMQ) 8ﬂMa+8—a(BMaﬁ)+8—aMﬁa_ABQg =0,
Mys Mgy
Nag Nga—l- R Rg =0,

missé viimeinen yhtilo toteutuu identtisesti, koska

Taf = Tha-

(13.21)

(13.22)

(13.23)

(13.24)
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2(BQ.) .

QaBdf + === dadf
x lNaBdﬂ NBAdozl
‘)\ Ada QuBdB  QpsAda
N, Bdf + 8(BN ABNa) 4,3
R, Rg

d¢a

Kuva 13.3 Leikkausvoimien osuudet tasapainoehtoihin.

1

0(AQp)
op

y  QpAda + dfdao

P /‘\

AN,
NsAda + 2AN6)

)
55 dhda

dog

Eliminoimalla leikkausvoimat momenttien tasapainoehdoista saadaan kolme tasapai-

noyhtaloa
8 8B 8 8A
(13.25)
1[0 0B 8 8
— | —(BM, ——M AM ABf, =
0 0A 0 0B
—(ANg) — — Ny + — (BN, —Ngq
(13.26)
1 [0 0A 0 0B
— | =—=(AMg) — —M,+ — (BM, — Mpg, ABfz =0,
R [85( 3) 5 at 5o (BMag) + - ﬁ]"‘ fs
_Na _Ng
R, Rg
1 0 (1]0 0B 0 0A
_— BM —— Mg AM — M, .
4B da {A [80[( °) = 5o Mo+ g5 AMee) + 35 WH (13:27)
1 0 8 _0A 8 8B
—_— AM — M, BM —M n =0.
Siind tapauksessa, ettd voidaan asettaa
Nop = Ngo, Mog = Mgy, (13.28)
saadaan tasapainoehdot muotoon
0 0B 10
—(BN,) — =—Ng + ——(A2N,
ga BNe) = 5 No + 7 554 Nas)
(13.29)
1[0 10, ., 0B B
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M@aAdOé

0(BM,,)

da

(BMaB)
Oa

M,Bdp +

dodf

ol

-7 élwa
O(BQ,,

QuBag + 25%)

M,pBdp + 0

dad(

Kuva 13.4 Kuorialkion taivutusmomentit, vidntomomentit ja leikkausvoimat.

9 04 19,
8_6(AN’8) - %Na + E%(B Na,@)
(13.30)
1[0 10, 9A B
No Ny 1 8 (1[0 19, OB
"R R, ABda {3 [5aBma) + 5042000 - 5000
(13.31)
19 (1[0 10, 9A B
AR B 5V * B B Mes) gl |+ 5o =0

Yleinen kuoritehtéva on staattisesti maaradméaton, ja sen ratkaisemiseksi on tutkittava
kuoren muodonmuutoksia.

13.2 Kuoren muodonmuutokset

Koordinaattiviivoiksi « ja [ valitaan kaarevuusviivat. Kuoren keskipinnan pisteessd P
maéadritellddn yksikkdtangenttivektorit

_181‘

L= 13.32
© Ada (13:32)
1 Or

Kaarialkion nelié kuoren keskipinnalla on

ds® = A%*(da)? + B*(dp)?, (13.34)
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Kuva 13.5 Kuoren siirtymét.

missi A ja B ovat Lamén parametrit. Kuoren keskipinnan yksikkénormaalivektori on
n=e, X eg. (13.35)

Yksikkotangenttivektoreiden e, eg ja normaalivektorin n derivaatat koordinaatin «
suhteen ovat

Des,  dibe  dou 104 A
_ _ __lod 4 13.36
da doa P aa T "B T R (13.36)
des dpa  10A
Do " da S* " Boge (13.37)
ja
on do, A
9o da T Rp ™ (13.38)

Samalla tavalla muodostetaan kantavektoreiden derivaatat koordinaatin 3 suhteen.

Koottuna tangenttivektoreiden ja normaalivektorin derivaatat koordinaattien a ja [
suhteen ovat

104 A
BoF R
KN IO I I R 7 B 0o | e (13.39)
da (;ﬁ N B/?ﬂ rf ’ ’
— 0 0
| R, |
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i 10B
0 Zg_ 0
(9 ea . _ia_B O ! _E ea 13 40
95| % |~ | 4o Ry | | (13.40)
n B n
0 — 0
i Rg
Soveltamalla n#itd kaavoja sekd yhteytté
0’n 0’n
= 13.41
Oadf  0PB0« (1341)
johdetaan Codazzin kaavat
0 (B 1 0B
Z (=)= == 13.42
da (Ra> R, Oa’ (1342)
a (A 1 0A
~ (=) = —== 13.43
B (Rﬁ> Rg 0B’ (13.43)
ja kaavan
0%e, e,
= 13.44
dadp 0B’ (1344)
tai vaihtoehtoisesti kaavan o2 o2
€ €5
= 13.4
dadf 0B« (13.45)
avulla johdetaan vastaavalla tavalla Gaussin yht&lo
0 (10B 0 (10A AB
— | == — | == — =0. 13.46
o <A8a>+85 <B@B>+RaRg (13.46)

Alkutilassa (deformoitumattomassa tilassa) kuoren mielivaltaisen pisteen @) paikkavek-
tori on R ja vastaavan keskipinnan pisteen P paikkavektori on r. Pisteen @ siirtymévektori
olkoon U, ja pisteen P siirtymévektori on vastaavasti u, missi

u = ue, + veg + wn, (13.47)
U=Ue,+Veg+ Wn. (13.48)
Ohuen kuoren teoriassa tehddan otaksumat:
1. Venymaé keskipinnan normaalin suunnassa on nolla eli |PQ| = |P*Q*|.

2. Deformoitumattoman tilan keskipinnan normaalilla sijainneet pisteet ovat myds de-
formoituneen keskipinnan normaalilla, eli P*Q* on kohtisuorassa deformoitunutta
keskipintaa vastaan.

Otaksumien 1 ja 2 nojalla saadaan kuvan 13.5 avulla yhteys
(n+U=(n"+u (13.49)

eli
U=u+ (n" —n)¢, (13.50)
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missé
n" =e, x e (13.51)

on deformoituneen keskipinnan normaalivektori. Deformoituneen keskipinnan pisteen P*
paikkavektori on
r' =r+u=r+ue,+veg+wn. (13.52)

Deformoituneen keskipinnan a—viivan tangenttivektori on

o _L or*
@ A* Qo
(13.53)
1 or L9 0 ( i . )
= 90t 9 ue, +veg +wn)| ,
missa A* on
or* Or*
A* = . . .
90 Do (13.54)

Soveltamalla tangenttivektoreiden ja normaalivektorin derivaattojen kaavoja saadaan

ar*NA 1+18_u+i% _|_l o+ @_i% + 8_w_£
da oa  Bop") " \oa R,

1o Ada  AB Op

(13.55)

ja

i o+ Lou 1 A  w)?

(A) ‘804 ~ A <1+ZO_+A386 +—> (13.56)

eli
A* = A(1 + €4), (13.57)

missé 1 | 94
U w

Ea = Zc‘?—a—FE%U—FR_a (1358)

Sijoittamalla edelld saadut tulokset deformoituneen keskipinnan tangentivektorin kaa-
vaan (13.53) tulee

oo O (Lo L o4 L (Low  u (13.59)
T A9 T\ 4da " ABop") "’ - ‘

Samalla tavalla kuin edelld a—viivan suunnassa johdetaan deformoituneen keskipinnan
[—viivan tangenttivektori

1 or*
5 =5 98
(13.60)
1 or 8( . i )
85 aﬁuea veg +wn)| ,
missa B* on
oo OO (13.61)

o8 93"
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Kuva 13.6 Kuoren keskipinnan kiertymaét.

Soveltamalla jilleen tangenttivektoreiden ja normaalivektorin derivaattojen kaavoja
tulee

or* ou 10B 1 ov 1 0B w ow B
Rlgs -7 v]|ea+Bl(l+Ssm+—-—57—ut+—5]eg+ |55 ——v|n

op 98 A da BdS ' ABda ' Ry 98 Ry
(13.62)
ja
or* |2 19v 1 0B  w)’
B*)? = ~B*(1+—=——+—="—u+— 13.
(B)" = |33 < +Bc‘9ﬂ+ABaau+Rg> (13.63)
eli
B* =~ B(1+¢p), (13.64)
missé

1 ov 1 OB w
-, 222 . 13.65
= Bos  ABoa" " R, (13.65)
Sijoittamalla edelld saadut tulokset deformoituneen keskipinnan tangentivektorin kaa-
vaan (13.60) tulee

B 1L or* 1 Ou 1 0B 1 ow v
eﬂzﬁa—ﬂwe’g—i_ E%_Eﬁ_av ey + E%_R_g n. (13.66)

Deformoituneen tilan keskipinnan tangenttivektoreiden avulla muodostetaan deformoi-
tuneen keskipinnan normaalivektori

* % *
n* =e; X ej

(13.67)
~ n+90ea +¢eﬁ7
jossa
1 ow U
@——Za—a+R—a, (1368)
1 ow )
= ——— 4+ — 13.
V="53 " & (13.69)

ovat normaalivektorin n kiertymét tangenttivektoreiden eg ja e, ympéri
Kokoamalla tulokset saadaan kuoren mielivaltaisen pisteen siirtymévektori muotoon

U =u+ ((peq + vep), (13.70)
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ja siirtymévektorin komponentit ovat

U=u+ (p, (13.71)
V =v+ (Y, (13.72)
W = w. (13.73)

Kuoren viiva—alkion ds,, suhteellinen pituudenmuutos eli venymé on

dsy —dse  A*da — Ada

dse Ado
A*
=7 -1
(13.74)
NA(l + €a) 1
A
=Ca;
missa 19 1 94
fa “ - (13.75)

-+ ——u+
Ada  AB IS R,
on siis venymé& a-viivan suunnassa. Samalla tavalla johdetaan venymaélle S-viivan suun-

nassa kaava 15 1 8B
v w
_1lov ob . LY 13.76
= Bos  ABoa"" R, (13.76)

Kuoren keskipinnan leikkausmuodonmuutos on

w ey, e (13.77)
el B o A9
v u
=50 (5)+ Bap (3) (13.78)

Etaisyydellda ¢ kuoren keskipinnalta saadaan yhteydet

RS =Ro+¢, Ry=Rg+, (13.79)
dsS, = A (1 + Ri> da = ASda, (13.80)
dsy = B (1 + i) dB = B%dp (13.81)
Ry
ja
L w 1 alvm)l W
€, LV (13.82)
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Coddazzin ehdon

o (A 1 0A
= (£ ) = === 13.
B (Rﬁ> Rs 0P (13.83)
perusteella
¢
8[A<1+Ra _%"‘Ci AN 1+£ 04 (13.84)
op 0P 0B\ Ro) Rz) 0B’ '
joten venymén kaava yksinkertaistuu muotoon
1 10U 1 0A w
¢ — i Nl - 1
€% ) c <A8a+A386V+Ra> (13.85)
_l’_ S,
Rq
eli 1
Eg = 1§ (ea + Cka), (13.86)
1+ —
R
jossa on médritelty
1 0p 1 0A
Ra = Z% + E%ﬂ) (1387)

Samalla tavalla johdetaan

1
g = £ (eo+ Crg), (13.88)
14+ —
R
jossa on médritelty
10y 1 0B

Leikkausmuodonmuutos keskipinnan suuntaisella pinnalla etéisyydelld ¢ keskipinnalta

on
1 <2 1 1 C
- ! 211+ =+ %) 3 13.
YA {<+RaRﬂ>°"+ [*(Ra+Rﬁ>2}<na5},(390)
Rq Rg
misséa 5 e "
) {Z% <§> *Bog (Z>}' (13.91)
Ohuen kuoren tapauksessa
¢ ¢
<L oposld 13.92
Ra << ) Rﬁ << 5 ( 39 )

ja talloin muodonmuutoskomponenttien vektori saadaan muotoon

¢

Ea Ea Ro
e | = e |+¢| ke | (13.93)

ws w 2Kag
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e _Lou 104w (13.94)
= A9a T AB93" T Ry '
1 Ov 1 0B w
e T — 13.
= Bos " ABoa" TRy (13.95)
B 0 /v A0 /u
v=Z92(5) " 595 (2) (13.96)
ja
10 1 ow u 1 0A 1 ow v
= -4 — _ [ ——== 13.
Fa A8a< A8a+Ra>+A33ﬁ< B86+R5> (13.97)
1 0 1 ow ) 1 0B 1 ow u
i = E%<_Ea_ﬂ+3ﬁ>+ﬁa_a (‘Z%*E)’ (13.98)
B 0 1 ow ) A 0 1 ow U
2”0(,6’ = Za_ ( BZ% + BRﬁ) + E% <—ﬁa—a + ARa> (1399)

13.3 Pyorahdyskuori
Pyoréahdyskuoren meridiaanin yhtélé on
r=r(a), (13.100)

missd a on kuvassa 13.7 méaaritelty kulma. Pddkaarevuusséiteet ovat

Ry = R,, (13.101)
r
= Rg = . 13.102
e g sin « ( )
Koska
dse = Ada = Ryda (13.103)
ja
dsg = Bdf = rdf, (13.104)
niin Lamén parametrit ovat
A=R,, B=r=Rgsina. (13.105)
Ehdosta
dr = Rydacos « (13.106)
seuraa p IB
r
@ = @ = Ra COS Q. (13107)
Pyordhdyssymmetrisen kuormituksen tapauksessa kuormakomponentti fz on nolla, ja
talloin
Nog=Qp=Myz=0 (13.108)
ja

UV =¢€up = Rap = 0. (13.109)
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Qo R.da

Qa +dQq

Mo+ dM,
N + dNq

Kuva 13.7  Pyorahdyskuori.

Pyorahdyssymmetrisessd tapauksessa tasapainoyhtdlot tulevat muotoon

d
—(RpsinaN,) — Ry cos alNg + RgsinaQq + RyRgsinaf, =0, (13.110)
«
d . . . .
@(Rﬁ sinaQq.) — RgsinalN, — RosinalNg + Ry Rgsinaf, =0, (13.111)
d ) .
d—(Rﬁ sinaM,) — Ry cos aMp — Ry RgsinaQq = 0. (13.112)
«

Yleisen ortogonaalisessa koordinaatistossa kehitetyn kuoriteorian perusteella saadaan
nyt pyorahdyssymmetrisessé tapauksessa muodonmuutosten kaavat. Koordinaattiviivan «

suuntainen muodonmuutos on

1 du w
v 13.113
= hde TR ( )

missd v on a:n suuntainen siirtymé ja w on kuoren normaalin suuntainen siirtymé. Koor-
dinaattiviivan § suuntainen muodonmuutos on

1
3 :R_g(UCOt a+w)

(13.114)
_ucosa—i—wsina

r
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Kiertymé reunalla o = vakio (eg:n ympéri) on

1 dw u 1 dw
s - — ). 13.115
Y= "Ada "R, R, <u da> ( )

Pyorahdyssymmetrisen tapauksen kdyristymien kaavat ovat

1 dy 1 d |1 dw
_ldp 1 d 1 (0 dw 13.116
Fo = R da  Rada [Ra <“ da)] ’ ( )

1 dB 1 d(Rgsina) [ 1 dw
Kg=—m——p = . — (u—-==
AB do R,Rgsina do do

R,
cot o dw
= u——|.
R, Rp do

Siirtymét u ja w méiritetddin muodonmuutosten avulla. Eliminoimalla siirtymé w tulee

(13.117)

d
0 weota = Roeq — Rgep (13.118)
da
eli u
*(5na)
sin a% = Roeq — Rgpegp, (13.119)
a
joka integroidaan muotoon
. 1
u = sin o [/(Rasa - Rgsg)m da+C|, (13.120)

missd oleva vakio C' madritetddn reunaehdosta. Normaalin suntainen siirtymé on
w = —ucot o + Raeg. (13.121)

Kuoren reunan kiertymén lausekkeeksi tulee siirtymét eliminoimalla

1 dwY Rp deg
Y= R, <u da> = —cotafeg — €q) R da’ (13.122)

Kuoren reunan (a = ag) pysty— ja vaakasiirtymét ¢, ja 5 ovat

0y = usi — = —R 13.123
v =usina —weosa = —— 3E3 COS v, ( )
0p = ucosa +wsina = Rgegsina = reg. (13.124)

13.3.1 Reunaehdot

1. Siirtymé& « on reunalla o = o nolla. Talloin
w = Rgéﬁ (13.125)
ja
Rsgd

o= —cotap(es — ca) — 08 (13.126)

R, da’
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Kuva 13.8 Pyorahdyskuoren reunan siirtymét ja kiertymaé.

| |

Kuva 13.9 Pyorahdyskuoren reunan siirtymien reunaehdot.

2. Siirtym4 dy on reunalla nolla. T&ll6in

5h =TEp
ja
Rﬁ dEﬁ
— — cot — S it v
p = —cotan(es — 2a) ~ TG0
Hooken lain mukaan
Eh
Na = m(Ea =+ VEﬁ),
Eh
N = 7 (eg +veq)
ja
Eh3
MO[ = 12(17_1/2)(”0[ + Vﬁﬁ),
En3
Mg = ————=< (kg + Vkq).

12(1 — 12

(13.127)

(13.128)

(13.129)

(13.130)

(13.131)

(13.132)
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Kuoren taivutusjaykkyys on
En?

1201 - 2)

Yleistetystd Hooken laista saadaan kddntamélla

D

1

Ea = /— Na — I/Nﬁ),

£g = E_h(Nﬁ —UN,),

ja kiertymén kaava voidaan t&lléin panna muotoon

1+v Rﬁ 1 d
— _cot Nyj—N,)— =82 — L Ny —
=~ cotag—pu=(Np ) RaEhda( Z

vNg).

(13.133)

(13.134)

(13.135)

(13.136)



Luku 14

Kuoren reunahairio

Joissakin tapauksissa kuoritehtdvin ratkaisu saadaan riittévilla tarkkuudella superponoi-
malla kalvotilan ratkaisuun (yksityisratkaisu) reunahéirién luonteinen taivutustilan liki-
médriinen ratkaisu. Menetelmé sopii tilanteisiin, joissa taivutustilan suureet vaimenevat

nopeasti kuoren reunalta tai héiridviivalta etddnnyttéessd. Hairioviivoja ovat esimerkiksi
e kuoren reunat,
e kuorman epdjatkuvuuskohdat,
e keskipinnan taitteet tai kaarevuuden jyrkdt muutokset,
e kuoren jaykkyyden jyrkit muutokset.

Reunahéirion ja kalvotilan superponointi sopii hyvin pydrdhdyskuorille. Reunahéiriolla
(viivalla o = vakio) on seuraavia ominaisuuksia:

1. Suureet muuttuvat jyrkésti koordinaatin « suunnassa. Esimerkiksi funktion

f(a) = gla)et (14.1)

derivaatta on
d d
4 = (_g + k:g) e~ kgt = kf > f, (14.2)
da da

jos k > 1 ja funktio g muuttuu loivasti. Siten f(a) voidaan jattdd derivaattansa

rinnalla huomioonottamatta.
2. Kalvovoimille ovat voimassa arviot
Ng > N,, Ng> Nug, (14.3)

ja Ng on samaa kertaluokkaa muiden kalvovoimien a-derivaattojen kanssa eli

aNa 8Naﬁ 8N,80(
Oa Oa oo

Ng ~ (14.4)

245



246 LUKU 14. Kuoren reunahdirio
/_\ )
—————————b
| i
d
e
Kuva 14.1 Kuoren hiiriéviivoja.
B
M,
Mg
o
Kuva 14.2 Voimasuureet viivalla o« = vakio.

3. Momenteille ja kdyristymille ovat voimassa arviot
Mg ~vM,,
kg ~ 0.

4. Leikkausvoimista ), on kertaluokkaa suurempi eli

0Qg
da Qa-

5. Muodonmuutos on pidasiassa taivutusta ja

O, Ohap
Oo Oo

~ Kq-

(14.5)

(14.6)

(14.7)

(14.8)

6. Keskipinnan muodonmuutokset ovat pienid, ja niille patevit arviot

Eaq ~ —VER,
o
Ea ~EQG a’;ﬂ,

eli liukuma on pieni venyméén eg verrattuna.

(14.9)

(14.10)
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7. Kalvosiirtymét ovat pienid kuoren taipumaan verrattuna eli

8. Suurimmat jannitykset aiheutuvat momentista M,,, kalvovoimasta IV, ja momentista
Mg, ellei Poissonin vakio v ole nolla (Mg ~ vM,).

Tarkastellaan tapausta, jossa hiiridviiva on kiyrd o = vakio. Olettamalla
Ng> N, Ng> Ny ja Qo > Qﬂ (14.12)

kuoren normaalin suuntainen tasapainoehto

AB AB 0 0
———Ny — —Ng+ —(B —(A ABf, =0 14.13
yksinkertaistuu muotoon
Ng 1 0
-4+ — 2 (BQ,)=0. 14.14
Rt A5 7P =0 (14.14)

Reunahéiriotehtéavisséd tarkastellaan homogeenisia tasapainoehtoja, eli asetetaan f, =
f8 = fn = 0. Kuormitus otetaan huomioon yksityisratkaisussa (kalvotilan ratkaisussa).
Otaksumien 3 perusteella

0 0
—(BM, —(AM,p3), 14.1
0 0B
—(BM, —M 14.16
—(BMa) > - My, (14.16)
0 0A
—(BM, — M3ga, 14.17
8CM( a) > aﬁ B ( )
ja momentin tasapainoehdosta kuoren tangenttitason paikallisen koordinaatiston y—akselin
ympaéri
> M, =0 (14.18)
. 9 OB 9 9A
—(BM,) — — Mg+ —(AMg,) + —My3 — ABQy =0 14.19
seuraa 9

Muodonmuutossuureet

1 Ov 1 OB w

===+ —— — 14.21
= Bos  ABoa" " R, (14.21)
10 1 ow U 1 0A 1 ow v
= (e ) e (2 — 14.22
Fo A8a< A6a+Ra)+AB85< B86+R5) (1422)
yksinkertaistuvat reunahairiotehtivissid muotoon
v (14.23)

Eg%R—ﬂ,
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10 (10w
N——— = . 14.24
"™ T ba (A 8a> (14.24)
Yleistetyn Hooken lain mukaan
Ng = C(eg + veq) = Eheg, (14.25)
My = D(kq + vEg) = DK, (14.26)
missa 5
E E
D h f (14.27)

12(1 — v2)’ 1—12
Edella olevissa yhtéloissd ovat tuntemattomina Ng, My, Qq, Ka, € ja w. Eliminoimalla
leikkausvoima @), paddytddn tasapainoyhtiloon

1 010 Ny
B [Za(BMa)} “ R, 0. (14.28)

Lausumalla M, ja Ng siirtymén w avulla tulee lopulta

1 0 10 [B o 1 ow Eh
A5 90 {Za_a [Za_a (zaﬂ } “orgt = (14.29)

Reunahéirion ominaisuuden 1 perusteella yhtalo (14.29) yksinkertaistuu muotoon

1 0*w  12(1 —v?)
A oat TR

w =0, (14.30)

josta ratkaistaan kuoren taipuma. Jannitysresultantit ovat

D 0?
M, — _ﬁaTjs’ Mg = vM,, (14.31)
D 9w
Qo =—"55.3 (14.32)
Eh

Pyérahdyskuoren tapauksessa A = Ry, ja talldin tasapainoyhtild saadaan muotoon

R N\* 0w 12(1 —v?)R?
<R_ﬁ) it v =0 (14.34)
eli e
Ry \ " 0*w 4
— || =— +4K'w =0 14.35
<Rﬂ) gt THE =D (14:35)
missé
R
K= {/3(1=12)/ Tﬁ' (14.36)
Lausumalla taipuma muodossa
R
wr =2 Ny (14.37)

" Eh
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n
r(a) /fn
Qa

=
« , N,

— ya

K, -

Kuva 14.3 Pyorahdyskuori.

saadaan )
DRg d*>N DRj @3
M, ~ Dl N5 2 4 Qa (14.38)
EhR2 do? EhR3 da3
Sijoittamalla momentin M,, kaava likimadrdiseen yht&loon
1 dM,
~— 14.39
Qum - (14.39)
seuraa . .
1 d*Qa K
— 4| —= =0. 14.40
RY dat + <Rg) @a ( )

14.1 Pyorahdyskuoren reunahéirio

Tarkastellaan reunahdiriotd uudelleen pyordhdyskuoren geometrian yhteydessd. Pyorah-
dyskuoren meridiaanin yhtaloé on
r=r(a). (14.41)

Pyorahdyskuoren padkaarevuusséteet ovat

Ri = Rq, (14.42)

Ry=Rs=—

. 14.43
sin o ( )
Viiva—alkiot koordinaattiviivoja pitkin ovat

dso = Ada = Ryda, (14.44)

dsg = Bdf = rdf3, (14.45)
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Kuva 14.4 Pyorahdyskuoren siirtymaét ja kiertyma.

ja pyorahdyskuoren Lamén parametrit ovat

A=R,, B=r=Rgsina. (14.46)
Ehdosta
dr = Rodacos « (14.47)
seuraa p iB
r
o R, cosa. (14.48)
Pyordhdyssymmetrisen kuormituksen tapauksessa kuormakomponentti fz on nolla, ja
talloin
Nog=Qp=Myz =0 (14.49)
ja
V=¢Eq3 = Kap = 0. (14.50)
Pyoriahdyssymmetrisessé kuormitustapauksessa tasapainoyhtélot ovat
d
@(Rg sinalNy) — Ry cos aNg + Ry sinaQqy + RoRgsinaf, = 0, (14.51)
d
@ (RgsinaQqy) — RgsinalNy — Ry sinalNg + Ry Rgsinaf, =0, (14.52)
d
d—(Rﬁ sinaM,) — Ry cos aMg — Ry Rgsin aQq = 0. (14.53)
o

Kayttamalla hyviksi edelld esitettyja geometrisia yhteyksid tasapainoehdot voidaan
kirjoittaa myos muodossa

d
@(TNQ) — RycosalNg +rQq + Rarfo =0, (14.54)
d
@(rQa) — 1Ny — RysinaNg + Ryrfr, =0, (14.55)
d
= (rMy) = Rocos als — RarQq = 0. (14.56)

Ratkaistaan tasapainoyhtdlot kahdessa osassa:
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1. Maéritetddn kalvotilan ratkaisu kuormista f, ja f, eli
NE, Nf, (14.57)
missd K tarkoittaa kalvotilaa.
2. Ratkaistaan homogeeniset tasapainoyhtélot ja saadaan taivutustilan ratkaisu

Ng, N,g7 Qon Maa Mﬁ, (14.58)

missa T tarkoittaa taivutustilaa.

Lopullinen ratkaisu on osien 1 ja 2 summa. Eriissé tapauksissa osan 2 ratkaisu saa-

daan riittavilla tarkkuudella seuraavalla yksinkertaisella tavalla, joka perustuu taivutus-

tilan jyrkk#dn vaimenemiseen koordinaattiviivan « suunnassa. Taivutustilaa nimitetdin

talloin reunahairioksi.

Tehtédvin ratkaisun yksinkertaistaminen perustuu seuraaviin oletuksiin:

1. Koordinaatin « suuntainen siirtymé on pieni taipuman rinnalla eli

lu| < |w). (14.59)

2. Suureet muuttuvat jyrkisti koordinaatin « suunnassa.

Toisesta tasapainoyhtélostéd (14.55) seuraa

T 1 i

Ng=——— e —
p Rysina ¢ Rysina do

(rQa). (14.60)

Ottamalla tdmé& huomioon ensimmaiisessd tasapainoehdossa (14.54) tulee

%(TNQ) + rcot alN, + rQq — cot a%(r@a) =0, (14.61)
mistd seuraa
%(r sinalN,,) — %(r cos aQy) =0, (14.62)
josta integroidaan
N, = cot aQq. (14.63)

Sijoittamalla tdmé voiman Ng kaavaan (14.60) tulee

eli

T COS (¢ 1 d
Ng =— « . - «
s Rasin2aQ +Ras1na da(rQ )
(14.64)
1 d
_R_a@(RﬁQa)
1 dR Rz dQ, RgdQ,
Ny= LMy | BsdQa  RpdQ (14.65)

"~ R, do Ry do. Ry do
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Kolmannen tasapainoyhtélon (14.56) perusteella saadaan

1 dM, cosa 1 dM,,
Qu =7 go + (Mo = Mp) m =08, (14.66)
josta seuraa
Rg d 1 dM, Rg d*M,,
Ng=——| = N — . 14.
77 Ry da <Ra da > R? da? (14.67)

Pyorahdyssymmetrisen tapauksen siirtymien ja muodonmuutosten viliset yhtalot yk-
sinkertaistuvat reunahéiriétehtivissa seuraavasti:

ucot o + w w
=~ — 14.68
£ R I (14.68)
U 1 dw 1 dw
- - 14.69
?T Ry Reda  R.da’ (14.69)
1 dy 1 d*w
= ——— 14.70
" Ryda R2 da?’ ( )
cos & cot a dw
= — —. 14.71
" RoRj da (14.71)
Otaksumalla, ettd rengasvoima INg on kertaluokkaa suurempi kuin IV, saadaan
! (N N,) ! N (14.72)
€g = —— —v R — .
P EnY = ER”
josta seuraa
Eh
Ng ~ Eheg ~ —w. (14.73)
R

Momenttien kaavoja arvioidaan seuraavasti:

1 dp wvcosa D dy
M. =D =D —== ~—— 14.74
o (Ko +vKg) <Ra i ) R do (14.74)
Mg = D(kg + Vka) R vDEq = VM,. (14.75)
Sijoittamalla Ng ja M, likikaavaan
Rg d?M,,
Ng~ — 14.
tulee R 2 P )
3 D d*w E
A (e ——w=0 14.77
R2 da? (Rg da2) TRV (14.77)
josta saadaan edelleen yksinkertaistamalla
RgD d* Eh
b2 Y =0 (14.78)

Z 2=
RY da* R
tal

Ra\* d*
(R—ﬁ> deZ + 4K = 0, (14.79)
(6%
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41 3(1 — v?)R?
K=/ % = Y301 - ”2)\/% (14.80)

Ottamalla kulman « sijasta muuttujaksi kaarenpituus s saadaan

missd on merkitty

on vaimenemisluku.

ds = Roda (14.81)
ja
d*w K\*
—+4( = =0. 14.82
dst " <Rﬂ) v (14.82)
Tamén differentiaaliyhtdlon ratkaisu on
w = e (0] cos As 4+ Cy sin As) + €**(C3 cos As + Cy sin As), (14.83)
jossa on merkitty
K
A= —. 14.84
i (14.84)
Lasketaan samalla taipumafunktion derivaatat:
dw “ .
o =Me ¥[(—C1 + C3) cos As + (—Cy — C1) sin As)]
5 (14.85)
+e*[(C3 + Cy) cos As + (Cy — C3) sin \s]},
d2w 2f,—As 3
e =2X*{e""[—=C5 cos \s + (' sin \s]
5 (14.86)
+e*[Cy cos As — C3 sin As]},
d*w 37—\ .
R =2X3{e"M[(Cy + C3) cos As + (—C1 + Cy) sin \s)]
5 (14.87)
+e*3[(Cy — C3) cos As + (—C3 — Cyy) sin As]}.
Reunahéiridsuuret ovat B
Ng = — 14.88
d
o=F—, (14.89)
ds
d*w
3w

Edelld valitaan + merkki, jos koordinaattien s ja a suunnat ovat samat ja — merkki,
jos koordinaattien s ja o suunnat ovat vastakkaiset.
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Kuva 14.5 Koordinaatti s.

Lausumalla taipuma voiman Ng avulla eli

Rs

ja ottamalla huomioon, etté

DRy d®N; DR} #Q,

M, ~ — N — , 14.93
“ EhR?2 do? EhR3 da3 ( )
saadaan kaavasta 1 dM
~N— 14.94
Qom0 (14.91)
leikkausvoimalle @), differentiaaliyhtilo
1 d*Q, K\*
— 4 — = 14.
tai .
d"Qa 4
75 +4X*Qq, = 0, (14.96)
misséd on merkitty
A= K (14.97)
= Ry i
Tarkastellaan reunahdiriotéd alueessa a < . Méaritelladn uusi muuttuja
Y =ap—a. (14.98)
Tassé tapauksessa saadaan differentiaaliyhtéld
d*w Ra\"
I " =] =0 14.99
at (Rﬂ> " (1499
tai .
d
S gyt =0, (14.100)

dy



14.1. Pyorahdyskuoren reunahdirio 255

|

Wo

20

&)

Kuva 14.6 Koordinaatti v ja reunan kiertyma ja siirtyma.

jonka ratkaisu on
w = e 1Y(C} cos v + Cosinyrp) + 7% (C3 cos v + Cysiny1h), (14.101)

jossa on merkitty
K
Rg

Jos héiriot ovat riittdvin kaukana toisistaan, niin riittdd ottaa huomioon taipuman

lausekkeessa vain vaimeneva osa
w = e 7¥(Cy cos ¥ + Cosinyih). (14.103)

Taipumafunktion derivaatat ovat

dw dw )
o % = ye W[(C) — Ca) cos v + (C 4 Cy) siny1h)], (14.104)
d? d?
o = s = 2% (= Cacos b + Crsin), (14.105)
3w 3w .
F i 293 1 [—(C + Co) cos v + (C1 — Cy) siny1)]. (14.106)

Taivutusmomentti ja leikkausvoima ovat

1 d%w D 3w D dw

Ma:_Dﬁd—dJ?’ Qa:_ﬁﬁzﬁd—dﬁ' (14.107)
Kuoren reunalla v = 0 voidaan antaa reunaehdot:
1. Taipuma ja kiertymé on annettu eli
w=wy, ®=¢o, (14.108)

missé

wo = w(0) = Cy, (14.109)
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1 dw iwldw 1 dw

20 =0 = Y T R S A T Redv

R SR P
- Ra(cl Cy) = Rg(ol Cy).

Vakioiden C'; ja Cs suhteen ratkaistuna
R
Cr=wy, Cy= 7'6900 + wo.

2. Reunalla o = ap on annettu momentti ja leikkausvoima eli

Ma = MO: Qa = QO)

missi ; 5
2DK 2DK
My = 7027 Qo = e (C1 + Cy).
B B
Ratkaisemalla vakioiden Cy ja Co suhteen tulee
R} R} R}
= M — M.
G =—sprMotopga@e 2= op M

Maéarittelemélla vaikutuskertoimet tai joustokertoimet

1 (Rﬂ>3 _ 2RgK

Y11= 5

2D \ K Eh '’
1 (Rg\? 2K?
’712—2D K =721 = Eh’
1 (Rg 4K3
Y22 ==\ 7| =
D\ K EhRg

voidaan reunan siirtymien lausekkeet kirjoittaa muodossa
wo = Y11Q0 — 112Mo,

w0 = —712Q0 + Y22 M.

Vastaavasti jaykkyyskertoimien

K 3
I'ni =4D (| —
11 (Rﬂ) )

K\2
I'g=2D{(— | =T
12 (Rg) 215

K
Ty = 2D | —
. (Rﬁ>

(14.110)

(14.111)

(14.112)

(14.113)

(14.114)

(14.115)

(14.116)

(14.117)

(14.118)

(14.119)

(14.120)

(14.121)

(14.122)

avulla voidaan voimasuureet lausua reunan siirtymén ja kiertyméan avulla kaavoilla

Qo =T'11wo + T'i2¢0,

(14.123)
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Az Az

wo Qo

©0 My

(o)) &%)

Kuva 14.7 Reunan voima-— ja siirtymésuureet.

A~ wo Az
Qo
H
Qo
|,
v
Qo
Kuva 14.8 Reunan vaaka— ja pystysiirtymaé.
MQ = F21w0 + FQQ(,O(). (14.124)
Vaaka- ja pystykomponenttien avulla lausuttuna saadaan yhteydet
6n = (11 sin? ap) H — (12 sin o) Mo, (14.125)
Yo = —(721 sin ao)H + ’YQQM(), (14.126)
missé on kiytetty yhteyksid 0, = wq sin ag 4 ug cos g ~ wy sin g, N, = cot aQy ja
H =Qqsin ag + Ny cos ag
=Qo sin ag + Qo cot ag cos ag (14.127)
=Qo/sin ayp.
Vastaavasti . .
H:( 1 >5h+< _ 12 )goo, (14.128)
ST & S1n (g

r
My = ( 21 > On + Ta2po. (14.129)

sin aq
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Kuoren reunan ldheisyydessé reunahéiriotehtévian avulla lasketut suureet ovat

K K
w(@b) = ’)/116771/} |:<Q0 — —M0> COS ’}/1/1 + —M(] sin ’W/}:| s (14130)
Rg Rg
=y K ;
e(1) = mze —Qo + QR_gMO cos vy — Qosinyy |, (14.131)
—~th R,@ .
My () = e 7 | My cosyip — ?QO — My | siny |, (14.132)
= K ;
Qa(t) =€ Qocosyp + | —Qo + 2R—M0 sinyy| . (14.133)
B
Reunasiirtymien avulla lausutut vastaavat kaavat ovat
w(t) = e 1Y [wo cos Yy + (wo + —g00> sin 'yw] (14.134)
i K
o) =e 7Y |pocosy — 2R—w0 + o | sinyy |, (14.135)
B
- Rg
My(p) = —T12e7 7 | — | wo + o | cos Y + wo sinyy | , (14.136)
—v9 g
Qu(p) =T11e77 wo + gc 0 | cos Y + —goo sinyy | , (14.137)
ja ndiden avulla lasketaan
w Eh
=—, Ng=—uw. 14.138

14.1.1 Kalvotilan siirtymét

Kalvotilan siirtymét kuoren reunalla ovat

WK = RgEﬂ, (14.139)
Rgj de
oK = —cot ag(eg — £a) — Rﬁ dof (14.140)
tai
wic = 28 (Ng — vN,), (14.141)
K=FEn? '

14+v 1Rg ng dN,
. Ng— Np) — =8 (25 . 14.142
#K = ~cotao—pe=(Ns = Na) = 5 - < da " da ( )
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Kuva 14.9 Kartio- pallo- ja lierickuoren koordinaatistot.

Erikoistapauksia

1. Sylinterikuoren tapauksessa

1 d d
Ri—a 4 _ 4 14.143
0=% Ryda  dr’ ( )
a a
a (dNs dN, a [ df, dN,
- (=L _ =—— [g=— — 14.14
K Eh(daz Vd:z:) Eh <ad:z: Vd:r) (14.145)
reunalla © = xg.
2. Kartion reunalla s = sg
stan 6
WK =~ (Ng — vNy), (14.146)
1+v stanf (dNg dN
— —tanf Nz —N,) — — . 14.14
wr = —tanb—p = (Ns = No) = =y (ds ”d5> (14.147)
3. Pallokalotin (R, = Rg) reunalla o = g
a
— Y (Ny—vN), 14.14
wie = (N~ vNo) (14.145)

14+v 1 [dN, dNg
YK = — cot oy z (Ng — No) — — (d—aﬁ v ) . (14.149)
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Kuoren reunahdirio

h =0.06 m

15 m 15 m g

40°

Kuva 14.10 Pallokalotti.

14.1.2 Yhteensopivuusyhtil6t

Siirtymien yhteensopivuusehdot ovat
wr + WK = Wy,

YT+ PR = Pr

eli
Y11Qo — Y12Mo + wi = wy,

—721Q0 + Y22 M, + 0K = ©r,

missd w, ja ¢, ovat tuen siirtymét.

(14.150)

(14.151)

(14.152)
(14.153)

Esimerkki 14.1 Pallokalotin kuormana oma paino g. Mddritetddn voimasuuret reu-

nan ldheisyydessd.

Pallokalotin sdde on a = 23.335 m, seindn paksuus & = 0.06 m, kimmokerroin £ =
30 - 108 kN/m”, Poissonin luku v = 1/6. Kuormana on oma paino g = 2 kN/m?.

Kalvotilan ratkaisu on

No=-—2—,
1+ cosa
dNo gasin
doo (14 cosa)?’
N 1
=—ga|cosa — —— |,
A g 1+ cosa
dNg 1
— = i 14— .
da _J%RC { * (1 —|—cosoz)2}

Reunalla oy = 40° saadaan lukuarvot:

kN kN
N, (40°) = —26.43 —, N3(40°) = —9.322 —
m m
dNa(40%) _ g 19 N N0 _ a9 69 N
do m do m
kN

Ehwg (40°) = —114.7 kN,  Ehep (40°) = —65.01 —.
m

(14.154)

(14.155)

(14.156)

(14.157)

(14.158)

(14.159)

(14.160)
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Taulukko 14.1 Taivutustilan ratkaisun vaimeneminen.

1) e Y
1° ] 0.638
2° 1 0.407
3° 1 0.259
4° 1 0.165
5° | 0.067

Taivutustilan tarvittavat kertoimet ovat

Dyy1 =0.3712 m3, Dy = 0.4099 m®, Dy = 0.9055 m,

K=1301- u2)\/% =25.771, (y=K).
Yhteensopivuusehdot ovat
111Q0 — v12Mo + wr =0,

—¥21Q0 + Yoo Mo + ¢ =0

eli
0.3712Q¢ — 0.4099My + Dwg = 0,

—0.4099Q + 0.9055My + Dy = 0,

joista ratkaistaan

KN KN
Qo = 0.240 My =0.131 2
m m

Jannitysresultantit ovat

kN
M, = e~ 2T1%(().131 cos 25.771¢) — 0.0863 sin 25.771¢)) Tm

kN
Qo = e~ 27T1%(0.240 cos 25.7711) + 0.0493 sin 25.771¢)) —

5 kN
NE = e 27T (4.91 cos 25.7711p + 7.46 5in 25.771¢)) —

9
m

Nz = Nj + Nj.

3

(14.161)

(14.162)

(14.163)

(14.164)

(14.165)
(14.166)

(14.167)

(14.168)

(14.169)

(14.170)

(14.171)
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kNm
0.131 ——
m
M,
o
N,
—4.41 g
m
k kN
Ng g3 =2

m

Kuva 14.11 Pallokalottikuoren voimasuureiden jakaumat kiinnitetyn reunan lahell&.



Luku 15

Sylinterikuori

Yleisen ortogonaalisen kiyraviivaisen koordinaatiston suhteen lausutut kuoren geometriset
suureet ovat sylinterikuoren tapauksessa

A=1, B=a, (15.1)
Ro=o00, Rs=a, (15.2)
dipe = dipg = 0, (15.3)
dpo =0, dpg=dp. (15.4)

Sylinterikuoren geometria yhtyy eukliidiseen geometriaan, ja se voidaan taivuttaa tasoksi.
Tasapainoyhtélot voidaan johtaa kuvien 15.1, 15.2 ja 15.3 perusteella tai péatelld suo-
raan ortogonaalisen koordinaatiston yleisistd tasapainoehdoista asettamalla z = a:

a@@]\f ag\gx +af, =0, (15.5)

86—]?+aa$ﬂ +Qp+afs=0, (15.6)

aaa% +%—Ng+afnzo, (15.7)

aaé\f” + aaiﬁﬁx —aQ, =0, (15.8)

aa—]\éﬁ + aag?ﬁ —aQy = 0. (15.9)

Suorittamalla muuttujanvaihdos s = af, ds = adf tulee

o 2 yage =0, (15.10)

a(;lfs aé\;w + %Qﬂ 4 f=0, (15.11)

a;i:c N 866?93 B %Nﬁ 4 f =0, (15.12)

263
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80( (9N5a

Nga + g ON
Ns + 8—5615

op

Kuva 15.1 Sylinterikuoren kalvovoimat.

oM,  OM,, B
5 + s — ng =0, (15.13)

OM, OM,, B
o + o —Q,=0. (15.14)

Ohuen sylinterikuoren tapauksessa muodonmuutokset ovat

€ =¢e0+ (K, (15.15)

missé kuoren keskipinnan muodonmuutosvektori ja kiyristyméavektori ovat

ou T [ 6210 ]
oz - 912
R N .
€0 = a0p a , K= a2 032 o3 s (~)
@Jr}@_u 1 28% ol
| 9z " a0 | _E(‘ 8$86+8_a:>
tal
du Qe
9 Ox?
€0 = 0"} w oo | L 10w (15.17)
0= g_s—i_é: ’ - 0s?2  ads ’
b, S P 10w
dr  0Os L o0xds aldx

Hooken lain mukaan kalvovoimat ovat

ou ov  w)]
N, =C(ey +veg) =C [%4_”(%4_5)_ , (15.18)
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OMgaq
Mgq + 8—6d6
Kuva 15.2 Sylinterikuoren momentit ja leikkausvoimat.
ov  w ou
Ng = Cles + vey) :C<£+E+y%> , (15.19)
1—v 1—v ov  Ou
ja taivutusmomentit ovat
0w 0 ow v
0 ow v 0w
My = D(ks + vky) =D [% (—% +é> — I/W:| , (15.22)
Mys = (1= ) Drgs = (1— )DL (200 L V) | (15.23)
ox s  2a

Teknillisesséd taivutusteoriassa jatetddn edelld olevissa kaavoissa alleviivatut termit huo-
mioonottamatta.
Eliminoimalla leikkausvoimat tasapainoehdoissa saadaan kolme yhtaloa

ON, n ONgy
ox 0s
ONg  ONgy 10M, 10M,;
0s + ox + a Os + a Ox
1 2M,  0°M,. O°M,
——N, 2 n = 0. 15.2
a st 0z2 + 0x0s + 052 +/ 0 (15.26)

Lausumalla jannitysresultantit siirtymien avulla tasapainoyhtiloissa tulee

+af, =0, (15.24)

+ fs =0, (15.25)

Pu 1—vd*u 1+v 0% 1 ow 1
-y -7 4 f = 15.2
Ox? + 2 0s? + 2 0z0s + Y 0x + C’fg: 0, (15.27)
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%S
Q.
Ng y Qs+t 5 ap
Bdp
Qp /
\ AN,
Ng + 23 g

a
ag

Kuva 15.3 Sylinterikuoren leikkausvoima @) 3.

Kuva 15.4 Sylinterikuoren koordinaatisto.

2 2 92 2 2
1+v 0%u +<1+ h ><1 V8v+8v>+1<O_w_h_gv2w>+éf8:07

2 0xds 12a> 2 922 " 9s2)  a\ds 120s
(15.28)
vou 1 (0v h*O _, 1 hr o _, 1
-t = = == — — ——fn=0, 15.29
a dx a<85 1288v w>+a2w+128svw C’f ( )
missa P 9
V2(6) = os(e) + 5 5(s). Vi(s) = V2(e) V() (15.30)
Pyo6riahdyssymmetrisen kuormituksen tapauksessa
fs = 07 Qs = Nxs = st =V = O, (15.31)
ja tasapainoyhtélot yksinkertaistuvat muotoon
d*u ldw 1
@ + VE% + Efx = 0, (15.32)
du w R d*w  a
e B —  — —f,=0. 15.33
Vda:+a+a12d3:4 C’f ( )
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Kuva 15.5 Nestesiilio.

Tapauksessa f, = 0 seuraa ensimmaéisestd yhtdlosta

du v

Toisaalta 9
du v 1 du vN, v°w
dx + o e C a ( )
Sijoittamalla tulos toiseen tasapainoyhtdloon tulee
d*w 4 1 v
e =< (fn - ENgc) , (15.36)
missa ( 2
3(1—-v
4 _
At = — 2z (15.37)

Sylinterikuoren differentiaaliyhtdlo on sama kuin reunahéiridtehtaville aiemmin joh-

dettu

vhtélo, ja sen ratkaisu on

w = e (C} cos Az + Cysin Az) + e (Cy cos Az + Cysin \z) + wy (), (15.38)

missd kertoimet C; ovat integroimisvakioita ja wj, on yksityisratkaisu. Integroimalla ensim-

méinen tasapainoyhtilo seuraa

xT

w=Cg+ Csz — Z /wdx. (15.39)

0

Esimerkki 15.1 Tutkitaan nesteelld taytettyd lieriokuorisdilidta.

Séilio on tdynné nestettd, jonka ominaispaino on ~. Siilion korkeus on H, ja seinéin
paksuus on A. Seindén kohdistuva paine on

fn=7(H —2), (15.40)

missa
v = pg. (15.41)

Reunalla = H
N,=0 = (5=0, (15.42)
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ja taipuman differentiaaliyhtélo on (N, /C = C5 = 0)
d*w 4 1
e + 4N w = Bpg(H — ). (15.43)

Yhtalon ratkaisu on
w = w, + w,, (15.44)

missd homogeenisen osan ratkaisu on

wy, = e~ (O cos Az 4+ Cysin Az) + e (Cs cos Az + Cy sin \x), (15.45)
ja yksityisratkaisu on
2
_qa*(H —x)
wp = = (15.46)
Kuoren akselin suuntainen siirtymé on
u=Cgs — v Jwdx
ao
=Cs + %e‘” [Cy(cos Az — sin Ax) + Ca(cos Az + sin Az)]
@ (15.47)
—%e” [C3(cos Az + sin Az) + Cy(sin Az — cos Az)]
a
A9 g2
+2Eh (H —z)°.
Integroimisvakiot C7, Ca, C3, Cy4 ja Cg voidaan médrittda reunaehdoista
dw(0
w©0) =0, wo)—o, WO _, (15.48)
dx
d*w(H) d>w(H)
My (H)=—D -0, Q,H)=-DTT)_ 15.49
() = -p ] Qu() = 0T (15.49)

Jos séilion korkeus H on suuri séteeseen a verrattuna, niin siiliotd voidaan kisitelld
ddrettomin korkeana ja asettaa C3 = Cy = 0 eli ottaa huomioon vain alareunan
reunahairié. Vakiot C7, C5 ja Cy ratkeavat alareunan reunaehdoista

2
_ ve’H _
w(0) =C1 + Th = 0, (15.50)
dw(0) ~ya?
= —C)) — —— = 15.51
I A(Cy — Cr) i 0, (15.51)
joista seuraa
2 2
ya~H vya© (1
=— == (--H). 15.52
@ wn Eh(/\ ) (15.52)
Reunaehdosta u(0) = 0 seuraa
v vyaH? B
Na (C1+Cy) +Cs + SEhL 0, (15.53)

josta saadaan edelleen

_ v _I/’)/CLHZ__V’)/G, _l 2
Cs = 2)\61(01 + C9) 5EhL ~  2ERh <H )\> . (15.54)
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Kuoren seinén taipumafunktio w(z) on

’ya’Q -z 1 H
w(x):E—h H-z-e¢ H cos \x + H_X sin \z| ¢,

ja voimasuureet ovat

2 2
NS:C<E+Vd_U>:C<E_V_w>:Mw:E_hw,
a a

dx a a

d
(koska d—z + gw =C5 =0),
d?w yaHh N 1
M,=-D—=—————¢ " |si — (1= . ’
x = NI Vze {sm A\x < AH) cos )\x}

dPw

M, = Mxy e =—D—.
Y @ dax3

Taivutusmomentin maksimiarvo on

1 > ~yaHh
2

Mmax=— |1 — — | —=.

() < AH ) 2,/3(1—12)

Sylinterikuoren kalvotilan ratkaisu hydrostaattiselle painekuormalle on
N, = afn = 7(H - x)av

(NS)max =~Ha,

ja suurin kalvojidnnitys on

_ vyHa
(Us)max - h .
Yksityisratkaisua
V(H — z)a’
wpy =
Eh
vastaava voima on
Eh

Ny = —w, =~v(H — 2)a,
a

joka on sama kuin kalvotilan ratkaisu.

Suurin taivutusjénnitys on

6( M) max 12X\2~va?>DH 1
r )max — = - 1—— 5
(0z) Vi

h? Eh?
missa ; - .
D= i A= VAL
Asettamalla likima#réisesti
1-12~1, 1—Ain1
tulee
(02 )max = gva

(15.55)

(15.56)

(15.57)

(15.58)

(15.59)

(15.60)

(15.61)

(15.62)

(15.63)

(15.64)

(15.65)

(15.66)

(15.67)

(15.68)

Todetaan, etti suurin taivutusjénnitys on noin v/3 kertaa suurin kalvotilaratkaisun

jannitys.
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Kuva 15.6 Vaakasuorassa oleva nestesailio.

Esimerkki 15.2 Tarkastellaan paistidn vapaasti tuettua lieridsdiliotd, jonka akseli
on vaekasuuntainen.

Nesteen ominaispaino on . Sailion pdadyt on kiinnitetty nivelGidysti siten, etté reu-
naehdot reunoilla x = 0 ja x = L ovat

v=0, w=0, N;,=0, M, =0. (15.69)

Reunaehdot ja symmetriachdot toteutuvat valitsemalla siirtymille sarjakehitelmét

u = Z Z Apn cosnf cos m;ra:v (15.70)
m=1n=0
S mnx
v = Z Z B,,n sinn(sin 7 (15.71)
m=1n=0
w = Z Z Cn cosnfsin m;rw (15.72)
m=1n=0
S&ilion seinddn kohdistuva paine on
~va(cos 8 — cos fBp), kun B < fy,
fu= (15.73)
0, kun 8> Go.
Kuorman f,, = f Fourier—sarja on
flz,8) = Z Z fmn cosnfsin m;rxv (15.74)
m=1n=0
missé kertoimet ovat
9 Bo L
T = Tr / /’ya(cosb’ — cos () cosn3sin ? dpdz, (15.75)

—Bo 0
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josta saadaan

8va m=1,3,5,...,
fmn = ;(cos Bo sinnBy — nsin By cosnfy) (15.76)
mnm?(n? —1)
n=2,3,4, ...
ja
4va , .
me = %(Slnﬂo — ﬂ() COS ﬁo), (1577)
mm
2va .
Fout = —er? (280 — sin 26). (15.78)

Jos sdilié on téytetty korkeuteen d siilion akselista mitattuna, niin

fn=7(d+ acosp) (15.79)
ja
4vd 4dya
me: %a fml = %7
(15.80)

frn=0, kun n>1, m=1,3,5,...

Sijoittamalla siirtymien ja kuorman sarjakehitelmit tasapainoyhtéloihin ja merkitse-
mélla

Y= 1= g ( )

tulee

—2m?*7? + (1 — v)¥*n?] A + (1 + v)ymnm By + 20ymaChypn = 0, (15.82)

3(1+v)ymnmAmn — [3(1 — v)m?7? + 69202 By

(15.83)
—2yn2[3 + n*(m27? + 42n?)|Cppn = 0,
—3vymm Amn + 123 + n*(m27? + v*n?)|Bimn
o (15.84)
+3y? + ? (m*7? +4*n)| O = ==

Kun kuorman sarjakehitelméin kertoimet f,,, tunnetaan, niin voidaan maarittaa ker-
toimet A, Bmn ja Chp kaikille kokonaisluvuille m ja n.

Esimerkki 15.3 Sylinteriputkella on sdteensuuntainen vitvakuorma kohdassa x = 0.
Tutkitaan putken siirtymid ja jannityksid.

Kuorma saadaan mukaan ratkaisuun nyt reunaehdosta tarkastelemalla symmetristé
sylinterin puoliskoa. T&ll6in voidaan asettaa w, = 0. Taipumafunktio on homogeenisen
yhtéilon ratkaisu

wy, = e (O cos Az 4+ Cy sin Ax) + €2 (Cs cos Az + Cy sin \x), (15.85)

missé 31 2) Eh
4 —v
= p— . 1 -
A a?h? 4a?2D (15.86)
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P
'y
A P
- HJLH
—_— — —
Q
Kuva 15.7 Viivakuorman kuormittama putki.
Koska ratkaisun tiytyy havitid ddrettomyydessi, niin on oltava
Cs=Cy =0, (15.87)
ja
wy, = e~ (Cy cos Az 4 Cy sin \x). (15.88)
Symmetrian nojalla kohdassa = = 0 saadaan ehdot
dw(0)
—— =0 15.89
", (15.89)
1 d3w(0)
P-20=0 = Q—§P——DW. (15.90)
Niiden yhtiloiden avulla ratkaistaan vakiot
P
Ch=0y= %D (15.91)
Kuoren seinén taipuma on siten
P ey ‘
w(z) = — 8p¢ (sin Az + cos A\z) (15.92)
tai hieman muunnetussa muodossa
P — Az : m
w(z) = — oD {\/5 sin ()\x + 4)} . (15.93)

Taipumafunktio w(z) on eksponentiaalisesti vaimeneva siniaalto, jonka aallonpituus
on

2
7” ~ 4.89Vah (15.94)

tapauksessa v = 0.3.

Ratkaisu voidaan esittdd my6s funktioiden

fi(Az) = e~ (cos Az + sin \zx), (15.95)
fo(Az) = e sinda = —%w, (15.96)
2
fa(Ax) = e~ (cos A&z — sin \x) = %% = —2—1\2%, (15.97)
f4(>\$) _ ef)\w cos \r — idfg()\if) _ _LdeQ()‘x) _ idjfl(Ax) (1598)

2\ dx 202 dz2 4N dxd
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l dx
P —f Ve
YYVYYVYYVYVYVVYVYY
x
—_—
AAAAAAAAAAAAALL
je————— e
b c

Kuva 15.8 Tasaisen kuorman kuormittama putki.

L dfs(Az)
A\x) = —— 15.
fih) = =50 (15.99)
avulla.
T4lloin ratkaisu on alueessa x > 0
P
_ Ehw(x)  ERP
Ng(x) = " = 8)\3Daf1()\x), (15.101)
P
M, (z) = —ﬁfg()\{l?), Mpg(z) = vMy(z), (15.102)
P
Q.(x) = §f4(/\1‘). (15.103)
Suurin taipuma ja momentti ovat
P Pa’\
|wmax| = SA—3D = ﬁ’ (15104)
P
|(Mx)max| - Ey (15105)
ja suurimmat jannitykset pisteissd x =0, ( = :F§ ovat
h 3P h P a 3v
UI(O,:F§) = im, o5( ,:F§) =5 <_E W) ~ (15.106)

Ratkaisu vaimenee Az:n funktiona eksponentiaalisesti, ja kiytdnnossi pistekuorman
vaikutus voidaan jattda huomioonottamatta, kun « > /.

Esimerkki 15.4 Tutkitaan sylinteriputkea, jota kuormittaa sditeen suuntainen tasai-
nen kuorma p, = —p matkalla L.

Radiaalisen viivakuorman ratkaisusta saadaan tasaisen paineen kuormittaman putken
ratkaisu. Kuorman P = pdx osuus taipumaan origossa on (viivakuorman ratkaisun

perusteella)

pdx
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_________________________________ >
Qo M,
Kuva 15.9 Péasta kuormitettu puoliddreton putki.
ja
b D c P
2
__pa b e —X¢ e (15.108)
- 19 -
5B [2—e "’ cosAb — e cos A
P i)~ (0]
~omnt M Ak
Taipuman lausekkeesta paatelladn, etti
TR i (15.109)
b— oo - Eh’ ‘
c — o0

Esimerkki 15.5 Tarkastellaan reunalta x = 0 leikkausvoimalla jo momentilla kuor-
maitettua pitkdd sylinteriputkea.

Puolidédrettomén sylinterikuoren reunalla on annettu momentti ja leikkausvoima eli
M, (0) = Mo, Q4(0) = Qo. (15.110)

Taipuman lausekkeeksi tulee

1 .
w(z) = — 2)\3D6_M [Qo cos Az + MyA(cos Az — sin Ax)]. (15.111)
Taipuman suurin arvo on
1
Wiax = Wo = _m(Qo + AMp), (15.112)
ja reunan kiertymé on
~ dw(0) 1
p(0) = —— = = ~ 53575 (Qo + 2AMo). (15.113)
Funktioiden f; avulla kirjoitettu ratkaisu on
1
w(r) = —2/\—3D[>\M0f3()\$) + Qo fa(Az)], (15.114)
dw(z) 1
T =~ pep 2PAMofs(Ae) + Qo fr(Az)], (15.115)
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d*w(x) 1
a2 _/\_D[)\Mofl()\ff) + Qof2(Az)], (15.116)
dBw(r) 1
5 = pl2AMof2(Az) = Qofs(Az)]. (15.117)

Taipumafunktion perusteella lasketaan

2w(x Bw(x
M, (x) = —Dddxg ) Qu(z) = —Ddd—xg), (15.118)
o(z) = —d‘:lf), Ns(z) = %w(m). (15.119)

Funktiot f1,..., f4 tulevat merkityksettomén pieniksi, kun x > 7/\.

Esimerkki 15.6 Lausutaan reunoilta kuormitetun lyhyen sylinteriputken taipuma reu-
nan leikkausvoiman ja momentin avulla.

Jos sylinterikuori on riittavin lyhyt eli

2w
L < —, (15.120)
A
niin reunahiriot vaikuttavat toisiinsa merkittdvasti. Taipuman lauseke kirjoitetaan
tassa tapauksessa (Eulerin kaavojen avulla) muotoon

w(z) = Cy sin Az sinh Az + Cy sin Az cosh Az + Cj5 cos Az sinh Az 4+ Cjy cos Az cosh Az.
(15.121)
Vakiot C; ratkaistaan jilleen reunaehdoista. Taipuma ja kiertymé kuoren reunoilla
r=0jax=L ovat

w(0) = w(L) = — 227; [Qoh1(AL) + AMoha(AL))], (15.122)
dzflio) = —dE;L) - 2?;;2 [Qoha(AL) + 2A\Mohs(AL)], (15.123)
jossa on otettu kiyttoon funktiot
) = SO )
) = S )
o) = AL e

Esimerkki 15.7 Tarkastellaan sisdisen paineen kuormittamaa pitkdd jaykdsti kitnni-
tettyd sylinterid.

Tehtédvin ratkaisu kootaan taivutustilan ja kalvotilan ratkaisuista. Kalvotilan siirtymé
tasaisesta paineesta on

2
pa
==, 15.127
K= Eh ( )
Sylinterin reunalla lausutaan yhteensopivuusehdot
wr +wg =0, (15.128)

or =0 (15.129)
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Kuva 15.11 Péistaan jaykésti kiinnitetty paineen kuormittama putki.

eli
L Qo+ aMp) + PE — ¢ (15.130)
233D 0 O ER T '

Qo + 2\ M, = 0, (15.131)

joista ratkaistaan

p p

My=—— == 15.132
0 2)\27 QO ) ( 5.13 )

Edelld K tarkoittaa kalvotilaa ja T taivutustilaa.
Kalvotilassa kuoren reunan kiertymé on nolla. Taipuman lausekkeeksi saadaan

2

w(z) = 4AL;D[fs(m) —2fa(Ax)] + %. (15.133)
Taivutusmomentin lauseke on
My (@) = =551 () = 22 (\a)], (15.134)
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ja kuoren jannitykset lasketaan kaavoilla

O (mig) = i%MT(x), (15.135)
op(z,Q) = EwT(x) + vo.(z, ). (15.136)

Jos reunat ovat vapaasti tuetut, niin M, = 0 reunoilla ja My = 0. Talloin

Qo = 2)\3Ds, (15.137)
pa®
missd § = 7 on reunan kalvotilan taipuma.
Esimerkki 15.8 Tutkitaan renkailla vahvistettua sylinterid.

Jos sylinterikuoren vahvistusrenkaat ovat hyvin jaykét, niin kuoren taipuma on nolla
renkaiden kohdalla. Symmetrian nojalla kiertymé renkaan kohdalla on nolla eli

Qoha(AL) + 2A\Myhs(AL) = 0, (15.138)
josta ratkaistaan
Qoh2(AL)
My=———""—"—=. 15.1
07 T 2ahs(AL) (15.139)

Sylinterikuoren kalvotilan siirtymé& on

2
pa
= —. 15.14
wK = T (15.140)
Jaykin renkaan kohdalla on voimassa ehto
wr +wg =0 (15.141)
. Aa? Qoh3(AL) 2
2 \a 0lty pa
— hi(AL) — —————= — = 15.142
josta ratkaistaan »
= 15.143
@ A |2h1(AL) — AL T ( !
! ha(AL)
phg()\L)
My =— : 15.144
O TN 2k (AL)hs(AL) — h2(AL)] (15.144)
Kun AL on suuri (> ), niin funktiot h; ~ he ~ hg =~ 1 ja
_P __ P
Qo = R My 2)\2h2(>\L). (15.145)

Renkaan ja kuoren vilinen reaktiovoima on P = 2@Q).

Jos renkaan kimmoisuus otetaan huomioon, niin saadaan yhteensopivuusehto
wr + W = W, (15.146)

missd w, on renkaan radiaalisiirtymé

Pa?

— 15.14
— (15.147)

Wy =
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Kuva 15.12 Renkailla vahvistettu lierio.

missd A on vahvistusrenkaan poikkileikkauksen pinta—ala. Saadaan yhteensopivuuseh-

to
Aa? h3(A\L) pa?  Pa?
_EQO 2h1(AL) — o) | T ER = A (15.148)
Kun AL on suuri, niin tulee (Qg = P/2)
1 p Ph
—sP=-S+— 15.14
> x A (15.149)
eli P
P= P . Qo==P, My=——hy(AL). (15.150)
O I
2 A
Kun 5
Ao, P Tp ja Qo — g. (15.151)
Kun
A—0, P—0. (15.152)

Esimerkki 15.9 Madritetiadn sylinteristd ja puolipalloista kootun paineastian jinni-
tykset.

Jos séilion sisdlla on paine p, niin sylinterikuoren kalvovoimat ovat

pa

Nk = = Nsk = pa. (15.153)

Pallokuoren kalvotilaratkaisun kalvovoimat ovat vastaavasti

Nokx = Ngk = %- (15.154)

Sylinteri— ja pallokuoren siirtyméit kuorten liitoskohdassa ovat

2
a a pa pa
sk = —(Ngrx — VN, z—( ——):—2— , 15.1
ware = gy N =vNare) = g (pe =vg7 ) = g 2= v) (15.155)
pa’
= 1-— 15.1
WpK 2Eh( V), (15.156)
ja kuorien vilinen siirtyméero on
pa’

2Eh
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Kuva 15.13 Puolipalloista ja lieridstd koottu paineastia.

Koska pallo— ja sylinterikuorien siirtymien tulee olla yhteensopivat, syntyy yhteensopi-
vuuden pakottamisen seurauksena sauman ympiristoon taivutusjannityksid. Yhteen-
sopivuusehdoista

ws = wp, (15.158)

Ps = Pp (15.159)

ratkaistaan saumakohdan leikkausvoima Qg ja taivutusmomentti My. Jos pallo—ja sy-
linterikuorten paksuudet ovat samat, niin reunan leikkausvoima aiheuttaa yhté suuret
kiertyméat kummankin kuoren reunalle. Téssd tapauksessa My = 0, ja leikkausvoima
ratkaistaan ehdosta

Wy = wWs (15.160)
eli
WpK + WpT = WsK + WsT), (15.161)
josta seuraa yhtilo
%( —1/)—1—2)\%@0: %(2—@—2/\%@), (15.162)
jonka ratkaisu on
Qo = pa;é\? - sﬁ/\' (15.163)
Sylinterikuoren seinin taipuma on
Ws =WsK + WsT
1
=wsk + 53575 @ofa(Az) (15.164)

2
_pa 5 N_ P X
=55, 2 V)~ eap 400,
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ja taivutusmomentti on

de(x) Qo
M, =—D = ——fo(A\
(0) == D =~ X ()
, (15.165)
ahp
= f5(\x).
8./3(1 — 12) f2x)
Taivutusmomentin maksimikohta ratkaistaan ehdosta
dMT(Z‘) e
—_ L = = —. 1 .1
. 0 = =x ™ (15.166)

Suurin jénnitys sylinterikuoren ulkoreunalla taivutusmomentin maksimikohdassa on

pa 3 pa 0 pa
T )max = 57 iaae——— — ) =~ 1.293—. 15.1
(02) on iAo (3) 120833 (15.167)

Sylinterikuoren tangentin (renkaan) suuntainen jannitys on

pa n Fwsr  6v

0B 27 ’ + ﬁM’I‘
(15.168)
Z% 1 - if4(>‘x) + ﬁfz()\x)l :
Poissonin luvun arvolla v = 0.3 suurin tangentiaalinen jannitys on
(08 )max ~ 1.03227 (15.169)

h
kohdassa x = 1.85/\.

Esimerkki 15.10 Johdetaan yhteensopivuusehdot, joista voi ratkaista paineastian pdd-
tylaatan ja lieridkuoren littoskohdan voimasuureet.

Paineastia on tehty liittdmé&lla sylinterikuoreen paddyiksi ympyrélaatat. Yhteensopi-
vuusehdon kirjoittamista varten tarvitaan laatan ja sylinterikuoren reunan siirtymét
ja kiertymét reunavoimista ja painekuormasta. Laatan reunan kiertymét reunan mo-
mentista My ja paineesta p ovat

a

=— M, 15.1
(y) a0 Do) o (15.170)
3
pa
= — 15.171
Pyp 8D, (1 +v) ) ( )
missé
D 7Eh2 15.172
Y12(1 —v2) (15.172)
on laatan taivutusjiykkyys (laatta ja sylinteri samaa materiaalia).
Sylinterikuoren reunan kiertymé on
dw(0) 1
= — = — 2 M - 1 .1
p(0) = =T = S (2AMy + Q) (15.173)

Laatan ja kuoren kiertymien yhteensopivuusehto on

(Py) Mo + Pyp = ¥s- (15.174)
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Kuva 15.14 Lieriostéd ja ympyrélaatoista koottu paineastia.

Ympyrélaatan reunan sdteen suuntainen siirtymé on

u= “(]137];”)@0. (15.175)

Sylinterikuoren reunan taipuma puolestaan on

Ws =WsK + WsT

(15.176)
(2 v) — S (WM + Qo)
Topn T anep O TR0
Siirtymien yhteensopivuusehdoksi saadaan
Ws = U. (15.177)

Liitoskohdan kiertymien ja siirtymien yhteensopivuusehdoista muodostetaan yhtalo-

ryhmé
_ e 1 1 pa®
D, +v) ' AD 2\2D M, “SD,0E0)
= { 15.1
1 a(l —v) 1 Qo pCLQE/Z —v) ,(15.178)
92D Eh, ' 2X°D —En

josta ratkaistaan reunan momentti ja leikkausvoima ja niiden perusteella lasketaan
sekd laatan ettd sylinterikuoren tarvittavat suureet.

Esimerkki 15.11 Madritetiadn kartio— ja sylinterikuorista kootun sdilion kalvo— ja
taivutustilan ratkaisut lumikuorman tapauksessa.

Sailibrakennus on pantu kokoon liittdmalla toisiinsa sylinterikuori ja kartiokuori. Kuor-
ten paksuus h on sama. Kattoa kuormittaa lumikuorma p = 2 kN/ m?. Médritetisin
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Kuva 15.15 Liitoskohdan voima- ja siirtyméasuureet.
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Kuva 15.16 Lumikuorma kartiosta ja lieriostd kootulla sailiolla.

terdssailion momentti ja leikkausvoima kartion ja sylinterin liitoskohdassa otaksumal-

la, ettei sylinterikuoren alareunan vaikutusta liitoskohtaan tarvitse ottaa huomioon

(ts. sen vaikutus on riittdvésti vaimentunut).

Kartiokuoren kalvotilan ratkaisu

Kartiokuoren geometriset parametrit ovat

Ry =00, Rpg=stanf = 2s,

(15.179)

missd s on huipulta ldhteva koordinaatti ja € on kartion kaltevuuskulma pystysuoraan

suuntaan ndhden. Tasanjakautuneen lumikuorman normaalikomponentti kartiokuo-

relle on

fn = —pcos? a.

(15.180)
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Kartiokuoren kalvovoimien tasapainoehdot ovat

Y
25y 15.181
= (15.181)
215 sin 0 cos N = (s sin 0)p, (15.182)

joissa ylaindeksi k viittaa kartiokuoreen. Kalvovoimiksi saadaan

N = Ry fn = stanff,, (15.183)

1
NF = —Zpstané. 15.184
2

S

Reunan kiertymén laskemista varten tarvitaan kalvovoimien derivaatat koordinaatin
s suhteen

dN% dNE 1
B s
= tanff,, = —Zptand. 15.185
ds anff ds 2p an ( )
Kartiokuoren taipuma ja kiertymé ovat
tan 6

wh =2 Eaz (Nk —uNE), (15.186)

k k

& (I4+v)tan6 , ey Stan@ [dNg AN}
=————(Ns—N])— — 15.187
oK Br N g\ s ) ( )

joissa alaindeksi K viittaa kalvotilan suureeseen.

Kartiokuoren reunalla

Nk <£a> = —épa, (15.188)
s\ 2 2
Nk <§a> = —0.8V/5pa, (15.189)
e (V3,) _ _g95P0
Wi ( 5 a) = 3.25Eh, (15.190)
ot <§a> = 4.65%. (15.191)

Sylinterikuoren kalvotilan ratkaisu

Sylinterikuoren kalvovoimat ovat
N; = —=pa, (15.192)

N3 =af, =0, (15.193)

joissa ylaindeksi s tarkoittaa sylinterid. Kalvovoimien avulla lasketaan sylinterikuoren

kalvotilan siirtyma

Va2

a S S

Tasséd tapauksessa sylinterikuoren kalvotilan kiertymé on nolla eli

wi =

o5 = 0. (15.195)
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Kuva 15.17 Kartiokuoren kalvotilan suureet.
Liitoksen yhteensopivuus— ja tasapainoehdot

Kartiokuoren ja sylinterikuoren liitoskohdan yhteensopivuusehdot ovat

w” cos = w*, (15.196)
oF = ©°. (15.197)

Yhteensopivuusehdoissa
w=wg +wr, ¢=¢K+er, (15.198)

joissa alaindeksi K viittaa kalvotilaan ja T' taivutustilaan.

Liitoskohdan voimien tasapainoehdot ovat
QF cos® + NFsinh — Q° =0, (15.199)

Q%sin® — N¥cosf + N2 =0, (15.200)

joista ratkaistaan tarvittava kartiokuoren leikkausvoima
Q" = Q° cosf — N sinb. (15.201)

Kartiokuoren taivutustila (reunahdirio)

Kartiokuoren taivutustilan reunan siirtymé ja kiertymé ovat
wh = g11Q" — g1oM = g11 cos0Q° — g1oM — g11NZ sin 6, (15.202)

ol = —g21Q" + gaaM = —go1 o 0Q° + gao M + go1 N sin 6, (15.203)

joissa M = M¥ on kartiokuoren taivutusmomentti reunalla. Kartiokuoren joustoker-
toimet ovat

1 (Rs\* 1 (Rs\’ 1R
g11 = 5D (K—i) y 912 = 5D (K_i> =921, 9g22 = BK_i’ (15.204)
joissa
Rs= —— = a5, (15.205)
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Kuva 15.18 Liitoskohdan voima- ja siirtymasuureet.

D=_——"" (15.206)

4 5 a5 Eh3
Kk — 3(1—y)<T>, 20— 2)

Sylinterikuoren taivutustila (reunahdirio)

Sylinterikuoren reunahéiriétehtévin reunan taipuma ja kiertymé ovat
’LU% = _’Ylle — ’}/12M, (15.207)

o = —721Q" — Y22 M, (15.208)

joissa M = M?* on sylinterikuoren taivutusmomentti reunalla. Sylinterikuoren jousto-
kertoimet ovat

1 (Rs\® 1 [(Rs\” 1 Ry
[ p— = — = = —_-—— ]. .2
m =3y (Kg) M2 =55 <KS Y21 V22 = e (15.209)
joissa
Rs = a, (15.210)
a En?

K= 31— 12 —) D=——" 15.211
( V)(h ’ 12(1 - 12) ( )

Yhteensopivuusehdot

Yhteensopivuusehtojen perusteella kirjoitetaan yhtalot

cos fwk. + g11 cos? Q — g12 cos M — gq1 sin 6 cos O N3
(15.212)
=wig — Mm@ —n2M,
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gp’}( — g21 €08 0Q) + gaoM + go1 SINON; = —721Q — Y22 M, (15.213)

joissa on merkitty
Q*=Q, M*=MF=M. (15.214)

Yhteensopivuusehdot ovat matriisimuodossa

[ g11 08?0 +y11 Y12 — g12 cosl ] [ Q ] _
—g21 €086 + y21 922 + Y22 M

(15.215)
g118in 6 cos ONZ + w3, — cos fwk.
—g21 NS sin @ — k. '
L&htoarvoilla
kN kN
a=5m, h=00lm, v=03 E=206—, p=2— (15.216)
mm m
tulee
kN kNm

Q=-3807 —, M =0693 —. (15.217)
m m



Luku 16

Taitekuori

Taitekuoren osat toimivat seké levyiné etté laattoina. Tarkka ratkaisu voidaan johtaa kehit-
tamaélla levy— ja laattatilan suureet Fourier—sarjoiksi ja muodostamalla yhteensopivuuseh-
dot liitoskohdissa (sdrmisséd). Tietyissd tapauksissa tyydyttéva ratkaisu saadaan aikaan
yksinkertaisemin:

1. Jos osalaattojen taipumat ovat pienid sdrmien siirtymiin verrattuna, niin levykuori
toimii kuten taivutettu palkki. Niin kiy, kun osalevyt ovat kapeita ja liittyvét toisiin-
sa riittdvan suuressa kulmassa (kulma o > 40°) tai kun poikkileikkauksen muodon
vadristyminen estetddn poikkilevyilld, kuva 16.2.

2. Jos sdrmien siirtymét ovat pienid verrattuna osalaattojen taipumiin, niin levykuo-
ri toimii kuten siirtyméattomille sirméviivoille tuettu laatasto (poikkisuunnassa) ja
kuten levysysteemi (pituussuunnassa). Tdma on mahdollista, jos osalevyt liittyvét
toisiinsa riittdvan suuressa kulmassa, kuva 16.2.

Laakeisiin avoimiin levykuoriin, joissa sdrmien ja osalaattojen siirtymét ovat samaa
suuruusluokkaa, on sovellettava tarkempia laskumenetelmié, kuva 16.2.

16.1 Likimaarainen kalvotilan ratkaisu

Kohdan 1 mukaisesti levyjen edellytetdan liittyvan toisiinsa riittdvin suuressa kulmassa.
Sarmét otaksutaan lilkkumattomiksi. Levyt liittyvéit toisiinsa nivelellisesti. Levyja kisitel-
ladn palkkiteorian mukaan. Vaaditaan, ettd levyn leveyden suhde pituuteen on pienempi

kuin yhden suhde neljdan eli

b1
— <o 16.1
7 <1 (16.1)

Tarkastellaan levykuorta, joka tukeutuu jaykkiin paétylevyihin, kuva 16.3. Paatylevyt
ovat omassa tasossaan ddrettomén jaykkid, mutta joustavat kohtisuoraan tasoaan vastaan.

Kuormitus otaksutaan vakioksi jénteen suunnassa.

16.1.1 Kuormituksen jakaminen sirmille

Kuorma jaetaan sérmiin vaikuttaviksi viivakuormiksi joko staattisesti méaratyn tai jatku-
van palkin teorian mukaisesti. Sdrmikuorma jaetaan sdrméin liittyvien levyjen suuntaisiin

287
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jaykka
paatylevy
reunapalkki
]

Kuva 16.1 Taitekuori, joka on tuettu tasoissaan jaykilld padtylevyilla ja reunapal-
keilla.

komponentteihin. Kuvan 16.4 tapauksessa saadaan tasapainoehdot

D1 COS (v = Pg COS (g, (16.2)
prsinay — pasinas = pg, (16.3)
joista ratkaistaan
p1= %P& (16.4)
P2 = Sin(caolsﬁpﬁ (16.5)

Levyja 1,2, ... kisitellidn palkkeina, kuva 16.5. Kuorman

P =Dpa+DB (16.6)

aiheuttama taivutusmomentti on M. Leikkausvoimat T4 ja T aiheuttavat taivutusmo-

mentin

b b
My = —-Ty—- —1Tp= 16.
1 a5~ Thy (16.7)
ja normaalivoiman
Ny =Ty +Tp. (16.8)

Palkin (levyn AB), kuva 16.6, ala— ja ylareunan venymaét ovat

Ny My+DMb

ATEA EI 2

) (16.9)

0= 2 2
Mog 1 /1 b 1/ 1 b
= S (L |y N
EI E<A+4I> ATg\Tata)t
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Kuva 16.2 Taitekuori. a) Osalaattojen taipumat ovat pienid. b) Sdrmien taipumat

ovat pienié. ¢) Laakea taitekuori.

N Moy + M b
N Mo+ My <__>

EA El 2
b
My i e 11N,
Bl E\A 41) A" E\TA a)°B
y
. My 4, 2
ATEW  EATA T EAD
My, 2 4
B=—gw tgalatgale
missa AR pe
I:— A: _ —
127 bd7 67

b on levyn leveys ja d on levyn paksuus.
Yhteensopivusehdon

€BA = €BC

ja tasapainoehdon
Tpa=Tpc =18

perusteella johdetaan kolmen leikkausvoiman yht&lo

MlO 2 4 MQO 4 2
. L T4 —Tp= SR S
W, EA AT EA BT EW, FA, BT EA,C
eli 2 4 4 9 M M.
10 20
i — 7T T,
A, AT (EA1 * EA2> BV B4, EW,  EW,

missé indeksit 1 ja 2 viittaavat levyihin.

(16.10)

(16.11)

(16.12)

(16.13)

(16.14)

(16.15)

(16.16)

(16.17)
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paatylevy

Kuva 16.3 Tasoissaan jaykkiin paétylevyihin tuettu taitekuori.
Q1 =qa
Q2 = qa2
\AARARAARARARARAAA
|
|
. B
I
I
|
: 1Q1+1Q2=psB
|
I pa
|
|<—>|<—>|
al a9
Kuva 16.4 Kuormien jakaminen sidrmille.

Esimerkki 16.1 Madritetidn kuvan 16.7 taitekuorikatoksen jinnitykset.

Taitekuorikatoksen vaakatasoa kohti laskettu tasainen kuormitus levyjen 1, 2 ja 3

alueella on

N N N
@ =5310 . @ =9750—, g3 =3000 .

Sirmien viivakuormat ovat

N
@1 = qrax = 10620 —,
m

N
Q2 = qrag = 23475 —,
m

N
Qg = (@3a3 = 6000 —.
m

(16.18)

(16.19)

(16.20)

(16.21)
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ta Ty = fO tadx
Yyvyvyvyy
| PA

Kuva 16.5 Taitekuoren osalevy.

A

Kuva 16.6 Levyjen ja sdrmien numerointi.

Sadrmien viivakuormien perusteella lasketaan levyjen suuntaiset komponentit

CoS & 1 N

pip= ———— Q1 +2Qs ) =32255—,
sin(ay — a) 2 m

CcoS & N

pop = — <Q1 + Qz) = 22808 —,
sin(ay — a) m

CcoS « 1 N

pro = (—Qz + Q3> 18188 —,
sin(ag — ag) \ 2 m

CoS & 1 N

psc = ———— (—Q2 + Q3> 25721 —.
sin(ay — ag) \ 2 m

Levyihin vaikuttavat kuormat ovat

N
p1 = p1B = 32255 —,
m

N
P2 = —p2p + p2c = —4620 —,
m
N
P3 = —pP3c = —25721 —.
m
Taivutusmomentit janteen keskelld (z = 4 m) ovat

p1L?

My = = 258040 N,

(16.22)

(16.23)

(16.24)

(16.25)

(16.26)

(16.27)

(16.28)

(16.29)
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Kuva 16.7 Taitekuorikatos.

L2

Moy = 222 — 36960 N, (16.30)
212

Mso = p“g = —205768 Nm. (16.31)

Poikkileikkausten pinta—alat ja taivutusvastukset ovat
Ap =0424m? Ay =0.375m? Az =0.424m? (16.32)
Wi =0200m3, Wy =0.156m> W5 = 0.200m?>. (16.33)

Yhteensopivuusehdoiksi saumoissa saadaan

Ta =0, (16.34)
2 4 4 2 Mg Moy
T ST K o Te = 16.35
T4, A+(EA1+EA2) BYEA T EW, EWy (16.35)
2 4 4 Moo M3
e S Tp = 16.
A, T (EA2 * EAg) CTEA YT Ew, T EW (16.36)
Tp =0 (16.37)
el 4 4 2 My M
10 20
)T T =20 16.38
(A1+A2) 5+ plo= ot (16.38)
2 4 4 Myy  Msg
ity y D) T = 220 T80 16.39
4 B+(A2+A3> C W2+W3 ( )

Sijoittamalla lukuarvot tulee yhtaloryhméa

20.107's + 5.33T¢c = 1053277, (16.40)
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g
v kN
D 639—
g - m
3
C = —2z19k—1\2I
9 T
=
kN
B ~590—
¥ m
1
—=D kN
A 940—
x=1L/2 m

Kuva 16.8 Taitekuorikatoksen normaalijénnityksen o, jakauma.

5.331s + 20.107T¢c = —1265763, (16.41)

josta ratkaistaan

Tp = T74335N, T = —82714N. (16.42)

Jannitykset jinteen keskelld (z = 4 m) ovat

My, 4 2 kN
=10 _ 7, ZTp=940— 16.43
O1A W1 Al A Al B m2) ( )
My 2 4 kN
=0 T Ty =590 — 16.44
01B A +A1 A+A1 B o2 ( )
Moy 4 2 kN
= 7 2T =_ — 16.4
02B W, A, B A, c 590 m2’ ( 6 5)
Myy 2 4 kN
=20 ST T =249 — 16.46
020 W, +A2 B+A2 @] 2 ( )
Ms 4 2 kN
=30 7. ZTph =249 16.4
O W, T A ¢ AP Y (1647
L T Y (16.48)
03D — W3 AB C A3 D — m2- .

Jannityskomponentin o, jakauma, kuva 16.8, poikkeaa palkkiteorialla ratkaistusta ja-
kaumasta. Leikkausvoiman jakauma, kuva 16.9, taitekuoren akselin suunnassa on

x(L — x)
T(z) = ZleaXT7 (16.49)
dT (x) L—2x
t = = 4E11ax ’ 16.50
ja leikkausjéannitys on
t
T=-. (16.51)
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I
c I
Tomin = —82714 N

B

Tomax = 74335 N

Kuva 16.9 Taitekuorikatoksen leikkausvoimat.

16.2 Kuormitus ¢ riippuu pituuskoordinaatista

Johdetaan seuraavaksi likim&drdinen laskutapa kalvoteorian mukaan samoin otaksumin
kuin edellisessé kohdassa tapaukselle, jossa kuorma ¢ riippuu koordinaatista x. Otaksutaan
kuitenkin, ettd g on symmetrinen keskikohdan x = L/2 suhteen. Kehitetaan ¢(x) Fourier—

sarjaksi
> nw
q(x) = Z Qnsinopx, o = T (16.52)
n=1,3,5,...
kertoimin
L
2
W=7 /q(a:) sin o,z d, (16.53)

0
missd symmetrian vuoksi nollasta eroavia ovat vain parittomat termit. Kuormituksen ja-
kaminen sérmillle tehd&ddn kuten edellisessdé kohdassa z:n suhteen vakiokuormitukselle.
Osalevya kisitellddn palkkiteorian mukaan. Kuorma p(z) on

p(x) = pa(z) + pp(z). (16.54)
Osalevyn differentiaalisen alkion tasapainoehdot ovat, kuva 16.10,
% bta—tp =0, (16.55)
% +p=0, (16.56)
%_Q+tAg+th 0. (16.57)

Esittamalld jannitysresultantit muodossa

N(z) =) N,sinayz, (16.58)
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. %%

Q Az Q4+ AQ

N[ =

Vs

N[

Q(z) =) Qncosan, (16.59)
M(z) = Mysinayz, (16.60)
ta(x) = ZtAnsinana:, (16.61)
tp(z) =Y tpnsinonz (16.62)
saadaan 1

Nn = - (tAn - tBn) ; (16'63)

1
Qn = —Dn, (16.64)

Qp

1 b b
M, =—(Qn—Tan= — Tpn=). 16.

an(Q angy — Ton3) (16.65)

Kahden osalevyn liitoskohdassa B, kuva 16.11, on voimassa yhteensopivuusehto
€1B = €2B, (16.66)

eli
Nln Mln b o N2n Mgn b

— - = — 16.67
EA, EILL2 EAy, EIL?2 ( )
josta seuraa kolmen leikkausvoiman yhtalo
2 4 4 2 1 Pin Pan
—t —+ — |t —ton=—\|=+="], 16.68
Ay An+<A1+A2> Bn+A2 T, <W1+W2 ( )
missa b A
W; = T i=1,2 (16.69)

on osapoikkileikkauksen 7 taivutusvastus.
Sdrmien siirtymét mééritetddn laskemalla ensin levyn paikallisen y—akselin suuntainen
siirtymé v(x) ratkaisemalla differentiaaliyhtélo
d*v

BlZ— = —M(). (16.70)
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Kuva 16.11 Taitekuoren osien ja sérmien numerointi.

v1/ cos(ag — az)

Kuva 16.12 Taitekuoren sdrmén siirtymét.

Sijoittamalla tdhan

v(x) =) vpsina,, (16.71)
M(x) = Z M, sin ., (16.72)

tulee s ) ) )
vy, = o Bl = w [pn — ay (tAn§ +tB"§)] ) (16.73)

Kuvan 16.12 perusteella saadaan levyn tasoa vastaan kohtisuorat siirtyméat

wy =|— Ay cot(ag — a)

2T cos(ag — a) 2 ! 2
(16.74)

U1
= t —
sin(a1 — a2) Vg CO (a1 Oég),

wy = [’Ul con(an — O@J cot(ag — a)

(16.75)

V2

=vicot(ag — ag) — ———.
sin(ag — ag)

Esimerkki 16.2 Madritetdadn kuvan 16.13 taitekuorikatoksen jannitykset.

Lasketaan edellisen kohdan esimerkki uudelleen sarjakehitelmén avulla. Tasaisen kuor-

man Fourier—sarjan kertoimet ovat

4qo

L T n=1,35,...
/qo sinapdr =4 " (16.76)
0

0, n=2,4,6,...,

dn =

~ o
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q2

2m

A D
aq a2 as
2 m 2.5 m 2 m

Kuva 16.13 Taitekuorikatosesimerkin ratkaisu Fourier—sarjojen avulla.

missé go on tasaisen kuorman intensiteetti.

Soveltamalla kolmen leikkausvoiman yhtilod saadaan yhtaloryhmé

i + i l Pin + P2n

A DA A bon | _ 6 | A T bady (16.77)
2 e o | e e e
Ay As A baAz  b3As3

johon sijoitetaan lukuarvot

A =0.424m2, Ay =0.375m?2, A = 0.424m?,

N N N
p1 = 32255 —, po = —4620 —, p3 = —25721 —.
m m m
Kuorman Fourier—sarjan kertoimet ovat

4
— i, i=1,2,3 ja n=1,3,5,.... (16.79)

DPin = an L

Sijoittamalla lukuarvot yhteensopivuusyhtilihin tulee

32255 4620
|: 20.10 5.33 :| |: tBn :| _ 24L |: 2.8%1%-200424 - 2,5,;){23175 , (1680)
5.33  20.10 ten n’m? | —55637 — 38280430
josta ratkaistaan
tBn 3117 96
[ tom } B [ —3456 } m2n?’ (16.:81)

Merkitéisin, ettéd leikkausvoimat tekijid 96/ (w%n?) vaille ovat

tp =311, {tc = —3456. (16.82)
Osalevyn ala—ja yldreunaan vaikuttavien jakautuneiden leikkausvoimien Fourier—sarjat
ovat -
ta(z) = Z t An COS Qi T, (16.83)
n=1,3,5,...
tp(x) = Z t By, COS QT (16.84)
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Koska

oo

1 w2
E — = — (16.85)
2
— (2n+1) 8

saadaan leikkausvoimien maksimiarvoiksi kohdassa x = 0

N N
t5(0) = 37400 —,  1c(0) = —41480 —. (16.86)

Jannityskomponentti o, jinteen keskelld on

L n=1 [N, M,

(2 = —1) 2z |24

o(3) =3, 0 [
Gpn M}

n—1 |:_tBn_tCn + :F?)

o a2b o

(16.87)

1 n=1 24]9 tBn ten
=_ —1) 2 |+ -1 1 —
DGR ISEDE TSR

eli

9
8
N
o]
~——
I
N

n=1 1 L2 [ 24p N B}
Z (—=1)2 e {i—+12(—1:F3)t3+12(1:F3)tc},

b
n=1,3,5,...
(16.88)
missa ,
> n—1 1 7'("
()2 5=+ (16.89)
n=1,3,5,... n 32
Levyssd 1 on jannitys
L 1 24 - 32255 82 N
|5 | = + 12-3117(1F3) | — —. 16.90
7a (2) 0.424( 2828 (¥ )> 32 m? (16.90)
Reunoilla A ja B
L kN L kN
Levyssa 2
L kN L kN
Bl =) =-990—7, osxc|=|=-249—. 16.92
U.,B(2> 590m2 Uc<2) 9rr12 (16.92)
Levyssa 3
L kN L kN
T ~ =-24 5 T - = — . 16.
04,0(2) 9m2 0'D<2) 639m2 (16.93)

Todetaan, ettd jinnitykset ovat samat kuin edellisen kohdan esimerkissa.



Luku 17

Pyorahdyskuoren ratkaisu
elementtimenetelmalla

Pyoriahdyssymmetriselle kuorelle on edelld johdettu pyordhdyssymmetrisen kuormituksen
tapauksessa muodonmuutosten kaavat. Koordinaattiviivan a suuntainen muodonmuutos

on
1 du w

" Rada R

missd u on a:n suuntainen siirtymaé ja w on kuoren normaalin suuntainen siirtymé. Koor-

(17.1)

Ca

dinaattiviivan (# suuntainen muodonmuutos on

£ :R—(ucot a+w)

(17.2)

4 coS o + w sin «
T

Pyoréahdyssymmetrisen tapauksen kdyristymien kaavat ovat

1 dy 1 d |1 dw
o g ()] e

Rq

E Qa R,do

' a Qo + dQq
! M, + dM,
K, N, + dN,,

Kuva 17.1 Pyorahdyskuoren siirtymé- ja voimasuureet.

299
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1 d(Rgsina) [ 1 dw
K3 = JEE—— u— —
p R,Rgsina do R, do

(17.4)
cot o dw
= u——.
R, Rp da
Hooken lain mukaan kalvovoimien ja venymien viliset yhteydet ovat
Eh
N, = 5(Ea +vEp), (17.5)
1—v
Eh
NI@ = m(Eﬁ+V€a), (176)

missd E on kimmokerroin, v on Poissonin luku ja h on kuoren paksuus. Vastaavasti taivu-
tusmomenttien ja kéyristymien véliset yhteydet ovat

En?
My, = ———(ka , 17.
0 _VQ)(R + vKg) (17.7)
En?
M= ——" o). 17.
3 12(1—1/2)0%—“/”) (17.8)
Kuoren taivutusjaykkyys on
p__ B (17.9)
C12(1 —v?)’ '

17.1 Kaksisolmuinen kuusivapausasteinen ohuen kuoren ele-
mentti

Korvataan seuraavassa pyorihdyskuoren kaareva reuna tai meridiaaniviiva kaksisolmuisilla

suoraviivaisilla elementeilld. Téasta aiheutuva virhe pienenee elementtijakoa tihennettéessé.

Otetaan koordinaatin « sijasta kdyttoon fysikaalinen koordinaatti, kaarenpituus s, jonka

differentiaali on
ds = Ryda. (17.10)

Suoraviivaisen elementin tapauksessa
Ry = 0. (17.11)

Muodonmuutosten kaavat yksinkertaistuvat suoraviivaisen pyordhdys- tai kartiokuoren
tapauksessa muotoon

du
s = —, 17.12
€ I (17.12)
es = ucosa—:wsma’ (17'13)
d>w
Kg = o (17.14)
d
Ky = — o C0 (17.15)

r ds’
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Otetaan vield kulman « sijasta kiyttoon kulma ), kuva 17.1, jolloin paddytidédn tasoke-
hén yhteydestd tuttuun koordinaatistoon. Kartiokuoren muodonmuutosten kaavat lausut-
tuina kulman ¢ = 27 — « avulla ovat

du
== 17.16
Es ds’ ( )
= ucosw;wsinQp’ (17.17)
d*w
s =~ (17.18)
cos 1) dw
= - 17.1
8 r ds (17.19)
Interpoloidaan siirtyméaé u lineaarisilla polynomeilla kaavalla
u(§) = (1= ur + uo (17.20)
eli
u(§) = Ni'(Hw + Nay'ua, (17.21)

missd N1(§), Na(§) ovat muotofunktiot ja uy, us ovat solmupistesiirtyméit. Taipumaa w
interpoloidaan vastaavalla tavalla kolmannen asteen polynomeilla muodossa

dw dw
wl) = MP©u+ 870 () +Mp@ur N () . ar)
S 1 ds 2
Interpolaatiokaavoissa on otettu kiyttoon laaduton koordinaatti £ € [0, 1],
S
== 17.2
=2, (17.23)

missd L on elementin pituus. Siirtymien interpolaatiopolynomit eli muotofunktiot ovat

Ni'(§) =1-¢ Ny (&) =¢, (17.24)

NP(€) =1-362+26%, Ny(€) = (£ — 262+ &)L,

(17.25)
Ny(§) =36% —26%, Ny (€) = (- +&°)L.
Matriisimerkinnoin voidaan interpolaatiokaavat kirjoittaa muotoon
]
w1
w@ | _[© 0 0 N o0 Tlwp| o0
w(§) 0 N N(§) 0 Ng(§) Ny | | ue
w2
[ wh |

Lyhyemmin merkittyna

[ u(e) ] = N(¢)q. (17.27)
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Vektori q siséltdd solmujen 1 ja 2 tuntemattomat vapausasteet u;, w; ja wj, ¢ = 1,2
lausuttuna elementin paikallisessa koordinaatistossa. Edelld on kiytetty lyhennysmerkintaa

dw
== . 17.2
i <d5>i (17.28)

Kootaan muodonmuutokset ja kiyristymat vektoreihin

52[581, K,:[”s] (17.29)
es K3

ja elementin solmujen siirtyméavapausasteet vektoriin

_ |l ar
q= [ @ ] . (17.30)

Sijoittamalla siirtymien interpolaatiokaavat muodonmuutosten ja siirtymien vélisiin diffe-
rentiaaliyhtdloihin, ns. kinemaattisiin yhtéloihin tulee

o [ Bi1 Bro ] _ 2; |~ Biq, (17.31)
w=|Bu Bo| | =Ba (17.32)
| 92 |
missé
B — —1/L 0 0
k1 — (1—£)COS¢/T _(1_3§2+2§3)Sin¢/r _L(§_2§2+§3)Sin¢/r s

(17.33)

| YL 0 0
By = [ Ecosp/r —(36%2 —263)sinep/r —L(—€%+ &) siny/r ] ; (17.34)

[0 -1 (6oL
By = 0 (66 —6%)costy/(rL) (—1+4€—3€2)cosy/r ] ) (17.35)

_ |0 (—6+12¢)/L (2 —6¢)/L

By = 0 (—6&+6&2)cosy/(rL) (26 —3&2)cosy/r ] ) (17.36)

indeksi k viittaa kalvotilaan ja indeksi ¢ taivutustilaan. Myds sddettd r interpoloidaan
lineaarisilla polynomeilla kaavalla

r(§) = (1 — &1 + o, (17.37)

missd r1 = r1 ja x9 = 19 ovat sdteen r arvot solmuissa ¢ = 1, 2.
Integroimalla kuoren paksuuden yli saadaan muodonmuutosenergian lauseke muotoon

U=U;+U;

(17.38)
:%{(NSES + NﬂEﬁ) dA + %J(Msﬁs + Mﬁﬂg) dA,
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missé pyorahdyskuoren tapauksessa pinta-ala -alkio on
dA = 2nrLd€. (17.39)

Lausumalla muodonmuutosenergian lausekkeessa yhden elementin e alueella voimasuureet
Hooken lain kautta muodonmuutosten avulla eli

Nl En |1 v]]e
N3 C1-v2 | v 1 €3

, ]
Mo | Z__BR 1 Lvidms | g, (17.41)
Mg 120-v?) | v 1 K3

ja muodonmuutokset solmuvapausasteiden avulla kinemaattisilla yhtaloilld saadaan

= Ce, (17.40)

U =Uy + Uy
1 1
=2q” ([ B CB, 2rrLd¢)q + 39" ( B/ DB, 27rL d¢)q (17.42)
0 0

=39"Krq + 397 Kuq,

missa
K=K, +K; (17.43)

on pyorahdyskuorielementin jiykkyysmatriisi.
Jaykkysmatriisin alkioiden madrittdmisessd tarvittavat integraalit lasketaan numeeri-
sesti kaavalla

1 N
1= /f(n) dn~ ) wif (mi), (17.44)
0 1

missd 7; ovat integrointipisteet ja w; niihin liittyvit painokertoimet. Gaussin menetelméin
integrointipisteet annetaan tavallisesti koordinaatin n € [—1,1] avulla, joten tarvitaan
liséiksi muunnoskaava & = (14 7).

Rakenteen jaykkyysmatriisi kootaan sijoittelusummauksella elementtien osuuksista tas-
maélleen samalla tavalla kuin keh#rakenteelle, koska vapausasteet ovat kummassakin ta-
pauksessa samat. Ennen rakenteen jaykkyysmatriisin kokoamista tdytyy elementtien pai-
kallisten koordinaatistojen suhteen muodostetut jaykkyysmatriisit muuntaa globaaliseen
rakennekoordinaatistoon. Vapausasteiden viliseksi muunnoskaavaksi johdetaan kuvan 17.2

avulla
U costy siny 0 ud
w | = | —siny cosy 0O w9 , (17.45)
w' 0 0 1 (w')9

missd indeksi g viittaa globaaliseen koordinaatistoon. Muunnoskaava on lyhyemmin mer-
kittyna
q=Tq’ (17.46)
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Aw?

u = cosYud + sin w9

U w = —sinyYud + cos Ppwd

“o P =21 —«

Vs

Kuva 17.2 Pyorahdyskuoren siirtymévapausasteiden muunnokset.

Solmuissa ¢ = 1,2 muunnoskaava on

a; = Tiqf, (17.47)
jossa
costY siny 0
Ti=Ty=T=| —sin¢ cosyp 0 |. (17.48)
0 0 1

Jakamalla jaykkyysmatriisi K osiin solmujen ¢ = 1,2 mukaiseesti saadaan

Ki1 Ko a1
T T _
[ql 1 ][Kzl K22] [0& B

(17.49)
|: (qg)T (qg)T ] TT OT K11 K12 T O q‘(IJ
1 2 OT TT K21 Kgg 0o T qg
joten jaykkyysmatriisin muunnoskaava on
K%l K% _ T of K11 Ko T 0 (17 50)
Kj, K3, o" T Ko Ko 0 T | '

Edelld 0 on 3 x 3 nollamatriisi.

17.1.1 Kuormavektori

Tehtyjen otaksumien mukaisesti kuormien téytyy olla pydrahdyssymmetrisid. Solmun koh-
dalla vaikuttava ja leveyspiirid pitkin tasanjakautunut viivakuorma voidaan jakaa globaa-
listen z- ja z-akseleiden suuntaisiin komponentteihin ja lisdtd ne sellaisinaan kuormavek-

toriin, kun viivakuorman intensiteetti on ensin kerrottu tekijalla 27r.
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Tutkitaan seuraavaksi kuormavektorin muodostamista, kun jakautuneen kuorman kom-
ponentit normaalin n ja koordinaatin « tai s suuntaan ovat p, ja ps. Ulkoisen voiman po-
tentiaali on

V=- /[Ps(S)U(S) + pn(s)w(s)] 2mr(s) ds. (17.51)

Yhden elementin alueella saadaan ottamalla kiyttoon koordinaatti &

1
V=~ [B©ul©) + m(©ul©)] 2er(€) L de. (752)
0

Interpoloidaan jakautuneita kuormia lineaarisilla polynomeilla

ps(§) = (1 = &pst +&ps2, - pul§) = (1 = )Pt + Epno, (17.53)

missé ps; ja pp; ovat kuormien intensiteettien solmuarvot.
Sijoittamalla siirtymien interpolaatiokaavat potentiaalin kaavaan (17.52) saadaan

V =-q'f, (17.54)

missi (ekvivalenttinen) kuormavektori f on

C NPEPs(6) ]
| NE©pate)
| e |,
f—o/ N (E)ps (€) 27r (&) d€. (17.55)
NY (€)pal€)
| NP (©)pale) |

1
Integraali | f(£)d€ lasketaan jélleen numeerisesti.
0

Sylinterikuoren tapauksessa sdde r on vakio, ja jaykkyysmatriin ja kuormavektorin
termit voidaan laskea helposti suljetussa muodossa.

Esimerkki 17.1 Analysoidaan jaykdsti tuettua tasaisen paineen kuormittamaa pal-
lokalottia, jonka reunakulma on o = 35°.

Lasketaan pallokalotin keskipisteen taipuma jakamalla meridiaani o € [0, 35°] yhté-
pitkiin elementteihin, joiden lukuméiri eri malleissa on 10, 20, 40 ja 80. Otaksutaan
lukuarvot E = 105, v = 1/6, R = 90, (pallokalotin siide), h = 3. Kuormana on
tasainen paine p = 1. Eri elementtimallien antamat taipumat on esitetty taulukos-
sa 17.1. Jaykkyysmatriisin ja kuormavektorin termit on integroitu Gaussin kolmen
pisteen kaavalla.

17.2 Kaksisolmuinen ohuen laatan elementti

Pienten muodonmuutosten tapauksessa tarvitaan kinemaattisista yhtéloistd vain laatan
kéyristymien kaavoja. Ympyrédlaatan kdyristymien kaavat ovat
d*w

= __ 17.56
Rs ds2’ ( )
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1
1
1
1
1
1
1
\ . ’
1
1
1
1
1
1
1

/R=90
", 35°% 35°
Kuva 17.3 Pallokalotti, tasainen paine p = 1.
Taulukko 17.1 Pallokalotin keskipisteen taipuma.
Elem. lkm w
10 —0.1639451 x 1072
20 —0.1639593 x 10~2
40 —0.1639724 x 1072
80 —0.1639771 x 102
1 dw
Kg=———. 17.57
s r ds ( )

Taipumaa w interpoloidaan samalla tavalla kuin kartiokuorielementin tapauksessa kol-

mannen asteen polynomeilla kaavalla

dw

wl) = NP ©u+ 870 () +Mp@urnr@ (G) . arsy
S/1 /2
misséd £ = s/L € [0,1], L on elementin pituus ja siirtymien muotofunktiot ovat

NP(§) =1-382+28°, Ny(§) = (-2 + &)L,

(17.59)
N3 (€) =362 =26, Ny(§) = (-2 + &)L
Matriisimuodossa interpolaatiokaava on

w1
wew©) = [ Nr© Np© Ny Neo ]| (17.60)

wy

eli

w(§) =N(§)a. (17.61)

Vektori q sisaltdd nyt solmujen 1 ja 2 tuntemattomat vapausasteet w; ja w}, i = 1,2. Edell&

dw
=1 = . 17.62
i (ds )Z ( )

on jalleen merkitty
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Kokoamalla kiyristymén komponentit vektoriin & ja solmuvapausasteet vektoriin q eli

n:[HS], q:[‘h] (17.63)
KB q2

ja sijoittamalla taipuman interpolaatiokaava kiyristymien ja taipuman vilisiin differenti-
aaliyhtaloihin tulee

K= [ B, B, ] 4| = g, (17.64)
q2
missi
—12¢)/L? 4—6¢)/L
B | 6-120) (a-6o/L | 165)
(6§ —667)/(rL) (=1+44€—357%)/r
(—6 4 12¢)/L? (2—-6&)/L
B, = . (17.66)
(—6¢ +6¢%)/(rL) (26 —38%)/r
Sateen lineaarinen interpolaatiokaava on
(&) = (1 =&)r1 +&ra, (17.67)
missd x1 = r1 ja xo = 19 ovat sidteen solmuarvot.
Laatan paksuuden yli integroitu muodonmuutosenergian lauseke on
U=3 /(Msms + Mgrg) dA, (17.68)
A
missi
dA = 2mrLd§. (17.69)

Lausumalla elementin e alueella momentit M, ja Mg Hooken lain kautta kéyristymien
avulla kaavalla
s ] =Dk (17.70)

M, | ER 1 v
Mg | 120-v%) | v 1 KB

ja kayristymét edelleen kinemaattisilla yhtaloilla x = Bq tulee

1
U= %qT(/ B DB 27rL d€)q, (17.71)
0
missa 1
K= / B DB 27rL d¢ (17.72)
0

on pyordhdyssymmetrisen laattaelementin jaykkyysmatriisi. Jaykkyysmatriisin alkioiden
integraalit lasketaan numeerisesti kuten kartiokuorielementin tapauksessa.

Solmun kohdalla vaikuttava pyorihdyssymmetrinen viivakuorma kerrotaan tekijalla
27r ja lisdtadn kuormavektoriin kyseisen solmun taipumavapausasteen kohdalle. Vastaaval-
la tavalla menetelldédn pyorahdyssymmetrisen momenttikuorman mg tapauksessa. Kuorma
lisdtdan nyt kiertymévapausasteen kohdalle.
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Jakautuneen pyordhdyssymmetrisen kuorman p, tapauksessa ulkoisen voiman poten-

tiaali elementissé e on
L 1
Ve =— /pn(s)w(s) 27r(s)ds = — /pn(f)w(f) 2mr (&)L dE. (17.73)
0 0

Sijoittamalla taipuman interpolaatiokaava w = Nq ja kuormituspaineen intensiteetin line-

aarisen interpolaation kaava

pn(§) = (1 = &pn1 + Epn2, (17.74)

missd pp1 ja pnpo ovat paineen solmuarvot, potentiaalin V¢ kaavaan saadaan
Ve =—ql'fe, (17.75)

missé elementin e ekvivalenttinen kuormavektori £¢ on

1 N{U(f)pn(g)
e _ Nﬁ”(f)pn(g) o
o — O/ NI ELGES (17.76)
NP ()pn(€)

Esimerkki 17.2 Lasketaan vapaasti tuetun ja jaykdsti tuetun ympyrdilaatan keskipis-
teen taipuma laatan keskelld olevasta pistekuormasta P.

a) Vapaasti tuetun ympyrilaatan keskipisteen taipuman tarkka, analyyttinen ratkaisu
pistekuorman tapauksessa on

Pa® 3+v
= 1 .
YT 16D 1+ (17.77)
missi a on laatan side. Otaksumalla lukuarvot F = 2 x 10° m—t v =0.3,a =10 mm,
h=0.1mm ja P =1N tulee
w = 0.275735938 mm. (17.78)

Jakamalla sdde kymmeneen yhté pitkddn elementtiin saadaan elementtimenetelmin

tulos
w = 0.2756140 mm, (17.79)

jossa on virhettd 0.04 %.

b) Jaykésti tuetun ympyralaatan keskipisteen taipuma pistekuormasta on

Pa?
w= s (17.80)
Otaksumalla E = 2 x 10° V= 0.3, a=10mm, h = 0.1 mm ja P = 1N tulee
w = 0.108623248 mm. (17.81)

Yhden elementin mallilla saadaan tulos

w = 0.09655400 mm, (17.82)
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jonka on virhe on noin 11 %. Jakamalla sdde kymmeneen yhté pitkdéin elementtiin
saadaan elementtimenetelmalld keskipisteen taipuman arvo

w = 0.1085013 mm, (17.83)

jossa on virhettd noin 0.1 %. Kahdenkymmenen tasapituisen elementin mallilla saa-
daan tulos

w = 0.1085928 mm, (17.84)

jonka virhe on noin 0.03 %.

Esimerkki 17.3 Lasketaan vapaasti tuetun ja jaykdsti tuetun ympyrdalaatan keskipis-
teen taipuma tasaisesta kuormasta p, = p.

a) Vapaasti tuetun, tasaisen kuorman kuormittaman ympyrélaatan keskipisteen tai-
puman analyyttinen ratkaisu on

4
_ pa® 5+v
W= o (17.85)
Otaksumalla F = 2 x 10° 5,V =03,a=10mm, h =0.1mm jap=1 5 tulee
mm mm
w = 34.78125 mm. (17.86)
Kymmeneen yhtd pitkin elementin mallilla lasketaan tulos
w = 34.78134 mm, (17.87)

jossa on virhetts vain 0.00026 %.

b) Jaykésti tuetun ympyrilaatan keskipisteen taipuma tasaisesta kuormasta on

4
_ pa
w= 2. (17.88)
Otaksumalla E = 2 x 10° 5, V=03, a=10mm, h = 0.1mm jap =1 5 tulee
mm mm
w = 8.53125 mm. (17.89)
Yhden elementin mallilla saadaan tulos
w = 9.1 mm, (17.90)

jossa on virhettd noin 6.7 %. Jakamalla side kymmeneen yhti pitkiiéin elementtiin
saadaan

w = 8.531339 mm, (17.91)

jossa on virhettd noin 0.001 %. Kahdenkymmenen tasapituisen elementin mallilla saa-
daan tulos

w = 8.531256 mm, (17.92)

jonka virhe on en#i 0.00007 %.



310 LUKU 17. Pyérahdyskuoren ratkaisu elementtimenetelmalli

AL
Z,w
0
u = —z0
s,u
) -~ 1.
h/2 0
Y S u
A o
h/2
Y

Kuva 17.4 Paksuseindisen pyorahdyskuoren kiertymaé 6.

17.3 Paksun pyorihdyskuoren elementti

Poikittaisen leikkausmuodonmuutoksen huomioonottavan eli ns. paksun kuoren teorian
muodonmuutosten kaavat ovat kartiokuorelle

.= fTZ’ (17.93)

cy— U cos P ; wsin@b’ (17.94)
o = Cfl—f 9, (17.95)

e — —%, (17.96)

Ky = —Coj%, (17.97)

missd 0 on kuoren poikkileikkauksen s = vakio kiertymé, kuva 17.4.
Paksuseiniisen kuoren leikkauksen s = vakio mielivaltaisen pisteen (s, z) siirtymét ovat
kuvan 17.4 mukaan
Ul(s,z) =u(s) —20(s), W(s,z) =w(s), (17.98)

missd u(s) ja w(s) ovat kuoren keskipinnan z = 0 siirtymét. Ohuen kuoren tapauksessa
dw/ds = 0, ja talloin paddytddn aiemmin esitettyihin ohuen pytrahdyskuoren muodon-
muutosten kaavoihin (17.16) ,---,(17.19).

Seindmén paksuuden h yli integroitu kartiomaisen kuoren muodonmuutosenergian lause-
ke on

U=U,+U;+U

(17.99)
=3 [(Nses + Npeg) dA+ 3 [(Msks + Mprg) dA+ L [ Q5. dA,
A A A



17.3. Paksun pydrdhdyskuoren elementti 311

missé

dA = 2rr Lde, (17.100)

L on elementin pituus ja indeksi [ viittaa leikkausmuodonmuutokseen. Kimmoisen isot-
rooppisen aineen tapauksessa jannitysresultanttien ja muodonmuutosten viliset yhteydet
ovat

. -
Noo| _ —h2 Lvlles | 2 e, (17.101)
Ng l—ve| v 1 €3
ER3 ]
Mo | Z__BR 1 Lvidms | g, (17.102)
Mg 120-v?) | v 1 K3
Qs = kGhvss, (17.103)
missi G = 52— on liukumoduuli ja kerroin k& = 5/6 (homogeeniselle kuorelle).

2(1+v)
Muodonmuutosenergian lauseke sisdltdd nyt vain tuntemattomien funktioiden u(x),

w(z) ja O(x) ensimmiisid derivaattoja, ja siirtymésuureita voidaan interpoloida yksinker-
taisimmillaan lineaarisilla polynomeilla.
Kaksisolmuisen paksun kartiomaisen pyordhdyskuorielementin tuntemattomien suurei-

den interpolaatiokaavat voidaan kirjoittaa matriisimerkinnéin muotoon

T
u(é) N{(€) 0 0 NgE 0 0 ”;j”
w(é) | = 0  NU(E) 0 0 N¥E 0 ul (17.104)
0(¢) 0 0 N o 0 NE©) wz
[ 62
eli
u(é)
w(§) | =N(&)aq, (17.105)
0(¢)

missé vektori q sisdltdd solmujen 1 ja 2 tuntemattomat vapausasteet u;, w; ja 6;, 71 = 1,2
elementin paikallisessa koordinaatistossa. Lineaariset muotofunktiot ovat

NY=NP=N!=1-¢ NY=NY=NJ=¢ (17.106)
laaduttoman koordinaatin & = s/L funktiona.

s:[%], n:[HS]ja q:[‘h] (17.107)
€g KB q2

voidaan kinemaattiset yhtdlot esittdd muodossa

Merkitsemalla

e = [ By B } 4| —B,q, (17.108)
. q2 -

K= [ B. B ] 4 _ g,q, (17.109)
L q2 -
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Vsz = [ Bi Bp } 4 =B, (17.110)
missa
B ~1/L 0 0
B = [ (1—&)cosyp/r —(1—E&)siney/r 0 ] ' (17.111)
IRy 0 0
Biz = [ Ecosp/r —Esinyp/r 0 ] ' (17.112)
oo 1/L
Bu=1| ., (-6 cosp/r ] : (17.113)
oo L
Bo=1| . teosi)r ] (17.114)
B = { 0 —1/L —(1—¢) } : (17.115)
B = [ 0 1/L —¢ ] : (17.116)

joissa indeksit k, ¢ ja [ viittaavat kalvotilaan, taivutustilaan ja leikkausmuodonmuutokseen.
Kuoren pytriahdyssédteen r lineaarinen interpolaatio on

(&) = (1 = &§z1 + o (17.117)

Eliminoimalla jannitysresultantit konstitutiivisten yhtdloiden avulla ja kdyttamalla hy-
viksi kinemaattisia yhtaloitd saadaan elementin muodonmuutosenergian lauseke muotoon

U=U,+U+U

I 1
=147 (f BICBy 2nrL d€)q + 3q” ([ Bf DB, 2nrLdé)q
0 0
(17.118)
1
+1q"(/ B/ kGhB, 2nrL d¢)q
0
=3q"Kiq + 39"Kiq + 14" Kq,
missé
K=K;+K;+K (17.119)

on elementin jaykkyysmatriisi. Jaykkyysmatriisin termit integroidaan numeerisesti Gaus-
sin menetelmélla. Paksun kuoren elementilld voidaan laskea myds ohuen kuoren tehtévii,
kun kiytetddn Gaussin yhden pisteen menetelmédd leikkausmuodonmuutokseen liittyvan
energian ja jaykkyysmatriisin osan laskemisessa. Muussa tapauksessa ohuen kuoren ehto
dw/ds = 0 pakotetaan toteutumaan siten ettd dw/ds = 6 = 0. Koska yhden pisteen me-
netelmd on riittavd myos muille termeille saadaan tilld tavalla ohuelle kuorelle tehokas ja
yksinkertainen elementti. Koordinaatiston muunnos paikallisesta globaaliseen koordinaa-
tistoon on sama kuin ohuen kuoren elementilla.
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17.3.1 Kuormavektori

Solmun kohdalla vaikuttava leveyspiirid pitkin tasanjakautunut viivakuorma jaetaan x-
ja z-akseleiden suuntaisiin komponentteihin, jotka lisdtdan kuormavektoriin tekijalld 27r
kerrottuna.

Jakautuneen kuorman komponentit normaalin n ja koordinaatin s suuntaan ovat p, ja

ps. Ulkoisen voiman potentiaali on

V- / [ps(5)u(s) + pu(s)w(s)] 27r(s) ds. (17.120)

Elementin e alueella koordinaatin £ avulla lausuttuna

1

Ve = = [ pu(©ul) + pu(Eu(e)) 2mr) L. (17.121)

0

Interpoloidaan jakautuneita kuormia lineaarisilla polynomeilla

ps(€) = (1= &psi +&ps2, Pn(§) = (1 = E)pn1 + Epna, (17.122)

missé ps; ja ppi ovat kuormien intensiteettien solmuarvot.
Sijoittamalla siirtymien interpolaatiokaavat potentiaalin kaavaan (17.121) saadaan

V =—-q'f, (17.123)

missa kuormavektori f on

N (&)ps(€)
| N (©)pa(E)
= O mr
f_O/ N3 Epa(6) 2mr(€) de. (17.124)
N3 (€)pn(€)
0

Paikallisessa koordinaatistossa muodostettu kuormavektori muunnetaan globaaliseen koor-
dinaatistoon kuten ohuen kuoren elementin tapauksessa.

Esimerkki 17.4 Lasketaan paksun kuoren elementilld jaykdsti, tuetun tasaisen pai-
neen kuormittaman pallokalotin keskipisteen taipuma, kun kuoren reunakulma on o =
35°.

Jaetaan meridiaani o € [0,35°] yhtéipitkiin elementteihin. Otaksutaan, ettd E = 10°,
v =1/6, R =90, h = 3. Eri elementtimallien antamat taipumat on esitetty taulukossa
17.2. Jaykkyysmatriisin termit on integroitu Gaussin yhden pisteen kaavalla, (kuoren
sidteen suhde paksuuteen on téssi tapauksessa R/h = 90/3 = 30), ja kuormavektorin
termit on integroitu Gaussin kahden pisteen kaavalla.

Esimerkki 17.5 Lasketaan paksun kuoren elementilld jaykdsti tuetun ympyrilaatan
keskipisteen taipuma tasaisesta kuormasta p, = p.

Otaksutaan lukuarvot F = 2 x 10°

=L v =0.3,a=10mm, h = 0.1lmm ja p =

1 ja kertoimelle k otetaan arvo 5/6. Laatan siteen ja paksuuden suhde on nyt

mm?
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Taulukko 17.2 Pallokalotin keskipisteen taipuma paksun kuoren elementillé.

Elem. lkm w
10 —0.1662519 x 102
20 —0.1633154 x 102
40 —0.1626408 x 102
80 —0.1624669 x 10~2

a/h = 100. Ohuen laatan tapauksessa lasketaan jaykkyysmatriisin termit Gaussin
yhden pisteen kaavalla. Kuormavektorin termit integroidaan Gaussin kahden pisteen
kaavalla.

Verrataan numeerista tulosta jaykisti tuetun ohuen ympyralaatan keskipisteen taipu-
maan, joka tasaisesta kuormasta on

4

w = (i;ip' (17.125)
Otaksutuilla lukuarvoilla tulee
w = 8.53125 mm. (17.126)
Yhden elementin mallilla ei saada nyt kunnollista tulosta, vaan tulee
w = 0.0052 mm. (17.127)
Jakamalla side kymmeneen yhtd pitkdédn elementtiin saadaan
w = 8.562478 mm. (17.128)

Kahdenkymmenen tasapituisen elementin mallilla saadaan tulos

w = 8.542196 mm. (17.129)



Liite A

Tavallisten differentiaaliyhtal
ratkaisuista

A.1 Vakiokertoiminen differentiaaliyhtalo

0] |

den

Homogeeninen, lineaarinen, vakiokertoiminen, funktion y(z) differentiaaliyht&lé voidaan

kirjoittaa muodossa

Py(e) | d ()
da™ + o dan—1

Sijoittamalla yhtaloon (A.1) yrite

+ - +apy(z) = 0.

Qo

y(z) =e
johdetaan algebrallinen yht&lo
aok™ + a1k™ Y-+ ap_1k +a, =0,

jonka juuret ovat ki, ko, ..., ky.
Differentiaaliyht&lon (A.1) ratkaisu on siten

y(l') = Clekla: + C2€k2$ 4+t Cnek”,

missd C1, Co, ..., C), ovat integroimisvakiot.

(A1)

Esimerkki A.1 Ratkaistaan vakiokertoiminen toisen kertaluvun differentiaaliyhtdlé

(A.5).
Sijoittamalla differentiaaliyhtaloon

Py(@) dy(@)

o 3? +2y(z) =0
yrite eF* saadaan polynomiksi (A.3)
k* =3k +2=0,
jonka juuret ovat
ki=1, ky=2,

ja differentiaaliyht&lon ratkaisu on siten

y(x) = Cre® + Cye®.

315
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Esimerkki A.2 Ratkaistaan vakiokertoiminen kolmannen kertaluvun differentiaaliyh-

talo (A.9).
Differentiaaliyht&lon
d*y(z)  dy(x)
— =0 A9
da3 dx (4.9)
tapauksessa saadaan polynomi
k* — k=0, (A.10)
jonka juuret ovat
ki =0, ke=1, ks=—1, (A.11)

ja differentiaaliyhtélon ratkaisu on

y(z) = C1 + Coe® + Cze™". (A.12)

Jos polynomin (A.3) juuret ovat kompleksi-konjugaatit (kertoimet a; otaksutaan reaa-

lisiksi), esimerkiksi
kl =a+ /B/L7 k2 = — /B/L7 (A13)

jossa ¢ on imaginaariyksikko
1=v—-1, (A.14)

niin ratkaisu muodostuu termeista

eletBIT — 0% (cos Ba 4 isin Bx), (A.15)
ele=BT — 0% (cos B — i sin fx). (A.16)
Esimerkki A.3 Ratkaistaan vakiokertoiminen toisen kertaluvun differentiaaliyhtilo
(A.17).
Differentiaaliyht&lon
d’y(z) | dy(@)
4 5 =0 A7
Tz T+ 5y(@) (A.17)
tapauksessa saadaan polynomi
k> 44k +5=0, (A.18)
jonka juuret ovat
k1o =—-2=%1, (A.19)

ja tarkasteltavan differentiaaliyht&lon ratkaisu on siten

y(z) = e ?*(Cy cosx + Cysinz). (A.20)

Esimerkki A.4 Ratkaistaan vakiokertoiminen toisen kertaluvun differentiaaliyhtdlo
(A.21).
Ratkaistavana on yhtalo
d*y(z)
dx?
Nyt saadaan polynomi ja juuret

+a?y(z) = 0. (A.21)

E4+a*=0 = kio=*+ai, (A.22)
ja niitd vastaava differentiaaliyhtélon ratkaisu on

y(z) = Cy cosax + Coy sin az. (A.23)
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A.1.1 DMoninkertainen juuri

Olkoon juuri k; a;—kertainen. Talloin differentiaaliyhtalon (A.1) ratkaisuja ovat

fir ja webim gk o

a;—1 _k;x

(A.24)

Esimerkki A.5 Ratkaistaan kolmannen kertaluvun differentiaaliyhtilo (A.25).

Differentiaaliyht&lon

dy()
da3 dx? dx

tapauksessa polynomin

K2 —3k>4+3k—1=0 eli (k—13=0

juuret ovat
k1,2,3 = 1)

ja differentiaaliyht&lon ratkaisu on
y(z) = (C1 + Cox + Czx?)e”.
Jos juuri
ki=p+qi
on a—kertainen, niin ratkaisuja ovat

ePtae  pelptar g 20(ptai)

) tt

joissa

elptai)z _ px (cos gz + isinqz).

Esimerkki A.6 Ratkaistaan neljdnnen kertaluvun differentiaaliyhtilc (A.32).

Differentiaaliyht&lon

d'y(z) | dPy(z)
dat +2 da?

+y(z)=0

tapauksessa polynomi (A.3) on

P42k +1=0 eli (K*4+1)2=0,

jolla on kaksoisjuuri

k1,2 = +1,

ja yhtalon (A.32) ratkaisu on

y(z) = (C1 + Coxw)cosz + (C3 + Cyz) sin .

Cy(@) | qdy(@) _ y(z) = 0

x(afl) €(p+qi)x

(A.25)

(A.26)

(A.27)

(A.28)

(A.29)

(A.30)

(A.31)

(A.32)

(A.33)

(A.34)

(A.35)
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A.1.2 Epidhomogeenisen differentiaaliyhtilon ratkaiseminen

Tarkastellaan differentiaaliyht&lod

d"y(x) d"Vy(z)

Sen ratkaisu on homogeenisen osan ratkaisun ja yksityisratkaisun summa
y(@) = yn(x) + yp(x), (A.37)
jossa
n
yn(x) = Cayi(z). (A.38)
i=1
Esimerkki A.7 Ratkaistaan toisen kertaluvun epihomogeeninen differentiaaliyhtilo
(A.59).
Differentiaaliyhtalon
YD) ) = (A.39)
dx? y\& = '

tapauksessa ratkaisu yksityisratkaisu mukaanlukien 16ytyy helposti, ja se on
y(x) = Cycosx + Cysinz + x. (A.40)

Téssd tapauksessa siis y,(z) = .

A.1.3 Vakion varioimismenetelmi

Monimutkaisemmissa tapauksissa yksityisratkaisua voidaan hakea vakion varioimiskeinolla.
Kirjoitetaan yksityisratkaisu homogeenisen ratkaisun muotoon

yp(x) = Ci(z)yi(x), (A.41)
=1

ja tuntemattomat funktiot C;(z) mééritetaan ehdoista

n dCy(x) _
$- 290, ) <o,
n dC;i(x) dyi(x)
Z; dr  dx =0,
" dC;i(x) d2yz($) B
2 dz dx? =0,

(A.42)
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Esimerkki A.8 Ratkaistaan toisen kertaluvun epdhomogeeninen differentiaaliyhtilo

(A.43).
Differentiaaliyht&lon
dy(x) 1
pum A.4
dx? (@) CoS T (4.43)
homogeenisen osan ratkaisu on
y(z) = Cy cosz + Cy sin . (A.44)
Haetaan yksityisratkaisua muodossa
y(x) = Cy(x) cosz + Co(x) sin . (A.45)
Talloin saadaan ehdot
1y COS% + —, sinr= 0, (A.46)
d d 1
_dG@) sinx + Cala) CoST = . (A.47)
dx x cosx
Ehdoista seuraa
e 31 -
() =2 4 Ci(z) =In|cosz| + C4, (A.48)
dx cosx
dc ~
-7%Q=1 =  Cy(z)=x+ Cs, (A.49)
ja differentiaaliyhtilon (A.43) ratkaisuksi saadaan
y(z) = Cycosz + Cysinz + cosz In | cosz| + zsinx. (A.50)

A.1.4 Cauchyn menetelmi

Cauchyn menetelméssé kiytetddn hyviksi homogeenisen n:nnen kertaluvun differentiaa-
liyht&lon
Lly(x)] =0, (A51)

missé £ on lyhennysmerkinté yhtélon (A.1) lineaariselle differentiaalioperaattorille, ratkai-
sua, joka toteuttaa ehdot

_dK(s,s) d"=2K(s,s) B
Kios) = 0= = = ey 0 (452
A.52

d"=DK (s, s) 1

ds(n—1)

Yksityisratkaisu saadaan funktion K avulla muodossa

y(x) = /K(JJ,S)f(S) ds. (A.53)
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Esimerkki A.9 Ratkaistaan toisen kertaluvun epihomogeeninen differentiaaliyhtilo
(A.54).
Differentiaaliyht&lon

d*y(x)
dx?

homogeenisen osan ratkaisu on

+a’y(z) = f(x) (A.54)

yn(x) = Cy cosax + Cysinax, (A.55)

ja sen perusteella saadaan ehdot (A.52)

Cicosas + Cysinas = 0, (A.56)
—aCysinas + aCsy cosas = 1, (A.57)
joista ratkaistaan Cq ja Cy
o :_sinas, C, = cosas. (A58)
a a

Funktioksi K saadaan sijoittamalla C; ja Co yhtaloon (A.55)

1
K(xz,s) :E(_ sin as cos ax + cos as sin ax)
(A.59)
1.
== sina(x — s).
Yksitysratkaisu saadaan nyt integroimalla kaavasta
1
yp(x) = ; /sm a(x — s)f(s)ds. (A.60)
o
Vaihtoehtoisesti merkitsemalld §(z) = y,(x) voidaan asettaa ehdot
y(0)=0 = C1=0, (A.61)
i 1
WO 1 L oac=1, = o=t (A.62)
dz a
jolloin
1
glx) = ; sin ax, (A.63)
ja
1 .
yp(z) = o /sm a(x —s)f(s)ds. (A.64)
0

Esimerkki A.10 Ratkaistaan kerrospalkin kuudennen kertaluvun differentiaaliyhtdlo

(A.65).

Kerrospalkin differentiaaliyhtélon

Pu@) ) pla) | 1 dpl)
a6 Y gt T Y Er TEL d (A.65)
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homogeenisen osan ratkaisu on
w,(z) = Cy sinh ax 4 Co cosh ax + Cza® + Cyz? + Csx + Cs. (A.66)

Yksityisratkaisu wy(x) haetaan Cauchyn menetelmélld. Merkitdin w(x) = wy,(z). Saa-
daan ehdot

’LT}(O):O = (Oy+Cs=0,

di
125;0) —0 = aCy+Cs5=0,
d*w
;’;(20) =0 = a2Cy+2Cy =0,
(A.67)
d3w
;’;20) —0 = a3C 4605 =0,
4 —
d;;io) —0 = a'Cy=0,
5 —
dC’ZL‘l;E)O) =1 = a501 =1,
joiden ratkaisu on
1 1
Cl_@’ Cy =0, 03_—6a2, Cy=0, C5Z_J’ Cs=0 (A.68)
ja
1 1 1
w(x) = oF sinh ax — @xg Vi (A.69)

Yksityisratkaisu saadaan nyt Cauchyn mukaan integroimalla kaavasta

wp(z) = ju’)(x —s)f(s)ds
(A.70)
= _ﬁ [ a?p(s) — g—lloddi(;) {sinh[a(z — s)] — éag(x —5)% —a(z —s)}ds.

0

A.1.5 Operaattorimenetelmi

Merkitsemélld derivaattaoperaattoria x:n suhteen symbolilla D, jolloin kertaluvun k ta-
pauksessa kirjoitetaan
d"y(z)
dxk

saadaan lineaarinen differentiaaliyhtdlo (A.1) esitettyéd operaattorimuodossa

= D¥y(x), (A.71)

(aoD™ + a; DV 4. 4 a, 1D+ ay)y(z) = f(x) (A.72)

eli
F(D)y(z) = f(z), (A.73)

jossa on otettu kdyttoon merkintd F'(D) lineaariselle differentiaalioperaattorille.
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Jos differentiaaliyhtélon oikean puolen termi on polynomi astetta p eli

f(x) = Py(x) = Aga? + ApzP™Y ... 4 4, (A.74)
niin yksityisratkaisu on .
y(z) = mpp(l‘)a (A.75)
jossa
1 R(D)
FD) Qp(D) + 7(D) (A.76)
eli
F(D)Qy(D)+ R(D) =1, (A.77)

misséd R on ’jakojaannos’. Operoimalla identiteettioperaattorilla (A.77) p-asteista polyno-
mia saadaan

[F(D)Qu(D) + R(D)](Aga? + Ayz®?~V ... 4 A)) = Aga? + A;z®P~D ... 4 A, (A.T8)

Jos
R(D)(Agz? + A1z® D ... 4 A,) =0, (A.79)

niin

F(D)[Qp(D)(Agz? + A1zP=Y) ... 4 A))] = Aga? + Ajz®P™Y 4.4 A, (A80)

ja téalloin
Qp(D)(Aga® + Ajz®P™D 4 ... 4 A) (A.81)
on yhtélon
F(D)y(z) = Aga? + Ajz®P= Y ...+ A, (A.82)
ratkaisu.

Esimerkki A.11 Ratkaistaan toisen kertaluvun differentiaaliyhtdlc (A.83).

Differentiaaliyht&lo

*y(x) 2

W—Fy(x):x —z+2 (A.83)
on operaattorimuodossa

(D? +1)y(x) = 2% — 2z + 2, (A.84)

josta y(x) voidaan ratkaista muodollisesti kuten algebrallisesta yhtilosta eli

1

_ 2 _
Operaattorin F(D) avulla saadaan
Q2(D)=1-D? (A.86)

ja puolestaan operaattorin Q2(D) avulla muodostetaan erikoisratkaisu

Yp(z) = (1—=D*)(a® —2x+2) =2 —a. (A.87)
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Esimerkki A.12 Ratkaistaan toisen kertaluvun differentiaaliyhtdlc (A.88).

Differentiaaliyht&lon
d? d
di(f Les Zf) +2y(w) = 2’ (A.88)
operaattorimuoto on
(D? +2D + 2)y(x) = 2%~ %, (A.89)
josta ratkaistaan yksityisratkaisu
1 2, —x
) =P ap et
P e (A.90)
D2+1

=e*(1 — D?)2? = e *(2? - 2).

Esimerkki A.13 Haetaan ratkaisu kerrospalkin taipuman neljannen kertaluvun dif-
ferentiaaliyhtdlolle.

Kerrospalkin neljinnen kertaluvun differentiaaliyht&lon

d*w(x) o d>w(x) s M(x) 1 d*M(x)
it “ Td? " TEI Bl da? (4.91)

homogeenisen osan ratkaisu on

wp(z) = C1 + Cox 4+ Cs cosh ax 4+ Cy sinh az. (A.92)

Differentiaaliyht&lon operaattorimuodosta
(D* — a?D*)w(x) = f(x) (A.93)

saadaan yksityisratkaisu
1
wp() =557 f (@)
(A.94)
1 1 1 D? D*

el pteta e @

Esimerkki A.14 Haetaan ratkaisu aukollisen tukiseindn toisen kertaluvun differen-
tiaaliyhtdlolle.

Ratkaistavana on aukollisen tukiseinin normaalivoiman differentiaaliyhtlo

d*T(x) 2
—o?T(2) = BM (z). A.
2 — 0T (x) = BM(2) (4.95)
Homogeenisen osan ratkaisu on
T(z) = Cy sinh ax + C5 cosh au. (A.96)

Yht&lon operaattorimuodosta

(D? — a*)T(x) = BM () (A.97)
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ratkaistaan
1
Tp(x) _D2 o OZ2 6M($)
) , (A.98)
1 D D
== 1+¥+¥+--- BM (x).
Operaattorin F(D) kehittely voidaan suorittaa jakokulmassa:
1 |—a? 4+ D?
1, o1, 1,
1 - 5D ——5 - D*— D
Lo
@D
1 1 (A.99)
at at
L4
JD
iD4 — iDG



Liite B

Vaannon differentiaaliyhtalon
ratkaisu

B.1 Vaannon differentiaaliyhtilo

Jakamalla vadnnon differentiaaliyhtdlo jaykkyydelld E1,, tulee

d4<p 2d2g0
Rl B.1
= 7.2 f(2), (B.1)
missé 7
5 G, m
_ Tv E— B.2

Differentiaaliyht&lon (B.1) ratkaisu on
o(z) = C1 + Cyz 4+ Cssinh kz + Cy cosh kz + ¢, (B.3)

missé po(z) on yksityisratkaisu.
Resultantit ovat

d d
M, = nyd_“) = GI, <02 + Csk cosh kz + Cyksinh kz + %) , (B.A4)
z
B= 5L%? _ o1, (Cysimhks - Cycosh iz + L EF0 (B.5)
=—-Fl,— =— sinh kz cos -5 .
dz? A * k2 dz?
ja
dB 1 d3
b= = —~GI, (Cgk cosh kz + Cyk sinh kz + ﬁ%) . (B.6)
Kokonaisvaantomomentti on
dpo 1 d3pp
M, =M,+ M, =GI, [ Cy+ 22 — — . B.7
M ”<2+dz 2 dz3 (B-7)

M, on de Saint Venantin vaantoteorian (vapaan vadnnon) vaantomomentti ja M, on es-

tetyn vadnnon vadntomomentti.
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B.2 Eraita yksityisratkaisuja

1. Tasaisen kuorman, m(z) = my, yksityisratkaisu on
mo 1 2
= —— . B.8
©o > GL° (B.8)
2. Lineaarisesti jakautuneelle kuormalle, m(z) = mo%,
mo 1 3
=—— . B.9
L) el A (B-9)
3. Pistemadiselle vaantomomentille, My kohdassa z = a,
vo =0, kun z < a, (B.10)
Mo sinhk(z — a) - k(z - )], kun = > (B.11)
= sinhk(z —a) — k(z—a un z > a. )
%0 :ICGIv ;
4. Pistemaiiselle bimomentille, By kohdassa z = a,
vo =0, kun z < a, (B.12)
(B.13)

kun z > a.

By
vy = al [coshk(z —a) — 1],

Esimerkki B.1 Ratkaistaan vddinnén differentiaaliyhtdlé, kun vapaasti tuetulla pal-

killa on pistebimomenttikuorma By kohdassa z = a.
Véintokulma on pistebimomenttikuorman tapauksessa

p(z) = C1 + Caz + Cysinh kz + Cy cosh kz + C?IO <cosh k(z—a) — 1>7 (B.14)

missa () = 0, kun z < a. Vaantokulman 1. ja 2. derivaatta ovat

Bo <k sinh k(z — a)>,

do(z) = Cy+ Cskcoshkz + Cyksinh kz +
dz GI,
() » ) Bo [ 12 B
pre i C3k?sinh kz + Cy4k? cosh kz + ar <k coshk(z — a)>.
Vapaasti tuetun sauvan reunaehdoista
©(0)=0, B(0)=0, ¢L)=0, B(L)=0 (B.16)
saadaan nyt yhtaloryhmé
a)=Cy+Cy =0,
(B.17)

b) = (Cy, =0,
: By
¢) = Cy + C2L+ Cysinh kL 4 Cy cosh kL + el [cosh k(L —a) — 1] =0,

B
d) = Cs3k?sinh kL + C4k? cosh kL + GIO k% cosh k(L —a) = 0,
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jonka ratkaisu on

Oy =—-Cy =0,
¢z = LGI,’ (B.18)

By cosh k(L — a)

Cs = T GI,  smhkL

Vaintokulma ¢(z) ja sen derivaatat ovat

p(z) = LZOIUZ - C?IOU % sinh kz + C?IOU <cosh k(z —a) — 1>7 (B.19)
dZiz) = LZOIU — LZOL, kL COS;E}(III;; e) coshkz + G?IOU <ksinh k(z — a)>, (B.20)
dei(;) = _LQBCE]L} (kL)QW sinh kz + Clj;v <k2 coshk(z — a)>, (B.21)
dei(gz) - ?@L) (kL)S% coshkz + 5 3 < k3 sinh k(z — a)>. (B.22)

Kun z < a, niin vaintokulman 1. derivaatta voidaan kirjoittaa edelleen muotoon

dp(2) By {1 g coshk(L — a)

dz  LGI, sinh kL

cosh kz} (B.23)

javalilla z > a

do(z)  Bo coshka
i~ ICOL 1- kLsinhkL coshk(L — z)| . (B.24)
Vaantomomenttien M, M, ja M. lausekkeiksi tulee
B dp By cosh k(L — a) )
M, = GI, oI 1—kL b L coshkz+ ( kLsinhk(z —a) )|, (B.25)
B——pr,Le _p [ (e o k(z — a) (B.26)
B “idz2 ~ 70 sinh kL ’ '
My = —BLEE gy | SO —a) inh k(2 — a) (B.27)
w = ws = kBo el coshkz s z—a))|. :

Tuella z = 0 vddntymé on

dp(0) By cosh kb
= = 1—kL— B.2
6(0) dz LGI, sinh kL |’ (B.28)
missd b= L — a.
Tuella z = L vadntymé on
By cosh ka
L)= 1—-kL . B.2
6(L) LGI, [ g sinh kL} (B-29)
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Liite C
Fourier-muunnos

Parittoman funktion f(z) = — f(—xz) Fourier-sinimuunnos ja kdénteismuunnos ovat

\/7 f (&) sin g dE,

(C.1)
\/7 ) sin ax dov.
Muunnoksen edellytyksené on, etté
1. f(z) on paloittain jatkuva jokaisella &irelliselld vélilla,
2. f(x) on absoluuttisesti integroituva eli
(e}
/ F(2)]dz < M < oo. (C.2)
—00
Parillisen funktion f(—z) = f(z) kosinimuunnos on vastaavasti
\/7 [ f(&) cos g dg,
(C.3)
@ =2 1
— do.
- of ) cos ax do
Symmetrisen funktion f toisen derivaatan muunnos on
fax(a) = —a?f(a). (C.4)
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Taulukko C.1

Fourier-sinimuunnoksia

f(x)

f=1 0<z<a,
=0, a<zr<o

1

T
x

PR el Ry >0
2xy

7(962 el Ry >0

arctan E, Ry >0
Y

1 —cos aa
«
e~
ae” Y
—ay

=P+ (c+apP+y?

Ry >0, c+iygR

1

—sinfz, >0
T

T ok

—e " k>0
5¢

%(2 —kx)e k. k>0

%%e*’”, k>0

w1 —kx
1

gﬁ(l —ek), k>0

2 a? + k2
a2 1 k2)2
a2 1 k2)2

\/f;
2 a(a? + k‘2)2

a(a? 4+ k2)

Q
+
=l

«

«
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Taulukko C.2

Fourier-kosinimuunnoksia

f(x)

fla)

f=1 0<z<a,
=0, a<zr<o

Y
——— Ry>0
$2+y2 Y
2 2
Yy —x
7(3324_3/2)2, Ry >0
1 x? + 22
—In|———/, >0, 2z>0
2 . 2 + 92 y “
c—x n c+x
(c—z)?+y*  (c+z)*+y?
Yy Yy

_|_
=P Ty? " cHa+y

1
E—e””, k>0

2k
ot K
1 —kx

T sin aa
2 «
oy
2

™

—ae” Y

2

gl (efay efaz)
o

V2me~%sinae, Ry > |S¢

V2me~ cosac, Ry > |S¢|

T 1
2 a2 + k2

™ 0[2

2 (a2 + 12)?

T 1
2 (a? + k2)2

w1 .
——e “sina

2«




332 LUKU C. Fourier-muunnos




Kirjallisuutta

[Heinisuo, 1985]

[Stathopoulos, 1984]

[Kallsner, 1983]

[Chielsielski, 1982]

[Parland, 1979

Heinisuo M., Vaakakuormituksen jakautuminen levyseinille matalissa
rakennuksissa. Rakennusteollisuus, no. 1, ss. 26 - 29, 1985.

Stathopoulos T. H., Wind loads on the low-rise buildings, Enginee-
ring Structures, 6, April 1984.

Killsner B., Windaussteigung von Wandkonstruktionen im Holzke-
lettbau mit Plattenwerkstoflen, Bauen mit Holz, 6, 1983.

Chielsielski E., Stabilitdt von Holzhdusern unter Horizontalbelastung,
Bauen mit Holz, no. 7, 1982.

Parland H., Rakenteiden vidnté, Tampereen TKK, rakennusstatiikka,
opetusmoniste no. 1, 1979.

333



