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Luku 1

Kimmoteorian perusyhtalot

1.1 Jannitystila

Tarkastellaan kolmiulotteisessa avaruudessa kappaletta B, jonka materiaali otaksutaan ho-
mogeeniseksi ja kimmoiseksi. Kuormituksen vaikutuksesta kappaleeseen B syntyy jénnitys-
tila. Leikataan B osiin Bj ja Bs mielivaltaisella pinnalla A. Pinnan A alkioon A A vaikuttaa
voima AF, jota vastaa jannitysvektori

AF

tn) = lim 7

(1.1)
Koska vektori t ja sen komponentit riippuvat pinnan A normaalista n tarkasteltavan pis-
teen kohdalla, voidaan merkitéd tdydellisemmin ¢ = ¢t(n).

Jaetaan voimavektori AF pinnan normaalin n suuntaiseen komponenttiin AF, ja pin-

nan tangenttitason suuntaiseen komponenttiin AF,.. Madritelldin normaalijinnitys

AF,

0= A (12)
ja leikkausjénnitys
AF;
= i . 1.
T T AR AA (1-3)

Kuvan 1.2 esittamaéssé tapauksessa leikkauspintana A ovat vuoronperdin suorakulmaisen
AF, = AF,n

AF, AF

N

Kuva 1.1 Kappale B ja pinta-alkioon AA kohdistuva voima AF'.
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Kuva 1.2 Jannityskomponentit suorakulmaisessa koordinaatistossa.

koordinaatiston koordinaattiviivoja z, y ja z vastaan kohtisuorat pinnat (tasot), ja tassi

tapauksessa saatavat jinnityskomponentit voidaan koota matriisiin

Oxx Txy Taxz
g = Tyw Uyy Tyz

Tzx Tzy Ozz

Momentin tasapainoehdosta akselin z ympéri

ZMZ:O

seuraa yhtalo
(Taydydz)dz — (Typdzdz)dy = 0,
joten
Toy = Tyz-

Samalla tavalla johdetaan

Tyz = Tzys Tzx = Tzz-

Riippumattomia komponentteja jinnitysmatriisissa on siten kuusi kappaletta.

1.2 Muodonmuutostila

Tutkitaan kuvan 1.3 janan PP; pituuden muutosta deformaation aikana:

ou ou
! D/ '
P'Pl— PP =(x+u+der+ —dz)— (x+u+dx) = —xdx

(1.9)



1.2. Muodonmuutostila

P

PZ(xay + dya Z)

Pi(x +dz,y, 2)

P?)(x?y?Z + dZ)

T, U

Kuva 1.3 Janan PP; venyma.

Maéaritelldadn x-akselin suuntainen venymé

_ Ou

€z

=5

Akseleiden y ja z suunnissa saadaan vastaavasti

ov

€y:

a_y’

_ Ow

€z

=35,

(1.10)

(1.11)

(1.12)

Tarkastellaan seuraavaksi janojen PP; ja PP, vilisen suoran kulman muuttumista

deformaation aikana. Kuvan 1.4 perusteella méaritellidn muodonmuutossuure nimeltdin

liukuma
_ Ou n ov
Yy = dy | oz’
ja samalla tavalla saadaan
_Ov . ow
Tyz = 02 oy’
_Ou, v
T =, T

(1.13)

(1.14)

(1.15)

Kootaan muodonmuutoskomponentit €; = €;; ja 7;; = 2¢;; muodonmuutosmatriisiin €

1 1
Ex 5Vry 3

|1
E=| 3%z &y

1
2

1 1
5Vzx 372y

Matriisi € on symmetrinen eli g;; = ;.

Va2
Vyz
€z

(1.16)
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ou
—d
dy 4
ou  Ov
=gyt o
Y iy
ou
dy Ay v
Ox avd
—dx
ox
dx
Kuva 1.4 Liukuma (x,y)-tasossa.
Differentioimalla siirtymadkomponentit u, v ja w tulee
o du o
or 0 0z
du oo o0 ov || ®
dv p=| = =+ == dy (1.17)
or 0Oy 0z
dw a_w a_w a_w dz
L dx Jy 0z |
eli lyhyemmin merkittyna
du = Udz. (1.18)

Matriisi U on nimeltddn siirtyméagradientti. U voidaan jakaa osiin

U=D+ 2, (1.19)

missé 1
D=(U+ u’), (1.20)
- %(U ~uh). (1.21)

{2 on rotaatiomatriisi

i ou Ov Ou JOw 7]

o on ™ 5 &
v U v w
=—-| ——— 0 —— — |. 1.22
2| 0r Oy 0z 0Oy ( )
ow _Qu dw dv
| Ox 0z OJdy 0z ]
Rotaatiomatriisi voidaan kirjoittaa myos muodossa
0 —Ww3 w2
2= w3 0 —Ww1 ’ (123)
—Ww9 w1 0

missé

_1(ow v _1(ou_0v _L(ov_0u (1.24)
w173 oy 0z > 275\ \0; T o) T2 \os oy )’ '
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—du

Kuva 1.5 Rotaatio ws.

{2 on vinosymmetrinen eli

2=-0" (1.25)
Jaykankappaleen kiertymésséa esimerkiksi akselin z ympéri

ov ou

1.3 Yhteensopivuusyhtalot

Siirtymakomponentteja on kolme: u, v ja w. Muodonmuutoskomponentteja on kuusi kap-
paletta: €;, €y, €2, Vay, Vyz, Voz- Muodonmuutoskomponentit e;; eivit ole toisistaan riip-
pumattomia, vaan niiden on toteutettava yhteensopivuusyhtalot.

Derivoimalla venymien ¢, ja ¢, kaavoja

Ex = %, Ey = 8_y (127)
saadaan ensin o o o o
E; = 2u ’ 623/ = 2/1) ’ (128)
dy 0y?0x ox 0?0y
ja sitten liukuman -y,, méérittelykaavasta
ou  Ov
= — + — 1.29
Vay By + or ( )
seuraa 52 o o9
Jaoy . CYU_, 91U (1.30)
Oxdy  0xdy?  0x20y
Kaavoista (1.28) ja (1.30) seuraa yhteensopivuusehto
ey | Doy Py (1.31)
oy?2  0x2  0x0y
Samalla tavalla johdetaan
D%, e, Py
= ) 1.32
022 * Oy? 0yoz (1.32)
Pe., 0%, 0%y
= . 1.33
Ox? * 022 020x (1.33)
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Toisenlaiset kolme yhteensopivuusyhtéloéd voidaan johtaa derivoimalla muodonmuutos-
ten €z, Yyz, Vo2 ja Vzy kaavat sopivalla tavalla:

0%e, Pu

= 1.34
Oydz  0xdydz’ (1.34)
2 2 3 3
Py B (00 00y P o .
0xdz  0x0dz \dy Ox 0xdydz 020z
2 2 3 3
Fop P (0 ow) o o -
Ox? 0x? \ 0z Oy 0x20z  0x20y
2 2 3 3
0w _ O (0w Ouy Ow 0w (1.37)
Oxdy  Oxdy \ Or Oz 0x20y  O0xdydz
Laskemalla yhteen kaavat (1.34), (1.35), (1.36) ja (1.37) todetaan, ettd
82%@ B 827yz 827yz B Bu B 0e, (138)
0xdz  0x2  0xOy  0O0xOydz ~ Oyoz ’
eli )
O (OVay OV | 0Vaa 0%y
— — =2 . 1.
ox ( 0z ox + dy oy0z (1.39)

Samalla tavalla johdetaan

0 8'sz 0za a’ny 82531
— — =2 1.4
oy ( Ox oy + 0z 020x’ (1.40)

2 0z B a’ny 4 8'sz —9 825,2
0z \ Oy 0z or ) “0xdy’

Kaavat (1.31), (1.32), (1.33) ja (1.39), (1.40), (1.41) eivét ole toisistaan riippumattomia.

(1.41)

1.4 Yleistetty Hooken laki

Tarkastellaan suorakulmaista sirmiotd, johon vaikuttaa jannitystila (o4, 0y, 0.). Isotroop-
pisen kimmoisen aineen tapauksessa jannitystd o, vastaa muodonmuutos

o
el = Ex (1.42)
Vastaavasti oy:n ja o.:n vaikutuksesta
vo vo
== & =" (1.43)

missé v on Poissonin luku. Yhteensi

/ 7 n
Ex =€, + €, + €,

(1.44)

%[Ua: - V(Uy +Uz)]'



1.4. Yleistetty Hooken laki

Y
—VE,
: T Oy | E
; v 0z :
Oy E 1 :
1 O-:B 1
! — :
- -- X :
dy P2 B I :
o, .~
I je—————— a—»]
: dz €x
e Y Uy
o dx
Kuva 1.6 Normaalijannitykset 0., o, ja 0. ja jinnityksen o, aiheuttamat venymét

(x,y)-tasossa.

Samanlaiset kaavat voidaan johtaa y- ja z-akseleiden suuntaisille venymille. Liukuman ja

leikkausjénnityksen vélinen kimmoinen yhteys (z,y)-tasossa on

1
Yoy = ETwya

(1.45)

missd G on liukumoduuli. Samanlaiset yhteydet ovat voimassa (z, 2)- ja (y, 2)-tasoissa.

Yleistetty Hooken laki 3-ulotteisessa isotrooppisessa tapauksessa voidaan kirjoittaa

muotoon
1 1
Ex = E[Ux_y(ay"’_az)]a Yy = ETxya
1 1
Ey = E[Uy_y(0$+az)]a Yyz = ETyZa
1 1
€z = E[Uz_y(azr‘i'gy)]a Yoz = ET$Z'
Maaritellaan suhteellinen tilavuuden muutos
€e==¢Eyt6eyte;.
Hooken lain perusteella
1-—-2v 1-—-2v
e=—% (0p+0y+o0,)= 7 5

misséd on merkitty
§=0g+0y+ 0.
Kaavasta (1.48) seuraa
Ee
— 0g.
1—2v 7

oy +o0,=

(1.46)

(1.47)

(1.48)

(1.49)

(1.50)
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Sijoittamalla kaava (1.50) €,:n kaavaan tulee

1 vFEe + _1—1—1/ ve
E% 12 T T T E T 1o

Ex —

josta voidaan ratkaista

E + E v
= €
I+v " (1+v)(1-2v)

e =2Ge, + de,

Ox

missa >
G=——
2(1+v)
on liukumoduuli ja
vE

A= (1+v)(1—2v)

on Lameén vakio.

Samalla tavalla johdetaan kaavat jénnityksille o, ja 0., ja saadaan ryhmé

0r = Ae + 2Gey,
oy = Ae + 2Gey,
o, = Xe + 2Ge,.

Leikkausjannitysten ja liukumien véliset kimmoiset yhtalot ovat

Ty = G'ny7 Tyz = G’me Tzz = GYez-

Esimerkki 1.1 Mddritetdidn hydrostaattisessa jinnitystilassa paineen ja suhteellisen

tilavuudenmuutoksen vdlinen yhteys.

Hydrostaattisessa jannitystilassa
O'w:O'y:O'Z:—p.

Suhteelliseksi tilavuudenmuutokseksi

1—2v
e=¢;teEyte,= 5 S

saadaan nyt
1-2v
= -3
e=—4—(=3p),

josta ratkaistaan
E 2G
—p=——¢e tal —p=A+—)e=K
P 3(1_21/)6 al —p=(0A+ 3 )e e,

missé

on tilavuudenmuutoskerroin.

(1.59)

(1.60)

(1.61)

(1.62)

(1.63)

(1.51)

(1.52)

(1.53)

(1.54)

(1.55)

(1.56)

(1.57)

(1.58)
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Y
I
I
I
I
1
l
F | F
- ----- | »
I
b | “
P e T e
L7 c
a
z
Kuva 1.7 Suorakulmainen sérmié abc, jota kuormittaa voima F'.

Esimerkki 1.2 Tutkitaan kuvan 1.7 suorekulmaista sdrmidétd abe, jota kuwormittaa
voima F x-akselin suunnassa.

Suorakulmaisen sdrmion tilavuus alkutilassa on Vy = abe. Deformoituneessa tilassa
sen tilavuus on
V =a(l+¢)b(1l —ve)c(l — ve)
(1.64)
=Vo(1+¢)(1 —ve)?.
Tilavuuksien erotus on
AV =V = Vy = Voe(l — 2v). (1.65)

Koska AV > 0jae > 0, niin 1 —2v > 0 ja v < 1/2, ts. Poissonin luvun suurin
mahdollinen arvo on 1/2.

1.5 Tasapainoyhtalot

Tasapainoyhtélot voidaan johtaa tutkimalla tilavuusalkion dx dy dz tasapainoa (z,y, z)-
avaruudessa, kuva 1.8. Tilavuusalkioon vaikuttavan tilavuusvoimavektorin f komponentit
ovat fz, fy ja f.. Akselin z suunnassa saadaan tasapainoehto

99 40\ dydz + (2% dy ) dwdz + ( 222dz ) dudy + fudwdyds = o0, (1.66)
oz Ay 0z
eli 9 9 5
Og Txy Txz
=0 1.67
oc T oy T 0, + fz =0, (1.67)

missé f, on z-akselin suuntainen tilavuusvoimavektorin komponentti.
Samalla tavalla johdetaan tasapainoehdot akseleiden y ja z suunnissa. Akseleiden x, y
ja z suuntaiset tasapainoyhtalot ovat

0oy OTay i 0Ty

ox dy 0z

+ fo =0, (1.68)
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z

Kuva 1.8 Tasapainoehdot.

OTyy  Ooy 0Ty,
ox + dy + 0z

0Tz 0Ty 0o,
ox dy 0z

Asettamalla vastaavuudet x < 1, y < 2, z <> 3 ja merkitsemalld

+ fy =0, (1.69)

+f.=0. (1.70)

0oy OTay do,
= ) = St = 1.71
O11,1 o7 012,2 ay 0333 o> ( )

voidaan tasapainoehdot kirjoittaa lyhyemmin indeksimuodossa

3
o+ fi=0, i=1,...,3. (1.72)
1

j=

Jattamalla summamerkki pois ja muistamalla summeerata toistuvan indeksin suhteen paés-
tdan vieldkin lyhyempédian merkintitapaan

Uij,j—i-fi:(), 1=1,...,3. (1.73)
Esimerkki 1.3 Kappaleen pisteessi P tunnetaan jannityskomponentit
O :x2+y2, Oy =y2—|—22, o, 222—|—x2,
(1.74)
Toy = TY, Tyz = Y2, Taz = TZ.

Mdritetian ndiden kanssa tasapainossa olevat tilavuusvoimien komponentit.
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Sijoittamalla tasapainoyhtdl6ihin (1.68), (1.69) ja (1.70) saadaan

2c4+x+x+ fr =0,
y+2y+y+fy, =0, (1.75)

z4+z+2z+ f. =0,

joten tilavuusvoimat ovat

fo=—4x, f,=-4y, f.=—4z (1.76)

Johdetaan seuraavaksi tasapainoehdot kappaleen reunalla. Ajatellaan reunan ldheisyy-
desté leikatuksi infinitesimaalinen (differentiaalinen) tetraedrin muotoinen kappale, jonka
tahkojen pinta-alat ovat A, A, A, ja A.. Pinnan (tahkon) ABC yksikkénormaalivektori
on

n =ngt+nyj +n.k, (1.77)

missd 2, J ja k ovat akselien x, y ja z suuntaiset yksikkovektorit ja ng, ny ja n. ovat
yksikkonormaalivektorin komponentit. Matriisimerkinnalla

Ny
n=1<{ n, ;. (1.78)

Ny
Samaan tahkoon vaikuttava pintavoimavektori on
t=t,1+1t,5 +t.k, (1.79)

missé {, t, ja ¢, ovat tunnetut pintavoimavektorin komponentit. Viiva suureen paalld
tarkoittaa téssd yhteydesséd tunnettua suuretta. Matriisimerkinn&lla

ly
t=< 1, (1.80)
t:
Kuvan 1.9 perusteella saadaan akselin x suuntaiseksi tasapainoehdoksi
tp A — 0, Ay — ToyAy — T2 A, = 0. (1.81)

Tilavuusvoimakomponentin f, osuus voidaan jattaid pois, koska se menee muiden termien
rinnalla merkityksettoméksi tilavuusalkiota pienennettiessé.
Yksikkonormaalivektorin komponentit toteuttavat ehdot

ng = cos(n,x) =

(1.82)

ny = cos(n,y) =

S LN

n, = cos(m,z) =
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Kuva 1.9 Reunan tasapainoehdot.

joten jakamalla pinta-alalla A saadaan z-akselin suuntainen tasapainoehto muotoon
OaNg + TayNy + TNy = g (1.83)

Samanlaiset reunan tasapainoehdot johdetaan myos y- ja z-akseleiden suunnissa ja paddy-
tddn tasapainoehtojen ryhmaéaén

Oy + ToyNy + TozNe = tg,
TyaTla + Oyny + Tyzn. = by, (1.84)
ToaNg + Tayy + 020, = L.
Indeksimerkinnélld reunan tasapainoehdot voidaan kirjoittaa muodossa
oijnj =t;, 1=1,2,3, (1.85)

jossa siis summataan toistuvan indeksin j yli.

1.6 Siirtymimenetelma

Kolmiulotteisessa kimmoteoriassa on tuntemattomia suureita 15 kappaletta: {u, v, w},

{€2,€y, €2, Yays Yoz, Vyz }r {02, Oys 02y ToZ, Tyzy Tuy b, joiden ratkaisemiseen on kiytettévissé
yht& monta yhtdl6éd: venymien kaavat (1.10), (1.11), (1.12), liukumien kaavat (1.13), (1.14),
(1.15), yleistetty Hooken laki (1.46) ja tasapainoyht&lot (1.68), (1.69), (1.70). Eliminoimalla
muut paitsi siirtymét pois paddytaddn siirtymémenetelméidn. Lausumalla Hooken laissa
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muodonmuutokset siirtymien avulla saadaan

ou ou  Ov
U$:)\€+2Ga—$, T$y:G<—y+a—$>,
ov ou Ow
oy = Xe + 2G8—y, Tez = G <_z + E) , (1.86)
ow Jdv  Ow
UZ—)\€+2G$7 TyZ—G<£+a—y>
Sijoittamalla jénnitysten o, T4y, Tz. kaavat ensimmaéiseen tasapainoyhtdloon tulee
Oe 0%u 0%u 0%v v 0w
A— +2G G G =0 1.87
oz " Caz T <ay +8:1:8y>+ <az +aa>+f$ (1.87)
eli ) ) )
0°u  0°u  0°u Oe
—+—+— ]+ — v = 1.
G<8x2+8y2+5z2> ( +G)8 + fz=0. (1.88)

Muodostamalla samanlaiset yhtélot y:n ja z:n suunnassa saadaan yhteensé kolme Lamén
eli Navierin yhtaloa:

GAu—i—()\—i-G)%—l-fgg =0, (1.89)
Oe
GA’U—l-()\—I—G)a——i-fy =0, (1.90)
Yy
Oe
GAw—I—()\—l—G)a——i-fZ:O, (1.91)
z

s 52(e) | %(e) . (o)

Ale) = Ox? Oy? + 022

(1.92)

on Laplacen operaattori.

1.7 Voimamenetelma

Voimamenetelma perustuu yhteensopivuusehtoihin (1.31), (1.32), (1.33) tai (1.39), (1.40),
(1.41). Niissd muodonmuutokset lausutaan Hooken lain kautta jannitysten avulla. Otta-
malla huomioon tasapainoyhtélot paddytadan Beltramin-Michellin yhtaloihin:

1 828 8fx
1 0% fy
1 828 afz
Agz—i_l—i—u@__l d1vf—28z (1.95)
2
Aro 4L Os  0f Oy (1.96)

$y+1+1/81:8y_ oy O’



14 LUKU 1. Kimmoteorian perusyhtalét

Kuva 1.10 Kappaleen reunaehdot.

1 9%  9f, Of.

1+voydz 0z Oy’

1 825 8fz afx
ATz + 1+vdz0xr  0x 0z (1.98)

missd A on Laplacen operaattori, div (e) = V - () on divergenssioperaattori, eli divf =
frot fyy+ [z ja tilavuusvoimavektori on f = [f5, fy, f-]T. Beltramin-Michellin yhtlgissi
on 6 tuntematonta jannityskomponenttia.

ATy, + (1.97)

1.8 Reunaehdot

Siirtymé- tai voimamenetelmén yhtaloiden ratkaisemiseksi on tunnettava siirtymien tai
jannitysten arvoja tarkasteltavan kappaleen reunoilla:

1. Tuetulla reunan osalla S, tunnetaan siirtymaét eli
u=1u, V=170, w=w, (1.99)
missé viiva suureen paalld tarkoittaa annettua (tunnetua) arvoa.

2. Kuormitetulla reunan osalla S; tunnetaan reunakuorma eli

NgOg + NyTyz + NoTog = La, (1.100)
Ny Try + NyTy + NpToy = ty, (].].0].)
NgTrz + NyTyz + N0, = fz7 (1102)

missi tg,1,,t, ovat reunan osalla S; annetut pintavoimavektorin komponentit ja
Ng, Ny, N, ovat pinnan yksikkonormaalivektorin komponentit.

Kuvan 1.10 perusteella johdetaan tasotapauksessa x-akselin suuntaiseksi tasapainoeh-
doksi

02dy + Tyy(—dx) — tzds =0 (1.103)
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eli

dy dx .
x 7 x - - tx, 1.104
7% s e ( ds> ( )
jossa
Z—Z = Ccosa = Ny, —d—g; = sina = ny, (1.105)

ja reunan tasapainoehto saadaan muotoon
OaNg + TayNy = tg. (1.106)
Vastaavasti y-akselin suuntaiseksi tasapainoehdoksi saadaan

TayNaz + TyNy = ty. (1.107)

1.9 Virtuaalisen tyon periaate

Kertomalla tasapainoyhtdlot ja voimien reunaehdot virtuaalisilla siirtymilld du, dv ja dw
sekd integroimalla yli kappaleen tilavuuden ja reunan osan St, jolla reunavoimat tunnetaan,
saadaan yhtilo

0oy OTpy  OTyz
R e +f$) SudV+

(1.108)
OToy 0Ty  Oo,
ox dy 0z

+ fz> owdV +
Sf [(—ty + tz)ou + (—ty + t)0v + (—t, + t,)ow] dS = 0.
t

Reunan osalla S, du = dv = dw = 0, koska u = 4, v = ¥ ja w = w, eli siirtymé&t tunnetaan.

Soveltamalla kahden funktion, w ja v, tulon derivoimiskaavaa
(w) =dv+w' = Jv=(w) —uw, (1.109)

misséd u ja v ovat mielivaltaisia funktioita ja pilkku tarkoittaa derivaattaa koordinaatin x,
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y tai z suhteen, saadaan kaava (1.108) muunnettua muotoon

) 0 0 o odu o
i _%(aggéu) + O_y(%y(su) + a(Tm&u)] dV —J (0;,3 e + Ty a9y + Tu o > dV+

G 0 0 O6v O6v odv
_8_:1:(7—3’966”) +8—y(0y(5v) P (Tyzév)} dVv — J(Tyx o + oy 8 + 7Ty2 8z> dV+

<%

e, 0 0 Odw ddw Odw
_%(Twéw) + 8_y(TZy5w) + &(Uzéw :| dV f <TZ:B an + sza—y + UZW) dV+

<%

[ (fzbu+ fyév + f0w)dV+
\%4

—ty + ty)0u+ (=t +1,)0v + (—t, +t,)0w]|dS = 0.

S

St
(1.110)
Soveltamalla Gaussin integroimiskaavaa tai lausetta, jonka mukaan
of 0g Oh
/ <8_x+8_y+$> dV:/(fnw—l—gny—l—hnz)dS, (1.111)
S

missd f, g ja h ovat mielivaltaisia funktioita ja n., ny ja n. ovat reunapinnan yksikkonor-
maalivektorin komponentit, saadaan kaava (1.110) edelleen muotoon

dou n oou n o0du qV4
Tz ox Ty oy Tz 0z

[ (0ang + Toyny + Toznz) dudS — [
S \%

[ (Tyanz + oyny + 1y2nz) S0 dS — f

S

dov o0dv o0dv
Tygg& +o ya —i—Tyz&z

1) v+

Adw odw Adw
g (Tzwnx + Tayny + Uznz) owdS — {/[ <Tz$ O + sza—y + UZW) dV+ (1112)

J(fobu + fy0v + f.0w)dV+
i

[ [(—te + tz)0u + (=t +t)0v + (—t, + t,)ow] dS = 0.
St

Ottamalla huomioon reunan tasapainoyht&lot

ly = NgOg + NyTyzy + N2 Teg,
ty = NaTay + NyTy + N Tay, (1.113)

ly = NyTrz + NyTyz + N0z,
reunan osan S; voimien reunaehdot

te =1y, ty=1,, t.=1L (1.114)
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A0 dydz
Ty
Tya
-
Yz
24 A

z dx

Kuva 1.11 Muodonmuutosenergia.

ja muodonmuutosten maéarittelykaavat

5 odu 5 ddu i v
El’ = a Ty — " Y]
Oz Ty dy Oz
Odv ddv ~ Odw
0y = —., OVyy = — + —— 1.115
Ey ay’ ’YZ/Z az + ay 9 ( )
5 Odw 5 ddx i ddw
€2z = (73 Tz = "o A
0z K 0z ox
saadaan lopulta virtuaalisen tyén yhtdld muotoon
[(040es + 0ybey + 0208, + ToydVay + Toz0Ver + Tyz07y2)dV
1%
(1.116)
— [(fadu + fyov + f.0w)dV — [(tz0u+ tyov + t.0w)dS = 0.
% St
Virtuaalisen tyon yhtélostd (1.116) voidaan johtaa tasapainoyhtalot.
1.10 Energiaperiaatteet
Jannityksen o, tekemé tyd on kuvan 1.11 kolmion OAB pinta-ala
1 1
dU,, = iazsm dxdydz = iazsm dV, (1.117)
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missé dV = dxdydz. Yhteensé tilavuusalkion muodonmuutosenergia on

1
dU = §(a$5$ + 0yey + 0265 + Tuy Yoy + TozVar + TyzYyz) AV. (1.118)

Kappaleen muodonmuutosenergia saadaan integroimalla yli kappaleen tilavuuden V.
Lausumalla muodonmuutokset jannitysten avulla,

1 1
Ex = E[Um - V(Uy + 0z)]7 Yxy = ETIQN
1 1
Ey = E[Uy - V(Ux + Uz)]u Yyz = 5TyZ7 (1119)
= Lloe—v(ou+ )], s =
€z = E Oy =V 0Ogx T 0y)|y, Txz = GT:vza

tulee muodonmuutosenergian lausekkeeksi jannitysten funktiona

~ 1
U=U = 1C /[Ug + 02 + 02 - 1 j_ V(O'x +oy+0.)%+ 2(T§y + 7'52 +72)]dV.  (1.120)
\%
Sijoittamalla vaihtoehtoisesti kaavaan (1.118)
0r = 2Geg + Ae, Toy = GYgy,
oy =2Gey + Xe, Ty, = Gyz, (1.121)

g, = QGEZ + Aey Tez = G’szu

saadaan

ve? 1, ., 9 9
—— + 5 (Vay + 7= T2V (1.122)

v 2

U:G/[si—i-sf/—l—sg—l-l
1%

Ulkoisten kuormien potentiaali maaritellian kaavalla
V=- /(fxu + fyv + frw)dV — /(fxu + tyv + t,w)dS. (1.123)
\% St

1.10.1 Potentiaalienergian minimin periaate

Kappaleen kokonaispotentiaalienergialla
nI=uv+Vv (1.124)

on minimiarvo tasapainotilassa eli

1T = I, (1.125)

Potentiaalienergian ensimmaéinen variaatio on tilloin nolla eli

ST = 0. (1.126)
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1.10.2 Komplementaarisen energian minimin periaate
Kappaleen komplementaarisella energialla
N=U+V (1.127)
on minimiarvo tasapainotilassa. Lausekkeessa (1.127) ulkoinen potentiaali on
V=— /(atgg + Oty + wt,)dS, (1.128)

Su

missi
ly = NgOy + NyTry + NyTyz,

ty = NagTay + NyTy + N2Tay, (1.129)
ty = NgTyy + NyTys + N0,

1.10.3 Ritzin menetelmi

Valitsemalla siirtymille u, v ja w jatkuvuus- ja kinemaattiset reunaehdot toteuttavat kehi-

telmét
U = SOO(xaya Z) + Zakwk(xayu Z)7
k

7}:¢0($7y7z)+§bk¢k(x7yvz)7 (1130)

w = 90('1‘7:1/7 Z) + chgk(%y, Z)v
k

joissa ¢p, ¥y ja 0 ovat kantafunktioita ja ap, by ja ¢ ovat kertoimia, ja sijoittamalla
sarjakehitelmét (1.130) potentiaalienergian II lausekkeeseen tulee

H:H(ak,bk,ck). (1131)

Kimmoteorian probleeman ratkaisu saadaan nyt minimoimalla II kertoimien ay, by ja ci
suhteen.
Minimin valttdmattomat ehdot ovat

ol

=0, k=1,...,K,,

aak b b )

ol

-0, k=1,....K 1.132
abk 9 M b b7 ( )
ol

o0, k=1,....K,,

aCk b 9 b

misséd K,, K; ja K. ovat tuntemattomien parametrien lukumaéaérdt kussakin siirtymén
kehitelmissa. Kaavoista (1.132) seuraa lineaarinen yhtéloryhmé kertoimien ag, by ja ck
ratkaisemiseksi. Jos kantafunktiot muodostavat tdydellisen kehitelmén, niin ratkaisun virhe
ldhestyy nollaa, kun termien lukumaééré ldhenee daretonta.



20 LUKU 1. Kimmoteorian perusyhtalct

N

Kuva 1.12 Kahden jousen ja massan systeemi.

Esimerkki 1.4 Tutkitaan kehden sarjaan kytketyn jousen ja massan muodostamaa
systeemid, joka on ripustettu pystysuoraan yldpddstddin.

Otaksutaan jousien jousivakiot samoiksi, eli k&1 = ko = k. Massojen voimat ovat
Fy = F>, = FF = mg. Massan 1 siirtymé on w1, ja massan 2 siirtymé on us. Potentiaa-
lienergian lausekkeeksi tulee nyt

1 1
II= §k‘u%+ §k(u1 —ug)? — Fuy — Fus. (1.133)
Funktion II minimin vélttdm&attomat ehdot ovat
o1l
— =0 = 2k‘u1—kuQ:F,
8u1
(1.134)
11
8— =0 = —kuy+kuy=F,
(9’(1,2
joiden perusteella ratkaistaan
F F
Tasapainotilassa potentiaalienergian ensimmaéinen variaatio on nolla eli
oIl oIl
ol =—9¢ —duy = 0. 1.136
8'LL1 U1+ 6u2 2 ( )
Koska du; ja dus ovat mielivaltaisia variaatioita, paitellaéin, etté
o1l o1l
=0 = —=0, — =0. 1.137
8'LL1 6u2 ( )

Potentiaalifunktion IT lauseke esittdd esimerkin tapauksessa (uq,us, IT)-avaruudessa
paraboloidia, jonka minimin valttdmattomét ehdot ovat juuri edelld esitetyt tasapai-
noehdot (1.134).

Esimerkki 1.5 Madritetidn ulokepalkin taipuma potentiaalienergian minimin peri-
aatteen avulla.

Ulokepalkin pituus on L ja sen pédssi kohdassa = L on kuorma P. Otaksutaan
taipumalle kehitelmé
(&) = ao + a1€ + a8 + ast?, (1.138)
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Kuva 1.13 Ulokepalkki, pistekuorma P pa#ssd x = L.

missa { = x/L € (0,1) on laaduton koordinaatti. Ulokkeen tuella z = 0 reunaehtojen
perusteella

v(0)=0 = ag=0,

(1.139)
v'(0)=0 = a3 =0,
missé (o)’ = d(e)/dx, ja palkin taipuman lauseke on siten
v(€) = a2€® + azé®. (1.140)
Esimerkin ulokepalkin potentiaalienergian lauseke on
L
1
=3 /EI(’U”)2 dx — Pu(L). (1.141)
0
Ottamalla huomioon, etté
d(e) 1d(e)
— = — 1.142
dx d¢’ ( )
saadaan ulokkeen kiyristymén lauseke
"= ﬁ(2a2 + 6asf). (1.143)

Sijoittamalla kiyristymin lauseke potentiaalienergian kaavaan (1.141) ja ottamalla
huomioon, ettd dx = Ld¢, tulee integroimalla

EI

= F(m% + 6agaz + 6a3) — P(az + a3). (1.144)
Funktion IT minimin valttdmattomét ehdot ovat
o1l PL3
— =0 = 4 6as = ——
8@2 az + bas El )
(1.145)
ol =0 = 6ax+12 —PL3
das G2 = T
joista ratkaistaan
PL3 PL3
= =, 1.14
“2=9pr T GBI (1.146)
Taipuman lausekkeeksi saadaan £:n funktiona
pPL3
=3¢ - &) — 1.147
o(E) = (36 - €) (1.147)
tai z:n funktiona
2 3, P
v(z) = (3La" — 2°)—. (1.148)

6E1
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Taivutusmomentin jakauma on
M(z) = —EIV'(z) = P(x — L), (1.149)

ja talvutusmomentin arvo tuella, x = 0, on M (0) = —PL. Téassi tapauksessa saatiin
tarkka tulos otaksumalla taipumalle kolmannen asteen polynomi. Yleensi energiame-
netelmalld saadaan vain likiratkaisu.



Luku 2

Vapaa vaanto

2.1 Coulombin teoria

Tarkastellaan kuvan 2.1 sauvaa, jonka poikkileikkaus on ympyri. Sauvaa kuormittaa vaén-
tomomentti M = M,(L). Pyoreiin akselin viiinndssi poikkileikkaustasot sdilyviit tasoina.
Vaantokulma ¢ on poikkileikkauksen kiertymé. Vaantokulman derivaatta sauvan ak-

selin suuntaisen koordinaatin z suhteen on viantyma

do
0=—. 2.1
7 (2.1)
Kuvan 2.1 perusteella saadaan
der =~(r)dz, (2.2)

joten vadnnon aiheuttama liukuma sauvassa on

~y(r) = Z—i r = 0Or. (2.3)

Leikkausjannitystd 7 vastaava vadntomomentti on

R
M, = /TrdA = 27r/7'r2 dr. (2.4)
A 0

Kuva 2.1 Pyoredn ulokesauvan vaanto.

23
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LA o e
e
Az
Kuva 2.2 Védnnetyssid pyoredssé sauvassa vallitseva puhdas leikkaus ja sauvan al-

kion Az tasapaino.

Merkitaan seuraavassa vadntomomenttia (z-akselin ympéri) lyhyemmin M = M,. Kuvan
2.1 staattisesti madratyn ulokesauvan tapauksessa sisdinen vadntémomentti on jokaisessa
poikkileikkauksessa sama kuin ulkoinen vi#intémomenttikuorma, eli M(z) = M.
Hooken lain mukaan kimmoisessa sauvassa leikkausjannityksen ja liukuman vilinen
kimmoinen yhteys on
T =Gy =GOr. (2.5)

Sijoittamalla leikkausjannityksen lauseke vidntomomentin kaavaan tulee

R
M = GO2r / rdr = GOI,, (2.6)
0
missd I, on polaarinen jayhyysmomentti
R
R4
I :/TZdAZQW/T:SdT:?T?. (2.7)
A 0

Suure G1I, on pyo6redn akselin vadntojaykkyys. Ympyréputken tapauksessa
I, = g(b4 —a%), (2.8)

missd b on putken ulkosdde ja a on vastaavasti siséisdde. Suurin leikkausjannitys poikki-
leikkauksessa syntyy kehélle r = R, jossa

M
Tmax = GOR = I—R. (2.9)

P
Leikkausmuodonmuutos 7y ja jannitys 7 jakaantuvat lineaarisesti siteen suunnassa koor-
dinaatin r funktiona. Sauvassa vallitseva jannitystila on ns. puhdas leikkaus, kuva 2.2.
Kuvan 2.2 perusteella johdetaan sauvan alkion Az tasapainoyhtalo

mAz + AM =0, (2.10)
josta seuraa
dM
— =0 2.11
o tm=0, (2.11)

misséd m(z) on ulkoinen, sauvan pituusyksikkod kohti laskettu vadntémomentti.
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Kuva 2.3 Sauvan reunaehdot.
M
= ¢ 2
® @ 7 -
a L—a
\)
Yy
Kuva 2.4 Pistevadntomomentin kuormittama sauva.

Siirtyméamenetelmén differentiaaliyhtéloé saadaan lausumalla vaddntomomentti M vaan-
tymén 6 = ¢ avulla muodossa

d dy
—(GI,— =0. 2.12
(GL ) +m (212)
Jos vaantojaykkyys G, on vakio, niin tasapainoyhtdlo yksinkertaistuu muotoon
d%p

Tavallisimmat reunaehtotapaukset ovat:

1. Vapaasti kiertyvissd padssd vaantomomentti M = M, missd viiva suureen paalld
tarkoittaa annettua arvoa.

2. Kiinnitetyssa padssd vadntokulma ¢ = 0.

Esimerkki 2.1 Pdistddn kitnnitetyn sauvan kohdassa z = a wvaikuttaa pistemdinen
vidntomomentti M. Mdadritetddn vidntokulma ja vidntdmomentin jokauma.

Sauvan reunaehdot ovat
©(0) =0, ¢(L)=0. (2.14)
Jaetaan sauva osiin (0,a) ja (a, L), kuva 2.4. Kummallakaan osavélilla ei ole jakau-

tunutta vidntomomenttikuormaa, ja vaantokulmat ¢i(z) ja p2(z) vileilld 1 ja 2 in-
tegroidaan nyt homogeenisista tasapainoyhtaloista:

Gl,p! =0, GIL,p5 =0, (2.15)
Gl,p| +Cy =0, GIL,p5+ Dy =0, (2.16)
Gngﬁl +Ciz+Cy =0, GI;,,QDQ + D1z + Dy =0, (2.17)
misséd on merkitty
9(e)
"= . 2.18
(o) = (2.13)

Integroimisvakiot Cy, C3, Dy ja D, ratkaistaan kahden reunaehdon, yhden jatku-
vuusehdon ja kohdassa z = a lausutun momentin tasapainoehdon avulla:

1(0)=0 = C2=0, (2.19)



26 LUKU 2. Vapaa vaanto

_a
_ MZ
S
D
- L —a
M L
Kuva 2.5 Viadntomomenttikuvio.
wo(L)=0 = DL+ Dy;=0, (2.20)
p1(a) = pa(a), (2.21)
M + GI,05 — GI,6, = 0. (2.22)
Sauvan viadntojiaykkyys otaksutaan vakioksi eli
(GIp)1 = (GIp)a. (2.23)
Jatkuvuusehdosta (2.21) seuraa ensin yht&lo
Cia = Dya+ Do, (2.24)
ja sitten reunaehdon (2.20) perustella tulee
Cia+ (L —a)D; =0. (2.25)
Tasapainoehdon (2.22) avulla saadaan yht&lo
~Cy + Dy = M. (2.26)

Kahden viimeisimmén yhtdlén avulla saadaan ratkaistua vakiot

a - _ra
Dy =20, Ci=M (E - 1) . (2.27)
Véaantomomentti M (z) = GI,0(z) on vililla (0,a)
_ (L —
M =GIL0, =—Cy =M ( , “> (2.28)
ja valilla (a, L)
M =G0, =Dy = M (—%) . (2.29)

Kuvan 2.5 vidntomomenttijakauma on samanmuotoinen kuin leikkausvoiman jakauma
kaksitukisessa palkissa. Vadntokulman lausekkeiksi véleille (0, a) ja (a, L) tulee

1 M a
p1 = _G—Ip(clz) -G, (1 - f) 2 (2.30)
__ 1 __ D Mz
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m(z) §
M, o
I ) ) ) ) ) ) ) | ——
EEEEEE > M
B v
| ~ A
2L GIU
1
0=y

-

1 2 3 4 N—-1 N
L) [ #55# [}
1 2 3 E

Kuva 2.6 Viaantosauvan elementtimalli.

2.2 Vaannon differentiaaliyhtalon ratkaisu elementtimenetel-
malla
Kappaleen potentiaalienergia on
M=U+V, (2.32)

missd U on muodonmuutosenergia ja V' on ulkoisten kuormien potentiaali. Va&ntosauvan
tapauksessa muodonmuutosenergia on

L
1
U:/iMyw/dz, (2.33)
0

missi ¢’ = dp/dz on vidntymai, ja ulkoisten voimien potentiaali on

L
V= - [mes = 3 Miple), (234
0 4

missé m(z) on annettu jakautunut viiintdmomenttikuorma ja M; on pisteviintémoment-
tikuorma kohdassa z = z;. Koska M,, = GI,¢’, saadaan muodonmuutosenergialle lauseke

U :/%le(d)?dz. (2.35)

Elementtimenetelméssi sauva jaetaan osiin eli elementteihin 1,2,3,..., E. Solmuja on
téssé tapauksessa N = E+ 1 kappaletta. Merkitdin, ettéd tarkasteltavan elementin e pituus
on L, = L, ja otetaan kiyttoon elementin e alueella laaduton koordinaatti s = z/L. T&ll6in
s €(0,1), z € (0,L) ja dz = Lds. Kunkin elementin alueella vaantokulmaa ¢(s) = @(z)
interpoloidaan lineaarisella polynomilla

p(s) =(1 = s)p1 + sp2
(2.36)
=Ni(s)p1 4+ Na(s)p2
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¥ (s)
®1 P2
| —"
0 1
Ni(s) Ny(s)
1 1
P — P —
1 1
Kuva 2.7 Viadntokulman ¢ interpolointiin kiiytettivit lineaariset muotofunktiot.
Ni(s) Ni(2)
1 1
[ — [ —
1 L
— . —
z
§=—
L
Kuva 2.8 Lineaarinen muotofunktio Nj(s) koordinaatin s funktiona ja muotofunk-

tio N1 (z) koordinaatin z = Ls funktiona.

eli

©(s) :[ Ni(s) Na(s) ] { ! }» (2.37)

©2

misséd Ni(s) ja Na(s) ovat muotofunktiot ja ¢ ja @9 ovat vadntokulman arvot elementin
solmuissa 1 ja 2.

Yhden mielivaltaisen elementin e muodonmuutosenergia on
’ 1
Ue = / 5(;11,92 dz, (2.38)
0

misséd L = L, on elementin e pituus, # = ¢’ on vaintymi ja

de depds dpl
v dz ds dz ds L ( )

Sijoittamalla vidntymén kaavaan vidntokulman lineaarinen interpolaatio tulee

11 ¥1
= Nloy 4+ Nygpy = |—= = . 2.4
¥ 191 + Nag2 [ T L} { - } (2.40)

Sijoittamalla puolestaan vidntyméan 6 = ¢’ kaava muodonmuutosenergian U®¢ lausekkee-
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seen saadaan '
1 1] -1 11 ©1
U¢ = LG, [ L\ 1 2 — —oTK e, 2.41
5 v| P1 P2 | { % T I 2 5% ® (2.41)
missa )
GL,  _GIL 01
K= é]v Glﬁ ) ‘= : (2.42)
| L L v2

Matriisi K€ on elementin e jiykkyysmatriisi, ja ¢ on elementin védntokulmien vektori.

Elementin e osuus ulkoisten voimien potentiaaliin on

e
Ve = —/m(z)go(z) dz — Z Mip(z),
0

7

(2.43)

missii L° = L on elementin e pituus ja M; ovat elementin alueella, elementtikohtaises-
sa koordinaatistossa vililla [0, L¢], madritellyt pisteméiset vadntomomenttikuormat. Pis-
temdinen vddntomomentti voidaan esittdd samaan tapaan kuin jatkuva kuorma Dirac’in
o-funktion avulla muodossa

m; = Mzd(z — ZZ‘), (2.44)
missé 0(z) = 0, kun z # 0 ja
/5(7;) dz = 1. (2.45)

Sijoittamalla viadntokulman lineaarinen approksimaatio

% } { :2 } (2.46)

elementin e ulkoisten voimien potentiaalin osuuteen V¢ tulee

ols) =| 1~

I

Le z
12
ve=—|g e }/ L1t () + Y ) d (2.47)
0 L
eli
Ve=- [ 01 P2 ] { ? } = —o°Tf", (2.48)
2
missd f¢ on elementin e solmuvoimavektori
Le z
fi 1- I
i :/ 2 (m(2) +Zmi)dz (2.49)
2 J—
0 L

Esimerkki 2.2 Mddritetddn lineaarisesti jakautuneen vidntémomenttikuorman ekvi-
valentti kuormavektori.

!Lineaarisen viintokulman interpolaation tapauksessa viintymi 6§ = vakio.
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T NSNS
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Kuva 2.9 Lineaarisesti jakautunut annettu viédntomomenttikuorma m(s).

Jos vidntomomenttikuorma m(s) on elementissi lineaarisesti jakautunut eli
m(s) = (1 — s)my + sma, (2.50)

niin potentiaalin V¢ = —@°? f¢ lausekkeen kuormavektoriksi f¢ tulee integroinnin
jalkeen

f"‘=0/1{(1;8)}[1—s s]dsL{ Z;}:g{;ﬁ:fgz} (2.51)

Tasaisen kuorman tapauksessa mi = mo = m, ja kuormavektoriksi tulee

fe=mL { } : (2.52)

SN

Esimerkki 2.3 Maddritetddn pisteviantomomenttikuorman ekvivalentti kuormavekto-
0.

Jos elementin e pisteessd z = z; on vddntémomenttikuorma

m; = M7(5(z — Zz'), (253)
niin kuormavektoriksi f° tulee
(12 (o
fé= / oL % Mid(z — 2)dz = M; L (2.54)
0 L L

Dirac’in 0-funktion ominaisuuden (2.45) perusteella.

Jos momenttikuorma M; on jénteen keskelld z = L /2, niin kuormavektoriksi tulee

£¢ =M, { } . (2.55)

N[= 0| =

Sauvan potentiaalienergia saadaan laskemalla elementtien energiaosuudet yhteen

E
m=> T (2.56)
e=1
Potentiaalienergia
M= roTKp— of 2.57
=59 Ko—¢' f (2.57)

saa minimiarvon tasapainotilassa. Talloin potentiaalienergian ensimméinen variaatio on
nolla eli
oII =0, (2.58)
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1 2 M 3
y - 7
7 @ ' @ v
L L
S) M/2
) M/2

Kuva 2.10 Elementtimenetelmélla ratkaistu vaantomomenttikuvio.
misté seuraa

S =6 (Kp — f) = 0. (2.59)

Koska d¢ on mielivaltainen solmuviintokulmien variaatioiden vektori, saadaan ehdosta
0IT = 0 lineaarinen yhtéloryhma

Ko=F,

josta ratkaistaan reunaehtojen sijoittamisen jilkeen tuntemattomat solmujen véadntokul-
mat.

(2.60)

Ehdosta dIT = 0 seuraava yhtdloryhmé kootaan elementtien m = 1,..., E osuuksista:
[ K Kl T 1 i
K3 K+ Ki Ki, P2 f2+ 17
K3 K3 + Kty Ki, w3 B+
K3

K3 + Kt P4 — f3+fi

KE' 4+ KE Kh SR i

L K3 K35 | N f
(2.61)

. e
missd K7,

1,2 ovat kuormavektorin alkiot. Jos solmuun k vaikuttaa pistemomentti Mj,, se lisdtéin

e=1,...,Fjai,j = 1,2 ovat jaykkyysmatriisin alkiot ja f%, e=1,..., Fjai =

sellaisenaan riville k vektoriin f.

Esimerkki 2.4 Pdistidn kiinnitetyn sauvan kohdassa z = L vaikuttaa pistemdinen
vidntomomentti M. Madritetddn vidintokulma jo vidntomomentin jokauma element-
timenetelmalld.

Jaetaan sauva kahteen elementtiin. Elementtimallissa on kolme solmua. Solmussa 2
on vaiantomomentti M. Sauvan reunaehdot ovat

©1=0, ¢3=0. (2.62)
Kootaan yhtaloryhma edelld esitetylld periaatteella:
1 -1 0 1 0
GI1, -
T -1 1+1 -1 w2 p=< M (2.63)
0 -1 1 @3 0
Reunaehtojen huomioonottamisen jilkeen jii vain yksi yhtdlo
GI1, - ML
A (2.64)
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Elementissa 1 vidntymé on

oL, 1, M (2.65)
L L 2G1,
ja vadntomomentti on ~
M, = GO = % (2.66)
Elementissé 2 vastaavasti
0= A %903 = % (2.67)
ja B
M, =GIL,0 = —%. (2.68)

2.3 De Saint-Venantin vaantoteoria

Py6redn sauvan vadnnossd sauvan poikkipinta séilyy tasona. Muissa sauvoissa vadntod ai-
heuttaa poikkipinnan kiyristymistéd (deplanaatio). Jos kiyristyminen saa tapahtua vapaas-
ti, sauvaan syntyy vain leikkausjdnnityksié ja kyseessd on vapaa vaanto eli Saint-Venantin
vaanto. Jos kidyristyminen on estetty, syntyy sauvaan myos akselin suuntaisia jannityksié
(estetty vAanto).

Myds vddntosauvan tuennan on sallittava vapaa deplanaatio, jotta vapaa vadntd olisi
mahdollinen. Esimerkiksi sauvan péisséd olevan pisteméisen vaantomomentin kuormitta-
man ulokkeen tapauksessa voidaan ajatella, ettd tuella kiertymé& on estetty mutta poik-
kipinnan kéyristyminen saa tapahtua vapaasti. Toisaalta, vaikka tuenta sauvan pa#ssi
olisikin jaykka, kiinnityskohtaan aiheutuu poikkipinnan kiyristymisen estémisestd Saint-
Venantin periaatteen mukaan vain paikallinen héirio, joka vaimenee nopeasti tuelta etédin-
nyttdessd, ja vapaan viannon teoriaa voidaan soveltaa muualla paitsi tuen ldheisyydessa.
Deplanaation estdminen tuella jaykistdd sauvaa vadnnon suhteen.

Tarkastellaan yhdesti yhtendista poikkileikkausta (x,y)-tasossa, joka on kohtisuorassa
sauvan akselia z vastaan. Koordinaattiakseleiden z, y ja z suuntaiset siirtymét ovat u, v
ja w. De Saint-Venantin (de Saint-Venant, 1856) mukaan otaksutaan jannityksisté, etti

0, =0y =04 =Tgy =0, (2.69)
ja muodonmuutoksista, ettd
_ 0w _ _ou_y
T, T BT T
(2.70)
Ey = @ =0 = % + @ =0
Yooy %y_ay oxr

Sauvan poikittaiset liukumat ovat

ow Ou ow  Ov

= o =T 2.71
K 8$+8z T2y 8y+8z (271)
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Vs

Kuva 2.11 Viaantosauvan poikkileikkaus ja vaantomomentti.

Hooken lain mukaan kimmoisen sauvan tapauksessa poikittaiset leikkausjannitykset ovat
Tox = GVowy,  Toy = Gy (2.72)

Koordinaattiakselin z suuntainen tasapainoyht&lo

0T O7yy  Oo,

=0 2.73
ox oy 0z ARE ( )
yksinkertaistuu nyt muotoon
OTzy 0Ty
=0. 2.74
oz oy ( )
Koordinaattiakselin x suuntaisesta tasapainoyhtéldsta seuraa
0Ty ou  Ow
2 Txz (az + 8$> fl(xuy) ( )
integroimalla, ja vastaavasti y:n suunnassa tulee
0Ty ov  Ow
D2 Tyz <8Z + ay) fZ(xuy) ( )

Kaavojen (2.70) avulla johdetaan integroimalla siirtymille u ja v lausekkeet
u=—-0Cz(y —vyy), v==Cz(x—uxy), (2.77)

missé (z,,y,) ovat vaantokeskion koordinaatit ja C' on vakio. Poikkileikkauksen infinitesi-
maalisen elementin rotaatio z-akselin ympéri on

1 /0v Ou
Pz =5 <8_:1: - 8_y> ) (2.78)

joten siirtymien kaavoista (2.77) seuraa

v, = Cz. (2.79)
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Sauvan viadntymi on vddntokulman derivaatta z:n suhteen ja

0= _¢ (2.80)
0z

Liukumien ja leikkausjannitysten vélisten kimmoisten yhteyksien (2.72) ja kaavojen
(2.71), (2.77) avulla saadaan

ow | Tae ow Ty

Integroimalla kaavoista (2.81) seuraa huomioonottaen kaavat (2.75) ja (2.76), ettd akselin

z suuntainen siirtymé on

w(z,y) = 0Y(x,y) +0(xy, —yx,), (2.82)

missé 0 (x,y) on poikkileikkauksen kiyristymé ja ¢ (x,y) on ominaiskiyristymé (kiyristy-
mé/yksikkovadntyma) tai lyhyemmin deplanaatio.

Jos origo sijaitsee vaantokeskitssd, niin siirtymékomponentit ovat vapaassa vAinnossa,
kun deplanaatio saa tapahtua vapaasti,

u=—(0z2)y, v=(02)z, w=~0yY(z,vy). (2.83)

Leikkausjannitykset lausuttuna siirtymien avulla ovat

B ow Ou\ 8_¢_
ngC—G(%—i-&)—G@(ax y),

B ow v\ 8_¢
sz_G<8_y+&>_G9<8y+$>'

(2.84)

Sijoittamalla leikkausjénnitysten kaavat sauvan akselin z suuntaiseen tasapainoehtoon (2.74)
seuraa

% 0%
Go <w + 8—y2> =0 (2.85)
eli o2 o2
1 (L

Jos sauvan vaippa on kuormittamaton, niin reunan tasapainoehdon
by = ToaNg + Toyny + 020, =0 (2.87)
perusteella, kun o, = 0, saadaan yhtilo
TeaNz + Tzyy = 0, (2.88)

missd n, = cosa ja ny = sina = cos 3 ovat sauvan vaipan yksikkonormaalivektorin
komponentit ja a on normaalivektorin n ja x-akselin vélinen kulma. Samaan yhtdl6én
paadytadn myos asettamalla poikkipinnan reunalla leikkausjénnitys 7,, nollaksi, kun sauvan
reunalla ei ole kuormitusta, eli

Tp = Taz COS O + T,y cos 3 = 0. (2.89)
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Ay

Kuva 2.12 Poikkileikkauksen reunakéyré ja vaipan yksikkonormaalivektori.

Leikkausjannitysten kaavojen (2.84) perusteella saadaan reunaehto muotoon

<g—i) - > cos o + <Z_Z) + l‘) cos 3 = 0. (2.90)
Kuvan 2.12 avulla johdetaan geometriset yhteydet
dr dy dy dx
_ _ dr_ ady _ __ 4T 2.91
g =cosa == o0, My cos 3 - T (2.91)

Kaavojen (2.91) perusteella reunaehto (2.90) tulee muotoon

oY dx Oy dy dy dx
—— == —y— ——)=0 2.92
5xdn+8ydn Vs z( ds) ’ (292)
josta seuraa (ketjuderivointikaavalla) lopulta muoto
dy 1d,, o
in st(y + %) =0. (2.93)
Siirtymamenetelméan yhtalot ovat siten kenttayhtalo
0%y 0%
—+ =5 =0 2.94
joka on Laplacen yhtélo, ja reunaehto
dyp 1d,, 9y
In st(y +2°) =0 (2.95)
reunalla s € T'.
Leikkausvoimat @), ja @, médritellddn kaavoilla
Qr = /sz dA, Qy = /sz dA, (2.96)

A A

ja poikkileikkauksen vadntomomentti on (kuva 2.11)

M, = /(_Tzwy + szx)dA- (2.97)
A
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Vapaan vidnnon tapauksessa leikkausvoimat ovat nollia, eli Q, = Q, = 0, ja M, on
rippumaton koordinaattiakseleiden x ja y sijainnista. Kadyristyméafunktion v avulla lausuttu

vaantomometti M, on

_ oY oY
Mv—GHI{{— <%—y>y+<8—y+x>x}d,4

_ o O 2, .2 (2.98)
—G9£< U ayx+a: +y? | dA
=GOI,
Suure - -
I,=1I,+ / (—%y + a—yaz) dA (2.99)
A

on sauvan vadntojayhyys. Pyoredlld sauvalla tai putkella ¢ = 0, ja I, = I, (polaarinen
jéyhyys).

2.4 Voimamenetelmi (L. Prandtl 1903)

Maééritellddn jannitysfuktio ¢ = ¢(x,y) siten, etti

0 0
Tzx = a_ja Tzy = _a_i~ (2100)
Téll6in sauvan akselin z suuntaisesta tasapainoehdosta seuraa
0Ty 0Ty 0% Fa20)
Ox oy 0xdy  Oyodx ' ( )
eli koordinaattiakselin z suuntainen tasapainoehto toteutuu identtisesti.
Yhteensopivuusehtojen perusteella saadaan
g _8'sz 4 8'sz —0
Oz Oz dy 9 P
Tey 922 _ o = vakio. (2.102)
oz dy
_0 (0w 0w
oy Oz dy
Ottamalla huomioon liukumien ja siirtymien véliset yhteydet
o o
Yex = 0 <8_x - y) sy ey = 0 <8_y + l’) s (2.103)
tulee 9 9
Vzx Yzy
— = —26. 2.104
dy oz ( )
Lausumalla liukumat leikkausjannitysten avulla kaavoilla
1 1

Vex = 57—7;937 Y2y = Esza (2'105)
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ja ottamalla huomioon jannitysfunktion maarittelyssa kiytetyt kaavat (2.100) pdadytadn
lopulta differentiaaliyhtalo6n
?¢ 9%
— 4+ — =-2G, 2.106
or?  0y? ( )
joka on voimamenetelmén kenttéyhtilo ja luonteeltaan yhteensopivuusehto.
Yhtélon (2.106) yhteensopivuusehtoluonne kiy ilmi seuraavasta tarkastelusta. Sauvan

akselin suuntaisen siirtyméan w differentiaali on
dw = —dx + —dy. (2.107)
Y

Kierrettiessa suljettu lenkki I' poikkileikkauksessa téytyy olla voimassa yhteensopivuuseh-
to

f—ds =0, (2.108)

jos alueessa ei ole dislokaatioita. Sijmttamalla yhteensopivuusehtoon

dw _duwds 0w dy
ds Oxds Oy ds

(2.109)
1 0¢ 1 0¢
<G8 +6 )ny—i-( 58——933)%,
missé on kiytetty hyviksi yhtaloita
8 zZx 8 z
8_1):%1-1—9?/:%4-9% 8—szyzy—«9$:7——Gy—«9$, (2.110)
dy dx
g =l oy =—— (2.111)
ja jénnitysfunktion méérittelykaavoja (2.100), tulee
dw 1 0¢ Jd9
—ds =— ——+4 —— 44 d
P f{(Gaer) +<G8x+$> }5
(2.112)

:__f<@+@+209) dA =0,

missd A on polun I siséén jadva alue.
Edelld on kiytetty myds Gaussin lausetta muuntamaan viivaintegraali pintaintegraa-
liksi. Gaussin-Greenin kaavan mukaan funktioille f(z,y) ja g(x,y) alueessa A, jonka reu-

/ <g£ gg) dA = /(fngg + gny)ds, (2.113)
A r

missé n, ja n, ovat reunakéyrén I' yksikkénormaalivektorin komponentit.

nakiyrd on I

Jotta yhtennsopivuusehto toteutuisi, taytyy integrandin havita edellisessd integraalissa,
ja télloin on oltava voimassa yhtélo (2.106)
¢ 9%

— + == = —2G0. 2.114
522 —I—ay Go ( )
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Kuva 2.13 Onteloita sisaltava poikkileikkaus.

Reunaehdosta 7-n = 7,, = 0 2 tai reunavoiman kaavasta t, = 0 seuraa jannitysfunktion
avulla

Tn =TeaNg + TayNy

=T,p COS Q¢ + Ty COS 3

_% COS @ — %COS

9y dx (2.115)
_Obdy  0¢dx

Oyds  Oxds

_d¢ _

== =0,

joten jannitysfunktio ¢ on vakio poikkipinnan reunalla. Yhdesti yhtendiselle alueelle vali-
taan ¢ = 0 reunalla. Jos alue ei ole yhdesti yhten&inen, vaan siiné on onteloita, niin ¢ on
vakio reunaviivoilla, mutta erisuuri reunalla ja onteloiden reunoilla.

Voimamenetelman kaavat ovat kenttayhtalo

¢ 0%
W + 8—y2 =-2G0, zxz,ye A (2.116)
ja reunaehto
#(s) =0 reunalla seT. (2.117)

Leikkausvoimat @, ja @, ovat nollia vapaan vddnnon tapauksessa, koska akselin z

2r.n= (T2a® 4+ 7297 ) - (Nt 4+ nyJ).
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suuntaisen tasapainoehdon (2.74) ja reunan tasapainoehdon (2.88) perusteella saadaan

Qz :f Tox dA
A

OTop  OToy
= A
[ (T T

(2.118)
:f a(l‘sz) 8($sz) dA
2 Ox oy
=¢ &(Toang + Toyny) ds =0
r
ja
Qy :f Toy dA
A
OToy  OTzy
= ~, dA
[ (5 5]
(2.119)
(YTzz) a(ysz)
A
f{ [ Oz Ay !
=¢ &(Toang + Toyny) ds = 0.
r
Vaantomomentti M, lasketaan kaavalla
M, :f(szx - Tzwy)dA
A
0o 0o
=[{———2——y,dA
1{ { oz 8yy}
(2.120)
— {2 @)+ LoV aa+ [20d4
=— ¢ {(zd)ns + (yd)ny} ds + f2¢)dA
r
Edella on sovellettu osittaisderivointikaavaa
v = (uv) — u’ (2.121)

ja Gaussin-Greenin kaavaa (2.113)

Véaantomomentin kaavan oikean puolen ensimméinen termi (viivaintegraali) on yhdesti
yhteniiselle poikkileikkaukselle nolla, koska reunakéyrélla voidaan asettaa ¢(s) = 0, ja
siten

M, =2 / 6(z, y)dA, (2.122)
A
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eli vidntomomentti on vaantofunktiokukkulan tilavuus kaksinkertaisena. Vertaamalla kaa-
vaan M, = GI,0 ndhdain, etté

2
I, = @/gb(x,y)d/l. (2.123)
A

Jos poikkileikkaus siséltdd onteloita, niin vidntomomentti on

M, :f(sz.Z‘ - Tza:y)dA
A

_ [ 00 09
_,{{ G 5yy}dA

(2.124)
—— [ {3500)+ 55 (u0) [ ad+ [ 2004
n
==Y ¢ (xng +yny) ds+ [2¢dA,
missd I' = ['y on poikkileikkauksen ulkoreuna ja onteloiden reunat ovat I';, 1,...,n. Poik-

kileikkauksen ulkoreunalla voidaan asettaa jélleen ¢y = 0. Onteloiden reunoilla ¢; = vakio.
Koska onteloiden reunat kierretddn myotapaivaian, saadaan Gaussin lauseen perusteella

7{@ (xng +yny) ds = —(bi/QdA = —2A;¢;, (2.125)
missé A; on ontelon 7 sisdéan jadva pinta-ala, ja vidntomomentin kaavaksi tulee
n
M, = /2¢ dA+> 204 (2.126)
“© i=1

Viaidntomomentti on siten myos ontelopoikkileikkauksen tapauksessa jannitysfunktiokuk-
kulan tilavuus kaksinkertaisena, kun tilavuuteen lasketaan mukaan onteloiden kohdalla
olevien tasankojen alle jadvit tilavuudet.

Esimerkki 2.5 Madritetidn tasasivuisen kolmion muotoisen poikkileikkauksen leik-
kausjinnitykset ja vantdjayhyys.

Poikkileikkauksen rajaavat suorat

3 3
1: Ea:—i—%y—l:() eli fl(xay)zo’
2. —§x+£y—1=0 eli fa(z,y) =0, (2.127)
a
2
3: —iy—l—o eli f3(y) =0.

Jannitysfunktio

¢ =kf1f2f3 (2.128)
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Kuva 2.14 Tasasivuisen kuolmion muotoinen poikkileikkaus.

joka on muodostettu kertomalla reunaviivojen yhtélot keskenéddn, toteuttaa vadinnon
kenttdyhtdlon ja on reunalla nolla. Parametri k ratkaistaan sijoittamalla otaksuttu
jannitysfunktio voimamenetelmén kenttayht&loon

¢  0%¢
— 9 2.12
922 + B2 GO, ( 9)
jolloin seuraa
36 Ga?
Zh=-2 =——9. 2.1
2 k GO = k 13 0 (2.130)

Leikkausjannitykset ovat

06 Gad y? Y 72
sz_ay_ \/g ( 3a2+\/§a+3a2 ’
(2.131)

_ 99 _ nue® Y
roy = 5 = Gab~ (2\/§a +1).

Resultoiva leikkausjinnitys on

Tr = \/T2, + T2, (2.132)

Suurin jénnitys syntyy sivujen keskelld. Esimerkiksi

oo <o, —L) _ e, (2.133)
2V/3 4
Kolmiopoikkileikkauksen vaéntojiyhyys on
2 V3
I, = — Jy)dA = ~—a?. 2.134
&5 [ dwman=La (2134)
A
Viaantyma ja suurin leikkausjannitys ovat nyt
M,  80M, 20M,

= = max = 2.135
GIU \/§G4G7 n Cl3 ( )
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TZI é

Kuva 2.15 Kolmiopoikkileikkauksen leikkausjannityksen 7., jakauma ja leikkausjan-

nityksen maksimien paikat.

Ay A/
b I e
2
;T | | iL.
- | - - .
b —a B 0 B a
2
—2
@ a
2 2
Kuva 2.16 Suorakaidepoikkileikkaus.
Poikkileikkauksen suurin leikkausjénnitys méaaritetddn kaavalla
M,
Tmax — Wvu (2136)

v

missd W, on poikkileikkauksen vaintovastus. De Saint-Venant on johtanut likikaavan

A4
I, ~ —. 2.1
Y401, (2.137)
Epédsdannollinen poikkileikkaus voidaan jakaa osiin, joiden vadntdjayhyydet tunnetaan.
T4ll6in on likim&a&rin

I, ~ ZIM =1, (I,>1,). (2.138)
Esimerkki 2.6 Madritetidn suorakaidepoikkileikkauksen jannitysfunktio ja vddnto-
Jayhyys.
Jaksollinen funktio f(x) valilla [-L, L], f(—L) = f(L), voidaan esittdd Fourier-sarjan
muodossa
1 > mm > .omm
flz) = §a0—|—mz::1am cos Ta:—l—mz:;bm sin ——, (2.139)
missé sarjan kertoimet ovat
1 L
Ay, = —/ f(x)cos mre de, m=0,1,2,... (2.140)
L) ;. L



2.4. Voimamenetelmé (L. Prandtl 1903)

43

m=1,2,3,....

1 [ ..m
—E[Lf(x)bln—dx

Parillisen funktion f(z) = f(—z) Fourier-sarja voidaan esittda muodossa

> mm
(x) = zo: Gy, COS Tx,

2 L
= E/o f(x)cos?dx,

Kuvan 2.16 jaksollisen funktion tapauksessa

misséa

m=0,1,2,....

92 [a/2 a
am == | [ (=2)cos T G + | 2cos m;ra: dx]

a|p a a2
2 [ a/2 a
=—1-2/ L sin T 4o / isinmm:]
a 0o mm a /2 T a
27 a mm a mm
2, a L mT 0 0 (g _‘._]
ol mw(bm 5 0) + mw(smmﬂ' sin — )
8 .
=——sin—, kunm=20,1,2,3,...,
mm 2
joten
8 m—1
——(-1) 2 , kunm=13,5,...,
Ay = mm
0, kun n=0,2/4,....
m-—1 I
Merkitddn n = eli m = 2n + 1, jolloin
8 (-D)", k 0,1,2
ap = ————(—1)", kunn=0,1,2,....
2n+ )7

Suorakaidepoikkileikkauksen jannitysfunktio esitetddn Fourier-sarjana

7r
0 Yo ( nT = (2 1)—
=G Z ) cos (2n + )a

Sijoittamalla jannitysfunktion ¢ sarjakehitelmi differentiaaliyht&loon

26 9%
a7 g = 2

ja sijoittamalla kuvan 2.16 funktion f(x) kosinisarja

’ﬂ
cos QpT

(2.141)

(2.142)

(2.143)

(2.144)

(2.145)

(2.146)

(2.147)

(2.148)

(2.149)



LUKU 2. Vapaa vdanto

kenttdyhtilon oikealle puolelle tulee

S 5 (1)
GO Y —a?Y, + ——— st =0
n;O " N T (2n+1) o8 Gn =1y
(2.150)
. _1 n
Sy aty, = SC g
' ' m-(2n+1)
misséi on merkitty
d
"= — (o). 2.151
(o) = () (2151)
Saadun tavallisen differentiaaliyhtdlon (2.150) ratkaisu on
8 1 (=)™
Y, = A, cosh a,,y + B, sinh a,,, y + — —% % (2.152)
Reunaehdoista
Y, (i%) = (2.153)
seuraa
1 —1)"
4, =81 ) . B, =0, (2.154)
T a2 anb
" (2n+ 1) cosh -
ja jannitysfunktioksi tulee
8a% <= (—1)" cosh ay
¢ =Go— > BT 1 1— | cosama, (2.155)
n=0 cosh | o, =
2
joka voidaan muuntaa edelleen muotoon
¢ =GO a_2 — 2% - 8;‘2 y~_(Z1)" _coshany COS QU @ (2.156)
B 4 3 (2n+1)3 o b " '
n=0 cosh | —
Leikkausjannitykset ovat
0o > " coshay,y .
Toy = i Z 2n—|— e (oznb) sinay,x | , (2.157)
cosh
2
Tog = 8¢ - i— ZZ: 2n + 1)? SR Y COS (v T (2.158)

anb
‘h v
cos ( 5 )

Jannitys on suurin pitkien sivujen keskipisteissé, missa

a 8 — 1 1
72y (5.0) = Goa |1- = 2 ETES . (anb) . (2.159)
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Ve

a
Kuva 2.17 Ellipsipoikkileikkaus.

Leikkausjannityksen Fourier-sarja suppenee nopeasti, ja yhden termin antama tulos
poikkeaa enintdan 1% tarkasta arvosta. Siten

8 1
Tmax & Gla |1 — = ———— | . (2.160)
71'2 7Tb
cosh —
2a
Suorakaidepoikkileikkauksen viantdjayhyys on
tanh _oanb
2 ba? 1920 5
I,=— [ ¢pdA= — |1 - —= . 2.161
Go /(b 3 b (2n+1)5 ( )
A n=0
Yhden termin antama tulos
ba? 192a )
I, = — (1 - === tanh — 2.162
3 ( 5 2a> (2.162)

poikkeaa tarkasta arvosta vihemmén kuin 0, 5%.
Esimerkki 2.7 Maddritetddn ellipsipoikkileikkauksen jannitysfunktio, leikkausjannityk-
set ja vadntdjayhyys.
Ellipsipoikkileikkauksen reunakiiyrin (ellipsin) yht&lo on
2?2
flay)=—+35 -1=0. (2.163)
Jannitysfunktio muodostetaan reunakiyrin avulla:
22 2
¢:C<¥+b_2_1>' (2.164)
Sijoitetaan jannitysfunktio (2.164) kenttiyhtiloon 2
G wx + G yy = —2G0, (2.165)

josta ratkaistaan vakiolle C' arvo

a’b’Go

3(e) . tarkoittaa osittaisderivaattaa koordinaatin x suhteen.
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Viaidntomomentti on ellipsipoikkileikkauksen tapauksessa

2G0a202 | 1 [ 1 [,
A A A A

Ellipsipoikkileikkaukselle

3
I, = [22dA="2 b
A 4
b3
L = [y2da="2
{ y T
A= [dA = rab,
A
joten vidntomomentin lauseke on
7GOab?
M, = — = GI,0.
a2+ b2 G

Jannitysfunktion lausekkeen vakion C' kaavan avulla saadaan

M, M, (* y?
C=- j =— S=+=5-1).
mab ¢ mab <a2 T )

Leikkausjannitykset ovat

09  2M,
Trx = 8_2/ — _ﬁz%
09  2M,
T T8y T madh
ja suurin leikkausjénnitys on
_2M,
Tmax = W

kohdassa x =0, y = b.

Sauvan siirtymét ovat vapaassa vAinnossi
u=—0yz, v=~0xz, w=0Y(x,y).

Kéayristyméfunktio integroidaan kaavoista

o _ 19 _(__2M
9r GO oy YT 7ab3Go )Y

ja

o010 (oM, |\
oy GO Ox ’

joiden perusteella tulee
b? — a?
P = mxy + vakio.

(2.167)

(2.168)

(2.169)

(2.170)

(2.171)

(2.172)

(2.173)

(2.174)

(2.175)

(2.176)

Jos asetetaan w(0,0) = 0, niin saadaan akselin z suuntaiselle siirtymaélle kaava

W 0(b? — a?) .
T a2 4 b2 Y

(2.177)
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2.5 Vaantokeskio

Vapaassa vddnnossd leikkausvoimat @ ja @, hévidvit, ja vadntémomentti on riippuma-

ton koordinaatiston (x,y) valinnasta. Kaksoissymmetrisen poikkileikkauksen viantokeskio

sijaitsee painopisteessi. Aina viantokeskion asemaa ei kuitenkaan tiedetd etukiteen, joten

laskelmat on tehtévi jossain valitussa (z,y)-koordinaatistossa. Laskentakoordinaatistoksi

voidaan valita painopistekoordinaatisto, jossa poikkileikkauksen staattiset momentit ha-

vidvit eli S, = [ydA =S, = [2dA = 0, tai sen erikoistapaus piékoordinaatisto, jossa
A

A
liséksi Iy = [2ydA = 0.
A

Valitussa koordinaatistossa poikkileikkauksen mielivaltaisen pisteen (z,y) siirtymét
toistaiseksi tuntemattoman vaantokeskidakselin (z,,y,) suhteen ovat

u=—0z(y —yy), v=0z(r—1z), w(zy) :Hi(xay% (2.178)

missd 6 = vakio on viantymaé.
Sauvan vidnnossi vadntokeskivakseli pysyy suorana, mutta muut sauvan akselin suun-
taiset suorat kiertyvit ruuviviivoiksi. Vakiovddntymén, 6 = vakio, tapauksessa ehdoista

ou ov

— =0, — =0 2.179

9z 7 0z ( )
seuraa

=Ty, Y=1Yp (2.180)

suorana pysyvan sidikeen koordinaateiksi.
Viaantokeskion suhteen lausuttujen siirtymien kaavojen avulla leikkausjannitysten lausek-

(0w Ou\ o
TZI_G<£+$>—G0<&I y+yv>,

keiksi tulee

(2.181)
ow  0v o
Muut jannityskomponentit ovat nollia, eli
Op =0y =0, = Tyy = 0. (2.182)

Sijoittamalla leikkausjannitysten kaavat sauvan akselin suuntaiseen tasapainoehtoon (2.74)

tulee - -
0% 0%
—+ —=0. 2.183
Ox? + Oy? ( )
Reunan tasapainoehdosta
TaaNz + TeyNy = 0, (2.184)
missa
dx dy
== =2 2.185
"= T dn ( )
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ovat poikkileikkauksen reunakiyridn yksikkonormaalivektorin komponentit, seuraa leik-
kausjénnitysten kaavojen avulla

oY 0y
<%_y+y0)nx+<a_y+x_$v>ny:0 (2.186)
o o0 Ndz (90 \d
< Y
<8_x + yv) an + <8_y - xy) an yng + xny =0, (2.187)
joka voidaan kirjoittaa edelleen muotoon
d -
o Ty —y @) = yng — any. (2.188)

Funktio ¢+ v, —y 2, toteuttaa siirtymémenetetelmin kenttiyhtilon ja reunaehdon, joten
se eroaa kayristyméfunktiosta 1 (x,y) vain vakion C' verran, eli

=10+ xy, —yz, + C. (2.189)

Viédntokeskion asema voidaan ratkaista minimoimalla poikkipinnan vééristymiseen si-
toutuva energia. Minimoitavaksi lausekkeeksi saadaan

Fawun €)= [v@y)dd= [[Wy) + oy —yo,+ CPdA (2190
A A
Minimin valttdmattoméat ehdot ovat
aF(vaayvaC) 8F(xv7yv7c) aF(meyvaC)
-0 =) g, ——wIw I ), 2.191
0z, ’ Oy ’ oC ( )
Minimointiehdoista seuraa yhtéaloryhmé
[y dA
I, —I,y —5: Ty A
Ly I, Sy Yo = —{w a4 1 (2.192)
Sy =8, —-A C [ »dA
A
missi
A= [dA, Sy,=[ydA, S,= [xdA,
A A A
(2.193)
I, = fy2dA, I, = fxsz, Iy, = [zydA.
A A A
Painopistekoordinaatistossa S, = Sy = 0 ja péadkoordinaatistossa liséksi I, = 0. Téll6in
vaantokeskion koordinaatit ovat
fy@ﬁ dA fm/; dA
Ty = A I Yo = —AT’ (2.194)
ja vakio C' on -
JdA
A
= _ 2.195
A 9y ( )
jolloin, tapauksessa S; = Sy = 0, funktio ¢ toteuttaa ehdon

/zpdAZ/(erC)dA:o. (2.196)
A A
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LY L

o I 3
a I}g
O (e} 2
h 1 T
O !
fe——————f
a

Kuva 2.18 Differenssimenetelmén hila.

2.6 Differenssimenetelmé
Voimamenetelman kenttéyhtalo
Ap(z,y) = —2GO, z,y € A, (2.197)
poikkileikkauksessa eli alueessa A reunaehdolla
#(s) =0 reunalla seT (2.198)

voidaan ratkaista likimaariisesti differenssimenetelmaélld. Talloin osittaisderivaatat korva-
taan differenssiosaméirilla.

Funktion ¢(x) ensimmaisen derivaatan differenssiapproksimaatio on kuvan 2.18 hilassa

0 1

e m((berl — ¢m-1) (2.199)

0
2n? ~[1]0]1], (2.200)

missa h = Az on hilavali koordinaatin z suunnassa. Samalla tavalla muodostetaan toisille

tai molekyylimuodossa

derivaatoille approksimaatiot

02 1
8—:5(5 A ﬁ(quJrl = 2¢m + dm—1), (2.201)
0? 1
% ~ ﬁ((bm-l — 205 + Gn-1), (2.202)

koordinaattien x ja y suunnissa, missid k = Ay on hilavéli akselin y suunnassa. Molekyyli-

62
w9~ , (2.209)

1
82¢)
222~ 2. 2.204
=2 (2204)

1

muodossa

k
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Jos hilavilit ovat samat eli kK = Ay = h = Az, niin saadaan Laplacen operaattorin

differenssimolekyyli
0110
RPAp~|1]—4]1]. (2.205)
0} 110

Esimerkki 2.8 Lasketaan differenssimenetelmdlld neliopoikkileikkauksen vidntémo-
mentti ja vadntojiyhyys.

Kuvan 2.18 poikkileikkauksen tapauksessa saadaan hilapisteissé (i, 7) differenssiyhté-

16t
(2,2) 1 —4az + P21 + P32 + P23 + P12 = —2GOR,
(3,2) 1 —dd32 + P31 + daz + P33 + a2 = —2GOL?, (2.206)
(2,3) 1 —ddos + oo + P33 + P2s + P13 = —2GOL?, :
(3,3):  —Agss + P32 + Pa3 + d3s + Poz = —2GOL2.

Poikkileikkauksen reunalla ¢ = 0, joten

P11 = @21 = @31 = P41 = a2 = P43 = Pua = P34 = P24 = P14 = P13 = P12 = 0.

(2.207)
Kootaan differenssiyhtélot ryhmiéksi
-4 1 1 0 P22 1
1 -4 0 1 b3z | _ 9 1
1 0 -4 1 o [ 2GOh L[ (2.208)
0 1 1 -4 ?33 1
jonka ratkaisu on
a’Go
$22 = P32 = P23 = P33 = 5 (2.209)
Viadntomomentti lasketaan kaavasta
M, =2 /¢dA, (2.210)
A
eli M, on jinnitysfunktiokukkulan (¢-kukkulan) kaksinkertainen tilavuus. Esimerkin
tapauksessa
1 53 1 /aN\21 1 1 26
M, =21 =d%Z __(_)_ =220 |= — —| = =— ) a*G0O ~ 0.107a* GO
{3“2¢ 5\3) 275 =205 " 5 oa3 ) @ G0~ 0.107aG0,

(2.211)
ja I, = 0.107a*, kun tarkka arvo on 0.141a*.

Kuvan 2.20 5 x 5 hilan tapauksessa ottamalla reunaehdot ja symmetria huomioon jo
verkon pisteiden numeroinnissa saadaan yhtalot

—4¢1 + 4¢2 = —2h2%G0,
—4¢y + 203 + 1 = —2h%GH, (2.212)
Ay + 2y — —2h2G0,

joiden ratkaisu on
1 = 2.25GOR?, ¢y = 1.75GOL, 3 = 1.375GOL>. (2.213)
Véintojayhyyden likiarvo on kuvan 2.20 hilaverkolla

I, = 0.115a". (2.214)
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¢ Lo
 ——
¢ \I>

Kuva 2.19 Differenssimenetelmalld saatu jannitysfunktio.

0 0 0 0 O

0 03 02 03 0 .
h=za
4
0 02 o1 02 0 I
0 03 02 03 0
0 0 0 0 0

Kuva 2.20 Hilaverkko 5 x 5.

2.7 Vapaan viannon ratkaisu potentiaalienergian minimin pe-
riaatteella

Tarkastellaan kuvan 2.21 mukaista ulokesauvaa. Sauvan potentiaalienergian lauseke voi-
daan kirjoittaa muotoon

L
1 _
=36 [ [02 +3) dAds - ML), (2.215)
0 A

missi M, on tunnettu ulkoinen viintomomentti sauvan pidssi z = L. Sijoittamalla kaa-
vaan (2.215) poikkileikkaustason liukumien kaavat

_ o (2 O

tulee potentiaalienergian lausekkeeksi

I P o N (0w |’
A

Varioidaan (muutetaan) siirtyméasuureita, viantymaa 6 ja poikkipinnan kéyristymad 1,

dA — M,L8. (2.217)

siten etta
0—0+ad, »—1+eb, (2.218)
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\Y
WV |
\\‘ ‘ x M
R4
p(0)=0 T

Kuva 2.21 Ulokesauvan vaanto.

missé « ja € ovat vakiokertoimia. Sijoituksen (2.218) jélkeen saadaan potentiaalienergian
lausekkeeksi

~ 2 ~ 2
1 ; oW + ev) oW + ev))
A

— M,L(0 + af) (2.219)
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eli

1 N 0y .
I =-GLo> — - A — M,L
2G 9£[<8x y) —i—(ay—i—x) d 0
2 2
+{G9f 8—¢—y> +<a—w+x> dA—MU}Laé
A €z y

—l—GLHQf[ 8—¢—y>ea—f—l—<g—f—l—m>eg—f dA

) A I 0 o
—i—GLHaHI{ 2( m—y) _+2<8y+ ) En

r N 2 N\ 2
1 oY oY
+§GL92!1 €2 (8_33) + €2 (8—y) dA
Y oY oY éhb
+= GLa292f[ <8——y>68—+2<8y > e
o0\’ o0\’
+GL90[9{ 62 <E) + 62 <a—y> dA

N 2
1 242 N éhb
+2GL04 0 1{ € (83: e dA,

missé ensimméinen termi on potentiaalienergia perustilassa, kaksi seuraavaa termid muo-

(2.220)

dostavat potentiaalienergian ensimmadisen variaation, kolme seuraavaa toisen variaation,
kaksi seuraavaa kolmannen variaation, ja viimeinen termi on neljds variaatio, vakioiden «
ja e samankorkuisten potenssien mukaan jarjestettynd. Potentiaalienergia ajatellaan kehi-
tetyksi Taylorin sarjaksi

oIl oIl
H(Oé, 6) = H(O, 0) + da% dﬁa
a=0,e=0 a=0,e=0
1 5 0211 2 5 0711
— — 2 2.221
+ o1 do 902 + dade@a@e +de 5 ( )
a=0,e=0 a=0,e=0 a=0,e=0

Tasapainotilassa potentiaalienergialla on minimiarvo, ja sen ensimméinen variaatio 611
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on nolla. Suureiden 1 ja 6 variaatioiksi madritellaan

d ) (0 + ab
0 = 6M . 80 = aw (2.222)
de da
e=0 a=0
Vastaavasti funktionaalin IT ensimmaéinen variaatio on
oIl oIl
ol = e— — 2.223
“oc| "Ya (2:223)
e=0 a=0
Samalla tavalla muodostetaan funktionaalin toinen, kolmas ja neljas variaatio.
Potentiaalienergian Il ensimméinen variaatio on nyt
o 2 /9 2 _ R
ol =< GO — — — dA — M, » Lab
{ | (53? y) +<8y+x) o
(2.224)

+GL921{ [(g—f —y> eg—qi + (g—z) +$> eg—z) dA = 0.

Ensimmaéisen variaation dII jalkimmaisesséd termissé oleva pintaintegraali muunnetaan

osittaisintegroinnilla ja Gaussin-Greenin lauseella 4 muotoon
G5 G
-1 (G ) o [ { (G o) o 5 { (4 2) 9} o
R R (GO CRR RS

B O PP\ - dy
=1 (G ) veas f [ -

dA =

(2.225)

ja potentiaalienergian ensimmaéiseksi variaatioksi tulee

o 2o 2
(5 -) +(5+)

A A dip

dA — Mv} Lad

5H:{G9f

(2.226)
(22 + yQ)] et ds} .

Koska 60 = af ja oy = eth ovat mielivaltaisia virtuaalisia siirtymi#, ehdosta JIl = 0

o 2 o 2
a1 (%‘@ *(@”)
A

*Gaussin lauseen mukaan [ of + 99 dA = §(fna + gny) ds.
a \0r Oy T

seuraa

dA = M,, (2.227)
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0%y 0%
alueessa A ja
dp  1d, o o
T = 2 (x* +y*) (2.229)

alueen A (poikkileikkauksen) reunalla I'. Yhtalot (2.227), (2.228) ja (2.229) toteutuvat
tasapainotilassa.

Potentiaalienergian minimin periaatetta kiyttden voidaan muodostaa likiratkaisu va-
litsemalla kiyristyméfunktiolle ¢(x,y) kehitelmé

= ani(x,y), (2.230)
=1

missé ¥;(x, y):t ovat tunnettuja kantafunktioita ja a;:t ovat tuntemattomia kertoimia. Si-

joittamalla kehitelma (2.230) kaavaan (2.217) saadaan kertoimista a; riippuva potentiaa-

lienergian IT = II(a;) lauseke, jonka ensimméinen variaatio on tasapainotilassa nolla eli
oIl

ol = —da; = 0. 2.231
8%(1 0 (2.231)

Ehdosta (2.231) seuraa lineaarinen yhtéléryhma

n
ZBijaj +C;=0, 1=1,2,...,n, (2.232)
j=1

missd yhtdloryhmén kertoimet B;;, 4,7 = 1,...,n ja vakiot C;, i = 1,...,n lasketaan

kaavoilla

O Oy Oy OY;
By = Wy T ) g,
J f<8x8x+6y8yd

A
(2.233)
0Y; 0Y;
C; = — dA.
f{ < Yor TF dy )
Yhtaloryhma (2.232) kirjoitettuna matriisimuodossa on
Bii By -+ By aq Ch
Bsy By -+ DBay, as Co
o . I S (2.234)
Bnl Bn2 Bnn [29) Cn
Viantojayhyyden
M,
I, = 2.2
Go (2.235)
likiarvo on
I;j:/ W) (2 dA, (2.236)
ox 0
A
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ja se voidaan saattaa muotoon

I = / o2+ y? + 2 y(%’ dA (2.237)
dy ox
A
eli
I =I,+Y aC;. (2.238)
=1

Véaantymaén likiarvo on

0* = M, (2.239)
GIF '

Edelld madritetty viantojayhyys I,; on todellisen véantdjayhyyden I, ylédlikiarvo. Tamé
néhdaan tarkastelemalla kuvan 2.21 L:n pituisen ulokesauvan vdantod. Potentiaalienergian
lauseke II on nyt

II :gGIUH2 - M,L#

(2.240)
L - _ L
Likiratkaisun potentiaalienergian IT* lauseke on
L . L - _ L -
I = 56‘[;"(0*)2 — M,L6* = EMUG* — M,L6* = —EMUH*. (2.241)
Potentiaalienergian minimin periaatteen mukaan
I >11 (2.242)
eli
L — . L - ¥
—EMvH > _EMUH = 0°<0. (2.243)
Koska vaantyma 6 on
M,
E— 2.244
GI,U Y ( )
saadaan sijoituksella
M, _ M,
< = I, <I. 2.245
GI: — GI, v ( )

Esimerkki 2.9 Lasketaan nelidpoikkileikkauksen vddntdjayhyys potentiaalienergian
minimin periaatteella.

Neliopoikkileikkauksen sivun pituudeksi otetaan a. Valitaan kiyristymafunktioksi

¢*($,y) = a0¢0(x,y) + a1¢1 (Z‘, y)7 (2246)

missé otaksutut kantafunktiot ovat

Yo =y, i(z,y) =y’z -y’ (2.247)
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VY

Ve

Kuva 2.22 Neliopoikkileikkaus.

Suorakaidepoikkileikkaukselle ay # 0, mutta neliopoikkileikkauksen tapauksessa
ap = 0. Kantafunktion 1 ensimmaéisten derivaattojen kaavojen

Wi _ 3 g 00
ox y Y
(2.248)
0
aiyl = 3y%z — 23
avulla lasketaan (integroimalla poikkipinnan yli) vakiot
3a® a’
B1=—, Ci=—. 2.249
11 280 ) 1 60 ( )
Asettamalla potentiaalienergian ensimméinen variaatio nollaksi tulee
14
Il =0 = alBll + Cl =0 = a]; = —W (2250)
a
Vaantojayhyyden likiarvo on
4 14 6
=L +aC =22 - =% _01407a* (2.251)

12 9a? 60
ja tarkka arvo on I, = 0.1406 a*.

2.8 Ratkaisu komplementaarisen energian minimin periaat-
teella

Komplementaarisen energian lauseke viéntosauvan tapauksessa, kun 7., ja 7., ovat ainoat
nollasta poikkeavat jinnityskomponentit, on

I za//T ) 44 = 2G/< )2 <%)2

missé jannitysfunktion ¢ tulee olla derivoituva seké toteuttaa ehto ¢ = 0 (yhdesti yhtenéi-

dA, (2.252)

sen) poikkileikkauksen reunalla T.
Viaantomomentti on jannitysfunktiokukkulan kaksinkertainen tilavuus, eli

M, =2 [ ¢dA, (2.253)
/
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missd viiva suureen pailld tarkoittaa annettua arvoa. Ehto (2.253) voidaan ottaa huomioon
komplementaarisen energian lausekkeessa Lagrangen kertojan A avulla, jolloin modifioitu

komplementaarisen energian lauseke on muotoa

- L 9o\ (99 .
.= — — dA+ X | M, —2 dA | . 2.254
T 2G / <8y> + (8&5 * ! /¢ ( )
A A
Varioidaan suureita ¢ ja A siten, ettd
b — d+ed, A— A+ (2.255)

Komplementaarienergian lausekkeeksi tulee sijoituksen jalkeen

~ 2
(¢ + 9) (¢ + e9)
C2G/< >+( 8m>dA
+ (A +a)) MU—Q/(¢+qu)dA . (2.256)
A

Funktionaalin II. ensimméinen variaatio on

- OTl, OTl,
Ol =e5=| +agy
e=0 a=0
(2.257)
¢ dp b 9P
G ((% 8x+8 ay) dA 2)\fe<bdA+a)\< 2f¢dA)

Soveltamalla jilleen tulon derivointikaavaa ja Gaussin lausetta saadaan

f@ 2 , %, @) ia=f (ne+ %) coas [ (25 + 9 cas

Aaxax 8y8y Oy ox?  0y?
¢ 9%\ -

=— — + — A

1(5332 i 51/2) odd
(2.258)

koska (ZS = 0 reunalla. Funktionaalin II, ensimmiinen variaatio on
o, = — L @+@+2G ddA + al M—Q/qbdA (2.259)
T Ta ) o2 T oy ‘ o ' |
A

Todetaan, ettd funktionaalin II. ensimméinen variaatio hividi, jos voimamenetelmén
kenttayhtdlo ja vAdntomomentin méirittelykaava toteutuvat. Lagrangen kertojan A ja
vaantymén 6 vililld on yhteys

0=M\/L. (2.260)
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Likiratkaisumenetelméssé jannitysfunktioksi valitaan kehitelma
)\ n
Cb**(x? y) = I z; bquz(.l‘, y)?
1=

missd kantafunktiot ¢; havidvat poikkileikkauksen reunalla. Ehdosta
5Hc(bz) =0

seuraa lineaarinen yhtaloryhma

n
ZDijbj_QGEizoa izl,...,n,
J=1

missd (yhteensopivuusehtojen) yhtéléryhmén kertoimet D;j, 4,5 =1,...,n ovat

[ (92:99; | 09199,
DU_/<8ZU ox + oy Oy d4,

ja vakiot E;, 1t =1,...,n ovat

E; = / pidA.
A

Vaantomomentti on kertoimien F; avulla lausuttuna
. 22\ ©
M, = <f> > bhiE; = GI; 0.
i=1

A
Suhde T on vaantymén likiarvo 0**, ja vadntojayhyydeksi saadaan

M, 2 —
I'=—" ==Y bE,.
v GO G;

I'* on vdantojayhyyden alalikiarvo. Tarkkaa ratkaisua vastaa
L

o —-
© 2GIL,

ja likiratkaisua vastaa

- L (2\? <& M — L2
" =55 <f> > bibjDy =L <f> Y bEj= ———
ij=1 j=1 45 b E;
=1
joten
I < I,

Ottamalla huomioon kaava (2.245) saadaan arviot

I <I,<I.

L.,

(2.261)

(2.262)

(2.263)

(2.264)

(2.265)

(2.266)

(2.267)

(2.268)

(2.269)

(2.270)

(2.271)
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Esimerkki 2.10 Madritetiadn neliopoikkileikkauksen vadntdjayhyys komplementaari-
sen energian minimin periaatteella.

Otetaan sivun pituudeksi a. Valitaan jannitysfunktiolle yksiterminen esitys, jossa ainut
kantafunktio on

a® a?
61 =a? <x2 — I) (y2 - I) : (2.272)
Kantafunktion ¢, derivaatat ovat
opr , @
6¢1 2 2 a2
— =a“2 - — 2.274
oy a?2y | x 1) (2.274)

joiden avulla lasketaan yht&léryhmén ainoa kerroin

Dy (2a) 2//[ < —)2+y (x —“{)21 dxdy:i—lg (2.275)

ja oikean puolen vektorin komponentti

IS
e

a (l

aow | [ (o-0) (- 5) wn-g

0

Muodostetaan sitten yhtialoryhmé (nyt vain yksi yht&lo)

2GE; 5@
D110y —2G Ey = b= ———=—. 2.2
b —2GE, =0 = b Do 5 al (2.277)
Viantojayhyyden likiarvo on
2 5
I = ZbiBy = —a* =~ 0.1388a" < I,. 2.278
v G 1 1 36 a a ( )
Tarkempi arvio saadaan valitsemalla korkeamman asteen kehitelmé, esimerkiksi
9™ =b1g1(z,y) + ba2d2(z, y), (2.279)
missé
a® a®
or(z,y) =a® (2® = ) (v* = ), (2.280)
4 4
» @ , @ 2 2
oo(z,y) = (2 — At (w +y ) (2.281)
Yhtaloryhméksi
> Db =2GE;, i=1,...,2 (2.282)
J
tulee nyt
1 1 1 1295
- To5F b1 BT bl 2G .
A[E g1 1) - (1))
525 18900 2 360 2 a 1277

(2.283)
Viantojayhyyden likiarvo on

e 22G a8<1295 1 1050 1) 350

=G at ~0.1404a*.  (2.284)

1277 36 1.277 360) 2403
Siirtyméamenetelmén tulos huomioonotettuna on saatu arvio

0.1404 a* < I, < 0.1407 a™. (2.285)
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Kuva 2.23 Ulokesauvan taivutus ja vaanto.

2.9 Rakenteiden jaykkyys

Kuvan 2.23 taivutetun ulokepalkin jaykkyydeksi voidaan méaaritella

P
D=—, (2.286)
up
missd up on siirtymé pistekuorman P suuntaan. Vastaavasti vidntomomentin kuormitta-
man ulokesauvan tapauksessa vaantojaykkyys on (kuva 2.23)

M,
GI, = 7”, (2.287)
missd M, on vadntémomentti ja 8 on vadntyma.
Laventamalla vadntymalld kaavasta (2.287) seuraa

M,0  2U(0)
GI, = 2 = gz (2.288)
missa 1
U= 5le02 (2.289)
on muodonmuutosenergia. Laventamalla kaavaa (2.287) vaihtoehtoisesti viéntomomentilla
tulee iy 2 2
Gl,=—""%=_—""% = v, 2.290
0 M,0  2U.(M,) ( )
missa )
1M,
e ==—r 2.291
v 2GI, (2291)

on komplementaarinen energia.
Koska M, = 2 [ ¢dA, saadaan kaava (2.252) huomioon ottaen viiintdjéykkyyden
A

oo

BEO)

¢ = Z aipi(z,y), (2.293)

lausekkeeksi

GI, = (2.292)

1

— dA
e

Valitsemalla yrite
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ja sijoittamalla se kaavaan (2.292) tulee integrointien jilkeen
GI, = Gl (a1, az,...,ay,). (2.294)

Kertoimet a; ratkaistaan hakemalla GI,:n lausekkeen minimi, jonka valttdmé&ttomat

ehdot ovat
0GI. v (az)

8aj

Tuloksena on samanlainen yht&léryhmé kuin kaavassa (2.263).

=0, j=1,...,n. (2.295)

Laskelmia voidaan olennaisesti helpottaa, jos voidaan valita ortogonaaliset jannitys-
kentét, jotka toteuttavat yhtalot

1 Ue(¢i), jos i = j,
Yel / TeTle + ThyThy) dA = { 0. jos i £ j (2.296)
A
ja liséksi ehdot
M,; = 2/@ dA # 0. (2.297)

Talloin jannitysfunktiota ¢; vastaa vadntdjayhyys

goss)

= . (2.298)
06i\* . (991
dA
,{ [( O > i ( dy
Ortogonaalisuuden perusteella komplementaarisen energian lauseke yksinkertaistuu muo-

Ue(D  aity) Z a2 Ua(¢). (2.299)

7

vi

toon

Muodostetaan komplementaarisen potentlaahenerglan lauseke

. =U, — 6 M,
(2.300)
= a; Ue(di) — 02 [ 3 (a; ¢;) dA
i A i
Minimin vélttdmaton ehto on
11,
0 =0 = ZakUc(qﬁk) — 29/¢k dA =0, (2.301)
Oay,
josta seuraa
Hfgbk dA
A
ap = ———. 2.302

Viaiantomomentin lausekkeeksi tulee
(2 f o; dA

U—QZaZ/gbsz—HZ ACORE (2.303)



2.9. Rakenteiden jdykkyys 63

2c
e

At A,

]
]

Kuva 2.24 T-poikkileikkaus.

Ottamalla huomioon kaava (2.298) saadaan

max I, = Y I, (2.304)

eli viantojayhyys on luvallisten ¢; funktioiden avulla laskettujen jayhyyksien summa, kun
niitd vastaavat jannityskentét toteuttavat ortogonaalisuusehdot (2.296).

Jayhyyden karkea alaraja-arvio saadaan jakamalla poikkileikkaus suorakaiteisiin ja las-
kemalla jéyhyys osien summana. Tarkempi tulos saadaan valitsemalla osasuorakaiteisiin
jannitysfunktio, jonka kaltevuuskulma on 45° reunavyohykkeilld, joiden leveys on ¢/4, mis-
sd t on suorakaiteen lyhemmén sivun pituus.

Esimerkki 2.11 Madritetdaan T-poikkileikkauksen vddntojayhyyden likiarvo.
Jaetaan poikkileikkaus osiin kuvan 2.24 esittamaéllé tavalla.

Varjostetulla ¢/4:n levyisella vythykkeelld ¢-funktion kaltevuus on 1:1 ja
72, + 72, = 1. Télloin kaavasta (2.298) seuraa

(2V,)°
A,

missd A, on varjostetun osan pinta-ala ja V, on poikkileikkaukseltaan murtoviivan-

I?)(L =

(2.305)

muotoisen ¢-kumpareen tilavuus. Tasanteiden (valkoisten alueiden) osuudet ovat I,.
Varjostetulle alueelle niihin kohtiin, joissa leikkausjénnitysten suunta on muuttuma-
ton, sijoitetaan suorakaiteen jinnityskentti, ja vastaavaa jiyhyyttd merkitain symbo-
lilla 1.

Osapoikkileikkausten jannityskentét ovat ortogonaaliset, joten

maxl, =Y Lo+ Y L+ Y I (2.306)

Suurin leikkausjénnitys saavutetaan poikkileikkauksen reunalla ja

Ma Mb qu} ( Iva, Ivb )

(2.307)

Tmax = + =
VVU a VV?) b I v VVU a VV?) b
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Vs

Kuva 2.25 Kalvon taipuma.

missé
M, = IIv: M,, M, = IIL:MU (2.308)
ja
Woa = % =2V,. (2.309)

Koko poikkileikkauksen vaéntévastus W, on siten

Mv Iv . Iv
W, ~ Tmax  lva | Tov  2Va Lk (2.310)
VVUa Vva Aa kl b
missé , .
vb
=t 2.311
Wvb kl b ( )

ja tp on varjostetun vydhykkeen suurin leveys.

2.10 Kalvoanalogia

Paineen alaisen kalvon taipuman differentiaaliyhtélo on

o Py

— == 2.312
0 T TS (2312)
missd p on paine ja S on kalvovoima. Tasapainoyhtélon reunaehdot ovat
d
w(s) =0, 12(5) = 0. (2.313)
s

Yhtilo (2.312) on samaa muotoa kuin vadntoprobleeman voimamenetelmén yht&lo

Py 0%¢
— =2 2.314
D2 + Y2 Go (2.314)
reunaechdoin
do
o(s) =0, — =0. (2.315)

ds
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Taulukko 2.1 Kalvoanalogia.
kalvo vaidnto
w ¢
P
= 0
S ¢
2 f wdA M,
1 61'4
JwdA 1,
D a

Yhtéloiden (2.312) ja (2.314) samankaltaisuuden nojalla havaitaan taulukossa 2.1 esitetty
analogia.

d
Kayrilla, joilla w = vakio, eli — = 0, on my0s —¢) = 0, josta seuraa

ds ds
do _06ds  00dy

ds O ds 8_y ds

:% (— cosﬁ) + % COS (¢

Ox dy (2.316)
=—T,y(—cos B) + T,z cos a
=7, = 0.
Resultoiva leikkausjannitys 7., joka méaritelldédn kaavalla

Ty =Ty COS QU — T,z COS 3

_ 09 ¢

——% COS ¢ — 8_y COS (2317)
__4¢

- dn’

on korkeuskdyran tangentin suuntainen, eli 7, on verrannollinen kalvon suurimpaan kalte-
vuuteen.

Esimerkki 2.12 Madritetddn kapean suorakaidepoikkileikkauksen suurin leikkausjdn-
nitys ja vadntojiyhyys kalvoanalogian avulla.

Ratkaistaan suorakaiteessa kalvon differentiaaliyhtilo

Pw  0Pw  p

—+—=—=. 2.318
ox? + oy? S ( )
Kalvon jyrkkyys on suurin pitkdn sivun keskelld, jossa
0%w 0w P
Oy Ox2 S’ ( )

ja kalvon degeneroituneen differentiaaliyhtilon reunaehdot ovat

dw

a
w(+5,y) =0, 20,y =0. (2.320)
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LESS

Yo

Kuva 2.26 Kapea suorakaidepoikkileikkaus.
Lo

paraabeli

o

Vs

—a/2 a/2

Kuva 2.27 Kapean suorakaidepoikkileikkauksen jannitysfunktion leikkaus.

Sijoitetaan

6 —w ja 2G0 — %. (2.321)
Integroimalla saadaan jannitysfunktio

an 2

¢ =—Go {xQ - (5) } . (2.322)

Suurin leikkausjdnnitys on
0 M,
(T2y) ax = MAX <—8—¢;> = max (2G0x) = Gla = 74 (2.323)

Kapean suorakaidepoikkileikkauksen vaéntojayhyys on

_ (2 13
I, = (G9> /¢dA~ za’®. (2.324)
A

Jos poikkileikkaus koostuu useasta kapeasta suorakaiteesta, niin viantojayhyydella I,

on likiarvo 1

L=3 > (nt?),. (2.325)

B

Todellisuudessa viantojayhyys on liitosalueiden ansiosta
1 3
L =13 Z (ht®),, me(1,1.3), (2.326)

missd 7 on korjauskerroin.
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hy

Kuva 2.28 Suorakaideosista koostuva I-poikkileikkaus.
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Luku 3

Kotelosauvojen vapaa vaanto

Tarkastellaan ohutseindistd kotelosauvaa. Jannitysfunktiolle voidaan otaksua kalvoanalo-
gian perusteella seindmén paksuuden yli parabolinen lauseke

¢ = ¢o [1—<%>1+%<1—%>. (3.1)

Prandtlin jinnitysfunktion méirittelyn perusteella leikkausjinnitykset ovat !

0P 8e H
Tas = 90 </50t—2 + R
(3.2)
9¢
Tre — E =0.
Voimamenetelmin differentiaaliyhtilosti V2¢ = —2G6 seuraa kuvan 3.1 tapauksessa,

kun kotelon seinén kaarevuussédde R on suuri,

¢ 109 0%¢
Ap=—+=—~ — = —2G4. 3.3
¢ 0e? * R e — 0e? (3:3)
Sijoittamalla jénnitysfunktion differentiaaliyhtdloon otaksuttu jannitysfunktion lauseke (3.1)
saadaan ratkaistua vakio

2
Akselin z suuntainen siirtymé w on yksikésitteinen koordinaatin s funktio w = w(s)
siten, etta
0
0 ds =0, (3.5)
Os

missé integroidaan kotelon ympéri seindn keskiviivaa (e = 0) pitkin.
Koordinaattiakseleiden suuntaiset siirtymét ovat

u=—=p{y -1y,
v=(e ), (36)

w = 91#(6, S))

!Koordinaatti s on todellisuudessa kiyriviivainen eiki suoraviivainen. Ti#st# aiheutuva korjaustermi on

on kertaluokaa O(t/R), ja se voidaan jattd4 pienend suureena pois.

69
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dl

Kuva 3.1 Ontelopoikkileikkauksen jannitysfunktio.

missé (2, yy) ovat vidntokeskion koordinaatit.
Koordinaattien (x,y) ja (e, s) vilinen yhteys on

{e}:[co§a sinoz]{:z:}7 (3.7)
s —sina  cosa Y

ja siirtymien (u,v) ja (ve,vs) valilld on samanlainen yhteys

{ve}:[ cqsa sina]{u}' (3.9)
Vg —slna  COos & v

Kotelon seindmén leikkausmuodonmuutos v,s on

0w O,
LR (39

Liukuman ja leikkausjénnityksen kimmoisen yhteyden ja siirtymékomponenttien muunnos-
kaavan perusteella saadaan ratkaistua

ow _ v
as  * 7 o2
Tzs .
=G [t/ (—sina) + v'(cos )]
(3.10)
Tzs
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A Y,V

Kuva 3.2 Seindmén keskiviivan tangentin suuntainen siirtymé vs.
Ay
~o :
‘ 'x ds M,
Tz dz ”

Kuva 3.3 Viaannetty kotelosauva.

missé
h(s) = (y — yv)sina + (z — z,) cos a (3.11)

on kohtisuora etdisyys vaantokeskioista (z,,y,) seindmén keskiviivan tangentille ja

O(e)
"= . 12
(o) = (312

Yhtélon (3.5)
ow
—ds = 3.13
55 45 =0 (3.13)
mukaan

Tzs Tzs

Gds thds %Gds 2A60 =0, (3.14)

missd A on kotelon seindmén keskiviivan rajoittama pinta-ala. Jos liukumoduuli G' on
vakio, niin

H [ds

— ¢ — —24A0 =0. 3.15

T (3.15)
Vakiolle H saadaan nyt yhteensopivuusehdon perusteella ratkaistua arvo

- 2AG9.
50
t

(3.16)
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y

Kuva 3.4 Leikkausjannitys kotelon seinéssa.

Edelld §(e)ds on integraali kotelon seindmén keskiviivaa (e = 0) pitkin.
Leikkausjannitykselle 7,5 on saatu lauseke

8 H A
Tzs:(bo_j"’__ =2G0 e+ —— |, (317)
t t " fﬁ @
t
ja toinen leikkausjénnitys on likim&&rin nolla eli
Toe = 0. (3.18)

Merkitadn, ettd koordinaatin e suhteen vakio leikkausjannitys on
H  2AG0

Tzs1 = 7 =

t ds’
tj??

(3.19)

Ohutseindisen kotelon tapauksessa 75,7 on merkittdvampi kuin koordinaatista e lineaari-
sesti riippuva osa leikkausjannityksesté.
Véaidntomomentti on jannitysfunktiokukkulan tilavuus kaksinkertaisena eli

M, =2 [ ¢dA
A
QHA+2§ ds [ o (1 S W
0 2 (3.20)
2t 1A’Go GO . 4
:2HA-|—2f¢)0§ds: ds -l—?ft ds.
t
Poikkileikkauksen vaéntdjayhyys on
M, 4A% 1 [ 4
'

Ottamalla huomioon vain ensimméinen termi vaéntojayhyyden ja leikkausjdnnityksen kaa-
voissa saadaan Bredtin kaavat (Bredt 1896)
4A?
Iy = —,

= — (3.22)
£
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h=r s
i=1
b3 b2
b
Kuva 3.5 Kolmiopoikkileikkaus.
M,
Tasl = 57 (3.23)
Leikkausvuo kotelon seinésséd on
2AGO M,
q=Tsit =H = —7—== 2—2. (3.24)
§ e

Poikkipinnan kiyristymé méaéritetddn integroimalla siirtymén w derivaatan lausekkees-

ta:
S S

w—/—d5+wo 2 = /%d —H/h(s)ds—i—wo(z). (3.25)

0 0

Ottamalla huomioon, ettd seindmén keskiviivalla (e = 0)

2AGH
Tzs = s (326)
té ds
t
saadaan
S
1 2A
wz@/— —ht + —— | ds + wp(2). (3.27)
t $ ds
0 t
Viéantosauvan poikkileikkauksen poikkipinta ei kéyristy, jos
2A
ht = . (3.28)
ds
'

Jos t on vakio, niin téllaisia poikkipintoja ovat
® ympyrd,
e kolmiopoikkileikkaus,

e monikulmiot, joiden sisdén voidaan piirtdd ympyra.
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h=r .
i=1
Kuva 3.6 Monikulmiopoikkileikkaus.
Y
T
E—
Kuva 3.7 Monionteloinen poikkileikkaus.
3.1 Monionteloiset sauvat
Leikkausvuo osassa ¢ (osakotelossa tai ontelossa i ) on
q; = Hz (: thsl)- (329)
Merkitaan
Gik = ¢ — qx = H; — H. (3.30)

Otaksutaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd liukumoduuli G on sama kaikissa poikkileik-
kauksen osissa. Yleistys paloittain muuttuvalle liukumoduulille (esim. kotelon kansi betonia
ja muut osat terdstd) on helppo. Jokaiselle osakotelolle on voimassa yhteensopivuusyht&lo

7{ T ds — 24;0 = 0, (3.31)

josta seuraa

ds - ds .

k;l Sik

missé s;; tarkoittaa seinfn osaa, joka on yhteinen osakoteloilla ¢ ja k.
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2t
q1 a3 — ¢
t t QH) t t 2
2t
IO R (A 1
Kuva 3.8 Kolmionteloinen poikkileikkaus.
Merkitsemalld 4 4
S S ~ q;
i =P — Nik= | &7 6=, 3.33
7 ft ik /t G = &g (3.33)
i Sik
saadaan yhteensopivuusehto muotoon
Ml — > ikde = 24;. (3.34)
k=1
ki
Kotelopoikkileikkauksen vadntémomentti on
A@:2/}%A:2§:HﬂgZQEZ%AF:waZQA@ (3.35)
% i i i
Véintojaykkyyden kaava on
M, -
GI, = H:ﬂGE:%&, (3.36)
ja leikkausvuo ontelossa 7 on
M
g = GOGi = — . (3.37)
I,

Esimerkki 3.1 Maddritetdin kuvan 3.8 kolmionteloisen poikkileikkauksen leikkaus-

vuon jekauma ja vdadantojaiykkyys.

Osakoteloiden (onteloiden seindmien keskiviivan siséénjaivit) pinta-alat ovat

1
Al = Ay = A3 = Eaga = \/TgaQ. (3.38)

Yhteensopivuusehtoyhtdloryhmén kertoimet ovat

a a a
R R 3.39
P (3.39)

S1

ds _oa (3.40)

S2 53
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Yhteisissé seinissa

ds _a / ds _a
t ot t ot
S12 S23

Yhteensopivuusehdoista seuraa yhtaloryhmé

g 10 ) '
1
% -1 g -1 qo = ?aQGQ 1
0o -1 2| ® !
2
ja sen ratkaisuna saadaan leikkausvuot

V3

a1 17

g2 ¢ = GlOat %

q3 7\/§

17

Onteloiden 1 ja 2 ja 2 ja 3 vilisissi seinissi leikkausvuot ovat

2v/3 2_\/§

Q1QZQ1—Q2:—1—7, 423 =42 — 43 = 17

Esimerkin kotelopoikkileikkauksen vaantojayhyys on

ja kotelopoikkileikkauksen viantdjaykkyys on GI,,.

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)



Luku 4

Avoimien ohutseinamaisten sauvojen

vaanto

4.1 Siirtymatila

Poikkileikkaukseltaan avoimien ohutseinéimaisten sauvojen taivutuksen ja vainnon teoria

perustuu seuraaviin otaksumiin:

1. Poikkileikkaus el muuta muotoaan.

2. Leikkausmuodonmuutos eli liukuma palkin seindmén keskipinnalla jatetd&dn huo-

mioon ottamatta.

Merkitaan, ettd pisteen A (vadntokeskio) akseleiden suuntaiset siirtyméat ovat u = ug

ja v = va ja kiertyma A:m ympéri on ¢ = @4. Seindmén keskipinnan ja poikkileikkausta-

son leikkauskdyréin mielivaltaisen pisteen P siirtyméit up ja vp ovat tilléin otaksuman 1

perusteella
up =u—@(y —ya),
vp=v+p(r—214).

Pisteen P tangentin suuntainen siirtyméa on
Us = —upsSina + vp cos o

eli
Uus = —usina + vcosa + hap,

missa

ha(s) = (x —x4)cosa+ (y—ya)sina

on kohtisuora etéisyys pisteestd A pisteen P kautta kulkevalle tangentille.

Poikkileikkauksen seindmin keskiviivan geometristen ehtojen

. dx dy
sina = ——, cosa=—

ds ds
77

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)
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Avp
I X Unp,
fo | up
Kuva 4.1 Poikkileikkauksen pisteen P siirtymét.
AY
~
n
dy 4 ds
o
—dx
x
\ -
Kuva 4.2 Poikkileikkauksen seindmén tangentti ja normaali.
avulla saadaan (4.3) muotoon
dz(s dy(s
us(s, 2) = u(z) di L Z(S ) 1 o(2)hals). (4.6)

Ortogonaalisessa kdyraviivaisessa (z, s)-koordinaatistossa on otaksuman 2 mukaan sei-

ndmén keskipinnan liukuma nolla eli

ow  Oug
Ves = 5o+, =0 (4.7)
Kaavan (4.7) nojalla saadaan
ow Oug
= 4.
Os 0z (48)

ja edelleen kaavan (4.6) avulla tulee

ow dudr dvdx d_go

ds  dzds dzds dz hia(s). (4.9)
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Py Z,w
dz
S ds B <, w
—

S, Us
_ Ow N Oug

T 95 T 2

Kuva 4.3 Seindméan keskipinnan koordinaatisto (s, z) ja liukuma .

Poikkileikkauksen keskiviivan mielivaltaisen pisteen P siirtymé w(z, s) (akselin z suun-
taan) saadaan integroimalla (4.9) ldhtien pisteestd Pay:

w(z,5) = wo(z) - dq;—i@x(s) - dq:liz)y(s) - dfliz)wA(s), (4.10)

misséd wp(z) sisdltdd kaikki koordinaatista s riippumattomat termit ja
P(s)
wa(s) = / ha(T)dr (4.11)
Py
on sektoriaalinen koordinaatti. Kaavassa (4.11) integroidaan lahtopisteesta Py pistee-
sen P(s) seinamén keskiviivaa pitkin.
Sektoriaalisen koordinaatin inkrementti dws = |dw 4| voidaan vektoreiden ristitulon ja
sen pinta-alatulkinnan avulla lausua muodossa

i ik
ldwa| =|raxds|=|| 2 —za y—ya 0 ||
dx dy 0 (4.12)

=(x —za)dy — (y —ya)dx
eli

dwy = (x —x4)dy — (y — ya) dx. (4.13)

Edelld r4 = (r —z4)t+ (y —ya)j on seindmén mielivaltaisen pisteen (z,y) paikkavektori
pisteen A suhteen, ds = drt + dyj on seindmén keskiviivan tangentin suuntainen vektori,
%, 7 ja k ovat akseleiden z, y ja z suuntaiset yksikkovektorit.

4.2 Normaalijannitys o,

Hooken lain mukaan
0, = Ee,, (4.14)
ja kaavan (4.10) perusteella

d*v(z)
dz?

dwo(z) d*u(z)

O-Z(S?Z):E dZ d22

x(s) —

y(s) = — 5 wals)| - (4.15)
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Miéaritellddn jannitysresultantit

N(z) = /az(s,z) dA, (4.16)

A
M,(2) = / y(5)0s(5, ) dA, (4.17)
A

My(z) = —/x(s)az(s,z) dA, (4.18)
A

misséd dA = t(s)ds on poikkileikkauksen pinta-alkio, ¢ on seindmén paksuus. N on nor-
maalivoima, M, on momentti x:n ympéri ja M, on momentti y:n ympéri. Analogisesti

taivutusmomenttien kanssa méaaritelladn bimomentti
B(z) = /w(s)az(s,z) dA. (4.19)
A

Sijoittamalla normaalijénnityksen o, kaava (4.15) resultanttien N, M,, M, ja B kaa-
voihin (4.16), ..., (4.19) saadaan differentiaaliyht&lot

N=E <A% - Sy% - Sx% - ﬁ%f) : (4.20)
M,=E <—Sy% + Iy% + Iw% + Iyw%ﬁ) : (4.21)
M,=E <S$% - Iw% - w% - W‘C%f) , (4.22)
B:E(Sw%—fyw%—lxw%— wi%s), (4.23)

missé pinta-alkio on jilleen dA = t(s)ds ja

I, = / y?dA, I, = / 2?2 dA, I, = / rydA, (4.24)

A A A
Iy = / ywadA, I, = / zwadA, I, = / w? dA, (4.25)
A A A
S, = /ydA, S, = /di, S, = /wA dA (4.26)
A A A

ovat geometriset poikkileikkaussuureet. Suure I, on nimeltdén kiyristymisjayhyys, ja
S,, on sektoriaalinen staattinen momentti.
Piadkoordinaatistossa (pédjayhyys- ja painopistekoordinaatisto)

Ig;y:/acydAzo, Sg;:/ydAzo, Sy:/dizo. (4.27)
A A A
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TN N
b NN N

M$ My

i
AN

Kuva 4.4 Pistevoiman hajotelma.

Myo6hemmin osoitetaan, ettd piste A ja integroinnin aloituspiste P4 voidaan valita
siten, etta

Sws = Sw :fwA(s)dA:O,

A

Loy = Tow = [ y(s)wa(s)dA = 0, (4.28)
A

Lo, = I _f s)dA = 0.

Piste A on t&lloin vadntokeskio, ja resultanttien kaavat yksinkertaistuvat (péékoordinaa-

tistossa) muotoihin
dwg(2)

N(z) = BA—1=, (4.29)
M, (z) = —Elx%, (4.30)
M, (z) = E@%, (4.31)
B(z) = —EL, di;‘;(;). (4.32)

Sijoittamalla resultanttien kaavat (4.29), (4.30), (4.31) ja (4.32) takaisin jénnityksen
0, kaavaan (4.15) seuraa normaalijannitykselle o, lauseke

0,(8,2) =

Kaavassa (4.33) kolme ensimmaéista termiéd ovat vedon (puristuksen) ja puhtaan taivu-
tuksen aiheuttamat normaalijannitykset. Neljas termi esittdd normaalijinnitysjakaumaa,
jonka resultantti ja momentit ovat nollia.

Esimerkki 4.1 Jaetaan I-palkin piddyssd laipan kdrjessd vaikuttava voima P janni-
tysresultantteja vastaaviin 0siin.

Kuvassa 4.4 voima P on jaettu P/4:n suuruisista pistevoimista koostuviin neljin voi-
man systeemeihin, jotka vastaavat normaalivoimaa, taivutusmomentteja ja bimoment-
tia, ja samalla on havainnollistettu bimomentin méirittelyd. Kuvan tapauksessa tai-
vutusmomentti M, ja bimomentti ovat negatiiviset.
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Kuva 4.5 Sektoriaalisen koordinaatin differentiaalit pisteiden A ja B suhteen.

4.3 Vaantokeskio ja sektoriaalisen koordinaatin alkupiste

Viaantokeskio A ja sektoriaalisen koordinaatin w, alkupiste P4 méaritellidn siten, ettd
ehdot (4.28) toteutuvat eli

Sy, = /wA dA =0, (4.34)

A

Iy, = /:L‘wA dA =0, (4.35)
A

Iy, = /ywA dA =0, (4.36)
A

missa dA = tds.
Yhtéloiden (4.28) toteuttamiseksi valitaan ensin apupiste B. Pisteiden A ja B suhteen
lausuttujen sektoriaalisten koordinaattien differentiaalit dw4 ja dwp ovat

dwag = hads, dwp = hpds, (4.37)
missé kohtisuorat etdisyydet ovat

ha=(x—xza)cosa+ (y —ya)sina,

(4.38)
hp = (x —xp)cosa+ (y — yp) sin a.
Sektoriaalisten koordinaattien differentiaalit saadaan muotoon
dwa = (z —wa)dy + (y — ya)(—dz),

(4.39)

dwp = (v — xp)dy + (y — yB)(—dx).
Muodostetaan sitten erotus

dwyg — dwp = —(.’EA — xB)dy + (yA — yB)dac, (4.40)
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joka saadaan integroimalla muotoon
wa=wp—(xa—2B)y+ (ya —yp)x + C, (4.41)

misséd C' on integroimisvakio. Kaavoista (4.28b) ja (4.28¢) seuraa yhtéloryhma

/wadA:/owdA—/;r(xA—acB)ydA—i—/a:(yA—yB)di—i—/achA:O, (4.42)

A A A A A
/ywAdA:/wadA—/y(a:A—xB)ydA—i-/y(yA—yB)di—i—/yC’dA:O, (4.43)
A A A A A

eli
I, —1I ra—p | _ [ ywpdA (4.44)
—lay Iy YA — B - [awpdA

[Ix(— J2wpdA) + Ly, [ ywp dA]
A A
(ley - I%y) ’

josta ratkaistaan

YA —YB = (4.45)

[—Ixy JawpdA+ I, [ywp dA}
A A
(ley - I%y)

Péijayhyyskoordinaatistossa I, = 0, ja talloin ratkaisu yksinkertaistuu muotoon

TA— TR = (4.46)

— [zwpdA JywpdA
A A
g =2 — =44 44
YA —YB I , TA—ZB A (4.47)
Piste (r4,y4) on nimeltaan vidntokeskio.
Sektoriaalisen koordinaatin nollakohta valitaan siten, ettéd
Sw, = /wA dA =0, (4.48)
A
eli
/deA —(xa —xp) /ydA+ (ya — yB)/di—i- /C'dA =0. (4.49)
A A A A
Ehdon toteuttava vakio on
— [wpdA
c=_A _ _PwB 4.50
- b, (4:50)
missé A on poikkileikkauksen pinta-ala.
Sektoriaalisen koordinaatin kaava on nyt saatu muotoon
S
wA:wB—(xA—;rB)y—l—(yA—yB);r—%B, (4.51)

missd B on itse valittu apunapa. Kayristymisjayhyys I, = I, lasketaan kaavalla

I, = / Wi dA, (4.52)
A
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(th + ) ds) dz

0s

(t,t)dz

Kuva 4.6 Seindmén alkion tasapainoehto.

Tos = T + Ty

Kuva 4.7 Leikkausjannityksen jako osiin 7 = 7, ja 7.

tai kertomalla w4 :n kaava wp:114, integroimalla poikkileikkauksen yli ja ottamalla huomioon
ehdot (4.34), (4.35) ja (4.34) saadaan muunnoskaavaa

Ly, =lup+ (Ya —yB)ywp — (x4 — 2B)Lawp — iAB' (4.53)
4.4 Leikkausjannitys
Leikkausjannitys 7,5 jaetaan osiin 7, ja 7, (kuva 4.7)
Tzs = Tw + To. (4.54)
Akselin z suuntaisen tasapainoehdon mukaan
Mtoz) | Hm) L s 2y =0, (4.55)

0z 0s

missé p,(s,z) on pinnalle (s,z) jakautunut z-akselin suuntainen kuorma. Integroimalla
(4.55) seuraa leikkausvuolle 7,t kaava

S S

tr, =C(z) — /pz(z, s)ds — / %(taz) ds, (4.56)

S1 1

missd C(z) esittdd reunalla s = s; vaikuttavaa ulkoista leikkausvuota

C(2) = 1w(s1, 2)t(s1). (4.57)
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b

e o o
o
’ o(s) y(s)
e D
b S
\ @ b
—| |- b/4 S ‘
iy, 3
4
Kuva 4.8 U-poikkileikkaus, (w kasvaa siteen kiertdessd vastapaividn).

Tapauksessa C'(z) = 0 ja p, = 0 saadaan sijoittamalla (4.15) yht&loon (4.56) kaava

r d>wo(z)  dPu(z) d3v(z) d3p(2)
tr, = —/E[ 02 g8 ¢ s) — 7.3 y(s) — 1.3 wal(s)| t(s)ds (4.58)
51
eli 2 3 3 3
d*wy d°u d’v d°
missa

A(s) = [ t(s)ds,

Sy(s) = [a(s)i(s)ds, Sal(s) = [ y(s)(s)ds, (4.60)

S1

Su(s) = [ wals)t(s) ds.

S., on poikkipinnan sektoriaalinen staattinen momentti. Kaavojen (4.29), (4.30), (4.31)
ja (4.32) perusteella tulee leikkausvuon kaava edelleen muotoon

N'A(s) N M, S, (s) ~ M3Si(s)  B'Su(s)

A I, I, I,

t1, = —

, (4.61)

misséd on merkitty
d
()" = —(e). (4.62)
dz

Esimerkki 4.2 Maddaritetiin U-poikkileikkauksen vddintiokeskid, sektoriaalinen koor-
dinaatti w, kdyristymisjiyhyys 1, ja sektoriaalinen staattinen momentti S,,.

Tarkastellaan U-profiilia, jonka seindménvahvuus ¢ on paljon pienempi kuin laipan
leveys b eli t < b. Valitaan apupiste B ja integroinnin alkupiste Pp kuvan 4.8 mukai-
sesti.

Koordinaatin w alkio dw on positiivinen, kun sdde h kiertdid positiiviseen suuntaan
(vastapaiviaan). Vadntokeskion paikan maarittavit yhtalot

M, ya =y L PwBdA) (4.63)

rA =TpB
I
Yy
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i B

g2
] ]
b b
Kuva 4.9 Lineaariset funktiot f(s) ja g(s).
joissa dA = tds on pinta-alkio. Taivutusjiyhyydet ovat
1 32 8
= 2dA = — ¢t 3 bt =2 3t =23 ¢ 4.64
I, /ydA 121?(217)—k2btb 12bt 3 , (4.64)
bt [b (b 3b 3b\ (b 6b b\?
I,=[2%dA = 2. = |- [2--= Sl Y 2t ( -
o= =25l L 7) < (7) -7)) - ()
1 14, 2., 10
- .= —b°t = — - b°t. 4.65
3 16b b 16b t 24 ( )
Vaédntokeskion A ja apupisteen B y-koordinaatit ovat samat eli y4 = yp, koska
[ 2wp dA = 0, mutta
1
/wa AA=2. bt () () = bt (4.66)
A
Viaiantokeskion z-koordinaatti on
b bt b 3b 5b
=4 =4 = 4.
TA 1 + 8b3 1 + 3 3 (4.67)
3 t

Kahden lineaarisen funktion f(s) ja g(s) tulon integraali [ f(s)g(s)ds voidaan laskea
kaavalla

[ H)gtds = 5 1120+ 92) + folan + 290 (1.68)

missé b on integrointivélin (seindmén osan) pituus, ¢ on seindméan paksuus, f;, g; ovat
funktioiden f ja g arvot vilin pditepisteissé, kuva 4.9.

Seuraavaksi maaritetdan w-kuvio vaintokeskion suhteen kaavasta

wp = /hA ds (4.69)
0
alkupisteend Pp. Koska nyt (sattumalta) toteutuu ehto
/ wadA =0, (4.70)
A

on P4 = Pp, ja haettu w-kuvio on saatu méiritetyksi.

Ottamalla apupiste B vasempaan alanurkkaan ja integroinnin alkupiste Pp eli s-
koordinaatin 0-kohta alalaipan oikeaan laitaan saadaan kuvan 4.11 wp-kuvio. Téassé
tapauksessa

/wa dA = % bt - (—20%) - (—b) = bt (4.71)
A



4.4. Leikkausjdnnitys

BN
S
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Kuva 4.10 Véintokeskion suhteen méiritetty w-kuvio.

—2b?
S
x (@)
-0 wpg
B —t—o P
s=0 —p2 /% =0
\ Y \ Y
Kuva 4.11 Vaihtoehtoinen wp-kuvio ja wa-kuvio, jolle [@4 # 0.
A
on sama kuin edellé, ja
bt o (b 3\ 5,
/owdA—G( 2b)<4 2 4b)—12bt. (4.72)
A

Viintokeskion koordinaatille x 4 saadaan sama arvo kuin edelld, ja

—{xwg dA 15—21)475
ya=yp+——F——=yp— 5 =ys—b (4.73)
Yy —b3t
12

Vaantokeskion suhteen médritetty wa-kuvio (integroinnin alkupisteend Pp alalaipan
oikeassa reunassa) on kuvassa 4.11. Nyt

/@A dA = —gb%. (4.74)
A
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Ehdosta
/wA A = /(@A L) dA =0 (4.75)
A A
seuraa
f(:)A dA _§b3t
__4 __ 2 _5p (4.76)
A Wi 8

Lopullinen w = w 4-kuvio on sama kuin aiemmin saatu ja kuvassa 4.10 esitetty kuvio,
eli lopputulokseen apunavan B ja alkupisteen Pp valinnalla ei ole vaikutusta, mutta
laskelmia voidaan helpottaa sopivilla valinnoilla.

Sektoriaalinen jayhyysmomentti integroidaan kaavalla (4.68):

1, = /widA
A

bt [ 3 3 5 5 5\ 3 1/3\?
= 2. p! (2.2 % _Z) 2. (22 2 2.0t-p2= (2
6b{8< 8 8>+(8)[ (8)+8} btb:s(s)
_ 7 5
= 5 (4.77)

Sektoriaalinen staattinen momentti on
S

Sw(s) = /wdA. (4.78)

0

Koska poikkileikkauksen reunalla S, = 0, aloitetaan integrointi pisteesté 1, kuva 4.12.
Valitut integrointisuunnat on merkitty nékyviin nuolilla. Ylélaipassa vililld 1 — 2 saa-
daan (t = vakio)

S

_ _ 5y — (B Ly
Sw(s)—t/( gb —|—bs) ds = t(gbs 2b8 , (4.79)

0

jonka dériarvo on

25
|Sw max| = 1_28b3t (480)

kohdassa s = gb. Samalla tavalla jatketaan muillakin véleilld. Leikkausjannityksen

1 M,,S,(s)

4.81
i L (4.81)

Tw(s) =
suunta on merkitty S, (s):n jakauman kuvaan nuolilla. Kun S, on negatiivinen (ja
momentti M, positiivinen), niin positiivinen leikkausvuo ¢7,, momentista M, kulkee
valitun integrointisuunnan nuolen suuntaan (ja positiivisen S,,:n alueella painvastai-
seen suuntaan).

Esimerkki 4.3 Maddritetidin Z-poikkileikkauksen w-kuvio ja S,,-kuvio.

Z-poikkileikkauksen tapauksessa kuvan 4.13 (x,y)-akselisto ei ole nyt padjiyhyys-
akselisto. Vadntokeskion paikka voidaan kuitenkin péditelld ilman laskelmia symmet-
rian perusteella. Apupiste B on sama kuin vadntOkeskio A. Méaéritetdin ensin wp.
Sektoriaalisen koordinaatin tulee toteuttaa ehto

S, = /wA dA = 0. (4.82)



4.4. Leikkausjdnnitys

643 — 2553 —2p3¢
_5p2 128
32 "2 1 = S|
8 e - - e - -
3p * *
8 s
||
X A PA ibgt Y ib3t
- o= s y 128 * i %i(s)
512 } S.(s)
A + e
O D ' » —» s
3 =z 3 4 o L > >
\
Yy | S| = 5501

Kuva 4.12 U-profiilin S,-kuvio. Pienet nuolet osoittavat leikkausvuon suunnan po-
sitiivisen vadntomomentin tapauksessa.

Lisdtddn jakaumaan wp vakio wy (tai C):

wa = wp + wo, (4.83)

jolloin seuraa ehto
/wB dA + Awy =0, (4.84)
misté ratkaistaan
JwpdA 1 b2baty
A 22b1tq + baty
Tapauksessa t1 = to = t, by = b, bo = 2b saadaan ehdon fwdA = 0 toteuttamiseen

wo = (485)

A
tarvittavalle, lisittaville vakiolle C' = wy arvoksi wg = —b? /4.

Seuraavaksi madritetdan S, integroimalla w-jakauma kuvaan 4.13 merkittyjen nuo-
lien suuntaan. Positiivisen vadntomomentin M, aiheuttama leikkausvuo

S,
Tot = ——2 M, (4.86)
L,
kulkee integroinnissa midriteltyyn suuntaan negatiivisen S,,:n alueella.
Esimerkki 4.4 Maddritetddn kuvan 4.1} poikkileikkauksen vadntokeskio ja sektoriaa-
linen koordinaatti.

Koordinaatiston (Z, 3) suhteen poikkileikkauksen painopisteen O asema on
(ZTo, 7o) = (1.1b,1.20). (4.87)

Kuvan 4.14 wp-kuvion ja x- ja y-kuvioiden avulla lasketaan

/wa dA = —1.2b%, (4.88)
A
]..7 4 4
rwp dA = —=b't % 0.5667b". (4.89)

A
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AY <
% ’ b1by D ’69
t
1 2
Vs %dw = %%ds
by = , B
t w5
—><—2
_>_ 1
b l
Kuva 4.13 Z-poikkileikkaus.
Poikkileikkauksen jayhyydet ovat
I, = 3.467b%, I, =0.95, I, = —0.6b. (4.90)

Sijoittamalla poikkileikkausarvot vadntokeskion kaavoihin saadaan

0.6 - 0.5667 + 0.95 - (—1.2)

— = b= —-0.2727b 491
AT es 2.93365 027270, (491)
3.467 - (—0.5667) 4+ (—0.6) - (—1.2)
— = b= —0.4243b 4.92
ya—un 2.93365 042430, (4.92)
joten vaantokeskio A on paikassa
(xa,ya) = (—0.3727b,0.3757D) (4.93)

painopisteen suhteen. Kun vaantokeskion paikka on tiedossa, voidaan piirtaé (alusta-
va) wa-kuvio, jolle (likimadrin)

/ OadA = —0.3029b°1. (4.94)
A

Lopullinen w-kuvio, joka toteuttaa ehdon [wdA = 0 lasketaan kaavalla
A

—0.302963t
w=wa+C =004 — % = @4 + 0.0606b2, (4.95)

missd on otettu huomioon, ettd poikkileikkauksen pinta-ala on A = 5bt.
4.5 Leikkausvoimat @),, (), ja vaantomomentti ),

Madéritellddn jannitysresultantit

Qr = —/thsinads = /thdx, (4.96)

Qy = /thcosads = /thdy (4.97)
ja
M, = /thhA ds :/thdw, (4.98)
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, ) —1.1b
et [
y o [_o[/ Jos
0.9b
X
@ 26 0.1
Yy 0.9b
7 @| S
(Z0,§0) = (L.1b, 1.25) SH
—0.42420° —0.3636b2
B 0.42420> Ps__—¢ 0484802 6
e—7
A o
wpB WA w
1.0303b? 1.0915%
fan) o
—0.5454b2 —0.4848b2
Kuva 4.14 Monihaarainen poikkileikkaus.

missd on merkitty

(4.99)

Jos palkin akselin suuntainen kuorma p, = 0 ja reunojen leikkausvuo on nolla eli

niin kaavasta (4.96) seuraa osittaisintegroimalla

Qu

Péajayhyyskoordinaatistossa saadaan siten

ja samalla tavalla tulee

Tw(81) = Tw(s2) =0,
/(th x( th
<[ d;é” d; >w<s>

3’1} z 3 z
+ddz(3 )y(S) ddig )wA(s)]tds.
Q. = / Ttde = Efydzzg) - —dxy,
3
:/thdy— —EI, dd(3) :dil\f”.

Qy

(4.100)

(4.101)

(4.102)

(4.103)
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© D o

3¢
—|0.3636b2 @ 0 %?;{’ 5031
) S
- S——
\%70.060%2 o
0.4848b )
P '
1.091 +
'
\

—— —

L e
—0.4848p% [ 0.30316% \@/
0.378b3t
Kuva 4.15 Kuvan 4.14 poikkileikkauksen S,,-kuvio.
|
Ty
SQ/
Tw
x M, = [ hattds
/31 M, = fs nt,tds
Kuva 4.16 Leikkausvuo 7,t ja sen momenttivarsi h 4.
Kaavasta (4.98) seuraa, (kun palkin reunoilla leikkausvuo on nolla)
d3p(z dB(z
M, /thdw— / 5= (rut) ds = ~EL, ;;g) - di ). (4.104)
Jos normaalivoima N on vakio (ja derivaatta nolla), niin leikkausvuo on
Sy(s) Sz (s) Sw(s) My,
t=——1L - - . 4.105
Tw I Qx I, Qy I, ( )
Kokonaisviiantomomentti on
M, =M, + M,, (4.106)

missé M, on vapaan vadnnon vadntomomentti ja M, on estetyn vadnnon vadntomomentti.
Vaantomomenttien muodostuminen on esitetty kuvassa 4.16. Jos h4 on suuri, niin M, voi

olla merkittava, vaikka 7, olisikin pieni. Sen sijaan 7,:n momenttivarsi on pieni ohuessa
avoprofiilissa.
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[Q fimm w

Kuva 4.17 Taivutusmomenttien M, ja M, merkkisddnnot.

Kuva 4.18 Sauvan alkion dz tasapaino.

4.6 Tasapainoyhtalot

Kuvan 4.18 perusteella johdetaan sauvan alkion dz tasapainoehdoiksi

9 (to)
ds = 4.1
/ 27 4s =0, (4.107)
—/ 0 (;Zw) sinads + ¢, = 0, (4.108)
/ 0 (;Tw) cosads +qy =0, (4.109)
z

koordinaattiakseleiden z, z ja y suunnissa. Muodostamalla vidntémomentin tasapainoehto
pisteen A (vddntokeskio) suhteen saadaan

8(t7’w) de
/ e pas)ds +

Osittaisintegroimalla voidaan tasapainoyht&lot (4.107), (4.108), (4.109) ja (4.110) muun
taa muotoihin

+m = 0. (4.110)

a /Jz dA =0, (4.111)
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d art) = dM,
B A7) g t _0, 4114
e [ /wA s S+S/1(T Jwa| + P +m=0 ( )

joissa sijoitustermi on nolla, jos poikkileikkauksen reunoilla 7,(s1) = 7,(s2) = 0.

Sijoittamalla momentin tasapainoyht&loon (4.114) tasapainoehto (4.55) ja normaalijén-
nityksen o, kaava (4.15) saadaan paajayhyyskoordinaatistossa, jossa A on vadntokeskio,
vaannon differentiaaliyhtilo

d*p d%p
missé on otettu huomioon, ettd
dyp
M, =GIl,— 4.116
V=LY (1.116)

on vapaan vaannoén viaantomomentti, joka syntyy jannityksisté 7.

4.7 Vaantokulman differentiaaliyhtalon ratkaisu

Jakamalla yhtdlo (4.115) jaykkyystermillda E1,, saadaan

d*¢o GI,d?p m(z)

~ A T 82— = . 4.11
Gt EL 42 EL -V (4.117)
Merkitsemalld,
GI.
2 v
= 4.11
k=4 7 (4.118)
paadytadn yhtaloon
d*p d%p
—— K== 4119
dz4 dz? 1), ( )
jonka ratkaisu on
o(z) = C1 + Cayz 4+ Cssinh kz + Cycosh kz + ¢ (4.120)
eli
¢(z) = on(2) + ¢o(2), (4.121)

missé @p(z) on homogeenisen osan ratkaisu ja ¢g(z) on yksityisratkaisu.
Védntokulman ¢(z) avulla saadaan resultanttien yhtalot

d d
M, = vad—f = GI, <c2 + O3k cosh kz + Cylksinh kz + %) , (4.122)
B=-FI dZ—SO = —GI, | C3sinh kz + Cycosh kz + idQSDO (4.123)

ey T T 4 k2 dz2 '
ja
dB 1 d3
M, = - = -G, <C3k cosh kz + Cyksinh kz + ﬁ%) . (4.124)
Kokonaisvaintomomentti on
dpo 1 dpg

M, = M, + M,, = GI, <02 - (4.125)
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A Yy
A Qy
T
Gz
m Y—1ya
A
O
AJ T —TA
xX

Kuva 4.19 Sauvan jakautuneet kuormat ¢,, g, ja vidntomomentti m

M, on de Saint Venantin vadntoteorian (vapaan vainnon) vaantémomentti ja

M, = /(th)hA ds.
S

(4.126)

Leikkausjannitys 7, vastaa momenttia M, ja 7, vastaa momenttia M,,. Leikkausjannitys

on

Tsz = Ty + Tw-

(4.127)

Jos poikittaiset kuormat eivit kulje vidntokeskion A kautta, ne aiheuttavat vadntémo-

mentin
m(z) = qy(x — x4) — qz(y — ya)

kuvan 4.19 mukaisesti.

4.7.1 Eraita yksityisratkaisuja

1. Tasaisen kuorman (kuva 4.20a), m(z) = my, yksityisratkaisu on

=—— 2%
TG,
2. Lineaarisesti jakautuneelle kuormalle (kuva 4.20b) m(z) = mo%
=—— 2°.
= TsL G,

3. Pistemdinen vddntomomentti My kohdassa z = a (kuva 4.20c):

wo =0, kun z < a,

0= LG,

[sinhk(z —a) — k(z —a)], kun z > a.

(4.128)

(4.129)

(4.130)

(4.131)

(4.132)
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My
—o —o —a — | /100 =
[ — I —
a a
B
m 0
- - — B 0 >N
je————— je———»f
a a
Kuva 4.20 Kuormitustapauksia.
. 4
—»MO By

a) b) c) T

Kuva 4.21 Kiinnitetty pda ja vapaa paé.

4. Pisteméinen bimomentti kohdassa z = a (kuva 4.20d):

vo =0, kun z < a, (4.133)
By
wo = [coshk(z —a) — 1], kun z > a. (4.134)
GI,
4.7.2 Reunaehdot
Integroimisvakiot C1, ...,y méidritetddn reunaehtojen avulla:

1. Jaykks kiinnitys vAdnnon suhteen (kuva 4.21a):
p=0, =X =0. (4.135)

2. Bimomentti B ja vadntomomentti M, annetut sauvan padssi (kuva 4.21b):
B =By, M, =M. (4.136)
Erikoistapaus on vapaa péd, jossa
B=0, M,=M,+M,=0. (4.137)
3. Niveltuenta (kiertymé# on estetty, mutta poikkipinta saa kdyristyd vapaasti) (kuva

4.22a):
©=0, B=0. (4.138)
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/— i B S v(asen) o(ikea)

Kuva 4.22 Vapaasti tuettu paé ja jatkuva liitos.

4. Jatkuva liitos (kuva 4.22b):

dpy B doo
dz  dz’

Pv = Po, (4.139)

missé o on oikea reuna ja v on vasen reuna.

4.8 Vaannon differentiaaliyhtalon tarkastelua

Vaannon differentiaaliyhtialon (4.119) avulla voidaan tehdid paatelmid siitéd, kuinka vapaa
vaanto (De Saint Venantin vaénto, vadntomomentti M,) ja poikkipinnan kiyristymisen
estdmisestd aiheutuva vaanto, estetty vaanto (vidntomomentti M, ), suhtautuvat toisiinsa.

1. Kun kL > 10,...,20, missi

GI,
k=4/— 4.140
EI,’ ( )
voidaan kiyttdd De Saint Venantin teorian kaavaa
d*p

Bimomentin aiheuttamat paikalliset jadnnityshuiput on otettava huomioon. Esimerk-
kejé ovat massiiviset poikkileikkaukset ja kotelot.

2. Kun kL < 0.5, on kyseessé kokonaan estetty vaanto (leikkausvoimavaanto), ja rat-
kaisu saadaan yhtalosta

d*p

dz4

Esimerkkeja ovat kylmdmuokatut ohuet profiilit ja avoimet hitsatut poikkileikkauk-

El,—" =m. (4.142)

set. Kaavasta (4.142) havaitaan taulossa 4.1 esitetty analogia taivutetun palkin dif-
ferentiaaliyhtélon kanssa.

3. Kun parametri kL on alueella 0.5 < kL < 10(20), on kyseessi estetty viadnto (yhdis-
tetty tai sekamuotoinen viadnto). Téll6in on ratkaistava yhtélo
d4g0 2d2g0 om

— = — 4.143
dz4 dz? EI, ( )
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Taulukko 4.1 Véainnon ja taivutuksen analogia
e d'y d’B dB
Vaianto EIu:igl—4 =m %: —m Mw :dj&—
Taivutus EId—Z =q T2 = 4 Q= .
leikkausvoimavainto yhdistetty vainto ‘ puhdas vianto
1.0
0.9 = |
0.8
0.7 FT
B(kL) g-g .
’ 2B i B
B(0) 04 A=
0 5=l
0.1 ~~— s e S
00.1 0.2 04 0.6 081 2 kL 4 6 8 10 20 40 60 80 100
L/b< 2
B v L= = O
st
T =~ wr— o 7 U
Kuva 4.23 Viaannon differentiaaliyhtilon ratkaisu.
tai (staattisesti maaratyssi sauvassa)
d*B
—— —k?*B=—m. (4.144)
dz?

Tamén tapauksen esimerkkejd ovat terdsbetoniset laattapalkit ja ohuet terfdsbetoni-
kuoret (lierickuoret).

Kuvassa 4.23 on esitetty vapaasti tuetun palkin keskileikkauksen bimomentin riippu-
vuus parametrista kL kolmessa kuormitustapauksessa.

Esimerkki 4.5 Ratkaistaan vddnnion differentiaaliyhtdlé kuvan 4.24 ulokkeen tapauk-

sessa.
Differentiaaliyhtalon
d*e 5 d?p m 5 GI,
X2 p2 o 4.14
dz* dz22 FEI,’ El, (4.145)
e L -l
- >
| _
M
. ——
T
Yy

Kuva 4.24 Ulokepalkki, pistemomentti padssd z = L.



4.8. Vaidnnon differentiaaliyhtédlén tarkastelua

99

ratkaisu on

p(z) = C1 + Coz + C3sinh kz + Cycosh kz + po(2).

Integrointivakiot C; ratkaistaan reunaehdoista:

3
Coll) | qp deL) _ va

¢) Mu(L)=Meli —El,— =

d*o(L)

F R 0.

d) B(L)=0 eli —EI,

(4.146)

(4.147)

Yksityisratkaisu ¢o(z) = 0 tdssi tapauksessa, ja vidntokulman derivaatat ovat

dfiiZ) = O+ Cskcoshkz+ Cyksinhkz,
d2
di(;) _ C3k? sinh kz + Cyk? cosh kz,
d3
dw(;) _ Csk3 cosh kz + Cyk3 sinh k2.
z

Reunaehdoista seuraa lineaarinen yhtéléryhma:

a):>01—|—C4:0:>01=—C4,
b)=>02+/€03=0,

d) = Cssinh kL + CycoshkL =0,

¢) = (—=EI,k* + GI,)(Csk cosh kL 4 Cyksinh kL) + GI,Co = M,

jonka ratkaisu on

M Cy M
“=zn TR T ran
C—thkLC—thk‘LM Ccy=-C
4 = an 3 = tan kGIv, 1= 4.
Vaantokulma o(z) ja sen derivaatat ovat
M .

o(z) = ¥ei (—tanh kL + kz — sinh kz + tanh kL cosh kz)
_ M [tan kL(coshkz — 1) — sinh kz + kz]
= WL an kL (cosh kz sinh kz + k2],

dp(z) ~ M .
= h kL sinh kz — cosh 1
7 Gl (tanh kL sinh kz — cosh kz + 1),
dp(z) _ M

M
prea eiR k(tanh kL cosh kz — sinh kz),

(4.148)

(4.149)

(4.150)

(4.151)

(4.152)

(4.153)
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Kuva 4.25 Vaantomomenttien M, ja M, jakaumat.

kL kasvaa
B(2)

z
| >
-
L
Kuva 4.26  Bimomentin jakauma, kun B(0) = B.
d*p(2) M .,
— = 51 — Cos . 4.154
1. GL,k (tanh kL sinh kz — cosh kz) (4.154)

Momenttien M,, M, ja M, lausekkeiksi saadaan vaantokulman ¢(z) avulla

d _
M, = vad—“” = M(tanh kL sinh kz — coshkz + 1), (4.155)
z
d3p _ .
M, = _EI‘”F = —M (tanh kL sinh kz — cosh kz), (4.156)
z
M, =M, + M, =M. (4.157)

Tuella z = 0, M,(0) = 0 ja M, (0) = M. Viintdjiykkyys on esimerkin tapauksessa

ML GI, kL GI,
o(L) ~ FL—tanhkL | _tamhkL ~ Glo, (4.158)
KL

joten se on suurempi kuin vapaan vadnnon vaantojiykkyys.

Esimerkki 4.6 Maddritetddn palkin padssi z = 0 vaikuttavasta bimomenttikuormasta
aiheutuva bimomentin jokauma B(z).

Tehtavissé voidaan kiyttad differentiaaliyhtaloa

d’B
— —k’B =0, 4.159
72 (4.159)
jonka ratkaisu on
B(z) = Cy sinh kz 4+ Co cosh k2. (4.160)

Vakiot C; ratkaistaan reunaehdoista:

B(0) =B, B(L)=0. (4.161)
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B B
N S
A A
\B

kL = 0, kL kasvaa

v z

Kuva 4.27 Palkin péissd vaikuttavien samansuuruisten bimomenttikuormien ai-
heuttama bimomentin jakauma.

Ensimmaéinen ehto johtaa ratkaisuun
Cy = B, (4.162)

ja jalkimmaisen ehdon perusteella saadaan

cosh kL —

Bimomentin lauseke tulee vakioiden sijoittamisen jilkeen muotoon

B(z) = BW. (4.164)

Kun kL — oo, niin B(z) ~ Be™*.

Jos vaihdetaan bimomenttikuormitus toiseen pdahin palkkia, saadaan reunaehdot
B(0)=0, B(L)=B (4.165)

ja niiden perusteella ratkaistuksi vakiot

B
= - = . 4-1
“=Gmrr 270 (4.166)
Bimomentin lausekkeeksi tulee nyt
_ sinh kz
B(z)=B . 4.1
G = BGmnL (4.167)

Yhdistamélla edelld saadut ratkaisut johdetaan pédistddn bimomenttikuormitetun yk-
siaukkoisen palkin bimomentin lausekkeeksi

B Bsinh kz + sinh[k(L — 2)]

B(z) sinh kL

(4.168)

Esimerkki 4.7 Ratkaistaan vidnnon differentiaaliyhtidlo, kun vapaasti tuetulla pal-
killa on tasainen vidntémomenttikuorma.

Haetaan vdadnnon differentiaaliyhtalon erikoisratkaisua muodossa
po(z) = C2%, (4.169)

(osa A + Bz sisiltyy homogeeniseen ratkaisuun). Sijoittamalla yrite vidnnon differen-
tiaaliyhtaloon tulee
0—k*2C =m/EL,, (4.170)
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m
M
> - - — L — 1
yAN A\
= e
L a L—a

Kuva 4.28 Vapaasti tuettu palkki, tasainen vddntomomentti m tai pistemomentti
M kohdassa z = a.

josta saadaan C' = _QETIr:kQ = _221—@’ koska k? = GI,/FE1,. Yksityisratkaisu on
tissd tapauksessa
Po = —%L)ZQ, (4.171)
ja kokonaisratkaisu on
©(z) = C1 4 Caz + Cssinh kz + Cy cosh kz — L (4.172)

2GI,”

Viantokulman 1. ja 2. derivaatta ovat

d
% = (O + Cgkcoshkz + Cyksinh kz — Gﬂhz,
(4.173)
dQ@(z) . m
1.2 = Csk?sinh kz + Cyk? coshkz — G—Iv
Vapaasti tuetun sauvan reunaehdot ovat
a) ¢(0) =0,
. d*p(0)
b) B(0)=0 eli — FI, pa 0,
(4.174)
) ¢(L)=0,
. d*p(L)
d) B(L)=0 eli —FEI, e 0.
Reunaehdoista saadaan nyt yhtiloryhma
a) =C1+Cy =0,
b) = k2Cy — = =
) = C4 Gl 0,
L2 (4.175)
¢) = C1 + CyL + C3sinh kL + Cy cosh kL — YeT i 0,
d) = Csk?sinh kL + Cyk? cosh kL — —— =0,

GI v
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jonka ratkaisu on

m
=G Tear,
mL
Cy = 3GL (4.176)
. _m 1 —coshkL
° T kG, \ sinhkL )
Vaantokulma o(z) ja sen derivaatat ovat
m mL m 1—coshkL m m
_ inh kz 4+ — o cosh kz — — 2
?3) = e, Yaan” T e, ( S kL )bm *TRar, M T aar
(4.177)
dp(z) mL m [ 1—coshkL mo m
= hk ——sinhkz — — 4.1
i 201, ko, ( Sb kL )COS 2t e, Sk - Gpa (A178)
d%p(2) m (11— coshkL m m
SR (e LR Y hkz — - 41
d22 GL,< sinh kL )“n Wat g, oSk - ar (4.179)
d3p(z)  mk [1—coshkL mk
T = —_— sh k sinh k2. 4.180
3 GI, ( sinh kL )C% s, T (4.180)

Momenttien M,, M, ja M, lausekkeiksi saadaan

dp mL m

1 —coshkL m
Mv = Iv_ = 1 sh — sinh — s 4.181
G . 5 . ( —— )COb kz + - Sin kz —mz (4.181)
d?¢ m (1 —coshkL\ | m m
B = —EIWE = _ﬁ (m) smh kZ — ﬁcosh kZ =+ ﬁ, (4182)
d3¢ m (1 —coshkL m
M, =B[22 = - (2P ) oshkz — = sinh k2, 4.183
a3~k ( sinh kL ) COSIE T o SRR (4.183)
L
M, = M, + M, = mT —mz. (4.184)
Tuella z = 0 vadntymé on
_dp(0)  mL [1 1 (1—coshkL
T PR AN YA AR (4.185)
Kayttamélla hyviksi yhteyksié
sinh 2u = 2 sinh u cosh u,
cosh 2u = cosh? u + sinh? v, (4.186)
cosh?u — sinh?u = 1
saadaan
mL (1 1 kL
= — — —tanh — | . 4.1
6(0) ar <2 57 tan 5 ) (4.187)

Tuella z = L 0(L) = —6(0).
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Esimerkki 4.8 Ratkaistaan vidnnon differentiaaliyhtilo, kun vapaasti tuetulla pal-
killa on pistevadntémomenttikuorma M kohdassa z = a.

Viaannon differentiaaliyhtélon yksityisratkaisu voidaan Cauchyn mukaan hakea homo-
geenisen ratkaisun

p(z) = C1 + Caz + C3sinh kz + Cy cosh kz (4.188)
avulla asettamalla ehdot

QE(O)ZO = (C1+Cy=0,

(ﬁ/(O) =0 = Cy+kC3=0,

(4.189)
7'(0)=0 = C(Cy4=0,
e"0)=1 = Cs3k®=1,
joista ratkaistaan
1 1
C1 =0, C3:F’ CQZ—E, Cy =0, (4.190)
ja saadaan
_ 1 1
p(z) = 3 + 5] sinh kz. (4.191)
Yksityisratkaisu voidaan nyt kirjoittaa muodossa
<>—j-< SPLIP (1192)
wo(z)= [ &(z SEIw s, .

0

missd m(s) on jakautuneen vadntomomenttikuorman intensiteetti. Esimerkiksi tasai-
sen kuorman tapauksessa, m = vakio, tulee

z

1 1 . m
©o —Of [—ﬁ(z—s)—i— ﬁsmhk(z—s)] E—des

z 1 1, 1 m
é [ 2 (zs 55 ) 7 €08 k(z s)} BL ( )

1
= Z2

1
sar,” T e,

(coshkz —1).

Pistevoima tai vidntomomentti, M pisteessd z = a, nyt kisiteltdvissd tapauksessa
voidaan esittdd Dirac’in delta-funktion avulla jakautuneen kuorman tapaan muodossa

m(z) = Md(z — a). (4.194)
Delta-funktiolla on ominaisuudet
0(2)=0, kun z#0 (4.195)
ja

/(5(2) dz = 1. (4.196)



4.8. Vaidnnon differentiaaliyhtédlén tarkastelua

Jialkimmaisen ominaisuuden perusteella saadaan esimerkiksi
L
/ F(2)0( — a) dz = f(a), (4.197)
0
eli integroitaessa delta-funktio poimii funktion f(z) arvon pisteessi a.
Pistevdidntomomenttikuorman tapauksessa, m(z) = Md(z — a) ja f(z) = m(z)/El,,

tulee

wo =0, kun 2z <a,

(4.198)
ja
z 1 1. Mo(s —a)
©o :‘({ [—ﬁ(z — S) + Esmhk(z — S):| Tds
1 1 M
=|——(z - — i — i 4.199
[ 12 (z—a)+ e sinh k(z a)] Bl ( )

ein [sinhk(z —a) — k(z —a)], kun z>a.

Viaidntokulma on pistevidntomomenttikuorman tapauksessa

(z) = C1 4+ Caz + C3sinh kz 4+ Cy cosh kz<—|— M [sinhk(z — a) — k(z — a)]

kEGI, ’
(4.200)
misséd (e) = 0, kun z < a. Véédntokulman 1. ja 2. derivaatta ovat
d M
QZ(ZZ) = (5 + O3k coshkz + Cyk sinh k‘z<—|—GI [coshk(z —a) — 1] >,
P ka (4.201)
% = Csk? sinh kz + Cyk? cosh kz<—|— Ii sinh k(z — a)>.
z v
Vapaasti tuetun sauvan reunaehdoista
o0)=0, B(0)=0, ¢(L)=0, B(L)=0 (4.202)

saadaan nyt yhtaloryhma

a):>01—|—C4:0,

b):>C4=0,

M
¢) = C1 + CoL + Cssinh kL + Cy cosh kL + Xei [sinh k(L — a) — k(L —a)] =0,

M
d) = C3k?sinh kL + Cyk? cosh kL + m[kQ sinh k(L — a)] = 0,

(4.203)
jonka ratkaisu on
Cy=-Cy =0,
Co— M L—a
TG, L (4.204)

Cn M [sinh k(L — a)
T kG, sinhkL )~
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Véidntokulma ¢(z) ja sen derivaatat ovat

M L-a M sinh k(L — a) . M .
gp(z)_G—Iv T Z_kGL, . blnhk‘z<+m[5mhk(z—a)—k(z—a)]>,

(4.205)
dp(z) _ M L—a M sinhk(L—a) M
dz  GI, L GI. s kL coshkz{ + - [coshk(z—a)—1] ), (4.206)
dp(z) Mk sinhk(L — a) Mk
=TI, smnEp b sinh k(2 — 4.2
dz? GL  smngp Smbka{+gpsinhk(z —a)]), (4.207)
d*p(z) _ ME*sinh k(L — a) M2
dz* GI, sinhkL coshkz({ + - [coshk(z —a)] ). (4.208)

Viaantomomenttien M,, M, ja M, lausekkeiksi tulee

dy L—a sinh k(L — a)
M,=Gl,— =M — - sh M cosh —a)—1] ), (4.2
G - T kL % kz( +M]coshk(z—a)—1] ), (4.209)
d*>p M sinhk(L — a) M
B=_pr, 2 SRS 7O ke = sinhk(z — a)] ), 421
7 T smn el S kz . [sinh k(z — a)] (4.210)
d3p sinh k(L — a)
M, =—-Fl,— = M—————=cosh — M [cosh — , 4.211
703 kL oS kz [coshk(z — a)] ( )
L—a
M, = My + M, =M , kun z<a, (4.212)
ja u
M, = —Mz, kun z > a. (4.213)

Tuella z = 0 vaintyméa on

_dp(0) M L—a M sinhk(L—a)
6(0) = dz GI, L GI, sinhkL (4.214)

tai
M [b sinhk(L —a)
60) = GI, [E ~ sinhkL ] ’ (4215)
missd b = L — a.
Tuella z = L vidntymé on
M a  sinhka
0(L) = oL [—Z + SohEL kjL} . (4.216)



Luku 5

Vaannon sovellutuksia

5.1 Jatkuva vaantosauva

Tarkastellaan kuvan 5.1 jatkuvaa vidntosauvaa. Staattisesti médrdtyksi perusmuodoksi
valitaan vapaasti tuettu (haarukkatuettu) sauva. Tuilla vdantokulma ¢ = 0. Staattisesti
madradmattomiksi voimasuureiksi otetaan bimomentit By ja Bo. Talloin tukipisteiden 1
ja 2 vadntymien kaavoiksi saadaan

9]1“ :a]lel + a]f2Bg + o/f,
(5.1)
9§ :a§1B1 + a§232 + 0/2“,

missé yldindeksi k£ on osasauvan numero.

Kaavoissa (5.1) kertoimet a;; ovat haarukkatuetun sauvan k paiden ¢ vidntymét yksikon
suuruisista bimomenteista sauvan péissd j. Termit «;, ¢ = 1,2 ovat kuorman aiheuttamat
vadntymét sauvan péissid. Kuormitustapauksessa B; = B(0) = 1 védnnon differentiaaliyh-
tdlon ratkaisu on

p(z) = C1 + Caz + Cssinh kz + Cy cosh kz, (5.2)
ja sen perusteella saadaan bimomentin B = —FEI,,¢" lauseke
B(z) = —GI,(Cssinh kz + Cy cosh kz). (5.3)
M m
l e P Y N N 1
A AV A
1 2 3 4
)
M m
l > ] EY Y N N l ]
A JANWAY" " /ANWAN A
1 2 3
"haarukkatuki’
oy — g oD — g
Kuva 5.1 Jatkuva sauva.
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) =
87
A
f\ w-kuvio
4 ©
1 S
A
Kuva 5.2 Bimomentteja vastaavat jannitysjakaumat sauvan paissi.
*Bl =1 *Bg ~1
| | | |
A A A JAN
Kuva 5.3 Bimomentit B; ja By sauvan péissd z =0 ja z = L.
Reunaehtojen
a) ¢(0) =0,
b L) =
) @) =0, 5
c) B(0)=1,
d) B(L)=0
perusteella saadaan lineaarinen yhtaléryhmé
a) Ch+Cy =0,
b) Cl +CzL+CgSinhkL+C4COShkL = O, (5 5)
C) —GIvC4 = 1, .
d) CssinhkL + CycoshkL =0,
jonka ratkaisu on
1 1 1 1
“=cn T anr T ahwankr 4T an (5.6)
Vaantyméa
d
0= #l2) = Cy + kC3cosh kz + kCysinh kz (5.7)
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M=1 o
I T | — e
A ' A
'<—>|<—>|
a b
Kuva 5.4 Pistekuorma ja tasainen kuorma.

sauvan paissid z =0 ja z = L on

o =00 = 17 ey — 1

" GLL [tanh kL
(5.8)
1 kL
an =0(L) = 71 7 [sinh KL 1} ’
missé a;; on vidntymé sauvan padssi ¢ bimomentista B; = 1 pdissd j.
Kuormitustapauksessa By = B(L) = 1 reunaehtojen
a) ¢(0) =0,
L) —
b) (L) =0, 59)
c) B(0) =0,
d) B(L)=1
perusteella saadaan lineaarinen yhtaloryhmé
a) Chi+ 04 =0,
b) Cl + CQL + 03 sinh kL + C4 coshkL = 07
(5.10)
c) Cy=0,
d) —GI,[C3sinh kL + Cycosh kL] =1,
jonka ratkaisu on
1 1
_ - e =0. A1
“=0 C=arr T sk 7Y (5.11)
Viaantymét sauvan piissd z = 0 ja z = L ovat tissd tapauksessa
1 kL
a2 =0(0) = — 777 LinhkL - 1] ’
(5.12)
1 kL
azy =0(L) = =7 [tanh kL 1] '
5.1.1 Kuormitustermit o
Jos pisteessd z = a on pistemiinen vadntomomentti M, niin kuormitustermit ovat
M [b  sinhkb
:0 pr— —_————
a1 =000) = 71 [L sinh k;L] ’
(5.13)
M |a sinhka
az =0(L) =~ [L sinh kL}
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m
I — - — - — !
AN 2 3 &
1 2 3 4
k—»'<—>|<—>|
L/2 L L/2
Kuva 5.5 Symmetrinen kolmiaukkoinen véantdsauva.

Tasaisesti jakautuneen vidntomomenttikuorman tapauksessa

moL [1 1 kL
—0(0) = S~ tanh o2
a1 =00) = 1 [2 KL 2}’
(5.14)
o mL 11 kL
ag =0(L) ar [2 57 tanh 5 ]

Tuntemattomat bimomentit tuilla ratkaistaan yhteensopivuusehdoista. Yhteensopivuuseh-
to tuella k osavilien (osasauvojen) k — 1 ja k liitoksessa on

k— k
g1 — k) (5.15)

Esimerkki 5.1 Symmetrisen kolmiaukkoisen palkin keskimmdisessd aukossa on ta-
sainen vdadintémomenttikuorma. Mddaritetdan tukien bimomentit ja vddantokulma.

Reunaehtojen ja symmetrian perusteella saadaan yhtélot
B, =By=0, By =Bs. (5.16)

Kuvan 5.5 tapauksessa tarvitaan yksi yhteensopivuusehto
05" =057, (5.17)

josta seuraa bimomenttien avulla yhtilo

aélz)Bz = aﬁ)Bg + ag)Bg + a§2) (5.18)
ja sen ratkaisuna
B oy
27" 2 2
aéz) - a’gl) - “§2)
mL (11 kL
_ Gr, \2 kL M7 (5.19)
n kL
2 5 1 L 1 L
_ 2 gL (KL ), kL
GI,L kL GI,L \ tanh kL GI,L \ sinhkL
tanh 5
eli
N tanh kL
By = —mL? 2__kL 2 . (5.20)

kL coth % — 2+ kL tanh %
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Kuva 5.6 Akselinsa suunnassa kuormitettu sauva.

Jos kL = 3, niin By = —0.0492m L2,

Vaantokulma sauvan osassa 1 — 2 on

Bl z 1 .
©(2) =Gl (1 -7 + E—— sinh kz — cosh kz)

By [z 1 .
+G—Iv (f — msmhkz) + QPO(Z),

(5.21)

missd ¢ on tarkasteltavan vélin kuormituksesta aiheutuva yksityisratkaisu. Vaanto-
kulman kaavan avulla voidaan maarittda kullekin osavilille voimasuureet

3
4B gt (5.22)

d*o(z) _dB _
z dz Y dz3

B(Z) = —EIWT, Mw

5.2 Sauvan akselin suuntaiset kuormat

Edelld méariteltiin jainnitysresultantit
N =[o0.dA,
A
M, =[yo.dA,
A
(5.23)

M, =— [zo, dA,
A

B :fwaz dA.
A
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Jannitysresultanttien méaritelmien mukaisesti paatypoikkileikkauksessa vaikuttavista sau-

van akselin suuntaisista pistevoimista aiheutuvat resultantit

N =3P,
i
(2
(5.24)
My = ZJ:Z-PH
(2
B :ZWZ-P’M
i
joita vastaava normaalijinnitys on
N n M, M, n
O, =—F+—Y— —T+—w
TAT LY,
(5.25)
xbh L CwilP)y | xiP)r | QCwib)w
= + + + .
A I, I, 1,

Sauvan poikkileikkaukseen z vaikuttavat akselin suuntaiset voimat P; aiheuttavat voi-

masuureiden epajatkuvuudet

%

(5.26)

AMy :Z J?Z‘.PZ‘,
i
AB =— ZwZPZ
i

Sauvan poikkileikkauksen mielivaltaiseen pisteeseen C(s) poikkileikkauksen tasossa vai-

kuttava pistemédinen momentti M (s) aiheuttaa bimomentin muutoksen
AB = —r(s)- M(s). (5.27)

Jaetaan momentti osiin

M =M, + M,
(5.28)
=dz X Q +ds x P.

Momentti M voidaan esittdd kahden voiman voimaparina, joten se aiheuttaa edellisen
kohdan perusteella bimomentin muutoksen (hypyn)

ABy=—-P (w+dw)+ P -w=—P - dw. (5.29)
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r
M,.=rxQ
Kuva 5.7 Pistemomentti poikkileikkauksen tasossa.
Koska
dw = r x ds, (5.30)
saadaan
ABy=—-P -rxds=-rxds-P=—-r-dsx P=—r-M,. (5.31)
Vastaavasti
AB,=-r-M, (5.32)
ja yhteensé
AB=—r-(M,+ M) =—r(s) - M(s). (5.33)

Tarkastellaan bimomentin epédjatkuvuuden jalkimmaéistéd osaa kuvan 5.8 esimerkin avul-
la. Jalleen momentti M, voidaan esittdd kahden pistevoiman avulla. Tasapainoehdosta

dB deo

— I,— =M, .34
P +G P (5.34)

Seuraa “
AB + GI,Ap = / M,dz~ M, - Az. (5.35)

a—Az

Bimomenttihyppy lahestyy raja-arvoa

AB — M, -dz, (5.36)
koska kuvassa 5.8a I_A
lim M=M (5.37)
Az—0 L

ja vaantokulma ¢ on jatkuva z:n funktio. Pistevoimasta aiheutuva vaédntémomentti on

M.=rxQ (5.38)
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a L—a a L—a
'4—»'4—»' '4—»'4—»'
£ Y Mo M
| | - —P
A I I A Iq——l
Az
; — —TM [_\
—a
M + +
L—(a—Az) a— Az +
- 7 M + 7 M /”
—%M n ] —%M
+ +
L— Az L— Az
i M 7 M
Kuva 5.8 Lahekkaiset pistemomentit.
ja
AB,=7x Q- -dz=71-Q xdz=—1r-M,. (5.39)

Kuvassa 5.8b on hahmoteltu edellisestd esimerkistd yleistetty tapaus.

Jos akselin suuntainen voima P vaikuttaa ulokkeen C'D (kuvassa 5.9) vélitykselld, niin
siitd aiheutuu bimomentin epéjatkuvuus

AB = —2PQuucp, (5.40)

missd Qayop on alueen AMCD pinta-ala. Siirretddn voima P pisteeseen C. Ottamalla
huomioon voima P ja syntyvé voimapari saadaan edelld késiteltyjen tapausten perusteella

Kuva 5.9 Sauvan akselin suuntainen pistevoima ulokkeen paéssé.
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bh
q Wmin = Z
YYYYYPIIYIYVVVVVVVVVY —
L L
H
h
Py [ l I /
N n i
b
e
Kuva 5.10 Palkin epikeskeinen liitos.
bimomentin epéjatkuvuudet
ABp = —Pwc = —P2QscMm (5.41)
ja
ABM =—r - M
=—rM cos «
(5.42)
=—rPacos«
=—P2Qpc.
Yhteensi
AB =ABp + AB)yy, (5.43)
eli
AB = —=2PQancD- (5.44)

Esimerkki 5.2 Maddritetddn pilarin bimomenttikuormasta aiheutuva jinnitys pilarin
ylapadssa.

Tarkastellaan kuvan 5.10 kehdrakennetta, joka koostuu pilarista ja kahdesta palkista.
Pilarin I-poikkileikkauksen, jonka leveys on b ja korkeus on h, sektoriaalisen koordi-
naatin suurin arvo, nurkassa, on

bh
max = —- 4
w 1 (5.45)
I-poikkileikkauksen sektoriaalinen kiyristymisjéyhyys on
_ 1bbhbh 1 5,
Iw—4324 4—24bht, (5.46)

missé ¢ on laipan paksuus.
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Esimerkin palkkien pituus on L = 5 m ja pilarin korkeus on H = 3 m. Palkilla olevan
tasaisen viivakuorman intensiteetti on ¢ = 6 kN/m.

Valitaan pilarin I-poikkileikkauksen mitat: uuman korkeus h = 340 mm, laipan leveys
b = 137 mm, uuman paksuus d = 12.2 mm ja laipan paksuus ¢ = 18.3 mm. Pilarin
poikkileikkausala on A = 0.00872 m?, ja pilarin poikkileikkauksen kiiyristymisjiyhyys

1
on I, = 52b%(h — £)°t = 202.9 x 107° m°,

Palkin U-poikkileikkauksen korkeus on A = 400 mm ja leveys on b = 110 mm, uuman
paksuus on 14 mm ja laipan paksuus on 18 mm.

Pilarin normaalivoima on
N = —qL = —30 kN, (5.47)
ja siitd aiheutuva normaalijinnitys on

N 30
=— =_——"" = _3440 kN/m?2. 5.48
N = AT T 0.00872 /m (5.48)

Sektoriaalisen koordinaatin w suurin arvo I:n kulmassa on

(h—t) 0.1370.3217
2 2 2

= g =0.011018 m?. (5.49)

Wmax -

Momentti palkin pdissé on

L2 52
M=qg— =6— = 12.5 kNm. .
q B 612 5 kNm (5.50)

Palkin pdiden momenteista aiheutuu pilarin padhin bimomentti, edelld johdetulla
kaavalla B= M - r,

(h—1t)

B =2M
2

=12.5-0.3217 = 4.021 kNm?. (5.51)

Bimomentista tuleva suurin jinnitys on, I:n kulmassa,

Wmax 0.011018
I, 4'021202.9 x 10-9

. kN
218.4 x 10° —
m

27

(5.52)

Ow,max = B

joka on paljon suurempi kuin normaalivoiman aiheuttama jéannitys. (Esimerkin liitos
ei ole optimaalinen, ja pilarin yldpadhan tarvitaan joka tapauksessa jaykisteitd.)

Lasketaan reunajannitys I-poikkileikkauksen laipalle, jota kuormittaa momentti M:

M 6M 12.5 KN
_ M _OM 1ew g B 5.53
TTW T W2 T 57.245 x 10-9 m?’ (5.53)

missé on otettu huomioon, etté laipan taivutusvastus on W = tb%/6, kun laipan pak-
suus on t ja sen leveys on b. Bimomenttikuormasta aiheutuva laipan reunan jannitys
puolestaan on

1
w zbh 6M
_ B max _ Mh 4 — Y
7P Luh2 0t (5:54)

eli saatiin sama tulos kuin tarkastelemalla yksittdisen laipan taivutusta.
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P
2
)
A/
A
: Pz, y)
A T
' -
A
C

Kuva 5.11 Tasossaan jaykan levyn tukema katos, jonka reunat ovat nivelelliset.

5.3 Ohjattu taivutusviaanto

5.3.1 Vaantokeskio annettu

Otaksutaan, ettd poikkileikkaukseltaan avoin ja ohutseindméiinen sauva on tuettu nive-
lellisesti tasossaan jaykkddn seiniéin ACC’A’. Télloin AA’ on kiertoakseli, ja sen suhteen
maédritetty sektoriaalinen koordinaatti on
S
wals) = / ha(7)dr. (5.55)

0

Viaantoakseli on kuvan 5.11 tapauksessa annettu, ja sen (vidntoakselin) siirtymét ovat

nollia eli
ug =va = 0. (5.56)
Poikkileikkauksen seindmén keskipinnalla sijaitsevan mielivaltaisen pisteen P siirtymét
ovat
u==¢(y —ya),
v=p(x —1z4), (5.57)
dp
W =W — WA
Sauvan muodonmuutos on
dw  dwy d%p
- — -, 5.58
=T dz wa(s) dz? (5.58)

Venymain eli muodonmuutoksen avulla lasketaan sauvan aksiaalinen jannitys

dw d?p
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ja jannitysresultantit

dwa d%p

N = JAA=FE | A———-S,,— |, 5.60
/U < dz A d22> (5.60)

A

dwp d%p
B:\/on—ZdA:E<SWAW_IWAW>7 (561)
A
misséd on otettu kiyttoon poikkipintasuureet

Sw, = /wAtds, 1,, = /witds. (5.62)

A A
Jos sauvaan vaikuttaa vain poikittaisia kuormia, niin voidaan erottaa kaksi tapausta:
a) kitkallinen liitos ja b) kitkaton liitos.
a) Kitkallinen liitos
Téssa tapauksessa liukuminen liitoksessa AA’ on estetty ja

wy = P 0, (5.63)
joten
d2g0
ja
d2g0
B = _EIwA@' (5.65)

Jalkimmaisesta resultantin kaavasta ratkaistaan

d%p B
e 5.66
dz? ElL,,’ (5.66)
ja saadaan jannityksen kaava muotoon
d%p B
O, = —EWwA = EWA. (567)

Sektoriaalisen koordinaatin nollakohta on pisteesséd A, koska w4 (A) = 0.

b) Kitkaton liitos

Kitkattoman liitoksen tapauksessa ei synny sauvan akselin suuntaista reaktiota, ja nor-

maalivoima on nolla eli

d d?
N = EA% - EswAd—;i =0, (5.68)
josta ratkaistaan
d S, , d?
4 _2eal ¥ (5.69)

dz A dz?
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- & & &

dz

Kuva 5.12 Viaantomomentti ja sauvan alkion dz tasapaino.

ja saadaan normaalijinnityksen kaava

S d? d?
o,=F (7‘4 - wA) d—;zo = —Ewb—(p.

Edelld on méaéritelty

wp(s) =wals) — S%.
Miéaritellddn vastaavalla tavalla
I, = /wgt ds
A
ja
B = /wbozt ds,

A

missd pinta-ala-alkio on dA = tds. Bimomentin lausekkeeksi tulee nyt

B dw d?p
B=E (SwA—dz - d—>
S2 d%p d*¢
:E —wa w —_— = —EIw -V -
( A A) dz? b dz?

Vaihtoehtoisesti voidaan laskea

B =[wyo,tds
A
B Swa Sw, d?p
—A[ <WA(S)—7>E<7—WA(S) tdSW

(. Py
A wAa ] dz2’

eli saatiin sama tulos kuin edelli.

dM,

M, + dz

(5.70)

(5.71)

(5.72)

(5.73)

(5.74)

(5.75)
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Véidnnon tasapainoyhtild on
dM,

dz

+m=0. (5.76)

Viaintomomentti on
M, =M, + M,, (5.77)

jossa vapaan viannon viantémomentti on

dp
M, = GI,~-~ 5.78
v v (5.78)

ja ns. estetyn vadnnon vadntomomentti on

M, :ththds = fthde
A A

2

:{ Totwa — 1{ %(tTw)wA ds

(5.79)
d*wy d3p
:0+,{Et< 73 —wA$> wads
d>wy d3p
=Ebunga ~ Floags

Sijoitustermi hividé, jos palkin reunoilla ei ole akselin z suuntaista kuormitusta.
Kitkallisen sauman tapauksessa (a-kohta) wy = 0, ja vadnnon tasapainoehtoon sijoite-

taan .
dM,, d*¢
=—Fl,,—. 5.80
dz @A 24 (5:80)
Kitkattoman sauman tapauksessa (b-kohta)
dwg  S,, d*¢
A _wAT v 5.81
dz A dz?’ (581)
ja
dM,, S2Z O\ die d*o
=—FE|l,, —-—2|-—XL=—-FI, ——. 5.82
dz < 4 A ) dz* b dz* (582)

5.3.2 Yhden vapausasteen ohjattu vaanto

Tarkastellaan nivel6idylld levyllad tai jatkuvalla pendelituella tuettua sauvaa. Aiemmin on
johdettu poikkileikkaukseltaan avoimelle, ohutseindmaiselle sauvalle venymén kaava

u(sz) = Py TUE ) T DA (5.83)

jonka avulla lausutaan sauvan akselin suuntainen normaalijannitys

0.(s,z) = Ee,(s, 2). (5.84)
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Sijoittamalla jannityksen kaava jénnitysresultanttien lausekkeisiin
N =[o,dA,
A
M, =— [zo,dA,
A
(5.85)
M, :f yo, dA,
A
B =[wo,dA
A
saadaan differentiaaliyht&lot
dwg d*u d2
N=F A——S——S — 5.86
< dz Ydz2 Tdz? > (5.86)
dwg d*u d?v d%p
M,=FE <_Syﬂ + Iy@ + de 5 T Luy v 2 (5.87)
dwyg d?u d*v d?p
M, =E(S;— —lyy— —I,— — loo—5 5.88
( dz Ydz2 dz? dz? (5.88)
dwy d*u d*v d%p
B=FE(So— —Iloy— —los— —1,—5 :
<S dz Ydz2 dz? dz? (589)
missa
I, = /y2 dA, I, = /x2 dA, I, = /xy dA, dA =tds, (5.90)
A A
Iow = /ywdA, Ly = /xwdA, I, = /w2 dA, (5.91)
A A A
Sg;:/ydA, S, :/di, Sw:/wdA (5.92)
A A A
ovat geometriset poikkileikkaussuureet.
Sauvan tasapainoyhtélot taivutuksessa (y, z)-tasossa ovat
dM dq
=0, dy+py_o (5.93)
ja niistd seuraa
d?M,
= (5.94)
Vastaavasti (z, z)-tasossa
dM, dQ,
i) = =0 5.95
LQ.=0, “Eap =, (595)
ja
d*M,
Y = p,. (5.96)
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dQ,
y Qy + Edz
y " dM.
M, + “dz
-~ — e 4z

- A A A

dz

Kuva 5.13 Sauvan alkion dz tasapainotarkastelu taivutuksessa (y,z)-tasossa ja
vaannossa.

Kuva 5.14 Pendelituettu sauva.

Véinnon tasapainoehto on

dM d*B L M,
a7 s dz

+m=0. (5.97)

Jos wp(z) = 0, niin taivutuksen tasapainoyhtélosté (y, z)-tasossa seuraa

d? d’u d*v d*p
— | Elyy—— + FEl,— + El,—= | = py, 5.98
dz? < Ydz2 + dz? * d22> Py (5.98)
ja vddnnon tasapainoyhtélostd saadaan
d? d*u d?v d?p d*p
— |\ Flyy—— +Fl,——+FEl,— | — Gl,— = m. 5.99
dz? ( Ydz2 * dz? + d22> a2 " (5.59)

Kuvan 5.14 viivallisessa koordinaatistossa, jossa z-akseli on pendelituen suuntainen,

a=0, (5.100)
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taivutuksen tasapainoyhtéloksi tulee

ol

ja vadnnon tasapainoyhtéloksi saadaan
d*v d*o d*p

Viivallisen ja viivattoman koordinaatiston koordinaattien vililld on muunnoskaava

[ ]:[ cqsa sina] [m]7 (5.103)
—sina  cosa Y

missd « on z-akseleiden vilinen kulma. Siirtym#komponenttien vélilli on samanlainen

HE R o100

Otaksutaan seuraavassa, ettéd (z,y)-koordinaatisto on péadkoordinaatisto, jossa I, = 0.

I

Y|

muunnoskaava

ST

Véintokeskio D on pendelituen tasossa BC', joten
Yp —yp = 0, (5.105)

ja koordinaattien jalkimmaisen muunnoskaavan avulla saadaan

yp —yp = —sina(xp —xp) + cosa(yp — yg) =0, (5.106)
mistd ratkaistaan
COS v . sin o
xp—xp=——(yp —yp) tai yp —yp = (xp —xpB). (5.107)
sin o cos o

Toinen ohjatun vadnnon vadntokeskion méarittdmisessé tarvittava ehto saadaan vaati-

muksesta, ettd taivutus ja vaanto eivat kytkeydy toisiinsa eli

Loz = /g@D dA = 0. (5.108)
A

Sektoriaalisen koordinaatin (vektorisuure) inkrementti on

i ik
|dwp| =|rp xds|=|| x—x2p y—yp 0 ||
dx dy 0 (5.109)

=(r —xp)dy — (y — yp)dx

eli
dop = (x —xp)dy — (y — yp)dz. (5.110)
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Samalla tavalla muodostetaan inkrementti
dop = (xr —xzg)dy — (y — yp)dx. (5.111)

Viéhentdmalld inkrementit toisistaan ja integroimalla tulee

wp=wp—(xp —2xp)y+ (yp —yp)xr + C, (5.112)
missd C' on integrointivakio. Vadntokeskion paikan médradvista toisesta ehdosta saadaan
nyt yhtalo

/(—x sina +ycosa)lwp — (zp —xp)y + (yp — yg)x + C]dA = 0. (5.113)
A

Padkoordinaatistossa I, = 0, ja toinen ehto (5.113) saadaan muotoon
—1Lypysina+ I,z cosa — (yp —yp)lysina — (xp — xp)I; cosa = 0. (5.114)
Yhtaloista (5.107) ja (5.114) ratkaistaan vaantokeskion D etdisyydet pisteestd B

I,pzcosasina — 1,y sin? «

(5.115)

Yp =B = I,sin? a + I, cos?

2 .
1,50 cos®a — I,y sinacos a

Tp — TR = (5.116)

I,sin® a + I, cos? o
Esimerkki 5.3 Maddritetidan jatkuvalla pendelituella tuetun U-profiilin vidntékeskion
paikka.

Poikkileikkauksen geometriset suureet ovat

8 )

I, = b, I,=-—=bt 11
377 Y 12 (5.117)
Ipe = /watds = —b't, (5.118)
A
5.4
lyyy = | awptds = Eb t. (5.119)
A
Kuvan 5.15 pendelituen tapauksessa
a=m, sina=0, cosa=—1 (5.120)
ja
I,.. —bit 3
Tp —xp = —2— = =—=b. (5.121)
L~ 8, 8
—b°t
3
Kuvan 5.16 tapauksessa vastaavasti
a= g, sina=1, cosa=0 (5.122)
ja
5
I Eb4t
Yp —yp = ——IBy =—F—=-b (5.123)

Y — b3t
12
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% 143—>B / + b T 3y,
gb y 4
x
2b L wp-jakauma y-jakauma x-jakauma
b
1
2b2 §b
+ ] /- "
[P Y 1
b 4
Kuva 5.15 Pendelituettu U-profiili.
V2729774
s
o= —=
2
Y
De <
I
70
Kuva 5.16

Pendelituettu U-profiili, tapaus b.
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Luku 6

Kotelosauvan vaanto

6.1 Leikkauskeskio

Tehd&dan kotelopoikkileikkaus staattisesti madratyksi aukileikkauksilla. Kotelon seindmén
leikkausvuo on
a=q"+q+q", (6.1)

missé ensimméinen osa leikkausvuosta on avoimen poikkileikkauksen vuo, (joka osataan
edelld esitetyn perusteella laskea), toinen osa on aukileikkauskohdassa vaikuttava vuo ja
kolmas osa on vapaan vainnon leikkausvuo.

Jokaisessa osakotelossa taytyy toteutua yhteensopivuusehto

ow
5o ds=0. (6.2)

Kotelon seindméan keskipinnalla liukuma on

ow  Ovg
Vzs = E + Oz 9 (63)
ja Hooken lain perusteella
1
Vzs = ETZS' (64)
Ay
vs = hep
j/ G2 n
q1 h
5
\ <
1 2 i

Kuva 6.1 Kotelopoikkileikkaus.

127
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Viaantokulmasta aiheutuva tangentiaalinen siirtymé vs on

vs(s,2) = h(s)p(2), (6.5)
joten 5 )
Vs do(z

5, = &)= (6.6)

ja aksiaalisen siirtymén derivaatta tangentiaalisen koordinaatin suhteen (seinimén keski-
pinnalla) on

8'11) 8/1)5 _ TZS dSO
2R PR R
(6.7)
Lg ,dp
=—=—h—.
Gt dz
Sijoittamalla siirtymén w derivaatta yhteensopivuusehtoon tulee
ow . . _q de
f&ds —fG;dS— E§h(8)d8
(6.8)
qds dy
=¢=-———"20=0
g Gt dz ’

koska
7{ h(s) ds = 20 (6.9)

on kotelon seindmén keskipinnan ja poikkileikkaustason leikkauskdyran sisdén jaava pinta-
ala kaksinkertaisena. Yhteensopivuusehdosta saadaan ns. sirkulaatiokaava

q ds dy
=— =20—. 1
Gt dz (6.10)
Jos liukumoduuli G on vakio, niin
4 fds _gnde (6.11)

GJf t Tdz
Otaksumalla, ettd kokonaisvuo ¢ ja vapaan vaidnnon vuo ¢Y toteuttavat sirkulaatio-

kaavan (yhteensopivuusehdon), paatelldén, ettd kahden muun leikkausvuo-osuuden tulee

toteuttaa ehto ~
ga +qds

G t
Jos liukumoduuli G on vakio, niin viimeisin ehto voidaan kirjoittaa muodossa

ds ds
7 - _ 74 a’? 6.13
q n q P ( )

= 0. (6.12)

koska aukileikkauksessa vaikuttava vuo kiertdd kotelon vakiona ja se voidaan siten ottaa
integraalin ulkopuolelle.

Avoimen ohutseindmaiisen poikkileikkauksen leikkausvuolle on aikaisemmin johdettu
kaava

dN
N~ Q. Q, M,
'(s) =~ AGs) = F25,() = TESu(s) — TESLL6) (6.14)
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leikkauksessa s pééjayhyyskoordinaatistossa, missé I, = 0. Jos vain @, # 0, niin avoimen
poikkileikkauksen vuo on

q*(s) = —=—=5x(s), (6.15)

missé

Sy(s) = /y(s)t(s) ds (6.16)

on poikkileikkauksen osan staattinen momentti. Sijoittamalla leikkausvuon ¢ kaava ehtoon

yksikoteloisen poikkileikkauksen tapauksessa. Seindmén vahvuus ¢ on usein ainakin paloit-

(6.13) se saadaan muotoon

tain vakio.
Monikoteloisen poikkileikkauksen tapauksessa yhteensopivuusehdon téytyy toteutua jo-

kaisessa osakotelossa i = 1,...,n, ja tilloin saadaan yhteensopivuusehdoista yhtéaloryhmé
ds ) _ = ds ) _ S .
j{7 qi — Z /7 qk:%fds, 1=1,...,n, (6.18)
i =1 ik 7
ki

missé n on koteloiden lukumaééré ja m on koteloon 7 liittyvien muiden koteloiden lukuméa-
ré. Kaavassa on asetettu Q,/I, = 1.

Esimerkki 6.1 Madaritetiin kaksikoteloisen poikkileikkauksen leikkauskeskic (vddn-
tokeskio). Koordinaatisto (x,y) on pddjdyhyyskoordinaatisto, jossa I, = 0.
Tarkastellaan kuvan 6.2 poikkileikkausta. Lasketaan ensin yhteensopivuusyhtiloryh-
mén kertoimet

ds = 800, ds = 1200, ds = 200. (6.19)

t t t

1 2 12

Esimerkin tapauksessa kotelopoikkileikkaus koostuu suorista osista, ja integraalit voi-
daan laskea summaamalla s/t arvoja, jotka on laskettu valmiiksi ja merkitty kuvaan.
Seindmén keskiviivan sisddn jadvit pinta-alat ovat

Q) =400, Q, = 800. (6.20)

Néilla tiedoilla voidaan jo laskea vapaan vidnnon vuo ¢V, (ei kuitenkaan tarvita vaan-
tokeskion médrittamiseen), yhtdloryhmésta

800  —200 q7 800
= 21
{ —200 1200 } { qs } [ 1600 }’ (6.21)
jonka ratkaisu on
q] ~ 1.391, g5 ~ 1.565. (6.22)

Kuvan 6.2 kotelopoikkileikkaus tehddin staattisesti maaratyksi kahdella aukileikkauk-
sella, joiden paikat voidaan valita mielivaltaisesti. Tehdddn aukileikkaus nyt symmetri-
sesti kuvan 6.2 esittdmailld tavalla. Seuraavaksi valitaan integrointisuunnat staattisen
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s/t =200 400 it
5 - i
t=0.1
5 | 200
200{ 1 ;_‘l 2 200( |20
)
1 Il
Ll Il
200 400
20 40
20
10 1017 — 120
15—y 35  oB S, = [ytds Y- |25
10 ~E — |20
20

Kuva 6.2 Kaksikoteloinen poikkileikkaus.

momentin S, integrointia varten. Suunnat on merkitty kuvaan nuolilla. Staattisen mo-
mentin integrointi aloitetaan vapaalta reunalta. Kolmen seinén risteyksestd voidaan
jatkaa integrointia (uumaa pitkin), kun ensin on integroitu kaksi haaraa vapailta reu-
noilta alkaen. Kuvan 6.2 esittimaissi tapauksessa staattinen momentti S, tulee joka
kohdassa negatiiviseksi (sattumalta).

Lasketaan seuraavaksi staattisesti maaraamattomat aukileikkauksen leikkausvuot méaa-
rittdvan yhtaloryhmin oikean puolen vakiot

d 2 2
%Sm(s)Ts =—(10+ 3 5)200 + (30 + 3 5)200 = 20 - 200 = 4000 (6.23)
1
ja

2 2
%S,As)% = (304 3 5)200 + (20 + 3 -5)200 = 10200 = ~2000.  (6.24)
2

Kertoimien laskussa on kiytetty tietoa, ettd paraabelin integraali on vélinpituus ker-
taa kaksikolmasosaa huippuarvosta. Kertoimia laskettaessa (integroitaessa) kierretaan
kukin osakotelo ¢ vastapdivdin. Integroinnin aloituskohdan voi valita vapaasti. Jos ko-
telon ympéri kierrettiessd mennédén jollakin osuudella staattisen momentin laskussa
valitun (nuolen) suunnan vastakkaiseen suuntaan, niin integraaliin tuleva osuus ky-
seiselld, valilla kerrotaan luvulla —1. Esim. kuvan 6.2 tapauksessa kotelon 1 ympéri
(vastapaividn) kierrettiessd mennédin oikean pystyseindn (uuman) matkalla po. nuo-
len vastakkaiseen suuntaan, ja silld osalla integroinnin tulos on positiivinen, (koska in-
tegroitava S, on negatiivinen). Yldseinien osuudet kumoavat samasta syysté toisensa,
samoin alaseinien.

Yhtaloryhmén kertoimet ovat samat kuin vapaan viinnon laskussa. Yhteensopivuuseh-
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toryhmén

800 —200 |[ @ 4000
pr— -2
[ —200 1200 ] [ B } { —2000 } (6.25)

ratkaisuna saadaan aukileikkauskohtien staattisesti maaradmattomaét leikkausvuot
q1 ~ 4.783, o ~ —0.8696. (6.26)

Osakotelon 2 vuo on negatiivinen, joten se kiertddkin todellisuudessa myotapéivaian
kotelon 2 ympéri (negatiiviseen suuntaan).

Lasketaan seuraavaksi leikkausvuon momentti tarkoitusta varten valitun pisteen B
suhteen

Mp =[hpqds = [ hp(¢* + q)ds
:j‘tha dS-l—th(de (627)
=M + M,

missd avoimen poikkileikkauksen vuo on

q“ = —S,;, kun % =1, (6.28)

ja hp on pisteestd B mitattu kohtisuora etéisyys seinén keskiviivaan. Avoimen poik-
kileikkauksen vuon osuudeksi momenttiin B:n ympéri tulee

2 2
M = (10 + 3 -5)20-20 — (20 + 3 -5)20 - 40 ~ ~13333.33, (6.29)

staattisesti maaraaméattomien leikkausvuosuureiden osuus on
2
M= Z 20;G; = 4.783 - 800 — 0.8696 - 1600 ~ 2435.04 (6.30)
i=1

ja yhteensé
Mp = M$ + M = —10898.3. (6.31)

Leikkausvoima @), on
2 2 2
Qy = (10+§-5+30+§-5+20+ §-5)20:70~20: 1400. (6.32)
Leikkausvoimaa @), kertyy nyt pystyseinien ¢“-vuosta.

Viaintokeskion kautta kulkeva akselin y suuntainen voima ei aiheuta vidntomomenttia,
joten viantokeskion etdisyys pisteestd B on

— MB
Qy

eli viantokeskio on etdisyydelld 7.7845 pisteestd B negatiiviseen suuntaan akselia x

e = —7.7845, (6.33)

pitkin mitattuna. Symmetrian vuoksi vidntokeski6é on z-akselilla.

Esimerkki 6.2 Maddritetddn edellisen esimerkin kaksikoteloisen poikkileikkauksen leik-
kauskeskio valitsemalla staattisesti madrdtty perusmuoto toisella tavalla eli laittamalla
leikkaukset eri kohtiin, kuva 6.3.
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200 400 !
" * t=0.1
B 200
200 1] - ‘l 2 200 20
X
—
200 400
20 40
20 40
25 — Y 5M B S, = [ytds I 45
20 [~ B 40
40
Kuva 6.3 Kaksikoteloinen poikkileikkaus, vaihtoehtoinen staattisesti madratty pe-

rusmuoto.

Yhteensopivuusyhtiloryhmén kertoimet ovat samat kuin edella eli

d d d
TS = 800, TS = 1200, TS = 200. (6.34)
1 2 12

Arvot s/t on merkitty jélleen kuvaan. Seindmén keskiviivan sisdin jadvit pinta-alat
ovat niinikdéin samat kuin edellisessé esimerkissé (sama poikkileikkaus)

Q) =400, Qy = 800. (6.35)

Vapaan va&dnnon vuo ¢", jota siis ei tarvita vidntokeskion madrittadmiseen, ratkaistaan

yhtaloryhméasté
800  —200 q7 800
= , 6.36
{ —200 1200 } [ a5 } { 1600 ] ( )
jonka ratkaisu on kuten edelld

¢ ~1.391, %~ 1.565. (6.37)

Kaksikoteloinen poikkileikkaus tehdaédn staattisesti madratyksi kahdella aukileikkauk-
sella kuvan 6.3 esittdmélld tavalla. Seuraavaksi valitaan integrointisuunnat staattisen
momentin S, integrointia varten, kuva 6.3. Staattisen momentin integrointi aloitetaan
jélleen vapaalta reunalta. Valitulla aukileikkaustavalla ei nyt kohdata kolmen seinén
risteystd, vaan padstddn kulkemaan kaiken aikaa samaa tietd eteenpéin.

Staattinen momentti S, on nyt positiivinen keskimméisessd pystyseinissi. Saatiin
erilainen staattisen momentin jakauma, koska avoin poikkileikkauskin on erilainen kuin
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edellisessd esimerkisséd. Aukileikkauskohdan leikkausvuot méarittdvan yhtéloryhmén
oikean puolen vakiot ovat nyt

1 2 1 2
7{3@(3)% = 5(~20)200— (20 + 3 -5)200+ 5(~20)200 + 7 -5-200 = ~8000, (6.38)
1

ds 1 2 1 2
7{3@(3)78 = 540400 + (40 + 3 - 5)200 + 5 40 - 400 — 3 - 5200 = 24000. (6.39)
2

Integroitaessa kierretdén jélleen kukin osakotelo ¢ vastapdividdn. Jos kotelon ympéri
kierrettdessd mennéin jollakin osuudella staattisen momentin laskussa valitun (nuo-
len) suunnan vastakkaiseen suuntaan, niin integraaliin tuleva osuus kyseiselld vélil-
14 kerrotaan luvulla —1. Kotelon 1 ympéri vastapdividn kierrettiessi menndin aina
nuolen suuntaan, ja integroitava .S, on negatiivinen paitsi keskiseinfissé positiivinen.
Kotelossa 2 mennién aina nuolen vastakkaiseen suuntaan.

Yhteensopivuusyhtiloryhméksi tulee nyt

800 —200 1[ @ —8000
= -4
[ —200 1200 ] { B ] { 24000 ] (6.40)

ja sen ratkaisu on
q1 ~ —5.217, G2 ~ 19.13. (6.41)

Kotelon 1 vuo on negatiivinen ja kiertdd myotapaivan.

Leikkausvuon momentti pisteen B suhteen on

Mp =[hg(¢"+ q)ds

=— f hpSs: ds + f hpqds (6.42)
=M%+ M.
Avoimen poikkileikkauksen vuon momentti B:n ympéri on
2 2
Mg = (20+§-5)20-20+20-20-10—40-40-10—(40+§-5)20-40
~ —37333.33. (6.43)
Staattisesti madradmattomien leikkausvoiden osuus on
M = 2ZQiq‘i = —5.217-800 4+ 19.13 - 1600 ~ 26434.4 (6.44)
ja yhteensé
Mp = M% + M = —10898.3. (6.45)
Leikkausvoima @), on
2 2 2
Qy:(20+§~5+§~5+40+§-5)20:1400. (6.46)

Keskiseinéssi leikkausvuo on negatiivinen, joten se vaikuttaa koordinaatin s vastakkai-
seen suuntaan ja keskiseinén osuus leikkausvoimaan @), on lopulta positiivinen (leik-
kausvoima on positiivinen akselin y suuntaan).
Viaantokeskion etdisyys pisteestd B on

ep = Mg = —7.7845, (6.47)

Qy

eli viantokeskio on etdisyydelld 7.7845 pisteestd B negatiiviseen suuntaan akselia x
pitkin.
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625 1000 400
0.08 010 ™ 0.10
Q1 = 3000 Qs = 6000 Q3 = 2400
1 2 3
600y 4004 B 6500 A750 | 6o
0.10 0.15 z 0.12 0.08
ly
028 0.10; 0.10
625 1000 400
50 100 40
300
Sy B
120 ~ 120
+
— 300
45 120 67.5 54 120 36|
_ + 300 +
+
- +
120 120

Kuva 6.4 Kolmikoteloinen poikkileikkaus.

Esimerkki 6.3 Lasketaan kolmikoteloisen poikkileikkauksen véidntékeskion paikka.

Tehdédédn aukileikkaukset kuvan 6.4 esittamélld tavalla. Yhtiloryhmén kertoimet ovat

%5 _ 9950, 7{ %5 _ 2900, 7{ %5 _ 2050, (6.48)
1
? — 400, / ? — 500. (6.49)
12 23

Yhtaloryhmén oikean puolen vakiot ovat

2 2
j{s —(120 + 5 - 45)600 + - 67.5- 400 — 120 - 625 = ~147000,  (6.50)
d
jf SQETS = —45-400 + 300 - 1000 + (300 + g 54)500 = 450000, (6.51)
d
7{578 = —336- 500 + 120 - 400 + (120 + g 36)750 = —12000. (6.52)

Saadaan yhtiloryhma

2250 —400 0 Q1 —147000
—400 2900 —500 Q@ | = 45000 (6.53)
0 —500 2050 a3 —12000

ja sen ratkaisuna

Q1 —37.7
q@ | = | 1355 |. (6.54)
q3 32.1
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Momentti pisteen B suhteen on

Mp = Mg—i—]\Z/, (6.55)
misséa
Mp =(120 + 30)60 - 150 + 60 - 50 - 60 4 45 - 60 - 100
—150- 100 - 60 — 60 - 40 - 60 — (120 + 24)60 - 40 (6.56)
=410400
ja
M = —37.7- 60000 + 155.5 - 12000 + 32.1 - 4800 = 1793880. (6.57)
Yhteensé
Mp = M% 4+ M = 2204280. (6.58)

Leikkausvoima y-akselin suuntaan on
@y = (150 + 45 + 336 + 144) - 60 = 40500. (6.59)

Viaantokeskion etdisyys pisteestd B on

Mp 2204280
Q, 40500

ep = =54.4 (6.60)

(vasemmalle pisteestd B). Symmetrian vuoksi vidntokeskit on z-akselilla.

6.2 Kotelon deplanaatio

Liukuma kotelopalkin seindmé&n keskipinnalla on

B 8_w+ vy
V2T s T h

Poikkileikkauksen jaykdn kappaleen kiertyméstd aiheutuu seindmén keskipinnan ja poik-

(6.61)

kileikkaustason leikkauskéyran tangentin suuntainen siirtyma

vs(s,2) = h(s)p(2). (6.62)

Hooken lain perusteella
-
Yoz = 5 (6.63)

ja palkin akselin suuntaisen siirtymé&n derivaatta voidaan kirjoittaa muodossa

ow  Ts,

— = — — h(s)0 6.64

=T (sl (6:64)

missi 0 = dp/dz on vidntyma.

Yhteensopivuusehdosta ¢ a_w ds = 0 saadaan
S

7{ (% _ h(s)e(z)) ds = 7{ é ds — 2906 = 0, (6.65)
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Kuva 6.5 Seindmén keskiviivan tangentin suuntainen siirtyméa vs.

missé on médritelty leikkausvuo g = t(s)7s.(s), Ts, on seindmén keskipinnan leikkausjan-
nitys ja €2 on kotelon seinén keskiviivan sisdin jédva pinta-ala. Normeerattu leikkausvuo
on

. q 20
t
Jos osakoteloita on n kappaletta, niin saadaan n yhteensopivuusehtoa
ds \ _ Ui ds\ . .
j{T Gi — Z /7 G, =29;, i=1,...,n. (6.67)
7 k=1 Sik
ki
Aksiaalisiirtymén w s-derivaatan avulla mééaritetdan myos kotelon deplanaatio:
s@w _dy r S~ ds|  do.
gds = /h(s)ds - /q(s)T = —Ew(s), (6.68)
0 0 0
misséd on médritelty kotelopoikkileikkaukselle deplanaatio
) s s ) s
w(s) = /h(s) ds — /q(s)7 (6.69)
0 0

Viédntokeskion asema madratdan samoista ehdoista kuin avoimelle poikkileikkaukselle
eli vaaditaan, etté

/ (s)2(s)t(s) ds = 0, / o(5)y(s)t(s) ds = 0, / o(s)H(s) ds = 0. (6.70)

Téssd yhteydessé késiteltdvissd yksinkertaisessa kotelosauvan teoriassa viantokulma
ratkaistaan tasapainoehdosta
d*p d%p
missi

I, = /aﬂ(s)t(s) ds (6.72)

on kéyristymisjayhyys. Téssd koteloteoriassa vaannon kaavat ovat siten samanlaiset kuin
avoimen poikkileikkauksen tapauksessa.
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t=0.1 g ~ 66.66 —66.66

—100 i/wls - \
1 R
- 00 f t 10 —100
+

66,66 . 66.66
20 Gg=2/3

" — ? ~ 16.66
i/ﬁd‘” A X ﬁ
_ 100 ° 100 - .as
100 T ; =W — f QT
- w= [hds &_\ &
+ [ 50

—50 | _ 16.66 —16.66

S

M |
!

I
Py

A

\
koordinaatin s suunta 7
|

—
o
>l -
=1
L —

Y

A

|
v

Kuva 6.6 Suorakaiteen muotoisen kotelon deplanaatio.

Esimerkki 6.4 Tutkitaan kuvan 6.6 suorakaiteen muotoisen kotelopoikkileikkauksen
deplanaatiota.

Tehd&édn kotelopoikkileikkaus ensin staattisesti méaarityksi (vapaasti valitulla) leik-
kauksella (symmetrian vuoksi kaksi) ja méaritelladn koordinaatin s kulkusuunta nuo-
lilla kuvan mukaisesti. Maaritetdin seuraavaksi deplanaatio

& = g + @y, (6.73)

jonka osuudet a ja b ovat

G = /hds, Oy = —/gf (6.74)

t

Integroinnin alkupiste Py on valittu siten, ettd wy = 0. Yhteensopivuusehdosta saa-
daan osan b laskussa tarvittava leikkausvuo

2Q 4 2
0_2z (6.75)

1= s 600 3
ST

Miéaritetdan avoimen poikkileikkauksen leikkausvuo otaksuen, etta ainoa nollasta erifi-
vé leikkausjénnitystd aiheuttava jannitysresultantti on M,,, jolloin

M,
¢* = ()" = _I—Sw; (6.76)

missé indeksi @ viittaa avoimeen poikkileikkaukseen, (hetki sitten aukileikattuun).

Maaritelldan sektoriaalisen staattisen momentin laskua varten uudelleen s-koordinaatti.
Koska vapaalla reunalla leikkausjannitys on (tavallisesti) nolla, aloitetaan integrointi
sieltd.

Kuvassa 6.7b on piirretty laskettu sektoriaalinen staattinen momentti

S, = / ot ds. (6.77)



138

LUKU 6. Kotelosauvan vaanto

1
< 15
Y A
10 |5 integroimissuunta + %(S;laﬁt a
Y Sw:n laskussa reunalta
- - 4%
20
—278 . 1 —2.78
—— + -—
5.55
—6.94| - L Sw:Sw_q x -
5.55
— + —
_978 - —2.78
Kuva 6.7 Suorakaiteen muotoinen kotelo, sektoriaalinen staattinen momentti.

Aukileikkauskohdan tuntematon leikkausvuo ratkaistaan yhteensopivuusehdosta

o ands
j{(q +a')5 =0, (6.78)
eli J 5
s w
P —=¢ —d 6.79
g T4 (679
Esimerkin tapauksessa
S, 1 1 1 1
—~2d 2 - (4 4+44) — . 10+ = (4t +4-125+41) — .20
7{15 ° {6(6+6)0.1 t5 et +46) 53 }
= 4166.66. (6.80)
Aukileikkauskohdan vuo on siten
ds
$ 50 4166.66
_ t .
= = = 6.944. 81
q ds 500 6.9 (6.81)
t
Kuvassa 6.7c on esitetty
S&J = Sw —q= _(qa + Q)a (682)

joka on leikkausvuon jakauma kotelon seindissd viadntomomentista M,,, kun suhde
M, /1, = 1. Leikkausvuon suunta on esitetty kuvassa nuolella.

Esimerkki 6.5 Lasketaan sama esimerkki kuin edelld, mutta tehdddn aukileikkaus
eri tavalla kuvan 6.8a mukaisesti.

Ominaisdeplanaation jakauma ei riipu aukileikkaustavasta. Madritetdin sektoriaalinen
staattinen momentti avoimelle poikkileikkaukselle. Aukileikkauskohdan tuntematon
leikkausvuo ratkaistaan jélleen yhteensopivuusehdosta

_[ds [ S,
q%T—j{ . ds.

(6.83)

S, = [wtds

—6.94
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—400 —333.33
t=0.1 B
3 o —66.66 —333.33
-< N -
Py
_ds
10 | Y koordinaatin s suunta A —100 |- - qu _ =300
e > ~133.33 - —966.66
20 |
400 350
+
50 b 350 __16'66 50

— ~ 16.

5~ 16.66
+dw

100 [+ 100 Fo) 4 + [ 300 A:w—f(j%

w= [hds l_\ X

o L [0 16.66 ~16.66
Kuva 6.8 Suorakaiteen muotoinen kotelo, vaihtoehtoinen staattisesti maaratty pe-
rusmuoto.
Yhteensopivuusehdon oikean puolen termi on nyt
S, 1 20 1 10
Yds = —22Z(81 Iy 2 L 2 (81 44.19. 1y =
]{ = ds {6(83+0+83)0.1+6(83+ 5+83)01
= —3333.33, (6.84)
ja aukileikkauskohdan vuoksi tulee
ds
$S07  _3333.33
q= t = 2 — _5.555. (6.85)

ds 600
$ T

Kuvassa 6.9¢c on esitetty leikkausvuon jakauma
Se=8,—-q=—(¢"+q) (6.86)
kotelon seindméssé vadntomomentista M, kun suhde M, /1, = 1.

Esimerkki 6.6 Mddritetidn kuvan 6.10 kaksikoteloisen poikkileikkauksen vidntokes-
kion asema ja leikkausvuon jokauma vddntomomentista.

Poikkileikkauksen painopisteen etédisyys vasemmasta reunasta on
_>owiA; 10-4+40-8+20-2+60-2 520
YA 44+8+2+2+2 18

Tehddén aukileikkaukset symmetrisesti. Kuvassa 6.10b on mééaritetty avonaisen poik-

kileikkauksen ominaisdeplanaation jakauma pisteen B suhteen. Vapaan vadnnoén nor-
meerattu leikkausvuo (GO = 1) méaritetdén yhtaloryhmésta (6.67)

800 —200 1[d | [ 800
[ —200 1200 ] [ o } N [ 1600 ] ’ (6:88)

= 28.88. (6.87)

€z
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Kuva 6.9

staattinen momentti.

jonka ratkaisu on

32 36
71 = — ~ 1.391 o = — ~ 1. )

Vailiseinassa 4
Go1 = G2 — 1 = — ~ 0.17391.
q21 = 42 — q1 93 0.1739

R /~d8
—wp = —,
b q f

ja kuvassa 6.11b on yhdistetty jakauma

Kuvassa 6.11a on esitetty jakauma

wp = wp + Ws,

joka riippuu valitusta pisteen B asemasta.

Viaiantokeskion madrittamisté varten lasketaan poikkipintasuureet

7
I, = /yQtds = Zb3t = 1400,
A

/yd;Bt ds = 0.1090 - 10°
A
kuvan 6.12a y-jakauman avulla. Viintokeskion z-koordinaatti on

f yLDBdA

i =xp + 7.785.

rA =B+

aloitui
vapaalta
s reunalta _8% B Py —8%
-~ n
Py
10| Y integroimissuunta A 125 - Su = [wtds - —12.5
S,,:n laskussa
fe = »| gl |- 1
20 R 83
—2.78 N 7ty —2.78
e +
5.55
69| - || Se=s.-a - |61
5.55
— +
—9.78 . —2.78

Suorakaiteen muotoinen kotelo, vaihtoehtoisen ratkaisun sektoriaalinen

(6.89)

(6.90)

(6.91)

(6.92)

(6.93)

(6.94)

(6.95)

Symmetrian vuoksi vidntokeskio on x-akselilla. Lopullinen ominaisdeplanaation ja-

kauma maaritetdan kaavalla

wa=wp — (ra—2B)Yy+ (ya — yB)T + wo.

(6.96)
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—400 + WB 400 }
400 B 800 —800
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Kuva 6.10 Kaksikoteloinen suorakaiteen muotoinen poikkileikkaus.

Esimerkin tapauksessa wy = 0 ja jakauma
wa =wp — 7.785y (6.97)

on esitetty kuvassa 6.12b.

Seuraavaksi mééritellddn koordinaatin s kulkusuunta sektoriaalisen staattisen momen-
tin S, laskua varten (kuva 6.13a). Kuvassa 6.13b on kuvan 6.12b sektoriaalisen koor-
dinaatin avulla integroitu jakauma

Sw(s) = /@A(s)tds. (6.98)
0
Yhteensopivuusehtojen
ds i ds q* )
- 71, — B qr. — — —_— 5 = 1, ey -
%tq Z /t qr j{tdsz n (6.99)
i k=1 ik i
k#i
oikean puolen vakiot tapauksessa
M,
q" = =8, = —Su, (6.100)
L,
(eli M, /I, =1) ovat
d d
]{SWTS = 76522, ]{SWTS = 217100. (6.101)
1 2

Yhteensopivuusehtoryhmén kertoimet on laskettu jo edelld, ja yhtaloryhmiksi saadaan
nyt

800 —200 [ @ 76522
- 102
[ —200 1200 ] [ B } [ 217100 ] (6.102)
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—643.5

260.87 ~17.39 —643.5

—60.87 [= 17.39

—243.5

Kuva 6.11 Kaksikoteloinen suorakaiteen muotoinen poikkileikkaus, deplanaatio wp.

jonka ratkaisu on
q1 =~ 147.01, o =~ 205.42. (6.103)

Viliseindn leikkausvuoksi tulee
G21 = G2 — q1 ~ 58.41. (6.104)
Leikkausvuon jakauma on esitetty kuvassa 6.14a. Sektoriaalisen staattisen momentin
Sy =S,—q (6.105)

jakauma on esitetty kuvassa 6.14b. Kun M, /I, = 1, niin S, —¢=—(¢“+q) = q".
Kuvaan 6.14 on merkitty nuolilla myds leikkausvuon

T

q

q*+q (6.106)
kulkusuunta, joka vastaa positiivista vadntémomenttia. Kokonaisleikkausvuo on
7=q"+q¢"+4q, (6.107)

missd ensimméinen osa liittyy vapaan vadnnon vadntomomenttiin ja kahden jilkim-
méisen osan summa liittyy vidntomomenttiin M,,.
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[+ / + + 10
y-jakauma
- - —10
—138.7| — —60.46 165.6
N N
B A Da
XN 7.785
N _

138.7 60.46 _ _165.6

Kuva 6.12 Kaksikoteloinen suorakaiteen muotoinen poikkileikkaus, deplanaatio w 4.

20 40

4  integroimissuunta
-+ S,m laskussa

Kuva 6.13 Kaksikoteloinen suorakaiteen muotoinen poikkileikkaus, sektoriaalinen
staattinen momentti S,,.
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147 205.4
| s | gjakauma
¢ =q¢"+q
—77.6 - 122
+ -
S&J - Sw —q
—147| - ? — 2054
+ ——
-
“+q

Kuva 6.14 Kaksikoteloinen suorakaiteen muotoinen poikkileikkaus, sektoriaalinen
staattinen momentti S, ja leikkausvuo q.



Luku 7

Kimmoisen laatan perusyhtalot

Tarkastellaan ohuen laatan teoriaa, jota usein myo0s Kirchhoffin laattateoriaksi nimite-
tddn. Ohuen laatan tapauksessa voidaan laatan poikittaiset leikkausmuodonmuutokset jét-
tda huomioonottamatta. Homogeenisen ohuen laatan tapauksessa téstd aiheutuva virhe
on yleenséd merkitykseton. Sensijaan nykyajan rakennetekniikassa térkeiden kerroksellisten
laattojen analysoinnissa ei laatan poikittaisia liukumia voi jattda pois tarkasteluista.

7.1 Laatan kinemaattiset yhtalot

Ohuen laatan (Kirchhoffin) teorian johtamisessa tehddén otaksumat:
e Laatan taipuma w on pieni eli w < h (h on laatan paksuus).
e Laatan keskipinta ei veny.

e Keskitason normaalit sdilyvit suorina ja keskitason normaaleina deformoituneessa
tilassa (Kirchhoffin otaksuma).

Kirchhoffin otaksuman perusteella ja kuvan 7.1 avulla johdetaan xz-akselin suuntaiselle
siirtymélle kaava

0
U= —2W, = —za—:. (7.1)
Vastaavasti akselin y suunnassa siirtymé on
ow
V=W = —2——. (7.2)
Y ay
Kaavojen (7.1) ja (7.2) avulla johdetaan muodonmuutoskomponentit
ou
€0 = 5o = ~AWan, (7.3)
v
&y = ay AWy, (7.4)
ou 0Ov
P}%y - 8_y + % = 2zw,$y. (7 5)
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Ve

T ,_
———————————————— C = \E
a y// ’ ’
. Z,w
s g // &h 3 g w’m
3 4 7
i 4 e
R4 7 R
s i ~.
[ e AN
7 '~
+ S W,
U= —sz\
Kuva 7.1 Laatan koordinaatisto ja siirtymé& z:n suuuntaan.

Loput muodonmuutoskomponentit ovat nollia ohuen laatan teoriassa, eli
€2 = VYyz = VYxz = 0. (76)
Laatan kéyristyméat maaritellidn kaavoilla

Ky = —Waz, Ky = ~Wyy, Ky = Wy (7.7)

7.2 Tasapainoyhtalot

Laatan jannitysresultantit ovat taivutusmomentit M, M, ja vadntomomentti Mg, jotka

madaritellddn kaavoilla

h/2 h/2 h/2
M, = / zozdz, M, = / zoydz ja My, = / 2Tyydz, (7.8)
—h/2 “h/2 “h/2
ja leikkausvoimat
h/2 h/2
Q. = / Te2dz ja Qy = / Ty2dz. (7.9)
—h/2 —h/2

Kuvan 7.3 perusteella johdetaan laatan alkiolle dx X dy X h tasapainoyhtalot

0Qz  0Qy
— 1
o + 3y +p=0, (7.10)
OM,  OM,,
= 11
Qo= 7"+ 9 (7.11)
Qy:aMy OMzy (712

oy Oz
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:mi L
E —s T _ Qa: = fTa:z dz
/7 _ o Ty |/
‘/_/_ S B -/ X f”f ...... - MQM/ M, = fZO'm dz
Tyz\ -~ ]V[y Oy ;l —
z My = [ 274y dz

-7 Qy Mye 5N
My, = [ 27yp dz

M, = [zo,dz

Kuva 7.2 Jannitysresultantit.

Kuva 7.3 Laatan differentiaalisen alkion tasapaino.

Kaava (7.10) on akselin z suuntaisten voimien tasapainoehto, jossa p(x,y) on jakautuneen
kuorman intensiteetti. Kaavat (7.11) ja (7.12) ovat puolestaan momenttien tasapainoeh-
dot akseleiden x ja y ympéri. Sijoittamalla kaavat (7.11) ja (7.12) laatan pystysuoraan
tasapainoehtoon (7.10) tulee

M, O*M,, 0°M,

2 Y =0. 1
92 + 92y + B +p=0 (7.13)

7.3 Momenttien ja kiyristymien viliset yhtalot

Etéaisyydella 2 keskitasosta sijaitsevassa alkiossa dx x dy x dz vallitsee tasojinnitystila. Iso-
trooppisen kimmoisen aineen konstitutiiviset yhtélot, (ns. yleistetty Hooken laki), tulevat

tasojannitystilassa muotoon

FE
Op = m(Ex + VEy), (7]_4:)

FE
O'y = m(Ey + VEI), (715)
Toy = GVay, (7.16)

missad G on liukumoduuli
FE

G=——— (7.17)

21 +v)
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Sijoittamalla yleistettyyn Hooken lakiin muodonmuutokset
€2 = 2Ky, Ey = ZKy, Yoy = 22Kgy (7.18)

lausuttuina kéyristymien avulla saadaan

E E

Op = Zm(ﬁx + Vlﬁly) = —Zm(wwx + Vw7yy), (719)
E E

Oy = Zl — 2 (Hy + Z//Q;C) = —Zm(wﬂy + Vw7$$), (720)

Toy = 22GKgy = —22GW 4y. (7.21)

Sijoittamalla jannityskomponenttien o, o, ja 7,y kaavat (7.19), (7.20) ja (7.21) taivu-
tusmomenttien M,, M, ja viddntémomentin M,, méérittelykaavoihin (7.8) tulee

h/2 B h2
M, = [ zoydz= S( [ 22dz)(ke +vEy),
—h/2 I-v —h/2
h/2 g h/2
My = [ zoydz=—=( [ 2°dz)(ky + vka), (7.22)
—h/2 l-v —h/2
h/2 E  h/2
Myy = [ 27pydz = ([ 2%d2)kay.
—h/2 L+v —h/2
Merkitsemélld, etta
En?
D=———. 7.23
12(1 — v2) (7.23)
on laatan taivutusjiykkyys, saadaan laatan konstitutiiviset yhtalot (7.22) muotoon
M, = D(ky + vEy), (7.24)
My, = D(vky + Ky), (7.25)
Myy = D(1 — V) Kgy. (7.26)

Sijoittamalla laatan kiyristymien kaavat (7.7) konstitutiivisiin yhtaloihin (7.24), (7.25)
ja (7.26) tulee

My = —D(w o + vw 4y), (7.27)
My = —D(vw 4z + w ), (7.28)
My = —D(1 — v)w 4. (7.29)

Jannityskomponentit momenttien avulla lausuttuina ovat puolestaan

12 12 12
Oy = ZﬁM‘T’ Oy = ZﬁMy’ Ty = ZﬁM$y (730)
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Mns
M, ds

M,
ns 8Mn s
M,s + ——ds

o,
s ds)ds

(Mns +

M,,s
OMy, ds
s

Ms +

Kuva 7.4 Korvikeleikkausvoima reunalla, jonka normaali on n.

7.4 Leikkausvoimat taipuman avulla

Sijoittamalla konstitutiiviset yhtalot (7.27), (7.28) ja (7.29) tasapainoehtoihin (7.11) ja
(7.12) saadaan leikkausvoimat @, ja @, lausuttua laatan taipuman w avulla kaavoilla

0 [(Pw Pw 0 ,_ 9
g, = _pl (Fw 0w\ _ 50 g (7.32)
v oy \ox2 = 0y? ) oy o '
missé 9 9

on Laplacen operaattori.
Otaksumalla laatan poikittaiset leikkausjénnitykset 7,. ja 7,. parabolisesti jakautu-
neiksi laatan paksuuden suunnassa leikkausjédnnitysten maksimiarvot ovat

_ 3 Qx _ 3 Qy
(sz)max = S (Tyz)max = 2 (734)

7.4.1 Korvikeleikkausvoima

Tarkastellaan kuvan 7.4 laatan kaarevaa reunaa, jota pitkin kulkee koordinaatti s. Reunan
normaalin suuntainen koordinaatti on n. Kirchhoffin laattateoriassa méaaritelldidn ns. kor-

vikeleikkausvoima

OM,s
Os

Korvikeleikkausvoiman muodostamista on selvitetty kuvassa 7.4. Leikkausvoima @Q,, yhdis-

tetddn kuvan 7.4 esittdmalld tavalla vadntomomenttiin M, ja saadaan kaava

OMps

Vads = Qnds + s

ds. (7.36)

M, s on vidntémomentin jakauma, ja M, ds on matkalla ds kertynyt vidntomoment-
ti, joka voidaan esittdéd kahden etéisyydelld ds vaikuttavan voiman M, avulla muodossa
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M, sds. Laatan ratkaisu ei muutu tasta korvauksesta kuin paikallisesti reunan vélittoméssa
laheisyydessa. Koska @, on yksikkopituutta kohti laskettu leikkausvoima, sithen yhdiste-

M,
2% ds.

5
Reunalla = = vakio vaikuttavan leikkausvoiman @, kaavan (7.11) avulla péételldén,

tddn kahden vierekkidisen voimaparin voimista tuleva netto-osa

ettd koordinaatistossa (n, s) leikkausvoima @,, reunalla n = vakio on

_OM, | OMy,

= 7.37
@Qn=—3"+ 73— (7.37)
ja korvikeleikkausvoima reunalla n = vakio saadaan muotoon
OM,s OM, OM s
Vi, = = 2 . 7.38
n=Qnt s on + 0s ( )
Reunalla = = vakio korvikeleikkausvoima on
oM, OMy,y
V, = 2
Y Or + oy
(7.39)
Pw Pw
— D! (22— ) ——
{ 023+ 2-v) dxdy? } ’
ja vastaavasti reunalla y on vakio
oM, oM,
V,=—Y 42"
V=g o
(7.40)
OPw 0w
——D{Z A i O
{5 2,
Laatan suorakulmaiseen nurkkaan syntyy kuvan 7.5b mukaisesti voima
0w
2My,, = —2D(1 — . 741

Viaantomomentin epédjatkuvuuskohtiin syntyy samanlainen voima.

7.5 Laatan tasapainoyhtilo taipuman avulla ja reunaehdot

Sijoittamalla momenttien ja taipuman véliset laatan konstitutiiviset yhtalot (7.27), (7.28)
ja (7.29) momenttien avulla lausuttuun tasapainoyhtiléon (7.13) tulee
0*w 0w v p(z,y)

2 = . 42
ox? * 0x20y? oyt D (742)

7.5.1 Reunaehdot

Tarkastellaan suorakaiteenmuotoisen laatan reunaehtoja. Tavanomaiset reunaehtotapauk-
set ovat:

1. Jaykasti kiinnitetylld reunalla (z = a)

w(a,y) =0, wz(a,y)=0. (7.43)
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M’L’T
M,, !
Kuva 7.5 a) Korvikeleikkausvoiman muodostaminen reunalla z = vakio, b) nurk-
kavoima.
Xz
- |
JAN
|
|
I
|
|
|
Kuva 7.6 a) Jaykésti tuettu reuna, b) vapaasti tuettu reuna.
2. Vapaasti tuetulla reunalla (z = a)
w(a,y) =0, (7.44)
My(a,y) = =Dlwga(a,y) + vw,yy(a, y)] = 0. (7.45)
Jos vapaasti tuettu reuna pysyy suorana, niin
w,y(aa y) =0, w,yy(aa Z/) =0, (746)
ja reunaehdot voidaan antaa muodossa
’LU(a, y) =0 ja w,$$(aa y) =0. (747)

3. Vapaalla reunalla ei voi syntyé tukireaktioita, joten taivutusmomentin ja korvikeleik-
kausvoiman on havittava, eli

O?w d%w

My(a,y) =0 = W‘i'”a—yg

=0, kun =z =a, (7.48)



152 LUKU 7. Kimmoisen laatan perusyhtalct

}—ﬁ
7 c 2
b
Z
Kuva 7.7 a) Vapaa reuna, b) liukutuki, ¢) kimmoinen kiinnitys.
Pw Pw
Ve(a,y) =0 = @—1—(2—1/)@:0, kun z = a. (7.49)

4. Liukutuella kiertymé& on estetty ja pystysuora tukireaktio on nolla, eli

ow(a,y)
ox

Va(a,y) = 0. (7.51)

=0, (7.50)

5. Laatan reunan kiinnitys voi olla my&s joustava eli kimmoinen. Jos kiinnitys voidaan
idealisoida translaatio- ja kierrejousella, niin reunaehdot ovat

M, = cg—zj, kun z = aq, (7.52)
Ve, = —bw, kun z=aq, (7.53)

missé ¢ ja b ovat jousivakiot.

6. Laatta voi olla kiinnitetty reunapalkkiin, kuva 7.8.

Reunapalkin taipuman ja vaannon differentiaaliyhtdlot ovat

d4
EId—yZ =q, (7.54)
d2
vad—yf tm=0, (7.55)

missd E1 on taivutusjaykkyys ja GI, on vapaan vidnnon vaiantojaykkyys. Reunan
tasapainotarkastelun perusteella reunapalkin kuormat ovat nyt

q(y) = =Vala,y) ja m(y) = —Mq(a,y). (7.56)

Reunan x = a yhteensopivuusvaatimuksen mukaan laatan ja palkin taipumat ovat
samat reunalla eli

w(a,y) = v(y). (7.57)
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1 Ve V,
dy ® ©
Y Y
M, M,
¢ MU + AMU
M,
— l I T
Ve Ve
—¢(y)
Kuva 7.8 Kiinnitys reunapalkkiin.
Taipuman differentiaaliyhtélon (tasapainoehdon) perusteella
d'w(a,y)
Vastaavasti vadnnon yhtélosta seuraa
d? [ 0w(a,y)
vad—yQ (T = —M(a,y), (7.59)
missi duw(ay)
w(a,y
— = . 7.60
e e(y) (7.60)

7. Tarkastellaan vield suorakulmaisen laatan nurkkaa. Esimerkiksi vapaasti tuetun ja
tasaisen kuorman kuormittaman nelilaatan nurkassa r = a, y = a laatan taipuma-

: Ow . : o : L
pinnan kaltevuuskulma — on negatiivinen, ja sen itseisarvo pienenee koordinaatin

x
y suuntaan mentéessi. Tastd padtelldan, ettd tarkasteltavassa vapaasti tuetun laatan
82

xdy

nurkassa vadntymé

on positiivinen ja tukireaktio

0%w
0xdy

vaikuttaa alaspiin koordinaatin z suuntaan, kuva 7.9a.

R = —2M,, = 2D(1 —v)

(7.61)

Jaykasti tuetun laatan nurkassa tukireaktio R on nolla, koska reunalla ja nurkassa
Way =0 ja My =—-D(1 —v)wyy =0. (7.62)
Laatan vapaassa nurkassa

R=0 = 1wa,=0. (7.63)
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N

Kuva 7.9 a) Vapaasti tuettu, b) kiinnitetty ja c) vapaa laatan nurkka.

Kuva 7.10 Vapaasti tuetun laatan tukireaktion jakauma. a) Reissnerin-Mindlinin
teoria, b) Kirchhoffin teoria.

Kuvaan 7.10 on hahmoteltu tukireaktion jakauma vapaasti tuetun laatan tapauksessa
ohuen laatan teorian (Kirchhoffin teoria) ja poikittaiset leikkausmuodonmuutokset
huomioonottavan Reissnerin-Mindlinin paksun laatan teorian (kuva 7.10a) mukaan
madritettyiné.

7.6 Momenttien muunnoskaavat

Kuvan 7.11 perusteella kirjoitetaan momentin tasapainoehto
M, As — M,Aycos ¢ — My, Aysin ¢ — My Az sinp — My, Az cos ¢ = 0. (7.64)

Koska
My, = My, ja Az = Assing, Ay = Ascosg, (7.65)

saadaan tasapainoehto muotoon

M,, =M, cos® ¢ + M, sin? ¢ + 2M, sin p cos ¢
(7.66)

M, + M, M, — M, i
=2 5 LA —— 5 Y cos 2¢ + My, sin 2¢.
Véidntomomentille médritetdan vastaavanlainen tasapainoehto kuvan 7.11 avulla ja mo-
mentille My, joka vaikuttaa koordinaatin n suuntaisessa leikkauksessa, johdetaan tasapai-
noehto tekemilld leikkaus koordinaatin n suuntaan. Kootaan tulokset matriisimuotoon

M, cos? ¢ sin? ¢ 2sin p cos ¢ M,
My = sin? ¢ cos? ¢ —2sin ¢ cos ¢ M, ;. (7.67)
My, —sinpcosp singcosy cos?p —sin? @ My,

Laskemalla yht&loryhmén (7.67) kaksi ensimmaisté yht&l6d yhteen saadaan

M, + M; = (cos® p + sin® o) (M, + M,) = M, + M,, (7.68)
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\E

As
4 M,
(p \

n

Kuva 7.11 Taivutusmomentti ja vidntomomentti leikkauksessa .

mikd todistaa sen, ettd momenttien summa on invariantti eli koordinaatistosta riippuma-
ton.
Taivutusmomentin dériarvot eli paddmomentit madritetdin asettamalla

dM,

2M,
=0 = tan2¢p= Y
dy

M, — M,’

(7.69)

josta saadaan pddmomentin suunta.
Padmomentit voidaan my6s maarittad lineaarialgebran keinoin momenttimatriisin omi-

naisarvoina eli vaatimalla

=0 7.70
My Ao | =0 (7.70)

' My—M M,
mistéd seuraa tuntemattomalle M toisen asteen yhtélo
MyM, — (Mg + My)M + M?* — M2, =0, (7.71)
josta saadaan juuret eli pddmomentit

M, + M
M1,2=7x2 S

1
+ 5\/(Mgc — M) +4M2,. (7.72)
Kun pddmomentti M; on ratkaistu, niin pddsuunta ratkeaa yhtéléryhmaista
Mo =My May R (7.73)
Mxy My — M1 ay 0

Ensimmaisen yhtélon perusteella tulee

(M, — My)ay + Myya, =0 (7.74)
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eli

a My — M, M,
tanp = £ = = v 7.75
YT T My, M- M, (7.75)
joka madrittdd paddmomentin suunnan.
7.7 Momenttisumma
Taivutusmomenttien summa
Pw 0w 9
on invariantti eli koordinaatistosta riippumaton. Madritelliin momenttisumma
M, + M,
_ W pyvte. (7.77)
14+v
Leikkausvoimat voidaan nyt lausua suureen M avulla muodossa
oM oM
= =", 7.78
Laatan taipuman differentiaaliyht&lo
Viw = % eli V2(V2w) = % (7.79)

voidaan suureen M avulla jakaa kahdeksi toisen kertaluvun osittaisdifferentiaaliyhtaloksi

M
V2 <——D> - —g eli VZM = —p (7.80)
ja
M

2
—— 81
Vow D (7.81)

Neljannen kertaluvun differentiaaliyhtilo

4 p

== .82
Viw D (7.82)

on ndin saatu jaetuksi kahdeksi toisen kertaluvun yhtéloksi

0*M n 0*M . Q*w n 0w M (7.83)
—+—==-Ppja —+—-—5=——. .
0x? 0y? PJa 52 Oy? D
Jos ensimméisestd yhtélostd saadaan ratkaistua momenttisumma M, niin toisesta yh-
talostd voidaan méarittda laatan taipuma. Néin voidaan menetelld esim. ratkaistaessa dif-
ferenssimenetelmalld vapaasti tuetun suorakaidelaatan taipumia. Sen sijaan, jos reunaehto

on annettava taipuman avulla, menettely ei onnistu.



Luku 8

Navierin ratkaisu vapaasti tuetulle
suorakaildelaatalle

Suorakaiteen muotoiselle laatalle voidaan 16yt#i differentiaaliyhtilon V4w = p/D ratkaisu
sarjakehitelmén avulla kehittamalld seké taipuma w ettd jakautuneen kuorman intensiteet-
ti p Fourier-sarjoiksi. Jos laatan kaikki reunat ovat vapaasti tuetut, niin laatan taipuman
ratkaisu voidaan Navierin mukaan esittdd Fourier-sarjana koordinaattien z ja y suunnissa
(kaksoissarjana). Kun laatan taipuman lauseke on saatu selville, niin taivutusmomenttien,
vaantomomentin ja leikkausvoimien lausekkeet ja jakaumat saadaan derivoimalla ja kom-
binoimalla taipuman kaavasta.
Kuvan 8.1 vapaasti tuetun suorakaidelaatan reunaehdot

62

w:&—;jzo, kun =0 ja z=a, (8.1)
82

w:—fzo, kun y =0 ja y=0b, (8.2)
dy

toteutuvat valitsemalla taipumalle kaksoissinisarjakehitelma

o¢] e¢]
w(z,y) = Z Zamn sin oy, sin By, (8.3)
m=1n=1
missd on merkitty
mn . nm
= — ja B =—. (8.4)
a b

Taipuman liséiksi my6s kuormitus on kehitettavi sarjaksi. Tietylld vélilla (0, a) mééri-
telty funktio f(x) voidaan jatkaa jaksollisesti parillisesti tai parittomasti. Pariton funktio

flx) = —f(=x) (8.5)
kehitetddn Fourier-sinisarjaksi
= nTT
f(z) = Zan sin Y (8.6)
n=1
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[ a !
[l 1 T
__________________ —
| |
: p(z,y) I
b | D :
| |
Lo ______1
ly
Kuva 8.1 Vapaasti tuettu suorakaidelaatta.
missé kertoimet lasketaan kaavalla
2 a
ap = — /f(a:) sin % g, (8.7)
a a
0

Vastaavasti (z,y)-tasossa méadritelty pariton funktio f(x,y) kehitetdén kaksoissinisar-

jaksi
oo [e.e]
= Z Z Qmn SIN Q2 sin By (8.8)
m=1n=1
kertoimin
4 a
U = — / / f(x,y) sin appx sin By dr dy. (8.9)
a
Jakautunut kuorma p(z,y) kehitetdédn Fourier-sarjaksi
o0 o0
x,y) = Z Z bymn SN Qupx sin By, (8.10)
m=1n=1
jonka kertoimet ovat
4 a b
mn = _b// x,y) sin oy x sin B,y dx dy. (8.11)
0
Sijoittamalla taipuman ja kuorman sarjakehitelmit laatan differentiaaliyhtdloén
otw 0*w w  p(x,y)
2 = ’ 8.12
ozt + 0x20y? * oy* D (8:12)
saadaan
[ee] [ee] b
Z Z Amn (b + 202 32 + 1) — ;n)n] sin oy sin Gy = 0. (8.13)

m=1n=1
Jotta yhtélo (8.13) toteutuisi kaikilla arvoilla x ja y, on hakasuluissa olevan lausekkeen
oltava nolla, ja talloin

b
pn, = i , mn=12.... (8.14)
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8.1 Tasaisesti kuormitettu vapaasti tuettu laatta

Tasaisen kuorman tapauksessa merkitddn p(z,y) = po. Kuorman Fourier-sarjan kertoimet

ovat nyt
4py 4 b .
bin =—— ffsm Qpx sin By dx dy
ab 9 o
dpg 2 1 b
) | ——— COS (& /| ——— €08 [Bpy
ab 0 am 0 n (8 15)
4 b
:%ﬂamn(l — cosmm)(1l — cosn)
4p0 m n
= 1—(=D"[1 - (-1
1= (=)~ (-1
eli
16
brn = 2p0 , kun m,n=1,3,5,... (8.16)
mmn
ja
bpn =0, kun m,n=2,4,6,... . (8.17)
Edella olevissa kaavoissa on jilleen merkitty
mm nm
Oy =— ja B =—. (8.18)
a b

Taipuman lausekkeeksi on néin saatu

w(z,y) = 16po Z Z & b 5 (8.19)

Taivutusmomenttien ja vidntomomentin lausekkeet saadaan derivoimalla ja kombinoi-
malla taipuman lausekkeesta. Sijoittamalla taipuman sarjakehitelmé (8.19) momenttien

kaavoihin
My = —D(w 50 + vw ), (8.20)
My = —D(w,yy + vw zs), (8.21)
My = —D(1 — v)w gy, (8.22)
tulee ) )
m n
M 16pg i i (;) +V<Z> . mmr . nwy (8.23)
v = S n2_25m —sin—=, _
(2 (3)
L a b -
m) 2 n\ 2
16p0 o= V(;) +<3) . mmxr . NIy
My—?zz o ” S77 Sin ——sin —=, (8.24)
et () + (3)
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< a >
[l =1
u T
___________________ —_—
| c c |
I il i A
AN a¥ |
v T |
B 10 N
| oo __ Po__;
l Y
Kuva 8.2 Vapaasti tuettu laatta, palakuorma.
o e mn
16po(1 — v o mnT nmy
My, = % Z Z a b 5 COS Ccos . (8.25)

8.1.1 Palakuorma p, suorakaidealueessa

Kuvan 8.2 palakuorman tapauksessa kuorman Fourier-sarjan kertoimet ovat

4py vHdute mpy nmw
bimn o sin sin nry dx dy
ab a b

v—du—c

_4ro (--2) [COS mw(v;+c) mw(v;— c)} .

= - — cos
ab mm
(8.26)
b nm(v + d) nm(v —d)
| —— ) |cos —— —cos ———=
nmw b b
16pg . mmu . mmwec . nmv . nwd
= sin sin sin sin
m2mn a a b b
Kaavan (8.26) kehittelyssé on kiytetty hyviksi yht&lod
cos(a — b) — cos(a + b) = 2sinasinb. (8.27)

Erikoistapaus 1. Tasainen kuorma koko laatalla

Kaavasta (8.26) saadaan erikoistapauksena tasaisesti kuormitetun laatan kuorman sarja-
kehitelmén kertoimet ja ratkaisu asettamalla

u =

a a b
— = =— d=-. 2
2’ 2 2’ 2 (8.28)

Erikoistapaus 2. Pistekuorma kohdassa x =u ja y = v

Palakuorman resultantti on
P = 4edpy, (8.29)
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Kuva 8.3 Sinifunktion muotoinen jakautunut kuorma suorakaidelaatalla.

ja resultantin avulla lausuttuna kuorman sarjakehitelmin kertoimet ovat

4P . ommu . nwv . mrce . nrd
bmn = 5 sin sin sin sin .
m*mncd a b a b

Kéytetadn hyvéksi sinifunktion ominaisuutta

. sinzx
lim =1,
r—0 X

jonka perusteella saadaan

4P . mmu . nmv
byn = — sin sin —, kun m,n=1,2,....
ab a b

Taipuman kaavaksi tulee

. mmwu . nTv
[o¢] [o¢] -
AP sin sin

. mnrx | nmy
E a b 5 Sin sin .

:mmzlnzl [<@>2+<%>2] a b
a

w(z,y)

Esimerkki 8.1 Vapaasti tuetulla suorakaidelaatalla on sinifunktion muotoisesti ja-

kautunut kuorma. Mddritetdan laatan taipuma ja voimasuureet.

Vapaasti tuetun laatan sinifunktion muotoisesti jakautuneen kuorman kaava on
= ()0 ()
x,y) =posin [ — ) sin | == ),
bz, y Po P b

missd pp on kuorman intensiteetti laatan keskellé.

Kuorma on nyt jo valmiiksi Fourierin sarjan muodossa, jossa on yksi termi. Taipuman

sarjakehitelmién tulee myos vain yksi termi

w(z,y) = Asin (%) sin (%y) .

Sijoittamalla reunaehdot toteuttava taipuman lauseke laatan differentiaaliyhtdloon

p(z,y)
Viw(z,y) = =222
(z,y) 5
saadaan ratkaistua kerroin A ja tehtdvan tarkka taipuman lauseke
1 Po . T, Ty
w(z,y) = = sin — sin —.

loyegt

(8.34)

(8.35)

(8.36)

(8.30)

(8.31)

(8.32)

(8.33)
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A B
M’L‘T ML‘?
M, i My, Y
C D

Kuva 8.4 Nurkkavoimat R.

Taipuman lausekkeesta méaritetdén viantomomentti

1—
Mry = _D(l - V)w,my = - ( V)po zz COS E COS @ (838)

G-y

Laatan nurkassa (z,y) = (0,0)

My (0,0) = ——L=VP0____ (8.39)

2
1 1
W2ab{ﬁ+b_2}

Vastaavasti muissa laatan nurkissa saadaan vadntémomenteiksi

Myy(a,0) = H, (8.40)
Myy(a,b) = —H, (8.41)
M, (0,b) = H. (8.42)
Vapaasti tuetun laatan nurkkiin A, B, C' ja D syntyvit viintomomentin vaikutuksesta
voimat
Nurkissa A, B, C' ja D
Ra=—-2Myy,,, Rp=2Myyg, (8.44)
Re = —QMTyC, Rp = ZMEyD, (8.45)
eli
Rs=Rp =Rc=Rp=2H. (8.46)
Leikkausvoimiksi saadaan
0
Q. =-D—(Aw) = P i 7T—by cos %a:’ (8.47)

Ox 1 1
e e
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Qy = (;Z(Aw) % sin % cos %y (8.48)
b oy + 2
Leikkausvoimat laatan reunoilla ovat:
, _ Po oy
BC: Q= 7 T S (8.49)
ma | -3 + o)
. _ Po . TY
AD: Q.= —71 N (8.50)
ma | -3 + 2
DC: Q,=-— 1p° — sin % (8.51)
) <¥ + b_2)
AB: Q, = Po sin °2. (8.52)
1 1 a
) <¥ + b_2)

Reunalla AB Q,, = —Q,,
reunalla BC' Q,, = Q,

reunalla CD @, = @, ja
e reunalla DA @, = —Qy.

Laketaan reunaa pitkin integraali § @, dn. Sen laskussa tarvittavat integraalit ovat

a b
2 20
/bln T e =22 ja /sin UL dy = —. (8.53)
a T T

b
0 0

Leikkausvoiman integraali reunaa pitkin on

2a  2b 4pgab
ndn = —72 — 4 — | = .54
%Q dn = 1 <7rb+7ra) 2 (8:54)
— + 3 12
Integroimalla jakautunut kuorma laatan pinnan yli saadaan

a b Aab

T a
//po sin — sin T L dy = —3Po (8.55)

0
ja huomataan, etté sinikuplan muotoisen kuorman resultantti on yhté suuri kuin reu-
nan leikkausvoimien integraalin itseisarvo.

Korvikeleikkausvoimat ovat

V’I‘ - T 5 V, = 1 — 8.56
= Qat —5 v =@yt — (8.56)
ja niiden jéalkimméiset termit ovat puolestaan
M, 3 1—
My _ -D(1 Ow (1 = »)po cos = sin 7r_y’ (8.57)

Ay _V)aa:ayQ (1 1\? a b
wab <¥+b—2>
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OMy, Pw (1—v)po . X Y
— _D(1 — - . 8.58
ox ( V) 0x20y ) 1 1\? . a o b ( )
Ta b <§ + ﬁ)
Vadntomomenttien derivaatat laatan reunoilla ovat
M, 1-—
BC : OMay = — (L= v)po sin - = _T sinﬂ, (8.59)
oy e 1\? b b
wab (; + b_2>
M, 1-— ) .
ap; Moy A=W oM pg, T (8.60)
dy ,(1 1 b b
7rab (E + ﬁ)
M, 1-— ) .
DC - OMay — (1= v)po 5 sin ™_ g Smw_xy (8.61)
ox ) 1 1 a a
m™a b (E + b_2>
M, 1-
Ag. May _ (1 —v)po _sin 28 = Wsin L (8.62)
ox ) 1 1 a a
mab (; + b_2>

o Sivulla AB ds = dx, Mys = —Myy , Myss = —Mayy o,
e sivulla BC ds = dy, Mys = Mgy , Mps s = Mgy,

o sivulla CD ds = —dx, Mps = —Myy , Mpss = Myy ., ja
o sivulla DA ds = —dy, Mys = Myy , Mps s = —May .

Vadntomomentin s-derivaatan integraali reunaa pitkin on

f OMus o _ (2F2—b + 2\1/2_“> _ 80— - (8.63)
Js T T ) 1 1
m2ab (9 + b_2>

Nurkkavoimien summaksi tulee

S R = — SV (8.64)
1 1\?
7r2ab <¥ + b—2)

eli nurkkavoimien summa on sama kuin vidntomomentin s-derivaatan integraalin it-

seisarvo reunan ympari.

Sovellutus. Valitaan laatalle mitat a = 3, b = 2 ja v = 0.3. Téll6in nurkkavoimat
ovat

2H =~ 0.181py. (8.65)
Reunan leikkausvoimien maksimiarvot ovat

|Qz|max = 0.294p0, |Qy],,... =~ 0.441po. (8.66)

Viaidntomomentin derivaattojen maksimiarvot laatan reunoilla ovat esimerkin tapauk-
sessa

| My | ~ 0.095p0, |[Myy.yl ~ 0.142py. (8.67)

max max
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B x
—
0.181pg
|R| = 2[Mzy|

Kuva 8.5

Kuva 8.6 Leikkausvoima Q.

Vapaasti tuetun laatan reunalla vaikuttava voimasuureen jakauma M, s (vA&ntomo-
mentin derivaatta) on tasapainossa nurkkavoimien kanssa. Sen jakaumat laatan eri
reunoilla ovat muotoa

fsin ™ ja gsin E, (8.68)
a b
ja niiden resultantit ovat
a b b
2 2

/fsinﬁdmzif ja /gsin@dyz—g. (8.69)

a ™ b m

0 0

Kuva 8.7 Vaantomomentin derivaatta M, s.
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b —- 1.815pa
K

A Bl
I I

a | |
| |
| |
D _E_C,

Reissner-Mindlin
Yy
E C Z
- Y H = 0.0577pa?
0.349pa ohuen laatan teoria
a/2
Kuva 8.8 Tukireaktio reunalla EC.
Sovellusesimerkin tapauksessa saadaan
OM,,s 1
j{ 831( ds=2-—(2-3-0.095+2-2-0.142)py = 0.72447po, (8.70)
T
ja nurkkavoimien summaksi tulee
4-H =4-0.181py = 0.724py. (8.71)

Reunoilla vaikuttava leikkausvoima @,, on tasapainossa kuorman p(z,y) kanssa:

/f@wMA=%QMﬂ%, (8.72)

A
P dab 4
//po sin == gin 7Y gy dy = ipo = ;Gpo ~ 2.4317Tpy, (8.73)
a b 2 2
00
1
j{Qn ds =2 —(2-3-0.441 +2-2-0.204)po ~ 2.43pp. (8.74)

Antamalla vapaasti tuetun nelidlaatan kuormaksi tasaisen painekuorman sarjakehitel-
man ensimmainen termi
16pg . mx . my

p(z,y) = —5 sin— sin = (8.75)

saadaan kuvassa 8.8 esitetty tukireaktion jakauma reunan osalla FC. Kuvassa on ver-
tailun vuoksi esitetty myos Reissnerin-Mindlinin laattateorian antama tukireaktioja-
kauma, kun laatan janteen ja paksuuden suhde on a/h = 20.



Luku 9

Lévyn ratkaisumenetelma

Lévyn ratkaisumenetelmd soveltuu tapauksiin, joissa suorakaidelaatan kaksi vastakkaista
reunaa ovat vapaasti tuetut. Taipuma voidaan esittdd Lévyn mukaan muodossa

o0

W(l‘,y) = ZYn(y) SiHOén.I‘, (91)
n=1
missd on merkitty
nm

Kehitelmé toteuttaa laatan reunoilla x = 0 ja = a reunaehdot
w(0,y) = w(a,y) =0, (9.3)

Pw(0,y)  0*w(a,y)
ox2 Oz

Kuorma p(z,y) kehitetddn niinikdan sarjaksi

~0. (9.4)

p(:v,y) = an(y) sin a,x (9'5)
n=1

p(z,y)

Kuva 9.1 Reunoilta = 0 ja x = a vapaasti tuettu suorakaidelaatta.

167
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kertoimin
a

2
pn(y) = = [ p(z,y)sina,z de. (9.6)
a \(]/‘

Sijoittamalla kuorman ja taipuman sarjakehitelmét laatan taipuman differentiaaliyh-

taloon
o 2 o = 07
saadaan
ni:o:l {a4Yn(y) —2a, dQ(ZLZ(y) + diZéy) — pnl()y) } sin oz = 0. (9.8)
Yhtalon taytyy toteutua kaikilla z:n arvoilla, joten sulkulausekkeen on hévittéava, eli
o'V, (y) — QandQY”(y) L Aaly) Pal¥) 93 (9.9)

dy? dy* D

Laatan osittaisdifferentiaaliyhtdloé on néin saatu muunnetuksi tavalliseksi differentiaa-
liyhtaloksi. Yhtalon homogeenisen osan ratkaisu johdetaan tekemdlld yrite

Ya(y) =e™ (9.10)

ja sijoittamalla yrite homogeeniseen differentiaaliyhtéloon, jolloin saadaan karakteristinen
neljinnen asteen polynomiyhtéld, jonka neljdd juurta vastaava ratkaisu on

4
Ya(y) =D Cre'Y. (9.11)
k=1
Eulerin kaavojen avulla ratkaisu muunnetaan muotoon
Yo (y) = (An + Brogy) cosh any + (G + Dypayy) sinh agy. (9.12)

Reunaehtojen muodostamisessa tarvitaan funktion Y;, derivaatat kolmanteen kertalu-
kuun asti, joten lasketaan ne samantien valmiiksi:

Y,
d ;(y) = an[(An + D, + Bnany) sinh apy + (Cn + By, + Dnany) cosh any]7 (913)
Y
d*Y,
dyQ(y) = a?[(A, + 2D, + Bany) cosh any + (Cp + 2B, + Dyany) sinhagy],  (9.14)
d3Yn(y) 3

=

0 c(An + 3Dy, + Bpayy) sinh ay + (Cy, + 3B, + Dypagy) coshayy].  (9.15)
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9.1 Yksityisratkaisu

Kuormatermié p,,(y) vastaava yksityisratkaisu muodostetaan homogeenisen osan ratkaisun
Y, (y) avulla asettamalla reunaehdot

day, (0
dy
_ (9.16)
d*Y,(0
n(0) =0 = A,+2D,=0
dy?
d3Y,,(0) 1
Yhtaloryhmén (9.16) ratkaisu on
1
Reunaehdot toteuttava funktio on siten
- 1
Yaly) = 508 (any cosh iy — sinh o y). (9.18)
n
Yksityisratkaisu @, (y) muodostetaan nyt kaavalla
19
Qn(y) 5 f n( - t)pn(t)dt
0
(9.19)
1 ¥
=D [low(y — t) cosh ay, (y — t) — sinh e, (y — ¢)]pn (t)dt.
n 0
Kokonaisratkaisu on homogeenisen osan ratkaisun ja yksityisratkaisun summa
[e.e]
= (Ya(y) + Qu(y)) sin apz. (9.20)

n=1

Homogeenisen osan ratkaisun sisdltdmét integroimisvakiot A,,, B,, Cy, ja D, ratkaistaan
reunaehdoista.

9.2 Lévyn ratkaisu tapauksessa p(z,y) = p(z)

Yksityisratkaisun muodostaminen helpottuu huomattavasti, kun jakautunut kuorma ei rii-
pu koordinaatista y (tai riippuu siitd vain lineaarisesti). Ratkaisua haetaan muodossa

w(z,y) =wp(x,y) +wy(z,y)
oS o) (9.21)
=3 Vo(y)sinapz + Y Qn(y) sin oy,

n=1 n=1
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Homogeenisen osan ratkaisussa wy, funktio Y, (y) on kuten edelld
Yo(y) = (An + Bnany) cosh oy + (Cp + Dypany) sinh ayy.

Kehitetdén kuorma p(x,y) = p(x) sinisarjaksi

o
p(z) = an sin oy,
n=1
kertoimin
a
2/ .
pn = — [ p(x)sina,z.
a
0
Tasaisen kuorman tapauksessa
4
2 O kun n=1,3,5,... ,
0 nm
=0y =
p= 2201 — (-1y
0, kun n=2/4,6,... .
Sijoittamalla p,(y) yhtéloon
*Quly) | d*Quly) _ puly)
4 n n _ Pn _
a“Qn(y) — 2, e + ot D n=123,...
tulee .
" aAD  pd7rD’

ja yksityisratkaisu on

4p0a4 <1 .onm
wyp(z,y) = =D 5 sin —z.
1,3,...
Voidaan osoittaa, etta
4p0a4 | . Po 4 3 3
w, = —sino,x = —— (2" — 2ax° + a’x).
P 75D 5 nd " 24D( )

Yksityisratkaisu w, on sama kuin vapaasti tuetun palkin taipuman lauseke, kun 1
taivutusjaykkyys D korvataan palkin taivutusjaykkyydella ET.

Esimerkki 9.1 Kolmelta reunalta vapaasti tuetulla ja yhdeltd reunalta kiinnitetylld
laatalla on tasainen kuorma. Mdaritetiadn laatan taipuman lauseke.

Symmetrian vuoksi tulevat nyt mukaan vain paritonta arvoa n vastaavat termit ja

w = [(A,, + Bpany) coshany + (Cy, + Dypayny) sinh any + Q] sin .z, (9.30)
n=1,3,...
missa
4 4
ﬂ, kun n=1,3,5,... ,
ndmdD
Qn = (9.31)

0, kun n =2,4,6,... .

(9.22)

(9.23)

(9.24)

(9.25)

(9.26)

(9.27)

(9.28)

(9.29)

aatan
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a
x
| T »
|
: Po !
| |
| |
| |
| |
|
b : .
| |
| |
| |
| |
| |
' I
Loom oo
l Y
Kuva 9.2 Kolmelta reunalta vapaasti tuettu ja yhdeltd reunalta kiinnitetty suora-
kaidelaatta.
Reunaehdot ovat kuvan 9.2 laatan tapauksessa
(a) w(z,0) =0, (b) wy(xz,0)=0, (9.32)
(¢) w(z,b)=0, (d) wyy(x,b)=0. (9.33)
Reunaehdosta (a) seuraa
At Qnm0 = Ay Q= — P (9.34)
n n — n — n — n57r5D . .
Reunaehdosta (b) seuraa
Ch+B,=0 = Cu=—DB,. (9.35)
Reunaehdon (c) perusteella
(A, + Bna,b) cosh b + (Cy, + Dycu,b) sinh b + @, = 0. (9.36)
Reunaehdosta (d) saadaan yht&lo
(A, + 2D, + Bpayb) cosha,b + (Cy, + 2B, + Dy, b) sinh v, b = 0. (9.37)
Merkitdan
ﬂn = Oénb, Qp = % (938)

Yhtaloista (a) ja (b) saadaan eliminoitua A, ja C,. Muodostamalla sitten yhtalopari
(c) ja (d)-(c) saadaan ratkaisu
) 1
cosh” 3,, — cosh (3, — §ﬂn sinh 3,
By, — sinh 3, cosh 3, ’

—2sinh 3,, cosh 3, + sinh 3, + 3,, cosh 3,
2(f3,, — sinh 3,, cosh 3,,) :

Bn:Qn

(9.39)

Dn:Qn

(9.40)
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Laatan keskipisteen taipuma ja suurin taivutusmomentti tapauksessa a = b ovat

P0a4
D )

a b
—, =) ~0.002 41
w(2,2) 0.0028 (9.41)

IMy(g, 0)| ~ 0.08ppa® = Myax- (9.42)

Esimerkki 9.2 Laatalla on tasainen kuorma, reuna y = 0 kiinnitetty, reuna y = b
vapaa, jo muut reunat ovat vapaasti tuetut. Madritetdidn taipuman lauseke.

Reunaehdot ovat nyt
(a) w(z,0)=0, (b) wy(z,0)=0, (9.43)
(¢) My(z,b)=0, (d) Vy(x,b) =0. (9.44)
Reunaehto (c) voidaan momentin M, kaavan perusteella kirjoittaa muodossa
W,y (2,0) + VW 0 (2,b) = 0, (9.45)
ja korvikeleikkausvoiman V,, kaavan perusteella ehdosta (d) saadaan
W gy (2, 0) + (2 = V)W g0y (2, 0) = 0. (9.46)

Yksityisratkaisu on sama kuin edellisessé esimerkissid. Homogeenisen ratkaisun osan
integroimisvakiot méaéritetddn reunaehtojen perusteella kuten edellisessé esimerkissa.

Esimerkki 9.3 Vapaasti tuetulla suorakaidelaatalla on jakautunut kuorma p(x) =

x
po—. Mdaritetddin taipuman lauseke.
a

Valitaan koordinaattiakselit kuvan 9.3 esittdmaélla tavalla. Symmetrian vuoksi homo-
geenisen osan ratkaisuun otetaan mukaan koordinaatin y suhteen parilliset funktiot.

Yksityisratkaisu on

wp = Z Qnsinay,, (9.47)
n=1
missa )
Pn
R 9.48
Q= ot (9.45)
ja ratkaisu on
w(z,y) = [A,, cosh o,y + Dy ysinh o,y + %] sin ap, (9.49)
e
n=1,2 n

. . nmw
missd on merkitty o, = —
a

Kahden integroimisvakion ratkaisemiseen tarvitaan reunaehdot

b Dn
+-)=0 = A,coshf, + D,3,sinhj3,
w(z, £=) , cosh 3,, + D,,3,, sinh (3,, + alD

5 =0, (9.50)

b
Wy (@, :I:§) =0 = A,coshf, + D,(2coshf, + B,sinhj3,) =0, (9.51)

joissa on merkitty lyhyesti

b
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Kuva 9.3 Lineaarisesti jakautunut kuorma vapaasti tuetulla suorakaidelaatalla.

Viahentdmilla alemmasta yhtélosta ylempi saadaan ratkaistua
Pn

D,=—""°" 9.53
2 cosh B,at D (9:53)
ja senjilkeen alemman yhtilon avulla tulee
n (2 , tanh 3,
Ap = —Dp(2 + B tanh §,) = — 22 (2+ By tanh 5,) (9.54)

“oiD 2coshf,

Yhdistamélla tehdyt laskelmat saadaan taipuman lauseke

ad (2 + B, tanh G,,) sinh a,, y Dn .
= E —————cosha, n 1 .
wi,y) 3 { 2cosh 3, coshomy + & y2coshﬁn * atD St @n®

7 ' (9.55)

Kun jakautuneen kuorman intensiteetti on p(z,y) = po—, niin sen sarjakehitelméin
a

kertoimet ovat

a

2 2 .
bn = _/poESinanxdx:ﬂ(—l) o192 (9.56)
a a nm
0

Integraalin laskemisessa on sovellettu osittaisderivointikaavaa

dv d du
U = %(uv) — 7 (9.57)
ja sijoitettu
u=ux ja é = sina,x. (9.58)

Neliclaatan tapauksessa keskipisteen taipuma on

(2,0) ~ 0.00203 o’ (9.59)
w 2, ~ U. pOD .
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Po
YYVYVYVYVYYVY
e e
]
C
L e |
wl | |
| | -z
| |
3b | |
- |
[ =
a
Yy
Kuva 9.4 Leveyden yli ulottuva palakuorma vapaasti tuetulla suorakaidelaatalla.

Esimerkki 9.4 Vapaasti tuetulla suorakaidelaatalla on palakuorma p(xz) = po, kun
c—e<x<c+e, kuva 9.4. Mdaritetian taipuman lauseke.

Kuorman sarjakehitelmén kertoimet ovat
4
Dp = 2P0 gin anpcsinape, n=1,2,... . (9.60)
nmw

Palakuormasta saadaan viivakuoma kohdassa x = ¢ merkitsemélla

Py = 2epg = vakio. (9.61)
T4ll6in tulee 9P
Pn = 210 An sin a, e sin ape. (9.62)
nmw ey,

Kayttamalla jilleen hyviksi sinifunktion ominaisuutta

sinx

ilg%) = 0 (9.63)

saadaan op
Pn = —Osinanc, n=12... (9.64)

a

viivakuorman tapauksessa.

9.3 Reunamomentin kuormittama laatta

9.3.1 Reunamomentin symmetrisesti kuormittama laatta

Laatan reunoilla vaikuttaa kuormana momentti

My(az,:l:g) = f(x). (9.65)

Kehitetdén reunakuorma f(x) Fourier-sinisarjaksi

nm

[e.e]
flx) = ZMn sin a,r, Qp = e

(9.66)

n=1
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f(@) - -
D) AN VI VR W VR W W
W e AN &
wl [ |
| | x
| 1 >
| |
3b | |
Y M % ™ W W W W
/ _J_J_J_J_J _J
f(z)
Yy
Kuva 9.5 Vapaasti tuetun laatan akselin x suhteen symmetrinen reunamomentti-
kuorma.
kertoimin .
2
M, = —/f(:v) sin o, x dx. (9.67)
a
0
Vapaasti tuetun laatan tapauksessa reunaehdot ovat
b
(a) w(m,:l:i) =0, (9.68)
b
(b) = Duyy(e,+5) = f(z). (9.69)

Kuvan 9.5 akseliston valinnalla ja symmetrian perusteella otetaan taipuman lausekkeeseen
koordinaatin y suhteen parilliset funktiot eli

o¢]
w(x,y) = (A, cosh ay + Dy y sinh oy, y) sin o, x. (9.70)

n=1,2,...

Reunaehdosta (a) seuraa

A, cosh B, + D, B,sinh 3, =0 = A, =-—D,0,tanhg,, (9.71)
b
missd on merkitty (3, = 70 Reunaehdon (a) perusteella taipuman lauseke on saatu
muotoon
o
w(z,y) = Z Dy, (apy sinh ayy — B, tanh G, cosh o, y) sin v, . (9.72)
n=1,2,...

Reunaehdon (b) perusteella tulee

o0 o0
-D Z a22D,, cosh 3, sin o,z = Z M, sin o, (9.73)
n=1 n=1
mistd seuraa
M,
Dn:—m, n=12,.... (9.74)
Taipuman lauseke on lopuksi
- M,
w(z,y) = Z —————— (B, tanh 3, cosh a,y — apysinh a,y) sinaw. (9.75)

2Da2 cosh
n=1,2,... n P
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Erikoistapaus. Tasaisesti jakautunut reunamomentti

Reunamomentti on nyt

b
M (x, ii) = My = vakio, (9.76)
ja reunamomentin sinisarjan kertoimet ovat
2 [ AM,
Mn:—/Mosinanxdx:—O, kun n=1,3,... . (9.77)
a s
0

Neliolaatan tapauksessa a = b ja Poissonin luvun arvolla v = 0.3 keskipisteen taipuma

on
a Mya?
— 0) ~ 0.0368 9.78
w(3,0) 5 (9.78)

ja laatan keskipisteen (z,y) = (a/2,0) momentit ovat
M, ~ 0.394My, M, ~ 0.256Mj. (9.79)
Taipuma z-akselilla on

Moab <~ 1 tanhf,

n=1,3,...
Kun a > b, niin
tanh 3, ~ 6, ja cosh (3, ~ 1, (9.81)
ja talléin
Mo = 1 1 Mob?
w(z,0) 5D Z —sinans = o —p (9.82)
n=1,3,...
9.3.2 Antisymmetriset reunamomentit
Laatan reunoilla vaikuttavat nyt reunamomenttikuormat
b b
My (z, 5) —M,(z, —5) = f(z). (9.83)
Taipuman lauseke on
(e}
w(z,y) = Z[(A" + Bpayny) cosh any + (C, + Dypayy) sinh ap,y] sin o, x. (9.84)
n=1
Integroimisvakiot ratkaistaan reunaehdoista
b
w(z, :l:§) =0, (9.85)
b
—Dw yy(z, 5) = f(z), (9.86)
b
—Dw yy(, —5) = —f(z). (9.87)
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My (z,0) = f(x)

ja ratkaisu superponoidaan edelld késitellyistd tapauksista.

9.4 Superposition hyviksikaytto

x
| N WA A
: p(z,y) ' ' p . . .
|
: : = : : + | :
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
\j
Kuva 9.6 Suorakaidelaatan ratkaisun superponointi.
My (.23, _g)
AR
| : r""""": e
| | | Po | | |
M e | | |
| |
— — _|_
| | SEECEE @
| | | | | |
| | oo J 1ABRSE 8§}
J SIS I T
Yy My(z, )
Kuva 9.7 Akselin x suuntaisilta reunoilta kiinnitetty laatta.
Yleinen tapaus
b b
My(z,5) = f(z), My, —3) = g() (9:59)
voidaan jakaa symmetriseen ja antisymmetriseen kuormitustapaukseen
1 1
(@) = 5(f2) +9(2), alz) = (f(2) - g(2)), (9.89)

Kuvan 9.6 tapauksessa vasemmanpuoleisen laatan ratkaisu superponoidaan aiemmin ké-

sitellyistd laattaratkaisuista. Reunamomentin M, (z,0) = f(x) jakauma mééritetdan yh-

teensopivuusehdosta

wy(x,0) = 0. (9.90)

Esimerkki 9.5 Laatalla on tasainen kuorma, reunat y =b/2 ja y = —b/2 ovat kiin-
nitetyt ja muut reunat ovat vapaasti tuetut. Madritetidn laatan taipuma superponoi-
malla aiemmin lasketuista ratkaisuista.

Tasaisen kuorman p(z,y) = po Fourier-sarjan kertoimet ovat

4
=20 =135, . (9.91)
nm
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Merkitaan
Qp = —, ﬁn = ~0Op. (992)

Kuvan 9.7 laatan 1 taipuma on ratkaistu aikaisemmin, ja se on

s 2 nt h n si h n mn .
wi(x,y) = Z {—Mcoshany—i—anybm HnY +1} P sin o, x.

L 2 cosh 3, 2 cosh 3, atD
(9.93)
Laatan 1 sivun y = b/2 kiertymé on
b
8'[01 (x, _) > P
% 27 _ ;::1 2a,3:lD {Bn — tanh 3,,(1 + B, tanh 3,,)} sin av, . (9.94)

Laatan 1 ratkaisuun superponoidaan laatan 2 ratkaisu. Laatan 2 reunoilla on moment-
tikuorma

b, :
My(x, :I:E) = nz::l M, sin o, . (9.95)

Téstd kuormasta aiheutuva aiemmin ratkaistu taipuma on

(o]

M, . .
wa(z,y) = Z m (B, tanh (3, cosh v,y — @y sinh i, y) sin o, 2z, (9.96)
n=1,2,... n n

mistd puolestaan derivoidaan laatan 2 reunan kiertymén kaava

Ows(x, =) oo

2’ _ My, e
9 = n:; 2Da [tanh 3, (8, tanh 3, — 1) — B,,] sin v, . (9.97)

5

Kertoimet M, méairitetdan yhteensopivuusehdosta

dune, ) dwn(e, L)

2’ _ 2
Sy = T (9.98)

Yhteensopivuusehdon perusteella seuraa kertoimille M, lauseke

Pn 677, — tanh Bn(l + ﬁn tanh ﬁn)

Mn = —5 9
" a2 B, —tanh 3, (5, tanh 5, — 1)

n=12,... (9.99)

yleisen muotoa p(x, y) = p(x) olevan kuorman tapauksessa. Tasaisen kuorman tapauk-
sessa kertoimet ovat

4poa® B, — tanh B, (1 + B, tanh 3,,)

Mn = 9
"~ nd7d B, —tanh 8,(B, tanh 3, — 1)

n=1,3,5,.... (9.100)

Neliclaatan a = b ja tasaisen kuorman tapauksessa laatan keskipisteen taipuma on

4
wQ(g,O) ~ —0.002141’(’5 . (9.101)

Vapaasti tuetun neliclaatan taipuma tasaisesta kuormasta puolestaan on

4
wl(%,O) ~ 0.00406“; . (9.102)
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Kuva 9.8 Akselin x suuntaisilta reunoilta kiinnitetty neliclaatta.

Mmax

- Y

» ”

L e—

a

Kuva 9.9 Reunoilta kiinnitetty nelidlaatta.

Kuvan 9.8 neli6laatan taipuma on siten

Poa4
w = w1 + Wy & 0'00192T' (9.103)

Suurin taivutusmomentti syntyy jéykésti kiinnitettyjen sivujen keskelle ja
M, (g i%) ~ —0.0697poa’. (9.104)

Samalla periaatteella ratkaistaan kuvan 9.9 jaykisti tuettu laatta. Nelilaatan tapauk-
sessa suurin taipuma on

4
Winax & 0.001267”(; . (9.105)
Laatan sivujen keskipisteiden momentit ovat
Myax = M, = M, ~ 0.0513pga®. (9.106)

9.5 Lévyn menetelman soveltaminen erilaisille tuenta- ja kuor-
mitustapauksille

Lévyn ratkaisumenetelméd voidaan soveltaa edelld kisiteltyjé suorakaidelaattoja monimut-
kaisempiin tapauksiin. Seuraavissa esimerkeissé tarkastellaan jatkuvaa laattaa, pilarilaat-
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Kuva 9.10 Jatkuva suorakaidelaatta.

taa, reunapalkin tukemaa laattaa ja vapaalla reunalla olevalla pistekuormalla kuormitettua
laattaa.

Esimerkki 9.6 Maddritetidn vapaasti tuetun jatkuvan suorakaidelaatan taipuma, kun
vasemmassa kentdssd on tasainen kuorma.

Vapaasti tuettua jatkuvaa suorakaidelaattaa kuormittaa tasainen kuorma p(z,y) = po,
kun0 <y <bjap(z,y) = 0,kunb < y < 2b. Leikataan laatat irti painumattoman tuen
kohdalta. Numeroidaan osat 1 ja 2 ja madritellddn koordinaatti y; = y ja y2 = y — b.
Osan 1 tasaisen kuorman sarjakehitelmén kertoimet ovat

4
ﬂ, kun n=1,3,5,...,
=13 7 (9.107)

0, kun n =2,4,6,...,

ja osan 1 taipuman lauseke on

w1 ({E, yl) = Z [(An + Bnanyl) cosh any1 + (Cn + Dnanyl) sinh any1
n=1,3,...

(9.108)
dpoat | .
n57r5D] sin o, @,
P nm
missa o, = —.
a
Osan 2 taipuman lauseke on
wa(x,y2) = [(En + Franys) coshanys + (G, + Hyony2) sinh o, ys] sin ag, .
n=1,3,5,...
(9.109)
Tuntemattoman tukimomentin jakauma on
= nm
= M, sinapx, o, = —. 9.110
f(x) Z sinapx, « . ( )

n=1,3,5,...

Y14 olevissa yhtildissd on yhdeksdn tuntematonta: A,,, By, Cy, Dyn, En, F,, G, H,
ja M, jotka ratkaistaan kahdeksan reunaehdon ja yhden jatkuvuusehdon perusteella.



9.5. Lévyn menetelméin soveltaminen erilaisille tuenta- ja kuormitustapauksille

181

Reunaehdot ovat:

0w (,0)
wi(z,0) =0, —" 0, 9.111
0? b =
wy (z,0) = 0, —DM = Z M, sin az, (9.112)
i n=1,3,5,...
2 o0
ws(,0) =0, —DaL(f’O) = Y Msinagz, (9.113)
9ys n=1,3,5,...
0%wo(z,b)
wo(z,b) =0, ——s"2 =0. 9.114
Jatkuvuusehto (yhteensopivuusehto) on
Own (x,b) _ 8w2(x,0). (9.115)
oy Y2
Jatkuvuusehdosta seuraa
(A, + D,, + BpfBy)sinh 8, + (Cy, + By, + D, G,) cosh 8, = G,, + F,, (9.116)
missi
B = ba,. (9.117)
Reunaehdoista seuraa laatan osalla 1
_ 4po _ 2po
An = ad Da’ " abDa’ (9.118)
1 Mn 2]90
By=——— | 1 sh 3a)] 9.119
Dsinh 3, {204% + a%a( +cosh )} ( )
1 cosh 3, | M, 2po
Cp=—{b— | ~1 h 3,
bV, [ o]
(9.120)
4p0 571 1
=29 (coth B, — = — ,
+a2a <C0t b 2 sinh ﬁn>}
ja laatan osan 2 integroimisvakiot ovat
M,
By =0, Hy=—355. (9.121)
M,
F, = 502D coth 3, (9.122)
Mpb 9
G, = S0, D (1 — coth” 3,). (9.123)

Kertoimet M,, ratkaistaan jatkuvuusehdosta.

Esimerkki 9.7 Pilarilaatalla on tasainen kuorma. Mdadritetddn taipuman lauseke.

Tarkastellaan tasaisen kuorman kuormittamaa pilarilaatta, jonka pilarivili on a z:n
suunnassa ja b y:n suunnassa. Laatan taipuma voidaan kirjoittaa muodossa

w = wp + wp, (9.124)
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a
[ ] [ ] [ ]
b > Po
L R S
x | " |
N )
w(z,y
| |
Yy | Qy !
c c
il :
poab/2

Kuva 9.11 Pilarilaatta.

missé w,, on tasaisesti kuormitetun ja reunoiltaan kiinnitetyn &érettomén pitkén laat-

takaistan taipuma
2

pob” v\
w, = 38041) [1— (b/_2) 1 (9.125)

ja wp, on suorakaidelaatan, jonka sivumitat ovat a ja b, homogeeninen ratkaisu

wy, = Ag + Z (A, cosh av,y + Dy y sinh o, y) cos ay (9.126)
n=24,...
missé on jilleen merkitty "
T

n=—: 9.127
an =" (9.127)

Ratkaisu toteuttaa reunaehdot sivuilla x = +a/2 eli

w,z(ig,y) =0, (9.128)
a a a
Qu(5,9) = =Dl saa(E5,9) + Wayy (£5,9)] = 0. (9.129)

Vakiot Ay, A, ja D, midritetddan ehdoista reunalla y = b/2. Reunaehdosta

b

w,y(, 5) =0 (9.130)
seuraa tanh 3
anh 3,

D, =—-A,———" 9.131
Bn + tanh 3, ( )

missé b
P = 0. (9.132)

Leikkausvoima @ linjan y = b/2 ldheisyydessé on nolla lukuunottamatta pilarin infi-
nitesimaalisen pientd ympéristod, jossa QQy:n jakauman resultantti infinitesimaalisella
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1
valilld = € [a/2 — ¢,a/2 + ¢] on Epoab. Tallsin

b
Qy(z, =) =0, kun 0<a:<g—c,
2 2
a/2
poab
dr = ———.
[ a2
a/2—c
Leikkausvoima @), esitetdén sarjana
o0
Qy=Coh+ Z C,, cos oy .
n=2,4,6,
Leikkausvoiman sarjan kertoimet ovat
Pob

D[S

Reunoilla y = b/2

b b b
Qy(z, 5) =—Dw yyy(z, 5) + W gay(T, 5)]
1 0 n
=—pob =+ >, (—=1)2cosanz|,
2 n=24,...

missé

b

Sijoittamalla taipuman w = wy, + w, lauseke leikkausvoiman kaavaan tulee

b
W gy (2, 5) =0, koska w,(z

eli

Dai[(An + 3Dn) sinh ﬁn + Dnﬁn cosh ﬁn] = pob(—1)5 .
Kertoimille A,, ja D,, saadaan edelld olevien yhtéiloiden avulla kaavat

Bn + tanh 3,

n 1
A, =—-—"F(-1?2 % ——F—
(=1) a3 sinh 3, tanh 3,

Pilarilaatan taipuma on siten

2 n
pob® 4y? pob =1 (=1)2
- 1= 20 o4y 4+ B0 RN > LN
EETYYS ( ) TAT5p n:§1 o3 sinh G, tanh g, S 4n®

-[tanh 3, - apy sinh apy — (B, + tanh §,,) cosh ay,y).

(9.133)

(9.134)

(9.135)

(9.136)

(9.137)

(9.138)

(9.139)

(9.140)

(9.141)

(9.142)

(9.143)

(9.144)
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\ IS

Vy(z,b)
Y \ EI
Y GI,=0
Kuva 9.12 Reunapalkin tukema laatta.
Vakio Ag ratkaistaan ehdosta
a b
josta seuraa
Pob  — 1 By + tanh G,

Ay = —— — | . 9.146
- 35,3 @ (e 10

Suurin taipuma saavutetaan keskipisteessd x = y = 0, jossa

_pobt b = 1 (1) G+ tanh gy

1
w(0,0) ~38%4D 2D g, oz_% sinh 3, tanh 3,,

(9.147)

pob X 1 By + tanh G,
B A )

2D n=24,... ¥y
Tapauksessa a = b w(0,0) = 0.00581pob* /D ja M,(0,0) = 0.0331peb* = M,(0,0).

Esimerkki 9.8 Suorakaidelaatan yksi reuna on tuettu palkilla, jo muut reunat ovat
vapaasti tuetut. Mddritetdadn laatan taipuma tasaisesta kuormasta.

Suorakaidelaatan kolme reunaa on tuettu vapaasti, ja reunalla y = b on vahvistus-
palkki. Reunapalkin taivutusjaykkyys on ET, ja viantojaykkyys otaksutaan nollaksi.
Laatalla on tasainen kuorma. Taipuman lauseke on

w(xvy) :wh(x’ y) + wp(xa y)

:ngl [Yn(y) + Qn (y)] S G & (9148)
=>"[(An + Bpany) cosha,y + (Cr, + Dpany) sinh apy + Z’b] sin o, .
@

3
I
-

n

Tasaisen kuorman Fourier-sarja on

plz,y) =Y pasinonz, (9.149)
n=1
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misséa

2 ¢ 2 a 1
Pn =—po [sinapaxdr = =pg / <——) COS QT
0 a o

n a N
2
:—ﬂ(cosmr -1
acn (9.150)
4
o =1,3,5,.. .,
_) nm
0, n=2/46,....
Laatan reunaehdot ovat
My(x,b) =0, (9.151)
*w
EI@ = —V,(z,b), kun y =0, (9.152)
w(x,0) =0, (9.153)
My(x,0) =0. (9.154)
Kahden jilkimmaéisen ehdon perusteella saadaan
Pn Pn
= n = — 3 -].
A"+a$lD 0 = A alD (9.155)
Pn
n n = D, = S 1
Ay +2D, =0 = 20l D (9-156)

ja kahden ensimmadisen reunaehdon perusteella saadaan vihdn mutkikkaampi yht&lo-
ryhmé kertoimien C), ja B, ratkaisemiseksi.

Alareunan momentin reunaehto on, kun palkin vaant6jaykkyys on otaksuttu nollaksi,
My (z,b) = —D[w,yy(z,b) + vw 4. (x,b)] = 0, (9.157)

josta seuraa

n=1

(9.158)
+v(=a2)[(An + BnBy) cosh B, + (Cy, + Dy By) sinh B, + Q] } sinayz = 0.
Alareunan leikkausvoiman reunaehto on
O*w
—Vy(z,b) = Elw(x, b) (9.159)

josta seuraa

D 3 {a3[(An + 3Dy, + By By) sinh By + (Con + 3B, + Dy fy) cosh 5]
n=1
+(2 = v)(—ad)[(An + Dy + Bpfy) sinh 8, + (Cy, + By, + Dy, 3,,) cosh 3, } sin

=FI ioj {at[(An + BnBy) cosh B, + (Cy, + Dy, 3,) sinh B, + Q] sin a, .
n=1
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X
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a/2 a/2

y vV

Kuva 9.13 Pistekuorma suorakaidelaatan vapaan reunan keskell&.

Esimerkki 9.9 Suorakaidelaatan vapaalla reunalla on pistekuvorma. Mddritetidn laa-
tan tatpuman lauseke.

Suorakaidelaatan vapaalla reunalla on keskelld pistekuorma F. Toinen x:n suuntainen
reuna on jaykésti kiinnitetty. Otaksutaan, ettd Poissonin vakio v = 0. Lévyn menetel-
min mukaan taipuma on

(o]
w(z,y) =Y Ya(y)sinayz, (9.160)
n=1
missé
Y. (y) = (A, + Bpayny) coshayy + (Cy, + Dyany) sin hay,y. (9.161)

Pistekuorma F' esitetdén viivakuormana

fla) =Fé(z — %), (9.162)

missé esiintyvd Dirac’in delta-funktio mééritellddn kaavoilla

0(x) =0, jos = #0, (9.163)

/ d(z)de = 1. (9.164)

"Jakauma’ eli distribuutio f(x) voidaan muodollisesti esittdé sarjana

2F nmw

flz) = i fosinanx, fn,= %/f(x) sin v,z do = e sin 5 (9.165)
n= 0

Vaihtoehtoisesti voidaan laskea palakuorman sarjan kertoimet ja edelleen niiden avulla
pistevoiman sarjakehitelméan kertoimet. Kun viivamainen palakuorma po on vililla
[u — ¢, u + ¢], palakuorman sarjakehitelmén kertoimet ovat

u+tc
2 4
Pp = — / Po Sin o x dr = “Po sin o, u sin oy, C. (9.166)
a nmw

u—c
Asettamalla F' = 2¢pg ja laventamalla tekijélla «,, saadaan

4 F  sinay,ce

fn:_

Qo
nmw 2 apC

sin o, u. (9.167)
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Kun ¢ — 0 ja u = a/2, tulee lopuksi

. 2F . nrw
fn=—sina,u = —sin —.
a a

2

Laatan reunaehdot ovat
w(w,0) =0, w,y(x,b) =0,

Korvikeleikkausvoima on

Vy ==Dlw,yyy + (2 = V)W z2y]

= [d3Y,, dy,
=-D - —(2- v)a? ——| sin a, .
n=1 dy dy
Momentin reunachdosta
My(x,0) =0
seuraa
d?Y,, (0 d?Y,, (0
'()—I/aiYn(O)zo = ():O, kun v =0.

dy? dy?

Reunaehtojen perusteella saadaan yhtdlot
(A, + B,.(y)cosh B, + (Cp, + D, 3,) sinh 3, = 0,
(Cn + Bpn + D,Gy)cosh 8, + (A, + D, + BpfBy) sinh 3, = 0,

—D[a2(Cy, +3B,) — 2020, (Cp, + By)] + fn =0

In

= _Cn B, = )
+ =5

joissa on merkitty
Bn = aunb.

(9.168)

(9.169)
(9.170)

(9.171)

(9.172)

(9.173)

(9.174)

(9.175)
(9.176)

(9.177)

(9.178)

Reunaehtojen tuottamista yhtéloistd ratkaistaan integroimisvakiot A,,, B, C, ja D,

ja sijoitetaan ne lopuksi taipuman kaavaan (9.160).
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Luku 10

Laattakaista

10.1 Vapaasti tuettu dareton laattakaista

10.1.1 Viivakuorma p(x) r—akselilla

Kuvan 10.1 vapaasti tuetulla laattakaistalla, jonka leveys on a, on z-akselilla viivakuor-
ma. Tarkastellaan erikoistapauksena tasaista viivakuormaa, jonka vaikutuspituus on 2c ja
keskipiste etdisyydelld u y-akselista, eli

p(z) =po, z€u—cu+d. (10.1)
Taipuma lausutaan Lévyn ratkaisun tapaan muodossa

o
. nm
w(z,y) = Yuly)sinonz, a, = — (10.2)
n=1

Laattakaistan tapauksessa funktio Y;,(y) kannattaa lausua eksponenttifunktion avulla muo-

dossa
Yo (y) = (A + Bpany)e Y + (Cy, + Dpoyy)e®?. (10.3)

Fysikaalisin perustein ratkaisun taytyy kaistan tapauksessa, kun kuorma on x-akselilla
tai joka tapauksessa rajatulla alueella kaistan keskelld, havitd ddrettomyyteen mentiessi,
ja kertoimien C), ja D, tiytyy olla nollia.

Funktion Y;, tarvittavat derivaatat ovat

Y,

Kuva 10.1 Vapaasti tuettu laattakaista, viivakuorma z-akselilla.

189
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Kuva 10.2 Vapaasti tuetun laattakaistan tasapaino viivakuorman kohdalla.

d’y,,
Tﬁ(y) = a,%(A, — 2B, + B,any)e Y, (10.5)
a3y,

d;gy) = —a,%(A, — 3B, + Buhoyy)e Y. (10.6)

Symmetrian vuoksi x-akselilla on voimassa ehto
w,y(z,0) =0. (10.7)

Samoin symmetrian nojalla kirjoitetaan akselin z suuntainen tasapainoehto

1
Vy(z,0) = —§p(x), (10.8)
missé oM
Vy=Qyt 6;:y = —Dwyyy + (2 = V)W zay). (10.9)
Symmetriaehdosta (10.7) seuraa
W yae(z,0) =0, (10.10)
jonka perusteella
Vy(2,0) = —Dw yyy(x,0). (10.11)
Kehitetddn viivakuorma
p(z) =po, kun z € [u—c,u+ (] (10.12)
sinisarjaksi kertoimin
2 ¢ 4
Dp = — / o Sin apx do = 2P0 in QL Sin oy, C. (10.13)
a nm
u—cCc
Symmetriaehdosta (10.7) saadaan yht&lo
o0
wy(x,0) = Z(—Oén)(An + Bhoy -0 — By)e  Ysin oz = 0, (10.14)
n=1

josta seuraa
A, — B, =0. (10.15)
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Yy—n
______ L ey
Kuva 10.3 Viivakuorma kohdassa y = 7.
Tasapainoehdon perusteella tulee
o)
Vy(l‘, 0)=—D > (_O‘%)(An — 3B, + Bhay, - 0)6704”.0 sin T
n=1
(10.16)
1 o)
=—= Y pnsina,z,
2 n=1
mistd saadaan )
=D(=0y)(An = 3Bn) = = 5Pn. (10.17)
Koska symmetriaehdon perusteella A,, = B,,, tasapainoehdosta seuraa
Pn
A, = . 10.18
= (10.18)
Funktio Y;,(y) on siten y:n positiivisilla arvoilla
Y, (y) = 4;2%(1 + amy)e Y, kun y > 0. (10.19)
Taipuman lauseke on
= p nm
w(z,y) = ;::1 4Dna%(1 + apy)e sinax, o, = - kun y > 0. (10.20)

10.1.2 Tasainen kuorma alueessa v« — ¢ < =z < wu+c¢ ja |yl < d,
(palakuorma)

Jos edellisen ratkaisun viivakuorma onkin etdisyydelld n x-akselista, niin saadaan vastaa-

vasti

p .
Yaly =) = g L+ anly = mle” 07, Jam y >, (10.21)

n

Korvaamalla etdisyydelld n oleva viivakuorma suikalekuormalla pdn ja summaamalla
eli integroimalla suikalekuormien osuudet yhteen saadaan palakuorman

p(z,y) =po, kun u—c < x < u+c ja |yl <d (10.22)
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AT
<l Y
|
dn |
— -
° wlz,y), y>d
______________________ Y
|-
d d
Kuva 10.4 Palakuorma viivakuorman avulla.
aiheuttama taipuma, kun y > d, muodossa
d [e.e]
w(z,y) = /Z Y, (y —n)dnsinapz, y>d. (10.23)
Zd n=1

Lasketaan taipuman kaavassa oleva integraali

d
J L+ any —n)]e =" dy
—d

— /[2+an(y ey

an Ly

(10.24)

— L {2t an(y - e

— 2+ an(y + d)enWTIY oy >d.
(079

Taipuman lauseke d:td suuremmilla y:n arvoilla on siten

4 oo
boa
w(z,y) =

> — sin a,usin o, csin ag -
™D b

(10.25)
A {[2 + ap(y — d)]e_o‘"(y_d) —[24 an(y + d)]e_o‘"(y+d)} , y>d.
Qn

Koordinaatin y negatiivisilla arvoilla funktio Y,,(y) on

Ya(y) =

4D 3( +amlyl)e ™y <o. (10.26)

Taipuman lauseke y:n arvoilla 0 <y < d on

/—\
\_/

|

&ﬂ‘d

[ee]
> Yu(y —n)dpsina,z

n=1

(10.27)
d oo

+[ 2 Yaln—y)dpsinayz, 0<y<d
Yy

n=1
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8

Kuva 10.5 Palakuorman ratkaisu alueessa 0 <y < d.

Taipuman lausekkeen (10.27) ensimmaisessd osassa tarvitaan integraali

Yy
[+ anly —n)]e =" dy
—d

y
=L/ [2+ anly — m)]eon =) (10.28)
n —d
1

=— {2+ anly — y)]e VY —[2 4 a,(y + d)]e W)L 0 <y <d,

Qi

ja toisessa osassa vastaavasti

d
ST+ an(n —y)le e 0=9) dp
Yy

d
1 /12 + an(n — y)]en (v (10.29)
Qp y

— L {2+ and—ple @Y — 21 ayy—yle vV}, 0<y<d
Qp

Taipuman lauseke, kun 0 < y < d, saadaan ylla olevien kaavojen avulla muotoon

poat & . . .
= > — sin a,usin a,csin o, x-

/w(xvy) - 7T5D = n5

(10.30)
{424 an(y + d))e WD) — 24 a,(d — y)le @V} 0 <y <d.



194 LUKU 10. Laattakaista

10.1.3 Antisymmetrinen palakuorma

Kuvan 10.11 esittdmé&n antisymmetrisen palakuorman ratkaisu on

wz,y) =5 Pu{ [ —[1+ anly — n)]le @ dy

A%o

n=1
(10.31)
d
+ 1+ an(y —n)]e W= dn }sina,z, kun y>d,
0
ja
00 0
(@) =3 Pu{ [ 1+ anly —mem 0= dn
n= “d
y
+ [+ anly —mle = dy (10.32)
0
d
+ L+ an(n — y)le =¥ dy }sina,z, kun 0<y<d,
y
misséd on merkitty lyhyesti
Pn
P,=——. 10.33
" 4Da3 ( )
Taipuman lausekkeeksi y:n arvoilla y > d tulee
4 o0 1
w(z,y) = po;;) nz — sin v, u Sin o, ¢ sin v, T+
(10.34)

1
o, {442+ an(y + d)]e WD) 4 2+ a,(y — d)]e W=D} kun y > d.
n

Taipuman lauseke alueessa 0 < y < d saadaan integrointien jialkeen muotoon

poa > 1

D

w(z,y) = 5
=

sin anpl sin anC sin (6770

{4— 212+ apyle Y (10.35)

+[2 + an(y + d)]Je W) —[2 + o, (d — y)]e ¥} kun 0<y <d.

10.2 Ratkaisu Fourier-muunnoksella

Pariton funktio f(x) = —f(—=z) voidaan tietyin edellytyksin esittdd Fourier-muunnoksen
muodossa, liite B,

2 oo o0
= —/ /f ) sin af d€) sin ax da. (10.36)
T
0 0
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fy)

| <
[ <

Kuva 10.6 Symmetrinen funktio.

Kaava (10.36) voidaan jakaa kahteen osaan

-2 [ 7(€)sinag de.
= \/jiof(oz) sin ax da,
To

jotka ovat Fourier-sinimuunnos ja takaisinmuunnos.

(10.37)

Parillisen funktion f(—z) = f(x) kosinimuunnos ja takaisinmuunnos ovat vastaavasti

\/7 [ f(&) cosag dg,
\/7 ) cos azx dox.

Kaksiulotteisessa tapauksessa (z-akselin suhteen symmetrisen) funktion f(z,y) kosini-

8) = @ ff f(z,y) cos By dy,
fla,y) = ﬁ Zfo F(z, B) cos By B,

missé muunnosparametria on nyt merkitty g:lla.

(10.38)

muunnos on

(10.39)

Otaksutaan funktio f(z,y) symmetriseksi z-akselin suhteen. Funktion f toisen deri-
vaatan muunnos on

Fuy(x, ) Z\/gzof,yy(%y) cos By dy
:@ [7 fycos By — | f,(~Bsin fy) dy]
0 0
(10.40)

:\/2 [O/Oﬂfsinﬂy—ﬂjofﬂcosﬂydy]
T™1lo 0

:—ﬂ2\/ngCOSﬂydy = —3%f(x,0)
0
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Kuva 10.7 Vapaasti tuettu laattakaista.

eli
Fan(x,8) = =5 f (2, ). (10.41)

Kaavassa (10.40) sijoitustermit havidvit, koska funktio f derivaattoineen menee nol-
laksi ddrettomyydessd, f,(0) =0 ja sin0 = 0.
Soveltamalla toisen derivaatan muunnoskaavaa kahteen kertaan tulee

Fwy = (=83)(=0°)f = 8'F. (10.42)

10.3 Vapaasti tuettu laattakaista
Vapaasti tuetun laattakaistan reunaehdot
w(0,y) = w(a,y) =0, (10.43)

W,22(0,y) = wza(a,y) =0 (10.44)

toteutuvat valitsemalla taipumalle kehitelmé&

o0
. nm
w(x,y) - Z Yn(y) S pX, CQp = 7 (10.45)
n=1
Kaistan kuormitus p(z,y) kehitetddn myos sinisarjaksi
o0
p(z,y) = an(y) sin @ (10.46)
n=1
kertoimin
2 a
Pn(y) = — /p(a:,y) sin oy, dz. (10.47)
a
0

10.3.1 Akselin z suhteen symmetrinen kuormitus

Jos kuorma p(z,y) on z-akselin suhteen symmetrinen funktio, niin laatan differentiaaliyh-
taloon o o o (.9)
w w w  p(z,y

2 = 10.48

Ox* + 0x20y? * oyt D ( )
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tehddin laattakaistan tapauksessa kosinimuunnos ja osittaisdifferentiaaliyhtdlostd tulee
tavallinen differentiaaliyhtélo. Kuorman tulee olla sellainen, ettd muunnos voidaan tehdi.

Kosinimuunnnettu laatan differentiaaliyht&ld on

d'w 2dw 4 D p(z,y)
P 20°—— + pw o (10.49)

missé on otettu huomioon, ettd w on x-akselin suhteen symmetrinen ja on sovellettu pa-

rillisen derivaatan muunnoskaavaa. Talloin

w(x, )= \/7 ( ) sin anac> cos By dy
> (x/gffya@ocosﬁydy)shlanx (10.50)
n=1 o

= § Yn(ﬁ) sin ay, @,

ja kuorman p(z,y) kosinimuunnos on

z,8) =Y Pu(B)sinayz, (10.51)

missé kertoimet ovat

= \/g/pn(y) cos By dy. (10.52)
0

Sijoittamalla taipuman ja kuorman muunnokset kosinimuunnettuun kaistan differenti-
aaliyhtaloon tuloksena on algebrallinen yhtalo

(ah+28%% + BYu(B) =2 n=12,..., (10.53)
josta ratkaistaan
Ya(B) = B G (10.54)

D(a2 + 32"
Muunnettu laattakaistan taipuman kaava on siten

oo

) pn(B)
w(z, f) = nz::l W sin o, (10.55)

Taipuman lauseke saadaan suorittamalla kiddnteismuunnos kaavalla

(z,9) \/>/Z 5 cos By dfB sin oz (10.56)
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Kuva 10.8 Symmetrinen palakuorma.

Erikoistapaus 1. Symmetrinen palakuorma

Maéritellddn tasainen kuorma py suorakaiteeseen u —c < z < u + ¢,

sinisarjan
o0
pl,y) = > po(y)sinanz
n=1

kertoimet ovat nyt
2 u+c .
Pn(y) == f Po Sin o, dx

u—c

=2 <_i> [cos a4+ ¢) — o8 an(u — )

n

4po . :
:—p—smanusmanc, kun |y| <d
a oy,

ja
pn(y) =0, kun [y >d.

Kertoimien py,(y) kosinimuunnos on

d
Pn(B) Z\/?{pn(y) cos By dy

4 2 4
— 2P0 gin QL sin oy, ¢ \/jf cos By dy
nm T
2 4pg sin Bd

=4/ ———sin a,u sin ¢ ———,
T nmw 1]

ly| < d. Kuorman

(10.57)

(10.58)

(10.59)

(10.60)



10.3. Vapaasti tuettu laattakaista 199

jonka avulla voidaan kirjoittaa taipuman amplitudin Y,,(y) lauseke muunnosmuodossa

(o) =2 T Fal) cos gy
0
2% ()
:\/;‘({ ﬂ2) Cosﬁydﬁ (1061)
:7:2%) sin oy, u sin o, ¢ T% cos By df3.

Ratkaisu on nyt periaatteessa selvillda Fourier-muunnoksen muodossa. Kéayttokelpoi-
nen ratkaisu saadaan suorittamalla kddnteismuunnos eli laskemalla Y;,(y):n kaavassa oleva
integraali. Fourier-muunnokseen liittyviéd integraaleja l0ytyy valmiina matematiikan kaa-
vakokoelmista. Sijoittamalla

sin 3d cos fy = %[sin By + d) —sin f(y — d)] (10.62)

funktion Y;,(y) kaavassa (10.61) olevaan olevaan integraaliin tulee

smﬁdcosﬁy 46 = /181115 y+d —sin B(y — d) dg. (10.63)

/Bl + ) 2+ 52
Viimeisimmén integraalin laskentaan soveltuu liitteen B taulukon B.1 toiseksi alin kaava

sin Tﬂ T

——[2—(2 TonT 10.64

| et = Tagl e (10.64)

missé nyt kyseesséd olevassa tapauksessa sijoitetaan r = y+d tai r = y —d ja r > d.

Soveltamalla ylla olevaa integraalikaavaa saadaan funktion Y;,(y) lauseke, joka on hieman

erilainen siitd riippuen, onko 0 < y < d vai y > d, ja sen perusteella tulee taipuman
lausekkeeksi

poa x 1]
w(z,y) = =5 > —¢ sinayusin a,csin a,a-
™D =1 n

(10.65)
. {4 — 24 an(y + d)]e‘a”(y+d) —[24 an(d— y)]e‘a”(d_y)} , 0<y<d
ja
4 1
w(z,y) = po;;) > -5 sin o u sin o, Sin oy, -
e (10.66)

AR+ anly — e 0=D — 24 ay(y + d)eon 0D}y > d

Soveltamalla kaavoja

1 1
sinha = 5(6“ —e ), cosha = 5(6“ +e (10.67)
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Kuva 10.9 Viivakuorma.
taipuman lauseke, kun 0 < y < d, muuntuu muotoon
2poat 21 . .
w(r,y) = —7 ) —¢ sinoyusinayesina,z:
™D = (10.68)
{2 = [(2+ and) cosh ay — apysinhayyle @4} 0 <y <d,
ja kun y > d, niin taipuman lauseke on
2poat X1 . .
w(z,y) =D Y. — sinayusinayesin -
i —n
n=l (10.69)

H{[(2 + apy) sinh a,d — apd cosh appdle™ Y} |y > d.

Erikoistapaukset 2 ja 3. Viivakuorma ja pistekuorma

Palakuorman ratkaisusta, kun y > d, saadaan viivakuorman ratkaisu rajankdynnilla pita-

malld resultantti
Po = 2p0d

vakiona, kun d — 0. Télloin saadaan ensin

Pya® =1 . .
w(z,y) :% Zl Fsmanusm Qi CSIN Uy T+
n—=

sinh o, d

: {[(2 + any) — cosh and]e_a"y} , y>d

o d
ja sitten rajankédynnilla

P0a3 i‘é . . .
= — sin vy, u sin ay, e sin o, -
mD = nt

w(z,y)

AR+ apy — e ¥}, y >0.

(10.70)

(10.71)

(10.72)

Pistekuorman ratkaisu saadaan puolestaan viivakuorman ratkaisusta rajankdynnillé pi-

tamalla resultantti
F =2Pc

(10.73)
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Kuva 10.10 Pistekuorma.

vakiona ja antamalla c¢:n ldhestya nollaa. Talloin tulee

Fa? =

wizy) =555 >

— sin a,u sin o, -
n=1"T

(10.74)
A1+ any)e™ ¥}, y > 0.

10.3.2 Akselin x suhteen antisymmetrinen kuorma

Akselin x suhteen antisymmetrisen kuorman tapauksessa taipumafunktio on myds anti-
symmetrinen ja talloin kdytetddn sinimuunnosta

\/>/ AAw—— )sin By dy = oY — 23%w" 54*—%2 (10.75)
missé () = 88(; ja
(e}
\/>/w (x,y) sin By dy, (10.76)
T
0

Pz, ) = @ / p(z, ) sin By dy. (10.77)
0

Sijoittamalla laatan differentiaaliyhtdléon yrite
[ee]
(x,08) = Z B) sin apx (10.78)

tulee

Yo(B) = W. (10.79)

Muunnettu laattakaistan taipuman kaava on nyt

w(z, f) = Z % sin o, . (10.80)

n=1
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Kuva 10.11 Antisymmetrinen palakuorma.

Taipuma saadaan suorittamalla kiddnteismuunnos (sinimuunnos) kaavalla
o0
2 [~ a(B) .
w(z,y) = \/i/ —————~—sin By dB sin a,x. (10.81)
v ] 2D+ 7 '

Erikoistapaus 4. Antisymmetrinen palakuorma

Miéaritelldédn tasainen kuorma pg suorakaiteeseen u —c < x < u-+c¢, 0 <y < d ja kuorma
—po suorakaiteeseen u —c < x < u+c¢, —d < wu <d.

Kuorman sinisarjan

o0
p(a,y) = > paly)sin oz (10.82)
n=1
kertoimet ovat
2 u+c
pn(y) == [ posina, dx
a’U,*C
2 1 10.83
=—po | —— | [cos an(u + ¢) — cos ay(u — ¢)] (10.83)
a an
_4po . .
=——sinayusina,c, kun 0 <y <d
a oy,

ja

pn(y) =0, kun y > d. (10.84)
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Kertoimien py,(y) sinimuunnos on

d
Pn(B) Z\/g({pn(y) sin By dy

4 2 d
=70 gin apu sin anc\/>fsin By dy (10.85)
nm T
2 4py . . 1 — cos 3d
=/ ——— sin qusin ap,c ——,
™ N I}

jonka avulla voidaan kirjoittaa taipuman amplitudin Y,,(y) lauseke muunnosmuotoon

=@ T Ya(8) sin By 3
0

= gmiﬁn(ﬂ) sin
_\f({D( 7 By dp (10.86)

8po % 1 —cospfd
= sin ausin age [

-7 Dn ﬁ( +52)°

Ratkaisu saadaan tekemélld kddnteismuunnos eli laskemalla Y, (y):n kaavassa oleva inte-

sin By d.

graali. Ensimmaéisen integraalin laskentaan soveltuu jilleen liitteen B taulukon B.1 toiseksi
alin kaava, jonka mukaan

sin By

/ Boz + 77 5———%[2—(%& ay)e Y], un y > 0. (10.87)

Sijoittamalla
1
sin By cos fd = [sm By + d) + sin 5(y — d)] (10.88)

funktion Y;,(y) kaavassa olevaan tmseen integraaliin saadaan

smﬂycosﬂ;l 4 = / 1sinB(y 4+ d) 4+ sin B(y — d) a5, (10.89)
/ot + ) 3o + 52
Soveltamalla edelld mainittua integraalikaavaa saadaan
Ofosin By cos Bd
0 Blag +57)°
(10.90)
T
g (27 R an(y+d)lemon®tD —24 24 an(d —y)lem 0},
kun 0 <y <d, ja
sin By cos Bd

0 BlaZ + 32)°
(10.91)

:é {212+ an(y + d))e WD) 12 2 4 a,(y — d)]e =D},
n



204 LUKU 10. Laattakaista

AT Az
—Po Po c DPo —Po c
ety s

Kuva 10.12 Antisymmetriset palakuormat.

kun y > d.
Sijoittamalla yll& olevat integraalikaavat taipuman lausekkeeksi y:n arvoilla y > d tulee
- poat &=

1
> — sin a,usin a,csin a,x-

w(x) y) - 7T5D = n5

(10.92)
ai {4+ 2+ anly + D]e ) L 24 a(y — d)]e =D} Ty >d,

Taipuman lauseke alueessa 0 < y < d saadaan muotoon

poa’ & 1 . .
= > — sin ausin oy, csin -

w(xuy) - D = nd

{4 =202+ apyle—onY (10.93)

+12 4 an(y + d)]e W) —[2 4+ a,(d — y)je (¥} kun 0<y <d.
Ottamalla huomioon yhteydet (10.67) taipuman lauseke tulee muotoon

2p,a’ i 1. . :
— sin a,u sin i, ¢ sin o, -
mD =i nd

w(z,y) =

A2 = 2+ apy)e Y — [(2 + apd) sinh ay,y — oy cosh ayle @} 0 <y < d,

tail

2poat § 1. . .
—= SIn Qi U SN A, € S1IN QT
7T5D n=1 7’L5

w(a,y) =
(10.95)

{[(cosh apd — 1)(2 + any) — apdsinh a,dle™ Y}, y > d.
Taipuman lauseke toteuttaa reunaehdot
w(z,0) =0 ja we(z,0)=0, (10.96)

joten se on myds z-akselia pitkin vapaasti tuetun puolidédrettomén laattakaistan ratkaisu.
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Kuva 10.13 Antisymmetriset palakuormat vapaasti tuetulla laattakaistalla.

Erikoistapaus 5. Palakuormat py ja —py suorakaiteessa Ax = 2¢, Ay = 2d ja kes-
kipisteini (u,v) ja (u, —v)

Kuvan 10.12 kuormitustapauksista saadaan superponoimalla kuvan 10.13 kuormitusta-
pauksen ratkaisu.

Taipuman lausekkeeksi tulee

dpoat 2 . . .

w(z,y) = 5D ngl -5 sin apusin anesin ana:

(2 + o) sinh apd — and cosh and] sinh ay — @y sinh andcosh gy} e=anv, 10-97)

0<y<wv-—d,

( ) 4poa4 § 1 . . .

w(x,y) = — sin aju sin o, e sin o, -
Y m™D = nd " " "

(10.98)

%{2 —{[2 + an(v + d)] sinh a,y — oy cosh ayten (VT4

—[cosh ay, (v — d)(2 + any) — an(v — d) sinh oy, (v — d)]je Y}, v—d<y<v+d
ja
_4p0a4 x 1

=—= > — sin apu sin o e sin a2+
T D n=1"N

w(z,y)

-{ sinh a,v sinh a,, d(2 + ay,y) — v cosh ay,v sinh ay,d (10.99)

—apdcosh apdsinha,v e Y, v+d <y,

ja se on myo0s x-akselia pitkin vapaasti tuetun puoliddrettoméan laattakaistan ratkaisu.
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Kuva 10.14 Reunalta y = 0 jaykésti tuettu laattakaista, pistekuorma kohdassa (u, v).

Erikoistapaus 6. Pistekuorma F' kohdassa (u,v) ja pistekuorma —F kohdassa
(u7 _U)

Palakuorman ratkaisusta saadaan kohdassa r = u,y = v vaikuttavan pistekuorman F' ja

kohdassa z = u,y = —v olevan pistekuorman —F' ratkaisu rajaprosessina pitdmalld kuor-
man resultantti F' = 4edpg vakiona, kun ¢,d — 0. Talloin tulee laattakaistan taipumalle
ratkaisu
Fa?> = 1
w(z,y) :3_aD Y. —3sinayusinayz:
T st (10.100)
(1 + anv) sinh apy — apy cosh ayle v, 0 <y <w,
Fa? = 1
w(z,y) :3—aD Y. —3 sinojusina, -
-1n
= (10.101)

(1 4+ apy) sinh v — v cosh av]e™ Y,y > v,

ja se on myos x-akselia pitkin vapaasti tuetun puoliddrettomén laattakaistan ratkaisu.

10.4 Vapaasti tuettu puolidareton laattakaista

Edelld kisiteltyd x-akselin suhteen antisymmetrisesti kuormitetun laattakaistan ratkaisua
voidaan soveltaa vapaasti tuetulle laattakaistalle, jonka reuna y = 0 on vapaasti tuettu.

Pitkilta sivuilta vapaasti tuetun puoliddrettomaén laattakaistan ratkaisu voidaan super-
ponoida kahdesta osasta w = wgy 4+ wy, missid wg on vapaasti tuetun darettomén laattakais-
tan ratkaisu ja w; on homogeenisen yhtalon ratkaisu

wi (z,y) = Z(C’n + Dpany)e Y sin ap . (10.102)

n=1

Esimerkki 10.1 Laattakaista on jaykdsti tuettu reunalta y = 0. Mddritetddn taipu-
man lauseke pistekuormasta.
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Reunan y = 0 reunaehdot ovat
w(z,0) =0, w,y,(z,0)=0. (10.103)

Aikaisemmin johdetun ratkaisun perusteella

(@.9) = o 3% L sinayusi
wo(z,y) = —— — sin a,u sin ag, -
0 Y 27T3D n=1 n3
(10.104)
1+ an(w—y)e =¥, 0<y<w
ja
Fa? &
wo(x,y) = %—SD nzzjl . sin ap,u sin o, -
(10.105)
L+ any —v)leon@=)y >,
Vakiot C), ja D, mairitetdan reunaehtojen perusteella:
o L (14 auv)e ™ =0 1,2 (10.106)
W+ ———= sina,u apv)e " =0, n=12,..., .
273 Dn3
o2
-C,+D,, + 33D03 sin apuave” "' =0, n=1,2,..., (10.107)
joista ratkaistaan
C Fa* (1+ apv)en? 1,2 (10.108)
n — T T o~ o Sllldy, n ", = L4,... -
5353 Sl an apv)e n
D Fa® (14 2a,v)e " 1,2 (10.109)
h = —=—=—=sinay, n nv, =1,2,.... )
5353 Sl an apv)e n

10.5 Lévyn menetelma vapaasti tuetulle ja puolidarettomalle
laattakaistalle

Seuraavassa on esitetty lisdesimerkkeja Lévyn ratkaisumenetelméan soveltamisesta vapaasti
tuetulle puoliddrettomaélle laattakaistalle ja vapaasti tuetulle laattakaistalle.

Esimerkki 10.2 Puoliddarettomdn laattakaistan vapaalla reunalla on kolmion muo-
toinen jakautunut viivakuorma. Mddaritetadn vapaasti tuetun laattakaistan taipuma.

Viivakuorma on laattakaistan vapaalla reunalla, joten puoliddrettomin vapaasti tue-
tun laattakaistan ratkaisuksi kdy nyt homogeenisen yhtéalon ratkaisu

=1 nmw
=3 S (Cn + Dyany)e *Ysinane, ay=—. 10.110
w(z,y) 2 a%( + Dpany)e sina,z, « , ( )
Viivakuorma reunalla y = 0 on
2
ﬂx, kun 0 <z < E,
a 2
q(x) = (10.111)
2
ﬂ(—), kunggxga,
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Kuva 10.15 Puoliddreton laattakaista, viivakuorma vapaalla reunalla y = 0.

qo
mx)
0 a “~. .- 2

Kuva 10.16 Kolmion muotoinen viivakuorma laattakaistan reunalla.

ja se kehitetddn Fourier-sinisarjaksi jaksona 2a

= Z Gn Sin o, (10.112)
kertoimin
2 | 92240
Gn == f i;Usmoznxal;v—i— f - a—x)smanxdx
a a
/2 (10.113)
8qop . nw
Tz My
Reunan y = 0 reunaehdot ovat
My(x,0) = —=D[w yy(x,0) + vw 44 (z,0)] =0, (10.114)
Vy(2,0) = —=D[w yyy(x,0) + (2 = V)W 43y (2, 0)] = —g(x), (10.115)
joista seuraa
2qy n
Cp = d D, - I (10.116)

Da, (3 —2v —v2)’ " Da,(3+v)

Taipuman maksimiarvoksi tulee

a ~ C, . nmw
max — _aO = 5 -
w w(2 ) n§:1 o2 sin
(10.117)
16¢oa® x, 1

:D7r5(3 —2v—1?) n,:l%:,&... n®’

Esimerkki 10.3 Vapaasti tuettu puoliddretin laattakaista on lisdksi tuettu painumat-
tomalla tuella kohdassa y = a. Mddaritetadn laattakaistan taipuma ja taivutusmomentts
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At a
~ ™ B
A== F---—-----—---—-----=--<
| |
I !
! !
! i . .
| i painumaton tuki
| a8
e R — J
0 C o

. Tx |, TY
AT =™
a a Y

\\M
T o~

P2

Kuva 10.17 Laattakaista, painumaton tuki kohdassa y = a.

tuella, kun vasemman kentin kuormana on sinikuplan muotoinen jokautunut kuormi-
tus.

Vapaasti tuetulla puoliddrettomallé laattakaistalla on painumaton tuki kohdassa y =
a. Kaistaa kuormittaa neliossi ABCO eli alueessa 0 < x,y < a sinikuplan muotoinen
jakautunut kuorma

p(z,y) = posinazrsinay, o= T (10.118)
a
Miééritetdan laattakaistalle momentti M, tuella.
a) Taipuma osassa ABCO on
W(I,y) zwg(x,y)—i—wl(a:,y), (10119)
missd Navierin ratkaisun mukaan vapaasti tuetun laatan taipuma on
at
wo(x,y) = 1D sin o sin avy, (10.120)
ja reunamomentin M, (z,a) = M sin ax aiheuttama taipuma on
Mosi
wy(z,y) = E%(wcothwsinha@; — aycoshay). (10.121)
b) Laattakaistan taipuma on
wo(z,y) = Z(Cn + Dyany)e” Y sinap . (10.122)
n=1
Laattakaistan reunaehdot ovat
w(z,0) =0, (10.123)
M, (z,0) = M sin oz, (10.124)
missa
My(2,y) =—D[w yy(z,y) + 10 22(2, y)]
(10.125)

=—D e

118

2(Cy, — 2Dy, + Dpany)e™ Y sinax — Dvw (2, y).

n

1
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Koska kaistan reuna pysyy painumattoman tuen ansiosta suorana, on
W e (2,0) = 0. (10.126)
Ensimmaéisestd reunaehdosta (10.123) seuraa
C,=0, kun n=1,2,..., (10.127)

ja toisesta reunaehdosta (10.124) tulee

M

Dy = —_
LT 9Da?’

Dy=Dy=...=D, =0. (10.128)

Taipuman lauseke laattakaistalle on siten

wo(x,y) = aye” Y sin . (10.129)

2Da?

Nyt voidaan lausua yhteensopivuusehto tuella BC'

Owp(z, a) n Owi(z,a)  Owsy(x,0)

10.130
dy dy dy ( )
eli .
poa” . coshmsinhm — 7 | .
~p Sinow - 5 Do sl sinax = M2Da sin oz, (10.131)
josta seuraa
poa’
M=— , ~ —0.0256ppa’. (10.132)
coshmsinhm — 7
272 ( 1+
2
sinh” 7
Taivutusmomentti tuella on
M, (x,0) = M sin ax ~ —0.0256ppa’ sin ar. (10.133)

Esimerkki 10.4 Vapaasti tuettu laattakaista on tuettu palkilla x-akselia pitkin. Kais-
tan keskelld on pistekuorma F. Mddritetddn laattakaistan taipuma ja suurimmat tai-
vutusmomentit.

Vapaasti tuettua lattakaistaa tukee palkki jinteen keskelld olevan pistekuorman F'
kohdalla. Méaritetdin momenttien suurimmat arvot. Merkitidén, etti palkin ja laatan
taipumat ovat v(z) ja w(z,y). Otaksutaan palkin pysyvin kiinni laatassa. Téll6in on
voimassa yhteensopivuusehto

w(z,0) = v(z). (10.134)

Symmetrian ja pystysuoran tasapainoehdon nojalla saadaan yht&lot

w,y(x,0) =0, (10.135)

Yy, 0) = 5 (7(@) — r(x)) (10.136)

missé f(x) on pistekuorman Fourier-sarjaesitys ja r(z) on laatan ja palkin vilinen
tukireaktio. Kuorman Fourier-sarja on

f(z) = fusinayz, a, = nr (10.137)
a
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Kuva 10.18 Palkilla tuettu laattakaista.

2cq = F

]y

2c

Kuva 10.19 Palkilla tuetun laattakaistan pistekuorman F' esittdminen jakautunena
palakuormana.

kertoimin
= —sin —. 10.138
fo==Csin (10.138)
Kertoimet f,, voidaan méaarittaa antamalla suorakaiteen muotoisen viivakuorman ¢(z)
= vakio vaikutuspituuden 2¢ menné kohti nollaa siten, ettd resultantti F' = 2cq pysyy
vakiona. Vaihtoehtoisesti diskreetti pistekuorma F' voidaan esittdd Dirac’in J-funktion
avulla ’jatkuvana’ funktiona muodossa

f(z) = Fo(z — g). (10.139)

Talloin lasketaan kuten minké tahansa viivakuorman tapauksessa Fourier-sarjan ker-
toimet

a

In _2 J f(z)sina, dx
@ o

2F @
= Jo(x— g)sinanx dx (10.140)

2F | nw
=—sin —,
a 2
missd on kiytetty hyviksi Dirac’in d-funktion méadritelmédi. Saatiin siis sama tulos

kuin vaihtoehtoisella menettelylla.
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Tukipaineen r(z) Fourier-sarja on puolestaan
o0
r(z) = Z Ty SIN Oy, T, (10.141)
n=1

missé 7, ovat toistaiseksi tuntemattomia kertoimia. Laattakaistaa kuormittaa viivalla
y = 0 viivakuorma

f(@) —r(z) = i (% sin % - rn) sin o . (10.142)
n=1

Symmetrian vuoksi tarkastellaan laattakaistan puolikasta. Kuorma saadaan tilldin
puoliddrettomén laattakaistan reunalle, ja se voidaan ottaa huomioon reunaehdossa.
Kaistan taipuman lauseke on

w(z,y) =wi(x,y) = Z[Cn + Dpanyle” Y sin o, . (10.143)

n=1
Kiertymén reunaehdosta w,(x,0) = 0 seuraa

[-Cp + Dylsina,z =0 = C, = D,. (10.144)

n=1
Reunaehdosta

Vy(@,0) = =Dlw yyy (2,0) + (2 = V)w gy (2, 0)] = —%(f(x) —r(x)) (10.145)

saadaan yhtilo

—D Y a3[-Cy + 3Dy, + (2 —v)(Cp, — Dy)] sinayx
n=1

(10.146)
_ 15 (Esinn—7r — 7)) sin @
2% a 2 " e
Koska C,, = D,,, saadaan
1 2F  nrm
Cn = m(; SHI? - Tn) = Dn, (10147)
ja kaistan taipuman lauseke on
1 & 1 2F
w(z,y) = D nzz:l a—%(T sin n77r — 1) (1 + any)e” Y sina,x. (10.148)
Viivalla y = 0 taipuma on
I «— 1 2F
w(z,0) = D ;::1 a—%(j sin n77r — ) sinay. (10.149)

Palkin taipuma toteuttaa differentiaaliyhtilon

EIv® = r(z), (10.150)
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jonka puolestaan toteuttaa taipuman sarjakehitelméa

v(z) =" Tt Sinand (10.151)
n=1 n

Reunaehdon (yhteensopivuusehdon)

v(z) = w(x,0) (10.152)
perusteella saadaan
=1 1 <1 2F
;mrn sin apx = Enz::l oz_%(j sinr%7r — 7)) sina,x. (10.153)

Jotta yhteensopivuusehto olisi voimassa kaikilla z:n arvoilla, tdytyy kertoimien olla
samat yhtdlon molemmilla puolilla eli

1 anp Fa, . nm
R _— n — S —_— 1 1 4
(EI+4D>T 9Da 2 (10-154)

misté seuraa tukireaktion sarjakehitelmén kertoimille kaava

2F
sin (10.155)

all+ D 2
Fla,

Suurimmat momentit ovat kohdassa z = a/2 ja y = 0. Palkissa taivutusmomentti on

Tn =

M(z) = —EIv"(x), (10.156)
ja laattakaistassa taivutusmomentit ovat
My(z,y) = —D(Wga +vW,yy), My(z,y) = —D(wyy + VW 1z). (10.157)

Suurimmat kaistan momentit ovat

(10.158)
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Liite A
Fourier-sarjat

Vélilla (—L, L) méadritelty funktio f(x) on jaksollinen, jos vélin (—L, L) ulkopuolella maa-
ritellddn

flz+2L) = f(). (A1)

Jakson pituus on 2L. Esimerkiksi funktion sin(z) jakson pituus on 2.
Jos f(z) on paloittain jatkuva valilld (—L, L) ja silla on dérellinen mééra dériarvokohtia,
niin se voidaan kehittad talld valilla Fourier-sarjaksi

1 > nmww . NTT
f(z) = 5(10 + nz::l |:an Cos I + by, sin I (A.2)
kertoimin
) L
o= [ e n=0123. . (4.3)
—L
) L
bn:z/f(x)sin?dx, n=123,.... (A4)
—L

Kertoimien a,, kaava johdetaan kertomalla funktion f(x) sarja termilld cos(mmz/L),
integroimalla yli vélin ja kiyttdmélla hyviksi trigonometristen funktioiden ortogonaali-

A f(2)

V=

Kuva A.1 Funktio sin z.

215
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suusominaisuuksia
f .
mmx nmx 0, m#n
——dr = ' ’ A.
/cos 708 7 dz {L, m=n. (A.5)
-L
L
cos T sin M qp = 0 Ym, Vn. (A.6)
L L
-L
Talloin tulee .
1
anzz/f(m)cos$dx, n=0,1,.... (A7)
-L

Kertomalla funktion f(x) sarjakehitelmé termilld sin(mmz/L), integroimalla vélin (—L, L)
yli ja ottamalla huomioon kaavan (A.6) lisaksi, etta

L
0
/ sin m;m: sin ? dx = { L’, 'rrrnn i Z: (A.8)
—L
saadaan kertoimet .
1 . nrx
bn:Z/f(a:)smTcm7 n=12,.... (A.9)
—L

Esimerkki A.1 Kehitetidin Fourier-sarjoksi jaksollinen funktio

flz) =0, ze€(—m<xz<0),
(A.10)
f(z) =sinz, z€(0<x<mn).

Jakson pituus on nyt 2L = 2m, ja puolijakso on L = . Sijoittamalla f(x) Fourier-
sarjan kertoimen a,, kaavaan tulee

1 0 T
an == [ 0-cosnxdz+ = [sinzcosnz dx
71—77‘. 71—0
:_i —cosnm n —cosnm 2 (A.11)
27 1—n 1+n 1—n?
_1—|—cosn7r

—my (n#1),
ja n:n arvolla yksi

1 ™
a = — /sinxcosxdm =0. (A.12)
T
0

Kertoimille b,, saadaan arvot

s

0

1 1

bnz—/O-Sinna:da:—i——/sinxsinnxdx:(), kun n #1, (A.13)

T ™
-7 0
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L f()

Kuva A.2 Funktion f(x) = sinz, z € (0,7), f(z) = 0, x € (—m,0) yhden ja
kolmen termin Fourier-sinisarjat f1 ja fs.

1 1
by = — /sinza:da: =3 (A.14)

Vaadittu Fourier-sarja on siis

1 sinz 2cos2x cosdxr = cosbx  cos8x
_ = _z Al
J@ =t =5 73 5 3 63 (A.15)
Yhden termin ja kolme termié sisiltivit kehitelmét
1 1 sinz  2cos2z
=— ja f3=— — Al
fi 7T.]fﬂbfs e 3 (A.16)
on piirretty kuvaan A.2 pistekatkoviivalla ja katkoviivalla.
A.1 Parillisen jaksollisen funktion Fourier-sarja
Funktio f(x) on parillinen, jos
f(=z) = f(z) V. (A.17)

Parillinen funktio on symmetrinen y-akselin suhteen. Esimerkiksi funktiot 22 ja cosx ovat
parillisia.
Fourier-sarjan kertoimet a,, voidaan esittdd muodossa

0 L
1 nme 1 nmwx
an =7 / f(x)cos T dx + I /f(a:) cos —— dx. (A.18)
—L 0
Sijoitetaan ensimméiseen integraaliin x = —u ja de = —du. Kun £ = —L, on v = L ja x:n

arvoa 0 vastaa w:n arvo 0. Esimmaéinen integraali muuntuu sijoituksessa muotoon

0
% / Py cos ~ (). (A.19)
L
Koska
f(=u) = f(u) ja cos —zﬂu = cos mlr/u’ (A.20)

tulee e.o. integraali muotoon

nmtu

0 L
/f(—u) cos _TZTU(—du) = %/f(u) Ccos Tdu. (A.21)
L 0

=
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A f(z)
7z 2 B 7z
/// /// /// i
[ | 4 | [ >
S—=4 0 =2 710 2 .74
Kuva A.3 Funktio f(x) = = jatkettuna parittomasti.

Kirjoittamalla integroimismuuttujan w« tilalle x saadaan parillisen jaksollisen funktion

Fourier-sarjan kertoimet

L
2
:z/f(i)Cosn—de7 n=0,1,2,....
0

(A.22)

Samanlaisella laskulla todetaan, ettd parillisen funktion tapauksessa

by, = 0.

(A.23)

A.2 Parittoman jaksollisen funktion Fourier-sarja

Pariton funktio toteuttaa ehdon

ja téalloin

2L
”:Z({ sm%dac n=12,.

an =0.

Esimerkki A.2 Kehitetaan funktio f(x)
sarjaksi.

a) Jatketaan funktio f(x) = x parittomasti jaksolla 2L = 4.

Fourier-sarjan kertoimiksi tulee

an =0,
2 2
by, =3 Ofxsm? dx,
4
=——cosnt
nm

ja itse Fourier-sarja on

S nmwex
—— cosnmsin —
f@) =3~ cosnmsin =5

(A.24)

(A.25)

=z, (0 <x < 2)a) sinisarjaksi, b) kosini-

(A.26)

(A.27)
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)

c b c+ 2L

Kuva A.4 Epéajatkuvan funktion Fourier-sarjan arvo epijatkuvuuspisteessé.
f(x)

Kuva A.5 Funktio f(x) = x jatkettuna parillisesti.

Kuvan A.3 pariton funktio on epdjatkuva pisteissi @ = 2 ja x = —2. Epéjatkuvuus-
pisteissi sinisarja konvergoi kohti nollaa eli funktion f(z) keskiarvoa

. 2+ 2~

S (cukaicnl (As)

Fourier-sarja konvergoi jokaisessa funktion f(x) jatkuvuuspisteessé a kohti arvoa f(a)
ja epdjatkuvuuspisteessi b kohti keskiarvoa

FO) +107)

; (A.29)

f=

Jos funktion arvot jakson péitepisteissa eivit ole samat, s.o. f(c) # f(c+ 2L), niin
Fourier-sarja konvergoi kohti arvoa

[f(c+2L) + f(c)] (A.30)

jakson paétepisteissi.
b) Jatketaan f(z) parillisesti jaksolla 2L = 4.

Koska f on parillinen, niin sarjan kertoimet ovat

2 2
G zigxcosde

4
=———(cosnT — 1), n#0,
e (A.31)
2
ap = xdx =2,
0

b, =0.
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Funktion f(z) = x Fourier-sarja on nyt

fz) =1+ nil #(cosnw —1)cos ?
(A.32)
82 e 1 J3me 1 o 5me
B (C°b2 32y T T+)

Sarjat (A.27) ja (A.32) esittévit kuvien A.3 ja A.5 funktioita. Mielenkiinnon kohteena
on kuitenkin vain vili (0, 2). Parillisesti jatketun funktion sarja suppenee nopeammin.

A.3 Kaksoissarjat

Fourier-sarjat voidaan helposti yleistdd kaksiulotteiselle tapaukselle. Esimerkkiné kehite-
taan kahden muuttujan funktio p(z,y) Fourier-kaksoissinisarjaksi

. mmxr . nm
p(x,y):Zmensm . smTy. (A.33)

Kaava (A.33) esittdd puolen jakson sinisarjaa z:n suhteen kerrottuna puolen jakson sini-
sarjalla y:n suhteen jaksojen pituuksien ollessa 2a ja 2b. Kaava (A.33) voidaan kirjoittaa

muodossa
Z Pm(y) sin w, (A.34)
missé
> nmwy
= men sin 5 (A.35)
n=1

Pitamalld edellistd yhtalod Fourier-sarjana x:n suhteen, missd y = vakio, ja soveltamalla
parittoman funktion kertoimen kaavaa saadaan

a

Pm(y) = %/p(x,y) sin ? dzx. (A.36)
0
Samalla tavalla johdetaan
b
Dmn = %/p (y) sm? dy. (A.37)
0

Kahdesta viimeisimméstéa kaavasta seuraa lopullinen muoto kertoimelle

a

b
4
DPmn = —//p(ac,y) sin m;m: smn% dz dy. (A.38)
00

ab

Samalla tavalla voidaan johtaa kaavat kosinisarjalle ja sini/kosinisarjalle.



Liite B

Fourier-muunnos

Parittoman funktion f(z) = — f(—x) Fourier-sarja on
[e.9] 2 a
flz) = Z a/f(ﬁ) sin o, & d€ p sin o, x. (B.1)
n=1 0

Téastd kaavasta pdddytdan Fourier-muunnokseen ajattelemalla diskreetti muuttuja o, =
nm/a jatkuvaksi, jonka inkrementti on Aa = 7/a. Téll6in Fourier-sarja tulee muotoon

flx) = /f )sin & d€ p sinapx. (B.2)
Kun a — oo, niin saadaan kaava
2 oo o0
= —/ /f &) sin o d§) sin ax: dov. (B.3)
T
0 0

Kaava (B.3) voidaan jakaa kahteen osaan

3o

?Of ) sin € d€,
0

:\/2 ?Of(a) sin ax da,
o

jotka ovat Fourier-sinimuunnos ja takaisinmuunnos.
Muunnoksen edellytyksené on, etté

1. f(z) on paloittain jatkuva jokaisella &irelliselld vélilla,

2. f(x) on absoluuttisesti integroituva eli

/ |f(x)|de < M < oo. (B.5)
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fy(W)

| <
[ <

N

Kuva B.1 Symmetrinen funktio.

Parillisen funktion f(—x) = f(x) kosinimuunnos on vastaavasti

_ 9 o
fla) Z\/;gf(i) cos o dg, -
B.6

f(x) :\/; Zof(a) cos ax da.

Symmetrisen funktion f toisen derivaatan muunnos on

ﬁxm(a) :\/j Ofofm(a:) cos ax dx
™o
:\/g [O/o Jzcosaw — Tf,gc(—a sin aux) da:]
T™1lo 0

2 o0 o0
:\/j [/ afsinax—affacosaxdx]
T Lo 0

:—OzZ\/g‘:fof cosax dr = —a’f(a)

eli
faz(a) = —af(a). (B.8)
Kaavassa (B.7) sijoitustermit havidvit, koska funktio f derivaattoineen menee nollaksi
ddrettomyydessd, f,(0) =0 jasin0 = 0.
Soveltamalla toisen derivaatan muunnoskaavaa kahteen kertaan saadaan symmetrisen
funktion neljinnen derivaatan muunnos

f waze = (—a2)(—a2)f = o’f. (B.9)
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Taulukko B.1

Fourier-sinimuunnoksia

f(x)

f=1 0<z<a,
=0, a<zr<x

1

T
T

poaL Ry >0
2xy

e Ry >0

arctan E, Ry >0
Y

Y Y

(c—2)?+y? (c+a)?+y?

Ry >0, c+iygR

1

—sinfz, >0
x

T ok

—e " k>0
5¢

%(2 —kx)e k. k>0

%fe””, k>0

1 .
1

gﬁ(l_e_km), k>0

Q
+
=l

T«
202+ k2
T ok
2 (02 + k2)?

™ (0%

2 (a2 + 12)?

\/?;
2 a(a? + k:2)2

T 1
2 afa? +k?)
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Taulukko B.2

Fourier-kosinimuunnoksia

f(@) f(a)
f=1 0<z<a, T sin aa
=0, a<zr<o 2 «
Y T _
———, Ry>0 —e
22 Y 2°
2 _ 2
y —x T
———=, Ry>0 —ae” Y
@y 2
1 2 2 1
§1n ;7::—_;2 , y=0, ,2>0 ga(e’ay—efaz)
c—T c+x J2me—oY si R O
P + Crais? 2re”Y¥sinae, Ry > |Sc|
y —+— V2re= Y cosac, Ry > 3¢
PRI e me~* cosac, RNy > |Se
Tl _,. s 1
—— , k>0 -
K \/goﬂ—i-k‘2

1
%E(l —kx)e k) k>0

(1+kx)e ™ k>0

™ 042

2 (a2 + 12)?

T 1
2 (a? + k2)2

w1 .
——e “sina

2«




