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Luku 1

Johdanto

Kuormien kasvaessa riittdvin suuriksi rakenteissa tapahtuu plastisia, palautumattomia eli
pysyvid muodonmuutoksia. Sitkeilld aineilla plastinen muodonmuutos on suuri ennen mur-
tumista, mutta hauraalla aineella kuten esimerkiksi keraamilla se voi olla hdvidvén pieni.

Plastiset muodonmuutokset ovat riippumattomia muodonmuutosnopeudesta. Joillakin
aineilla ei-elastiset muodonmuutokset ovat ajasta riippuvia. Téllaista ilmiota nimitetdan
virumiseksi. Esimerkiksi betoni, muovit ja metallit (korkeissa lampdétiloissa) viruvat. To-
dellisten aineiden kiyttéytymistd kuormien vaikutusten alaisina kuvataan konstitutiivisilla
malleilla eli materiaalimalleilla:

Kimmoteoria

Lineaarisessa kimmoteoriassa, yksiulotteisessa tapauksessa, venymén ja jannityksen suhde
on lineaarinen eli

o= Ee. (1.1)

Plastisuusteoria

Plastisuusteorian mukaan aineen myotorajan saavuttamisen jéalkeen plastiset muodonmuu-

tokset ovat ajasta riippumattomia ja palautumattomia.

Viskoelastisuusteoria

Viskoelastisuusteoria kuvaa ajasta riippuvia muodonmuutoksia, jotka voivat palautua.

Viskoplastisuusteoria

Viskoplastisuusteoria on plastisuusteorian kaltainen, mutta materiaalin kiyttdytyminen
riippuu nyt muodonmuutosnopeudesta.

Plastisuusteoria soveltuu parhaiten metalleille ja se kehitettiinkin metalleilla tehtyjen
kokeiden perusteella. Plastisuusteoriaa kiytetdan myos terdsbetonirakenteiden analysoin-
tiin. T&ll6in on varmistettava, ettd rakenteella on riittdva muodonmuutoskyky.
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Kuva 1.1 Rakenneterdksen venymépiirros.

Materiaalin ns. venymépiirros médritetdédn vetokokeen avulla. Koekappaleena on veto-
sauva, kuva 1.1. Tarkastellaan esimerkkind rakenneteriksen venymépiirrosta. Kuvassa 1.1
on erdin kuumavalssatun niukkahiilisen terdksen venymaépiirros.

Rakenneteriksen ominaisuuksia ovat:

e kimmokerroin £ = 2.05 10° MPa ( 205 kN/mm? ),

e mybdtdraja o, = 250 N/mm?

myotovenyma e, — 1.2 %o,

myotolujittuminen alkaa pisteestd H, jota vastaa venymé ¢ = 0.014,

jinnityksen suurin arvo saavutetaan kohdassa ¢ = 0.2 ja o, = 410 N/mm?.
Venymapiirroksessa havaitaan osat:

e kimmoinen osa 04, jolloin o = FEke,

e plastinen osa AH M; valilla HM tapahtuu myo6tolujenemista.

Rakenneteriksen suhteellisuusraja o, vastaa venyméaid ¢ = 0.2 %o. Jannityksen arvoilla
0 < 0s muodonmuutos on taydellisesti palautuva. Kuvan 1.1 terdksen my6toraja on o, =
250 N/mm?.

Jos aineella ei ole selvisti havaittavaa myotorajaa, niin myotorajaksi o, méadritellidn
pysyvid venymii €, = 0.2 % vastaava jannitys g2, kuva 1.4.

Muodonmuutos ¢ jaetaan kimmoiseen ja plastiseen osaan:

€ = €¢ + &p. (1.2)
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Kuva 1.3 Kimmoplastisen aineen bilineaarinen yksiulotteinen malli.
Kimmoinen muodonmuutos on
o

Joillakin aineilla havaittava hystereesi-ilmié on merkityksellinen jaksollisen kuormituk-
sen tapauksessa. Vaihtelevan kuormituksen tapauksessa saattaa esiintyéd ns. Bauschingerin
ilmio.

Veto /puristus-kokeessa venymépiirrokset OAB ja OA’B’, kuvassa 1.5, ovat saman-
muotoiset. Jos kuorman suunta vaihdetaan pisteesséd B vedon jilkeen puristukseksi, alkaa
plastinen my6té ennenkuin saavutetaan jénnityksen arvo —o tai edes —oyg.

Rakenteen analysointia varten aineen todellista venymépiirrosta joudutaan idealisoi-
maan, esim. kuvan 1.6 esittamilld tavoilla.

Kuvan 1.6 malli o voidaan lausua kaavoilla muodossa

o= Fe, kun |e| <ep, (1.4)
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Kuva 1.4 Plastisen aineen yksiulotteinen malli.
o = Ale|fsgn(e), kun || > . (1.5)
Vastaavasti kuvan 1.6d malli § on kaavan muodossa
o= Fe, kun |g| < e, (1.6)
tai
0 = omsgn(e) + Ei(e — &), kun |g| > g, (1.7)

Esim. alumiinille on sovellettu Rambergin-Osgoodin mallia

B-1

g0

€ g 1+
= — «
E

missd a = 3/7 ja [ on kokonaisluku.

Kuvassa 1.7 on esitetty erds yksinkertainen kinemaattisesti myotolujenevan aineen mal-
li, jollainen tulee kyseeseen jaksollisen kuormituksen tapauksessa, esim. maanjaristyskuor-
mituksessa.

Rakenteen plastinen rajakuorma maéritetdan jaykén, ideaaliplastisen mallin avulla.
Jos geometrian muutokset (siirtymét) ennen rajakuorman saavuttamista jatetddn huo-
mioonottamatta, niin kimmoplastisella mallilla ja ideaaliplastisella mallilla saadaan sama
rajakuorma, ts. kimmoiset muodonmuutokset eivit vaikuta rajakuorman arvoon.

Metallien plastisuusteoriassa plastisten muodonmuutosten syntyminen selitetddn ns.
dislokaatioteorialla. Téydellisen kiderakenteen omaavat metallit kestaisivit paljon suurem-
pia rasituksia kuin kokeissa on havaittu. Aineessa (metallissa) olevat dislokaatiot (kide-
virheet) kertautuvat (monistuvat) kuormitettaessa ja kulkeutuvat muutoin téydellisesti
jarjestdytyneen kidehilan 1api. Makroskooppiselta kannalta tarkasteltuna koekappaleeseen
syntyy plastisia muodonmuutoksia.

Johdantona rakenteiden plastisuusteoriaan tarkastellaan seuraavaksi yksinkertaisia ris-
tikkoesimerkkejé, joissa sovelletaan edelld esiteltyd kimmoista ideaaliplastista materiaali-
mallia.
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Kuva 1.5 Bauschingerin ilmi6.

Esimerkki 1.1 Lasketaan staattisesti mdadratyn ristikon rajakuorma.

Kuvan 1.8 ristikko on staattisesti madratty. Sauvavoimat ratkaistaan kahdesta tasa-

painoyhtalosté:
> F,=0 = S,cos45° — S, cos30° =0, (1.9)
> F,=0 = S,sind5° + S,sin30° = P, (1.10)
eli \/_ /3
7 - Sb— =0 = 5,~1.2255, (1.11)
2
Sag + Sb§ —P = 85,~0897P, Sy~ 0.732P. (1.12)
Sauvojen a ja b poikkileikkausten pinta-alat ovat A ja 2A. Sauvojen jannitykset ovat
talloin P P
a = . -, g . — 1.1
o 0897A 1o 0366A (1.13)

Kuorman P kasvaessa sauva a plastisoituu, kun o, = 0.897 L om (myotoraja),
eli my6tokuorman arvo on P, = 1.115A0,,. Tassi tapauksessa my6tokuorma P, on
sama kuin plastinen rajakuorma (kantokuorma) P,, ts. rakenteen rasitetuimman osan
myotéessd rakenne samalla sortuu. Kun P = P,, = P,, sauvan a pituus kasvaa rajatta.

Esimerkki 1.2 Mddritetddn staattisesti madraamdattémdan ristikon rajakuorma.

Tarkastellaan kuvan 1.9 ristikkoa, jonka sauvojen pinta-alat ovat yhtd suuret: A, =
Ap = A, = A. Symmetrian takia sauvojen a ja ¢ sauvavoimat ovat yhta suuret, eli S,
= S.. Myos vaakasuuntaisen tasapainoehdon

Y F=0 = S£+S£: (1.14)

perusteella saadaan

S, = S.. (1.15)
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Kuva 1.6 Idealisoituja yksiulotteisia materiaalimalleja. a) Jaykké ideaaliplastinen

malli, b) kimmoinen ideaaliplastinen malli, ¢) jaykkd, myotolujittuva
malli, d) kimmoinen my6tolujittuva malli (a0 tai (3).

Pystysuuntainen tasapainoehto on

2 2
Y F=0 = Sa§+5b+scgzp. (1.16)

Ristikon pisteen A pystysiirtymén v ja sauvan pituudenmuutoksen § vélinen yhteen-
sopivuusehto on kuvan 1.10 perusteella

d =wvsina. (1.17)

Kulmassa « olevan (vinon) sauvan muodonmuutos on

2

6 sin® «
= = 1.18
c L/sina L " (1.18)
ja jannitys on
E
o =Fe= 7Y sin? (1.19)
joten sauvavoima taipuman avulla lausuttuna on
FEA
S = Ao = <V sin? a. (1.20)
Yhteensopivuus solmussa A siilyy, jos piste A siirtyy pystysuunnassa. Talloin, kuva
1.10, 6, = 6. = vsin45° = E ja d, = v. Sauvavoimat ovat vastaavasti
EA(1\> 1EA EA
Se=8.=—|— =—— ja Sy = —uv=285,. 1.21
2 (5) =g os= T (1.21)

Tasapainoehdosta Y F,, = 0 seuraa yhtalo

2 EA
V28,4 S, =P eli <§ + 1) —v="P (1.22)
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Kuva 1.7 Kinemaattisesti myo6tolujittuvan aineen malli, joka ottaa huomioon

Bauschingerin ilmi6n.

T

y v

Kuva 1.8 Staattisesti maaratty ristikko.

josta ratkaistaan ristikon pisteen A siirtymé (positiivinen alaspiin)
2 L
v=———=—0P.
2+V2EA

Tama ristikon taipuman kaava on voimassa, kun mikian sauva ei ole plastisoitunut.
Sauvavoimat ovat tissd kuormitusvaiheessa

(1.23)

Sy = ﬁP ~ 0.586P, S,=S5.= ﬁP ~ 0.293P, (1.24)
ja sauvojen jannitykset ovat vastaavasti
Oq =0c = L 7 ~ 0.2935, op = 2 r ~ 0.5865. (1.25)
V2424 A V24+2A A

Sauva b my6tis ensimmiisend kuorman arvolla P = Pp, kun oy = 2/(2 +V/2)P1 /A =
0.586P; /A = 0, (my6toraja), mistd ratkaistaan

2442

P 5

Aoy, ~ 1.707 Ay, (1.26)

Talloin oy = o4, ja 04 = 0. = 0.504,.
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Kuva 1.9 Staattisesti madraaméaton ristikko.

Kuva 1.10 Ristikon nurkan yhteensopivuus.

Taipuma mydtokuorman arvolla saadaan taipuman avulla lausutusta tasapainoehdos-
ta (1.22) tai esim. kaavasta

EA omL
Sb = AO'm = TUl = U1 = T (127)

Kuormaa P voidaan kasvattaa arvosta P; = P,,, koska sauvojen a ja c¢ jinnitys on
vasta puolet my6torajasta. Kuorman arvolla P > P, rakenne on staattisesti maarétty,
koska nyt sauvan b sauvavoima S, = Ao, on tunnettu. Tasapainoehdoista seuraa

V28, =P — Ao, = S,=(P— Aon,)/V2. (1.28)

Sauvat a ja ¢ plastisoituvat, kun S, = Ao,,. Merkitdin, ettd tilloin P = P, ja
tasapainoehdosta (P, — Ao,,)/v/2 = Ao, seuraa

Py = (1+V2)Ao,, ~ 2.414A0,,. (1.29)
Kuorman arvoa P = P, vastaava taipuma on sauvan a sauvavoiman kaavan (1.21)
avulla I
Jm

Kun P = P», niin kaikki sauvat myotaavat. Ristikon kantokuorma (ko. kuormitusta-
paukselle) on siten P, = P,.

Esimerkin perusteella voidaan tehda seuraavat johtopéaatokset:
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Kuva 1.11 Ristikon sauvojen jénnitys-venymikuvaajat. a) Sauvojen jannitykset,
kun P = Pj, b) sauvojen jannitykset, kun P = P;.

Taulukko 1.1 Ristikon sauvavoimat

Kuorma | P; P, = P,
Se/Se 1 1
Sp/Se 1/2 1

1. staattisen madrdamittomyyden aste pienenee, kun sauvat plastisoituvat,
2. sauvavoimat jakautuvat uudelleen, ks. taulukko 1.1,

3. ristikon jaykkyys K; = dP/dv pienenee kuorman kasvaessa.

Vilillda 0 — G ristikon jaykkyys pystykuorman suhteen on

P-P P V2\ EA EA
K; = K = =— =14 — | — = 1.707T—, 1.31
t to V1 — Vo (% ( + 2 L L ( )
ja valilla G — H vastaavasti
P,—P  2FEA EA
K, =Ky = = —— =0. ——— 1.32
t t1 a— 5 T 0.707 7 (1.32)

Tarkastellaan, mitd tapahtuu, kun kuorma P = P, pienennetdin nollaan eli siirrytidan
kuorma-siirtymékayrallé pisteestd H pisteeseen I. Palautuminen P, — O eli H — I
tapahtuu kimmoisesti.

Sauvat a ja c ovat kimmoisia, joten

1FA
Sa = Sc = ET’U (133)
Sauvan b venymé hetkelld 2 on
v Om
Eba = f =22 (1.34)

Sauvan b jannitys on

O'bZUm—FE(&b—&bg):E%—Um, (1.35)

ja sauvavoima, Sj on

EA
Sb = AO'b = T'U - AUm. (136)
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Kuva 1.12 Ristikon kuorma-siirtymakayra.

Sijoittamalla taipuman avulla lausutut sauvavoimat pystysuoraan tasapainoehtoon

V2

T(Sa + S(') + Sb =P (137)

ja ottamalla huomioon vaakasuora tasapainoehto S, = S, tulee

V2EA  FEA
— —v— Ao, =P. 1.
5 Lv—i— LU o (1.38)

Taipuma kuorman arvolla P = P; =0 on

2 o,L omL
= —— —— ~0.586——. 1.39
2+V2 E E (159

Taipuman arvoa v = v vastaavat sauvavoimat ovat

U3

1FEA 1
a3 = Oe3 — = —— :714777,%2 Ama 1.4
S, 3 S 3 57, V3 9+ \/5 g 0.293A0 ( O)
EA 2
Sps = < U Ao, = (m — 1) Aoy, =~ —0.414A0,,. (1.41)

Kuorman arvoa P = P3 vastaavat voimat S,3 = Sc3 = S7 ja Sp3 = S) ovat ns. jaén-
nosvoimat (vastaavat ulkoisen kuorman arvoa P = 0), ja ne toteuttavat homogeenisen
tasapainoehdon

V2SI + 87 = 0. (1.42)
Esimerkki 1.3 Tutkitaan ristikkoa, jossa on yhteensopimaton sauva.

Tarkastellaan edellisen esimerkin ristikkoa, jonka sauva b on valmistettu (vahingossa)

Loy, .
lyhyemmiéksi kuin vili AC' méarin d. Olkoon d = 0.7527™  Jos vili AA! pakote-

taan nollaksi, niin sauva b venyy ja sauvat a ja ¢ puristuvat (lyhyemmiksi). Samalla
ristikon piste A kohoaa. Sauvaan b syntyvi vetovoima olkoon S, = F. Pystysuoran
tasapainoehdon perusteella saadaan
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Kuva 1.13 Ristikon sauva b on yhteensopimaton.
F
V2S5, +F=0 = S,=——.
V2
Sauvan b venymé on
oL L
~"EA T EA
Pisteen A siirtymé ylospéin, sauvojen a ja ¢ puristuessa kokoon, on kaavan
0
V= —
sin «v
mukaisesti
V2L 2 FL
dy = S =———
V2 EA V2 EA

Yhteensa

Om

Sijoittamalla dy:n ja do:n lausekkeet tulee

2 FL Om
<\/§+1> A O.75Lf,

josta ratkaistaan voima F'

_0 75\/_ om ~ 0.311A0,,,
“orval

ja sauvavoimat kuorman arvolla P = 0:

0.75 0.75
oo 0T o o 022040m, Sio= 2PV A0 < 031140,
2442 2++/2

Ristikon taipuma kuorman arvolla P = 0 on

1.5 L mL
dy = ~ —0.439 72
TR E

(1.43)

(1.44)

(1.45)

(1.46)

(1.47)

(1.48)

(1.49)

(1.50)

(1.51)

Todetaan, ettd sauvavoimat S, = Sy, Sp = Spg ja Se = S¢¢ toteuttavat homogeenisen

tasapainoyhtélon solmussa A (ovat kesken&dén tasapainossa).
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LUKU 1. Johdanto

Kuormitetaan sitten ristikkoa kuten esimerkissd 1.2. Merkitdin edelleen, ettd risti-
kon pisteen A pystysiirtymé on v. Alkutilassa pisteen A siirtyma on vy = di ~

—0.439UL. Kuorman P funktiona saadaan ratkaisu samalla tavalla kuin esimerkissa
1.2.

Kuorman arvoilla P > 0 on voimassa tasapainoehto
V2S, 4 S, = P, (1.52)

missa
Sa = Sao+ASy, Sp=Spg+ASy, ja P=Py+AP. (1.53)

Vastaavasti taipuma kuorman arvolla P = Py + AP on v = vy + Av.

Alkutilassa P = Py = 0 on voimassa tasapainoehto
V2840 + Spo = Po = 0, (1.54)
joten inkrementit (lisiykset) toteuttavat ehdon

V2AS, + AS, = AP, (1.55)

Sauva b plastisoituu ensimméisend (a ja ¢ ovat aluksi puristettuja). Kun sauvat ovat
kimmoisia, niin sauvavoimien muutokset ovat

1EA EA
AS, = ——Av, AS, = —Av. 1.
S, 5 Av, Sp T Av (1.56)
Sauva b plastisoituu, kun
0.75v/2 EA
Spo + ASy, = Aoy, —— Ao, + —Av = Aoy, 1.57
b b Y 7 (1.57)
josta ratkaistaan
24 0.25v2 0, L
Av = Ay, = 2E02V2oml (1.58)
2+v2 E
Sauvavoiman muutos sauvassa a on
1EA 1+ 0.125v/2
ASy1 = —-—Avy = ————— Aoy, 1.59
1= A = (1.59)
Taipuma, sauvavoimat ja kuorma sauvan b plastisoitumisen hetkelld ovat
mL
v = o+ Avy = 0.25%, (1.60)
S(Ll - Sa() —|— ASal - 0125A0m, Sbl - Sbo + ASbl - AO’m, (161)

Py =0+ AP, = V2AS,; + ASy; = (1 +0.125v2) Aoy, ~ 1.178 A0, (1.62)

Tutkitaan tapausta kuorman arvoilla P > P;. Merkitdin seuraavassa, etti AP =
P — P;. Koska sauva b on plastisoitunut, S, = Aoy, ja ASy, = S, — Sp; = 0. Tasapai-
noehdosta

V2AS, +0=AP (1.63)

seuraa, (kun P > Pp),

1EA 2 L
\/%TAU =AP = Av= ﬁﬂAR (1.64)
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Taulukko 1.2 Yhteenveto ristikon kuormituksesta
P Sa Sb v
Aoy, | Aoy, Aoy, | Loy /E
0 —0.220 | 0.311 | —0.439
1.178 | 0.125 1 0.250 b myotaa
2414 | 1 1 2

Ristikon sauva a myo6téaid, kun
Sa1 + AS, = Aoy, (1.65)

eli
0.125A0,, + AS, = Ao, = AS, = AS.y =0.87540,,. (1.66)

Tarvittava kuorman lisdys sauvan a plastisoitumiseksi on siten
APy = V2AS,5 = 0.875V2A0,, ~ 1.237Ac,,. (1.67)

Tasapainoyhtalosta ratkaistaan vastaava taipuman muutos

2 L mL

AUQ

ja taipuma sauvan a plastisoituessa on

mL m L
vy = v1 + Avg = (025 + 175)% g

=22 (1.69)

Kuorma hetkelld 2 (sauvan a plastisoituessa) on

Py =P+ APy = (14+0.125V2+0.875v2) Ay, = (1+V2) Ao, ~ 2.414A0,,. (1.70)

Rajakuorman arvo on sama kuin virheettomalle ristikolle, eli P, = 2.414A0,,.

Rajakuorma P, voidaan laskea yksinkertaisesti pystysuorasta tasapainoehdosta (ilman
edelld esitettyja vilivaiheita) sijoittamalla S, = S, = S. = Aoy,:

2
zAgmg + Aoy, =P, = P,=2414A0,, (1.71)

Yhteenveto ristikon kuormituksesta on esitetty taulukossa 1.2 ja kuvassa 1.14.
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A P/(Acy,)

2.414

2

1.707

1.178

1 |
| SR | | | E )
—0.5 0.25 0.5 1.0 1.5 2.0

Kuva 1.14 Muotovirheellisen ristikon kuorma-siirtyméakayré.



Luku 2

Palkin plastinen taivutus

2.1 Poikkileikkauksen plastisoituminen

Kuvan 2.1 vapaasti tuetun palkin pistekuorman ja keskipisteen taipuman vélinen riippu-
vuus voidaan maarittad taivutuskokeen avulla. Metallipalkille tyypillinen kuorma-siirtymaé-
kiyra on kuvassa 2.1. VAlilla O A palkki on kimmoinen. Vililla AB palkin keskiosaan syntyy
plastista muodonmuutosta. Jos kuorma P poistetaan pisteen B saavuttamisen jilkeen, niin
palkkiin jad pysyva taipuma w,. Edelleen kuormitettaessa taipuma w kasvaa nopeasti vé-
lilld BC. Palkin taipuneessa muodossa havaitaan taite. Kimmoisen ideaaliplastisen aineen
tapauksessa BC' on vaakasuora.

Teknillisen taivutusteorian mukaan palkin z-akselin suuntainen siirtymé ja venyma

ovat 5 5 o2
w u w
Merkitdan o
. w
E=¢x ja K=—F 3 = Was. (2.2)

Palkin materiaali otaksutaan kimmoiseksi, ideaaliplastiseksi, kuva 2.2. Jannityksen ja muo-
donmuutoksen vélinen yhteys on sama vedossa ja puristuksessa. Kaavan muodossa

o=Fe, kun |¢| < %m , o=sgn(e)oy, , kun |g| > %ﬂ. (2.3)

Tarkastellaan esimerkkind suorakaidepoikkileikkauksen plastisoitumista, kuva 2.3.

Muodonmuutos € jakautuu lineaarisesti z:n funktiona. Poikkileikkauksen plastisoitumi-
nen alkaa reunoilta, kun ¢ saavuttaa mydtorajan o,, tai -0,,. Kimmoisen alueen korkeus
on ah. Kuvassa 2.3 (a) @ = 1 ja kuvan (c) tilanteessa o = 0, kun poikkileikkaus on taysin
plastisoitunut. Kuvan 2.3 tilannetta (a) vastaava taivutusmomentti on

h/2 h/2 )
2 bh
M= / zobdz = / zfo—mbdz = =5 om (2.4)
—h)2 —h/2
eli
M =Wy, = My, (2.5)

15
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2 2 7
¢ e ’ taite taipumaviivassa
h
AP 2 & u
h
B C 2
A

D

Wp

LS

Kuva 2.1 Palkin plastinen taivutus.

missi W = bh? /6 on suorakaidepoikkileikkauksen taivutusvastus ja M,, on mydtémoment-
ti. Taysin plastisoituneen poikkileikkauksen tapauksessa (c) saadaan vastaavasti

0 h/2 h/2 ,
M:/zadA:(—Um) / sz-l—am/sz:QJm/zbdz:am% (2.6)
A —h/2 0 0
eli
M = M, = 0,,W,, 2.7)

missd W), = bh? /4 on suorakaidepoikkileikkauksen plastinen taivutusvastus ja M, on poik-
kileikkauksen téysplastinen momentti. Suureiden W ja W, avulla méiritetdin poikkileik-
kauksen muotokerroin

W,
d=_L 2.8
% 28)
Suorakaidepoikkileikkauksen tapauksessa
bh?/4 3
bh?2/6 2 (29)

Kuormitustason suhteen symmetrisen poikkileikkauksen tapauksessa, jos palkkia ei kuor-
mita sen akselin suuntaisia kuormia, saadaan kuvan 2.4 tilanteessa tasapainoehto normaa-
livoimalle

N = Al(—O'm) + AQO’m = A1 = AQ, (210)
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AC

Yo

Kuva 2.2 Kimmoinen ideaaliplastinen materiaali.

eli neutraaliakseli jakaa tissd tapauksessa poikkileikkauksen kahteen yhtéd suureen osaan.
Osan ¢ = 1,2 painopisteen etdisyys neutraaliakselista olkoon z;. Poikkileikkauksen
taysplastinen momentti voidaan siten laskea kaavasta

Mp = omA121 + o Aoz = (Alzl + Ang)Jm = Wpama (2.11)

missa
Wp = 21 A1 + 29A5. (2.12)

Suorakaidepoikkileikkaukselle Ay = Ay = bh/2, 21 = 2z = h/4 ja W, = bh? /4. Kuvan
2.5 I-poikkileikkaukselle W, = bt;(h — t;) + t,(h — 2t;)*/4, missi [ tarkoittaa laippaa ja u
uumaa.

Osittain plastisoituneen suorakaidepoikkileikkauksen jannitysjakauma on kuvan 2.6
mukainen.

Kuvan 2.6 jannitysjakaumaa vastaava taivutusmomentti on

M:/zadA (2.13)
A
eli
ah/2 h/2z
M =2 / zobdz + 2 / ombdz, (2.14)
0 ah/2
josta saadaan edelleen
ah/2 h/2
z
M = = 20 ) 2.1
/zah/2ambdz+ o b/zdz (2.15)
0 ah/2

Suorittamalla integroinnit tulee momentille lauseke

bh? 3 1
M=—/o, <— — —a2> , (2.16)
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b
o I'—.I Om Om Om
T
h e
Ve 2 (a) (b) ()
ﬁ h
2 -
[
Kuva 2.3 Suorakaidepoikkileikkauksen plastisoituminen.

missa
bh?
W on nimeltddn taivutusvastus.
Jakamalla suureella M, saadaan
—=—-(3- . 2.1
A =3 3-¢) (2.18)

Kun « = 0, niin poikkileikkaus on taysin plastisoitunut. Kun o = 1, niin my6t6 alkaa poik-
kileikkauksen ylé- ja alareunassa. Kuvassa 2.7 on verrattu suorakaide- ja I-poikkileikkauksen
momentin ja kiyristymén vilisid riippuvaisuuksia. Myohemmin osoitetaan, ettd suorakai-

depoikkileikkaukselle

== 2.19
=", (219)

missé alaindeksilld m on merkitty kiyristymad myddon alkaessa.

2.2 Palkin plastisoituminen

Tarkastellaan vapaasti tuettua palkkia, jonka jéinteen keskelld vaikuttaa pistekuorma P.
Momentti pisteessd © = a on M(a) = 0.5Pa. Pisteen x = a momentti on toisaalta myo6to-
momentin suuruinen eli M(a) = M,,. Pisteessa z, vililla (0,a), M(x) = 0.5Pz tai

M(z) = ZM,,. (2.20)
a
Kaavan (2.16) perusteella saadaan

M@ﬂz%Mﬁ:%M%@—a%, (2.21)
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—fzadA
A

y<
)
)

Kuva 2.4 Symmetrinen poikkileikkaus.

T IR
T
Y S
1 )‘\Mp
h ) h -
4 Lt &
3 o 1
b—— b

b b

Kuva 2.5 Suorakaide- ja I-poikkileikkaus.

x 3 1, _ 2x L
S=3 3% = a==+4/3 o a<T< o (2.22)

Kimmoisen alueen korkeus on h. = ach. Kun palkin keskileikkaus on taysin plastisoitu-
nut, eli o« =0, saadaan (L/2)/a =3/2 jaa= L/3.

misté seuraa

2.3 Momentin ja kiyristyman vilinen riippuvuus

Tutkitaan edelleen pistevoiman kuormittamaa nivelellisesti tuettua palkkia. Kimmoisessa
alueessa, 0 < x < a , € = zk. Pisteessd © = a kiyristymé on
(a) = -2 (2.23)
k(a) = —= = Km, :
h/2 ™

ja valilla (0, a)

k(z) = —fm. (2.24)
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Om

Kuva 2.6 Suorakaidepoikkileikkauksen jannitysjakauma.

A M/M,,

N

2

1 -
| K/Km
1

Kuva 2.7 Suorakaide- ja I-poikkileikkauksen momentin ja kiyristymén vélinen riip-
puvaisuus.

Kimmoplastisessa alueessa a < x < L/2, ¢ = zk. Kuvan 2.9 perusteella

€ k _ h/2 1

e " hn o) " a 22
eli
a= %’” (2.26)
ja
Mo l(3 —a?) (2.27)
M, 2
eli
M1 Ko \ 2
Sy [3 -() } ' (2.28)

Kaava (2.28) pétee suorakaidepoikkileikkaukselle. Kun kiyristymé ldhenee déretonté, niin
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P P P = M,
' L
) — X
fnd
b L/2 L/2 L/3 L/3 L/3
M,
. _PL
vz max 4
Kuva 2.8 Vapaasti tuettu palkki, pistekuorma keskella.
h
a_
2
Kuva 2.9 Suorakaidepoikkileikkauksen muodonmuutos- ja jannitysjakauma.

momentti M lahestyy arvoa 1.5M,,. Poikkileikkauksen muotokerroin on

M, W,
P = M—p = Wp (2.29)

ja se ilmaisee taivutusmomenttireservin siirryttiessa lineaarisesta jannitysjakaumasta, jos-
sa reunajannitys on o,,, tiysin plastisoituneen poikkileikkauksen jannitysjakaumaan.
I-poikkileikkauksen muotokerroin on pienempi kuin kuvan 2.10 poikkileikkauksilla.

2.4 Palkin taipuman laskenta

Palkin mielivaltaisen pisteen taipuma voidaan laskea virtuaalisen voiman periaatteella.
Kuvan 2.11 merkinn6illa

L
lw = /Mmda:, (2.30)
0

missé M on virtuaalisen (kuvitellun) yksikkévoiman aiheuttama taivutusmomenttijakau-
ma, w on (todellinen) taipuma ja x on palkin kiyristyma.
Virtuaalinen momenttijakauma on
~

M:2,0<x< (2.31)

5.
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A M /M,

D e P A ® =237

2.0

0o
T R T
1.0 (O @=127

0.5—

Kuva 2.10 Momentin ja kiyristymén vélinen riippuvaisuus kolmio- ja suorakaide-
poikkileikkauksille ja ympyraputkelle.

k—»‘<—>|
li
M
—~ T

Kuva 2.11 Virtuaalinen momenttijakauma.

Kuvan 2.11 tapauksessa palkin keskipisteen taipuma on

L/2
w = /JJH(.T)daZ. (2.32)

0

Suorakaidepoikkileikkauksen momentin ja kdyristymén vilisen riippuvaisuuden ja ku-
van 2.12 perusteella saadaan yhteydet

M(z) = 1 Fm \ 2
—:—:—3—<—) , 2.33
My, a 2 [ K } ( )
mistd seuraa
L
H:ﬁim,a<$<—. (2.34)
21 2
R
a

Keskipisteen taipuma w(L/2) médritetdin integroimalla kaavasta (2.30). Vilivaiheit-
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- < -
a
o
M M ()
Kuva 2.12 Palkin momenttijakauma.
tain saadaan
a L2
L
w <—> = /mmzxdm—i— / ﬁimmda:, (2.35)
2 a 2x
0 a 33— —
V a
L/2 =2 <6 + 2 )
— —x
L 1 9 a x
a a

w <§> = [gaZ - <a2 + a%) 3— 5] K- (2.37)

Pisteessd * = a momentilla on arvo M(a) = M,,. Toisaalta M (a) = Pa/2 = M, =

P, L/4, joten
L\ P,
=(=)—= 2.38
o= (3) % (2.38)

misséd P, on myotokuorma. Keskipisteen taipuman lauseke voidaan kirjoittaa muotoon

%:<P_;)2{5_<3+P—i) 3—2%}. (2.39)

Suurin taipuma saavutetaan, kun P = P, = 1.5F,,. Télloin

2
wp 2 3 20
P _(Z — - - = — =~ 2.22. 2.40

Kun P = P,,, niin keskipisteen taipuma on

(2.41)

2.5 Jaannosjannitykset

Tarkastellaan palkin poikkileikkausta, johon kuormitus on aiheuttanut plastisia muodon-
muutoksia. Kuormituksen poiston jéalkeen poikkileikkauksessa taivutusmomentti olkoon
nolla eli M(z) = 0. (Staattisesti madradmattomadn palkkiin voi jaadd ns. jadnnosmo-

menttijakauma kuorman poistamisen jélkeen.)
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\ P/ Py,
[ ) e -
| I
| T
X X
1 - |
| z
| | 12.22  w/wp
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Kuva 2.13 Vapaasti tuetun palkin kuorma-siirtyméakayra.
M g
M, Om
K €

Kuva 2.14 Palkin kuormituksen palautuminen.

Jannitys palautuu kimmoisesti ja tdllin ovat voimassa seuraavat yhtalot
o = Es, (2.42)

M = EIr, (2.43)

misséd ET on kimmoinen taivutusjaykkyys. Kuorman (taivutusmomentin) poistamisen jil-
keenkin poikkileikkaukseen jéi jainndsjdnnitysjakauma. Jadnnosjannitysten jakauma
saadaan selville lisddmélld suurimman taivutusmomentin vaikutushetkelld vallinneeseen
epalineaariseen (z:n suhteen) jannitysjakaumaan yhtd suuren mutta vastakkaismerkkisen

momentin M = —M synnyttimé kimmoinen, lineaarinen jinnitysjakauma.
Tarkastellaan esimerkking suorakaidepoikkileikkausta. Suorakaidepoikkileikkauksen ta-
pauksessa
1
M = SonW (3 - a?), (2.44)
missa 9
Zm
= —. 2.45
a== (2.45)

o=0m> , |2 < 2m (2.46)
z
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h - M |2z, M >
° ° A
(S
VZ g o Ores
M M M+ M=

Kuva 2.15 Suorakaidepoikkileikkauksen jaannosjannitysjakauma.

tai
> |z = 2. (2.47)

Momenttia
M=-M=——0,W(3—a? (2.48)

vastaava jénnitysjakauma on

M omz(3 — a?)
0= —2=— 24
o=—T% W ) (2.49)
koska 2 .
w A B (2.50)
JAdnnosjannitys opes on
Ores(2) = 0(z) + 7 (2). (2.51)
Sijoitusten jélkeen saadaan
Zm 9 z
Ores(2) = o[l — 7(3 —a) | — ), kun |z| < zp, (2.52)
Zm
tai h
Ores = Om |1 — %(3 —a?)]sgn(z), kun z, < |z| < 3 (2.53)

Uudelleen kuormitettaessa uusia plastisia muodonmuutoksia syntyy vasta, kun poikki-
leikkauksen alkuperédinen momentin arvo ylitetdan.

Esimerkki 2.1 Mddritetddin kuvan 2.8 palkin suorakaidepoikkileikkauksen jadnnds-
jannitysjekauma.

Kuvan 2.8 vapaasti tuetun palkin tapauksessa taivutusmomentti palautuu nollaan
jokaisessa poikkileikkauksessa, kun kuorma poistetaan. Otaksutaan plastisen alueen

korkeudeksi 2z,, = 0.6h maksimikuorman arvolla tarkasteltavassa poikkileikkauksessa,
kuva 2.16.

Poikkileikkauksen taivutusmomentti on téllsin M = 10, W (3 — 0.6%) = 1.32Wo,,.
Koska momentti palautuu nollaan (kuorman poiston jilkeen), jinnitysjakaumaan on
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M =1.320,,W

= —-1.320,,W

o | =

4

0.6

B 0.2080,,

—0.320,,

Om —1.320,,

Kuva 2.16 Suorakaidepoikkileikkauksen jadnnosjannitysjakauma momentista M =

1.32M,,.
AC
Om
I
I
I
I
:
| -
Om
E

Kuva 2.17 Jadnnosvenyma.

lisdtdan sellainen lineaarinen jannitysjakauma, josta laskettu momentti on —1.32Wa,,.
Lisdjannitysjakauma tai jannityksen muutos z:n mukana on lineaarinen, koska jannitys
palautuu kimmoisesti.

Vastakkaiseen suuntaan taivutettaessa (kuormitettaessa) plastisia venymié syntyy esi-
merkin tapauksessa, kun
M = —0.680,,W, (2.54)

ts. poikkileikkauksen alareunan piste z = h/2 plastisoituu puristuksessa, kun siihen
lisdtadn negatiivinen jannitys —0.680,,. Palkin poikkileikkauksen uloin piste (tai séie)
my06tad toiseen suuntaan kuormitettaessa, kun siind pisteessi venymaé saa arvon

e=e1— 2%. (2.55)



Luku 3

Normaalivoiman ja leikkausvoiman
valkutus taysplastiseen momenttiin

3.1 Suorakaidepoikkileikkaus

Tarkastellaan ensin suorakaidepoikkileikkausta, johon vaikuttavat taivutusmomentti M ja
normaalivoima V.

Taysin plastisoituneen poikkileikkauksen jannitysjakauma saadaan laskemalla yhteen
kuvan 3.1 kuvioiden (a) ja (b) esittdmét jannitysjakaumat. Kuvion (a) jakaumaa o, vastaa
normaalivoima

N = abo,, (3.1)

ja taivutusmomentti

M =0. (3.2)

Helposti todetaan, ettd kuvion (b) mukaista jinnitysjakaumaa vastaa puolestaan momentti

h? — a? bh? a2

eli
an 2
M = M, [1 - (ﬁ) ] (3.4)
ja normaalivoima

N =0. (3.5)

Suurin normaalivoima, jonka poikkileikkaus kestii !, on
N, = o,bh. (3.6)

Jakamalla normaalivoiman kaava suureella N, saadaan

!Nurjahdusta ei oteta nyt huomioon.

27
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@ ® ® (h—a)/2
(a) (b)
€ o Oq Ob
Kuva 3.1 Suorakaidepoikkileikkaus, taivutusmomentti M ja normaalivoima N.
A M/M,
11
< L
N/Ny
1
Kuva 3.2 Taivutusmomentin ja normaalivoiman vélinen vuorovaikutuskayra

suorakaidepoikkileikkaukselle ja I-poikkileikkaukselle.

Eliminoimalla suhde a/h momentin kaavasta seuraa

eli toisella tavalla kirjoitettuna

N\? M
—_— —:1 .
<NP> +MP ’ (3 9)

joka esittdd momentin ja normaalivoiman vélisen riippuvaisuuden suorakaidepoikkileik-

kauksen tapauksessa.
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Kuva 3.3 I-poikkileikkaus, taivutusmomentti M ja normaalivoima N.

3.2 I-poikkileikkaus, normaalivoima ja momentti

Neutraaliakseli uumassa

Kuvan 3.3 tapauksessa, jossa neutraaliakseli leikkaa I-poikkileikkauksen uuman, normaali-
voima on

N = atyom, (3.10)

missé ¢, on uuman paksuus. Suurin mahdollinen normaalivoima (eli tdysplastinen normaa-
livoima) on

N, = Ao, (3.11)

missd A on poikkileikkauksen pinta-ala. Jakamalla edelliset kaavat puolittain saadaan

N aty, AN
N, A TN, (3.12)
Kuvan 3.3 tilannetta vastaava taivutusmomentti on
1
M = M, — Ztua Om.- (3.13)

Eliminoimalla neutraaliakselin leikkauskohdan ja symmetria-akselin vélinen etiisyys
momentin kaavassa seuraa I-poikkileikkauksen momentin ja normaalivoiman vélille vuoro-

M A2 N\ 2
S — 14
M, <4tqu> <Np> ’ (3.14)

missd M, = 0, W), on tédysplastinen momentti. Edelld johdettu momentin ja normaalivoi-

vaikutuskaava

man vuorovaikutuskaava on voimassa niin pitkddn, kuin neutraaliakseli on uuman alueella,
eli a/2 < h/2 — t;, missé ¢; on laipan paksuus.
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Kuva 3.4 T-poikkileikkaus, taivutusmomentti M ja normaalivoima N, mitat [mm)].

Neutraaliakseli leikkaa laipan
Samalla tavalla kuin edelld késitelld&n myos tapaus a/2 > h/2 — t;. Téssé tapauksessa
N=[A—-(h—a)bloy,, N,=Ao, (3.15)
ja
b(h — a)
1

Poikkileikkauksen tdysplastinen momentti on M, = ¢, W,. Taivutusmomentti on nyt

M = <h"2”‘) (h;a) b0, (3.17)

S

missé

A A

h—a:E(l—n), h+a:2h—3(1—n) (3.18)
kaavan (3.16) perusteella. Lopulta momentin ja normaalivoiman vuorovaikutuskaava saa-

daan muotoon T

2bh
= 1-— ——1 1
m o, (1 —-mn) < " +n> , (3.19)
misséd on merkitty
N M

- - . 3.20
S L (3.20)

Esimerkki 3.1 Tutkitaan normaalivoiman vaikutusta T -poikkileikkauksen plastiseen
momenttiin.

Tarkastellaan kuvan 3.4 poikkileikkausta. Viiva AA jakaa poikkileikkauksen yhté suu-
riin osiin. Poikkileikkauksen pinta-ala on A = 160-20+4160-10 = 4800. Painopisteen G
etaisyys x ylareunasta, viivalle C'C, saadaan kaavasta Ax = 160-10-100+ 160-20- 10,
josta tulee z = 40.

Lasketaan ensin tdysplastinen momentti M,,, esim. akselin AA suhteen,

15 ) 5+ 165
M, = 160-15-74—160-5-5—%10-160-( +2 )}am

= [18000 + 2000 + 136000]7,, = 1560000,,,. (3.21)
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Mééritetdan sitten (N, M)-riippuvaisuus olettaen ensin, ettd neutraaliakseli on laipas-
sa.

a) Neutraaliakseli (N.A.) on laipassa ja M >0

Jannitysjakaumaa vastaava normaalivoima on

N 160(40 — a)(—0,) + 160(a — 20)0, + 160 - 100,

= (—8000 + 320a)c,, (3.22)
ja N, = Aoy, = 48000, joten

N —8000+ 320a 5 1
— = 4= =2 1 2
N, 1800 gte = ¢ 5+ 15n, (3.23)

missé on merkitty n = N/N,,. Koska 20 < a <40, niin —1/3 <n < 1.

al) Momentti painopisteen suhteen

Painopisteen (akselin CC) suhteen laskettu momentti on

160 - (402 — a2) 160 (a® —20°)  10- (140>~ 20%)
S

M= 2 m 2 om 2

Om.  (3.24)

Yksittaisen suorakaideosan osuus momenttiin on itseisarvoltaan b(he — hy)=(ha +

1
2
b(h3 — )

hi)om = Om, missd b on osan leveys, ho ja hi ovat alueen ala- ja yldreunan

z-koordinaatit poikkileikkauksen painopisteakselin suhteen, kun koordinaatti z ldh-
tee alaspdin painopisteestd G ja momenttia lasketaan nyt painopisteakselin suhteen.
Momentin lausekkeen kunkin osuuden kiertosuunta ja etumerkki paitellian erikseen.
Y14 toinen osuus momenttiin on nyt negatiivinen.

Jakamalla momentilla M, ja yksinkertaistamalla tulee

M 1600 —a2 1
2T 1 ) (13 4 3n). 3.25
M, 975 iz~ {3+ 3n) (3.25)

Kun n =1, a =40, niin M = 0. Kun n = —1/3, a = 20, niin M = 16/13M,, !

a2) Momentti AA:n suhteen ( AA jakaa poikkileikkauksen kahtia)

Merkitadn painopistekoordinaatiston poikittaista koordinaattia z:lla. Talloin

MY =M = /zo dA. (3.26)
A
Vastaavasti akselin AA suhteen laskettu taivutusmomentti on
MAA = / Z0dA, (3.27)
A

missé, Z = z + ¢ = z + 25 esimerkin tapauksessa, ja momentin M“4 kaava voidaan
kirjoittaa my6s muotoon

MAA = /(z +c)odA =M+ cN =M + 25N. (3.28)
A
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Kuva 3.5 T-poikkileikkaus, taivutusmomentti M akselin AA suhteen.

Kuvan 3.5 tapauksessa saadaan siten

MAA M N 25N
MP Mp Mp
= %(13 —10n — 3n?) + %
- %(13 ~ 10n — 3n2) + 125”
= 1- 1_33n2, (3.29)

bl) Neutraaliakseli uumassa, momentti CC:n suhteen, M > 0

Téssé tapauksessa

N =[160-20+ (20 — a) - 10](—0y) + (140 + a) - 10 - oy, (3.30)

ja
N, = Aoy, = 48000, (3.31)

joten
—3200 — 200 + 1400 10+ 10

"= 4800 * 1800 “ (3:32)

ja
a = 240n + 100. (3.33)

Kuvan 3.5 jinnitysjakaumaa vastaava momentti on

(20° —a?) 10 10 (140° - a?)

M = (160 -20- 30 + 5 5 Tm.- (3.34)
Jakamalla tdysplastisen momentin arvolla M,, saadaan
M 96-103+2-103‘+98-103 ~10-4° _ 196 (24 -n +10)? (3.35)
M, 156 - 103 156 -10% 156 156
. M 96 —480-n—24%2-n2 8. (1+n)(1—6n)
- = = . (3.36)

M, 156 13
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A M/M,
—— (CC :n suhteen

- — AA:n suhteen

Kuva 3.6 T-poikkileikkauksen taivutusmomentin ja normaalivoiman vuorovaiku-
tuskéyrat.

b2) Momentti leikkauksen AA suhteen

Téassé tapauksessa johdetaan samalla tavalla kuin edelld kaava

MA4 84 5n — 6n2
= . (3.37)
M, 13

Edella johdetut T-poikkileikkauksen normaalivoiman ja momentin véliset vuorovaiku-
tuskéiyrdt on koottu kuvaan 3.6. Kumpikin vuorovaikutuskaava kelpaa palkin plasti-
seen analyysiin, jos momentti lasketaan johdonmukaisesti kaikissa vaiheissa alunperin
valitun akselin, joko C'C tai AA, suhteen. Lopputulos on sama.

3.3 Leikkausvoiman vaikutus tiaysplastiseen momenttiin

Eulerin-Bernoullin palkkiteoriassa leikkausvoima ja leikkausjannitys madritetdén tasapai-
noehdon perusteella. Tarkastellaan palkin alareunasta leikattua poikkileikkauksen levyista
ja Axz:n mittaista palasta. Kuvan 3.7 perusteella tarkasteltavalle alkiolle johdetaan helposti
tasapainoehto

—7(2)b(2)Az + /Aab(z) dz =0, (3.38)

misté seuraa
Za

T(2) = ﬁ/j—;b(z) dz. (3.39)

z
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Kuva 3.7 Palkin alkio.
Ao
Ey
1
T
> o do
< T de
€
z E(z) =e+ 2K
Kuva 3.8 Palkin muodonmuutos ja sitd vastaava jannitys

Palkin poikkileikkauksessa neutraaliakselista etdisyydelld z sijaitsevan sédikeen venymé

on
€ =€+ 2k, (3.40)

missd € on palkin akselin venymaé ja s on palkin kiyristymé. Jénnityksen ja muodonmuu-
toksen vélinen yhteys lausutaan toistaiseksi yleisessd muodossa

o= f(e). (3.41)

Sijoittamalla venymaén ja jannityksen kaavat aiemmin johdettuun tasapainoehtoon saadaan

7(2) = bi /Et 2)dz + — /Et : (3.42)

missd Fy(z) = do/de on tangenttimoduuli. Ideaaliplastisen aineen tapauksessa

E, = E, kun |s\§%m, (3.43)
E, = 0, kun \e|>%”. (3.44)

Poikkileikkauksen plastisoituneessa osassa 7 = 0, koska F; = 0. Sama asia voidaan my0s
padtelld siitd, ettéd plastisoituneessa osassa o = g, on vakio ja Ao = 0.
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Kuva 3.9 Kaksoissymmetrinen poikkileikkaus.
Koska leikkausvoima méaritelldaan kaavalla
Q= /TdA, (3.45)
A

on osittain plastisoituneen poikkileikkauksen leikkausjénnitykselld vastaavasti suurempi
maksimiarvo. Tarkastellaan lahemmin kaksoissymmetristd poikkileikkausta, jonka materi-
aali on ideaaliplastista, ja otaksutaan liséksi, ettd N = 0 ja ¢ = 0. Talloin
o= amz , kun |z| < 2z, (3.46)
Zm
ja
o =omsgn(z), kun |z| > z,. (3.47)

Tasapainoehto kuuluu nyt
h/2

1 do
= / W h(e) dz. (3.48)

z

Kaksoissymmetrisen poikkileikkauksen taivutusmomentti lasketaan kaavalla

h/2

Zm

M = 20,, / 2b(z) dz + 2Z—m 22b(2) dz. (3.49)
Zm

Leikkausvoima saadaan méaritettyd niinikddn tasapainoehdosta

dM

S 3.50
Q=20 (3.50)
missi B
dM o [ dz
T _gZm 2 —m 51
> . / 2b(z)dz | 2 (3.51)
0

Derivoimalla jannityksen o kaava x:n suhteen tulee

do 1 dzp, < Q ) Qz
=—omz | —

= = i L = = 3.52
dx Umzz% dx (3:52)
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missé,

I, = / 22b(2) dz. (3.53)

Leikkausjannitykselle on néin saatu johdettua kaava

Zm

Q _ QSn(?)
E/zb(z) dz = b (3.54)

T =

[N

z

missé

Sy = / 2b(z) d= (3.55)

on leikkauksen z alapuolisen poikkileikkauksen osan staattinen momentti.

Erikoistapaus: suorakaide, N =0, ¢ = 0.

Tassé erikoistapauksessa saadaan yleisen kaksoissymmetrisen poikkileikkauksen leikkaus-
jannityksen kaavasta

1 [d
T(2) = gfébdz

= E—= (2, —2%). (3.56)
Toisaalta

_ _ kb 2 _ .2 _ 2pdk, 3
Q—/TdA—de2 / (25, — 2%) dz 3debzm, (3.57)
A

joten
d
et = gi (3.58)

ja

2
7(2) = 2% (22, —22) = 4:21 [1 - <i> ] . (3.59)

Leikkausjannityksen maksimiarvo on

_3Q
- 4bz,,

(3.60)

Tmax = T(0)
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Kuva 3.10 Suorakaidepoikkileikkauksen leikkausjannitys ja normaalijannitys.

A A 7/Tm

von Mises

o/om

ARy
N

Tresca

Kuva 3.11 Kaksiulotteisia myo6tdehtoja.

3.4 Myotoehto kaksiulotteisessa jannitystilassa

Kaksiulotteisen jénnitystilan, (¢ # 0, 7 # 0), von Misesin ja Trescan myttéehdot on
piirretty kuvaan 3.11. von Misesin myotoehto on nyt

Vo2 +3712 =0y, (3.61)

ja Trescan ehto on puolestaan

Vo2 +412 = op,. (3.62)

Kumpikin ehto voidaan kirjoittaa muodossa

(&)=
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Kuva 3.12 Pistevoiman kuormittama uloke.

Esimerkki 3.2 Tutkitaan ulokepalkin plastisoitumista normaalijinnityksen ja leik-
kausjinnityksen alaisena, kun palkin poikkileikkaus on suorakaiteen muotoinen.

Poikkileikkauksen uloimmat sdikeet plastisoituvat ensin, ellei uloke ole erittdin lyhyt.

Kuvan 3.12 ulokkeen leikkauksessa x = x; yla- ja alareunan séikeet ovat juuri plasti-
soitumassa. Parabolisesti jakautuneen leikkausjinnityksen suurin arvo on

3F
=<
Tmax 2 bh i Tma

joten pistevoiman F on toteutettava ehto

2

F< ngbh. (3.64)
Taivutusmomentti leikkauksessa ¢ = x1 on
bh?
M(xl) = FfEl = Mm = ?O'm,

ja kaavan (3.64) perusteella saadaan

bh? 2
?om = Fz < <§Tmbh) 1,

josta seuraa ehto

X1 ].Um
> ——.
h — 47,

(3.65)
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Trescan my6tdoehdon mukaan o, = 27,,, joten ehto (3.65) saadaan muotoon

2 127, 1

h =47, 2
Vastaavasti otaksumalla aineen noudattavan von Misesin my6toehtoa, jonka mukaan
Om = V/3Tm, paddytiin ehtoon

ﬂ>1\/§7-m

~ 0.433.
h — 4 7,

Esimerkkitapauksessa suhteelle 21 /h saadut ehdot toteutuvat, jos palkkiteoriaa yli-
péadnsd voidaan soveltaa, ja palkin plastisoituminen tapahtuu kuvassa 3.12 esitetylla
tavalla reunoilta alkaen.

Kuvassa 3.12 on esitetty leikkauksen = = x; jéinnitysjakaumat ja myotéehdon perus-
teella muodostetun vertailusuureen

o= (2)+ (2)

jakauma poikkileikkauksen korkeuden yli. Kuvassa 3.12 on esitetty myds vastaavien
suureiden jakaumat leikkauksessa x = zo > 1.

Leikkauksessa x = x5 momentti ja leikkausvoima ovat
M({EQ) = F:EQ, Q = F,

missd kuvan 3.12 jakaumien perusteella

My6toehto

o= () (2) -

saavutetaan ldhes koko poikkileikkauksessa, joten momentti M = Fxo ja leikkausvoi-
ma Q = F riittdvit likimain tdysplastisen tilan saavuttamisen koko poikkileikkauk-
sessa T = Io.

3.4.1 Suorakaidepoikkileikkaus

Kuvan 3.13 normaalijannitysjakaumaa vastaa momentti

h? 22
= — - ms .
M b<4 3>O' (3.66)

ja leikkausjannitysjakaumaa vastaava leikkausvoima @ on
4
Q= gbzme. (3.67)

Koska taysplastiset arvot ovat M, = ombh?/4 ja Qp = bh7y,, saadaan momentin kaava
M 3 ?
M, 3(Q) (3.68)
M, 4\ Qp

Kaava pétee arvoilla Q/Q, < 2/3, koska z,,:n suurin mahdollinen arvo on h/2.

kirjoitettua muotoon
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Om

Kuva 3.13 Suorakaidepoikkileikkauksen jannitysjakauma.

K

Tmax — Tm

Kuva 3.14 I-poikkileikkauksen jannitysjakauma.

3.4.2 [-poikkileikkaus

Leikkausvoiman vaikutus tdysplastisen momentin arvoon on suorakaidepoikkileikkauksella
ldhes aina merkitykseton. Sen sijaan I-poikkileikkauksella @:n vaikutus voi olla merkittava.
Varmalla puolella oleva ratkaisu saadaan kuvan 3.14 jénnitysjakaumilla. M&aritelldan

uumalle
tu(hy)?
4

missé h,, on uuman korkeus ja ¢, on uuman paksuus.

Mpu = Om,s qu = tyhuTim, (3.69)

a) Taivutuksen plastisen vyohykkeen reunat uumassa

Normaalijannitysjakaumaa vastaa momentti

1
M= M, — gamtuz;, (3.70)
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Kuva 3.15  I-poikkileikkauksen jannitysjakauma, kun Q/Qp, > 2/3.

ja leikkausjénnitysjakaumaa vastaa leikkausvoima

2 4

joten
Q 4 zm
pu u

Eliminoimalla z,, tulee

Moo= M- O'mtug(hu)2 ) 4?4 <Qciu>2
T <Q%>2Mpu. (3.73)
Kaava on (3.73) voimassa, kun
2;:7 _ ;chm <1 = Qqu < ; (3.74)
b) Tapaus Qqu > g

Varmalla puolella oleva ratkaisu saadaan kuvan 3.15 jinnitysjakaumilla. Tapaus kisitelldan
samalla tavalla kuin edelld a)-kohta. Téssd tapauksessa toteutuu ehto Q/Qp, > 2/3.
Leikkausjénnitysjakauman perusteella lasketaan leikkausvoima @ = [, 7 dA

Q = hytym + hyty |:§(Tm - 7—1):| . (375)

Jakamalla uuman téysplastisella leikkausvoimalla Qp, = hyty 7 saadaan

Q% -1 <2 + %) , (3.76)
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A (Mp - M)/Mpu

Kuva 3.16 I-poikkileikkauksen momentin ja leikkausvoiman viliset vuorovaikutus-
kéyrét.

josta ratkaistaan suhde
Ty

_3 9 _
=g -2 (3.77)

Momentin M = [ 4 20 dA lausekkeeksi saadaan kuvan 3.15 jénnitysjakauman perus-

teella
h2t
M = Mp—MpquuT“al
2
= M, — My, + =My, 2+ (3.78)
3 Om

Kaksiulotteisen myotéehdon mukaan ainepiste myotaéd, kun normaali- ja leikkausjannityk-
sen yhdistelmé toteuttaa ehdon

Flo1,m) = \/<;—;)2 + (%)2 ~ 1, (3.79)

josta voidaan ratkaista suhde

A - <1>2. (3.80)

Sijoittamalla momentin kaavaan (3.78) suhde (3.80) ja kaava (3.77) tulee
M = M, My, + M, 7
= Mp pu T g Mpus

m

2 Q 2
— M, — My, + =My, /1— (3= —2
P pu+3 pu\/ (qu )

92 2
- M,— |1- g\/l - <3Qciu - 2> My, (3.81)




3.4. Myétoehto kaksiulotteisessa jénnitystilassa 43

.

1

L
S{EI L,_l
I

Kuva 3.17 I-poikkileikkauksen otaksutut paloittain vakiot jannitysjakaumat.

joka on voimassa, kun
2.9 (3.82)
37 Qpu
Momentin ja leikkausvoiman véliset vuorovaikutuskaavat (3.73), (3.81) on esitetty ku-
vassa 3.16 kéyrind (1la) ja (1b) akselistossa (Q/Qpu, (M, —M)/M,,), missa M, on tdysplas-

tinen momentti, kun @ = 0, ja indeksi u viittaa uumaan.

Otaksumalla kuvan 3.17 mukaiset normaalijannityksen ja leikkausjannityksen jakaumat
saadaan taivutusmomentille kaava

<M:MF<ﬁiﬂme (3.83)
Om
ja leikkausvoimalle
-
Q= _1qu (3.84)
Tm

Jannitysjakaumat toteuttavat jokaisessa ainepisteessd myotoehdon
01 2 T1 2
<—> + (—) =1, (3.85)
Om Tm
o1 7\
— = 1-— <—> (3.86)

_ i (Qqu>2' (3.87)

Sijoittamalla suhde o1/, momentin kaavaan (3.83) saadaan nyt vuorovaikutuskaava

josta seuraa

Q 2
M=M,— |1- F(@ﬁ My, (3.88)

joka on voimassa, kun Q/Qp, < 1. Kaavaa (3.88) esittéd kiyrd 2 kuvassa 3.16.
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Luku 4

Rajakuorman maarittaminen
yksinkertaisille rakenteille

Aikaisemmin johdettiin taivutusmomentin ja kdyristymén vélinen riippuvaisuus suorakai-
depoikkileikkaukselle ja méaéritettiin vapaasti tuetun palkin taipuma jénteen keskelld ole-
vasta pistekuormasta. Laskelman tuloksena saatiin selville my0s palkin plastinen rajakuor-
ma.

Rajakuorma voidaan méarittaa hyvin yksinkertaisesti, jos vasemman kuvan 4.1 (M, k)-
riippuvuus idealisoidaan oikeanpuoleisen kuvan esittdmalld tavalla eli kimmoisella ideaa-
liplastisella mallilla. Plastiset muodonmuutokset rajoittuvat kuvan esimerkin tapauksessa
palkin janteen keskelle, mihin syntyy ’plastinen nivel’, kun pistekuorma P saa arvon P, ja
momentti M(L/2) = PL/4 saa arvon M,. Rajakuorma on siten

4 M,

By =72 (4.1)

Tarkastellaan seuraavaksi kuvan 4.2 staattisesti madradmattoman palkin kuorman ja tai-

puman vilistd riippuvaisuutta. Materiaali otaksutaan kimmoiseksi ideaaliplastiseksi.
Suurin momentti on pisteessid A. Kimmoisen palkin oikean tuen tukireaktio on Ro =

5P/16. Kuorman arvolla P,, pisteeseen A syntyy myotonivel ja pisteen A momentti on

talloin 3
My=-M,=—-—PFP,L (4.2)
16
eli
_ 16 M, N M,
P, = 5 5.333 7 (4.3)

P, on palkin my6tokuorma (piste A myotaa). Pisteen B taipuma on talld kuorman arvolla

7 16 M,L* T M,L?

- = 4.4
YBLT 7683 EI 144 EI (4.4)
ja pisteen B momentti on vastaavasti
5 16 )
B — ﬁ?Mp - 6 P < Mp. (4:5)

Rakenne ei vield sorru, vaan kuormaa voidaan kasvattaa, kunnes pisteeseen B syntyy myo-
tonivel. Talloin rakenne muuttuu mekanismiksi.

45
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A M

M — k idealisointi

Y=

Y=

P=Pp,
h |:| I iplastinen nivel
— \ g

max —

Kuva 4.1 Momentin ja kdyristymén vélisen riippuvaisuuden idealisointi.

Pisteeseen B syntyy plastinen nivel, kun

) APL 2 M

. ;i (4.6)

missd AP on tarvittava kuorman lisdys. Kuorma on nyt rajakuorman suuruinen, koska
palkkiin on syntynyt kahden plastisen nivelen my6td mekanismi eikd rakenne kestd suu-
rempaa kuormaa. Merkitdin, ettd P = P». Télloin

M,
Py =P, +AP = 671” = P, (4.7)

Kuorman lisdyksen AP = P, — P, aiheuttama lisidtaipuma pisteessé B on

X 2My 5 )
A 1 APL® 137 1 M,L (18)
w _- -/ = — = — .
B=48 BI 48 EI 72 EI
Pisteen B taipuma sortumishetkelld on siten
7 1\ M,L? 9 M,L?
= — A — I R p = — p . 49
Wp = wWpy = WL+ AUB (144 * 72) EI 144 EI (49)

Esimerkkitapauksessa rajakuorma voidaan méaarittda helpommin tutkimalla moment-
tikuviota hetkelld, jolloin rakenteesta on tullut mekanismi.

Esimerkki 4.1 Maddritetidn kuvan 4.6 staattisesti madrdaamdattémdn palkin plastinen
rajokuorma tutkimalla sen taivutusmomenttikuviota.

\ﬂ
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A N
P M, —
A | B C M=FI /ﬁ};
L/2 L A K
------------------------------- —-M,
6
~SPL N
5
w5 PL S
-------------------------------- +M,
Kuva 4.2 Staattisesti maaraamaton palkki, jota kuormittaa pistevoima P jénteen
keskell&.
AM — kuvio
AP =P, - P,

Kuva 4.3 Momenttikuvio, kun piste B myotaé.

Midritetisin palkin taivutusmomenttikuvio yhdistimailli tukimomenttikuvio M; ! ja
vastaavan staattisesti miardtyn 2-tukisen palkin momenttikuvio M.

Palkin keskipisteessé saadaan kuvan 4.6 perusteella rajakuorman laskemiseen ehto

L
M, (§> | + M, = | M| (4.10)
eli
1 PL 6M,
M, +M, =" = P = P 4.11

missd P, on plastinen rajakuorma.

Esimerkki 4.2 Mddaritetidn kuvan 4.7 staattisesti madraamdttéman palkin rajakuor-
ma, kun kuormitus koostuu kahdesta pistevoimasta P.

Esimerkin palkki on kerran staattisesti maaradméaton. Mekanismin syntymiseen tar-
vitaan siten kaksi niveltd. Toinen nivel syntyy epiilemétta tuelle, mutta kentén nivel
voi syntyd jommankumman pistekuorman kohdalle.

!Tuella momentti on — M), rajatilassa.
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v P/(M,/L)

Lr (ML
N B VB \1aa EI

3 10

Kuva 4.4 Palkin kuorma-siirtymakayra.

Tutkitaan siis kaksi vaihtoehtoa samalla tavalla kuin edelld. Tapauksessa a saadaan
yhtalo
1

1
sMy=3PL = Pf=4M,/L. (4.12)

M
p+ 3

Tapauksessa b tulee kuvan 4.7 perusteella

2

1
sMy+ M, =3PL = P =5M/L. (4.13)

Indekseisté p tarkoittaa plastista rajakuormaa ja indeksi 4+ merkitsee ylarajaa.

Mekanismi b ei tule kyseeseen, koska Mp = 4/3M, > M, ja pisteessd D rikotaan
my6toehtoa | M| < M.

4.1 Virtuaalisen tyon yhtalo

Rakenteen plastinen rajakuorma voidaan méarittdéd virtuaalisen tyon yhtélon avulla. Ke-
hien ja palkkien tapauksessa momentin ja kiyristymén véilinen yhteys otaksutaan ideaa-
liplastisen mallin mukaiseksi.

Rakenteelle otaksutaan tietty sortumismekanismi. Virtuaalisten siirtymien periaatteen

mukaan

Wy + W, =0, (4.14)

missd W, on ulkoisen kuorman tekemé virtuaalinen ty6 ja Wy on sisdinen virtuaalinen tyo
kuvitellun (virtuaalisen) liikkeen aikana.
Kimmoisen palkin tapauksessa alkiossa dx on

dWs = —-Mdp = —Mdk dx (4.15)
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Y P/(M,/L)
4 +
3r lP
2T K w1
T ) 1 M,L?
| | I | | ’li 12 E[
1 2
Kuva 4.5 Vapaasti tuetun palkin kuorma-siirtyméakayra.

l P
j v
L)2 L)2 o

L —

mekanismi

my6tonivel

\\\\\JAJ PL/4

Kuva 4.6 Rajakuorman méarittdminen momenttikuvion avulla.

ja
L
W, = —/Mﬁ dx. (4.16)
0
Plastisen nivelen kohdalla kaltevuuskulmalla dw/dx on epajatkuvuus

= 6. (4.17)
Plastisen nivelen kohdalla tehty virtuaalinen tyo on
Wy = —Mp0. (4.18)
Jos kuormitus koostuu pelkéstdan pistekuormista, niin ulkoinen virtuaalinen tyd on
Wy =>_ Fyop, (4.19)

misséd Fj, ovat pistekuormat ja v virtuaaliset siirtyméat kuormien suunnassa.
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1
M, 3 My
MMP
a)
Kuva 4.7 Kaksitukinen staattisesti maaraaméton palkki. a) Mekanismi a, b) me-
kanismi b.
W M A M
M,
idealisointi
o 5
—M,
Kuva 4.8 Palkin momentin ja kiyristymén vilisen yhteyden idealisointi.
Yhtélosta
Wy +Ws=0 (4.20)
seuraa nyt
N L K
> [Mynbn| + / Mrdz = Fyop, (4.21)
n=1 0 k=1

missd IV on plastisten nivelten lukuméard ja K on pistekuormien lukuméara. Valitsemalla
sellainen virtuaalinen siirtymaé, jossa x = 0, saadaan tyoyhtdlo muotoon

Z |Mpn9n| = Z Fyvg. (4.22)

Esimerkki 4.3 Maddritetidan edelld kasitellyn esimerkin palkin plastinen rajakuorma
virtuaalisen tyon periaatteen avulla.

Tarkastellaan kahden pistekuorman kuormittamaa palkkia, kuva 4.10a. Plastisen ni-
velen positiivinen nivelkiertym on maéiritelty kuvassa 4.10b. Nivelkiertyméa on posi-
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M ! \ M Mp I} @ \ Mp
/ \ / \
= Y = 1
O o —
dx dx

Kuva 4.9 a) Palkin alkio dz. b) Idealisoitu mydtonivel.

Kuva 4.10  a) Kahden pistekuorman kuormittama palkki. b) Positiiviset nivelkier-
tymét. ¢) Mekanismi a. d) Mekanismi b.

tiivinen, jos palkin ns. alapinta on vedetty. Palkin alapinta voidaan méaéritelld piirta-
mélla valitun alapinnan puolelle katkoviiva. Alapinta on palkin paikallisen poikittaisen
koordinaatin suunnassa.

Nivelen kohdalla taivutusmomentin M merkki on sama kuin nivelkiertymin merkki.
My6s taivutusmomentti M (x) on positiivinen, jos alapinnan siikeet ovat vedettyja.

Valitaan ensin kuvan 4.10c mukainen mekanismi a. Virtuaalisen tyon yht&lé (VTY)
on

Z | Mpi0;| = Z Fy;05. (4.23)

Esimerkin tapauksessa M, = M,> = My3 = M. Mekanismia a vastaava VIY on

L 2L
M,f + My30 = PO+ PO— = PYL, (4.24)
ja rajakuorma on 2
4M
P, = L”. (4.25)

?Koska 6 on mielivaltainen nollasta eroava virtuaalinen kiertymi, se voidaan jakaa pois virtuaalisen
tyon yhtdlon termeistd.
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NN
>

B

a)

Kuva 4.11 a) Mekanismia a vastaava momenttikuvio. b) Mekanismia b vastaava

momenttikuvio.

Mekanismin b tapauksessa VITY on

3 0L 1 L
Mp9+Mp§9 = P? +P§9§ (4.26)
eli 5 3 5M,
ZM.0=ZPL P = P 4.2
5 »0 5 0 = T (4.27)

Todetaan, ettd mekanismi a antaa pienemmin rajakuorman kuin mekanismi b.
Madritetdén mekanismia o ja rajakuormaa P, = 4M, /L vastaava taivutusmoment-
tikuvio. Pisteessd 1 My = —M, (my6tonivel) ja pisteessd 3 Mz = M,. Pisteen 2
momentti My voidaan mairittada mekanismin b tyoyhtalon avulla:

3 0L 0L  34M,
My (— My | =0) = (P,),— P),— =="29¢. 4.2
(04 02 (30) = (P + (P = 320 (4.28)
Koska M, = —M,,, saadaan
2 (12 2

Mekanismin b VTY on samanarvoinen erdén tasapainoyhtélon kanssa, ja M, ratkais-
tiin itse asiassa tasapainoyhtélostd. Mekanismia a vastaava momenttikuvio on kuvan
4.11a mukainen. Kaikkialla pétee, ettd |M| < M,. My6toehtoa ei rikota.

Mekanismia b vastaavat pisteiden 1 ja 2 momentit ovat M; = —M, ja My = M,.
Pisteen 3 momentti M3 ratkaistaan mekanismin a VTY:n avulla. TySyhtalosta

M,
(“M)(—6) + My30 = (P,)0L = (57) oL (4:30)
ratkaistaan 1 4
Ms=3(-1)My =My > M, ! (4.31)

Koska my6toehtoa nyt rikotaan, ei P = 5M,/L ole oikea rajakuorma.
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Kuva 4.12 Portaalikehdn suhteellinen kuormitus.

—M
b AP
) s
7 A A
M,

Kuva 4.13 Palkin rajakuorman alaraja.

rajakuormakerroin. Jos ehto 3 ei toteudu, niin A < A, (alaraja). Jos ehto 1 ei toteudu, niin
A > A, (yldraja). Kaikkien kuormien on otaksuttu muuttuvan yhden kuormakertoimen A

Todellinen rajakuorma toteuttaa seuraavat ehdot:
1. My6toehtoa |M| < M), ei rikota missédén rakenteen osassa (my6toehto).

2. Momentti M (x) on tasapainossa kuormien kanssa (tasapainoehto).

(mekanismiehto).

mukana (suhteellinen kuormitus), kuten esimerkiksi kuvassa 4.12.

Esimerkki 4.4 Mddritetidn kuvan 4.13 palkin rajakuorma alarajelauseen perusteella.

Erés tasapainoehdot ja my6toehdon toteuttava momenttijakauma saadaan aikaisem-
min késitellylle esimerkille kertomalla kuvan 4.13 kimmoinen momenttikuvio sellaisella
luvulla, ettd My,ax saa arvon M, eli
3 16 M.
AMy=M, = NN —-——PL)=-M, = MNP =_—--L 4.32

AT ( 16 ) v 3 L (4.32)
Saatu AP on todellisen rajakuorman A\, P = 6M,/L alaraja, koska yksi my6tonivel ei
tee esimerkin palkista mekanismia.

Esimerkki 4.5 Mddritetidn kuvan 4.10 palkin rajakuorma ylirajalauseen avulla.
Edella kisitellyn esimerkin 4.3 yhteydessd mekanismin b tapauksessa rikottiin my6to-

ehtoa. Témén vuoksi mekanismia b vastaava kuormakerroin AP = 5M,,/ L on todellisen
rajakuorman yliraja.

3. Rakenteeseen syntyy riittdva maard myotonivelid mekanismin muodostumista varten

Jos ehdot 1, 2 ja 3 on taytetty, niin kuormakerroin A = A,, missé A, on plastinen
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0 l —9 y
- : ___________________ : \/
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STIT7 STIT7 - -
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—0 0 —0 0

Kuva 4.14  a) Yksiaukkoinen kehé. b) Palkin mekanismi. ¢) Sivusiirtymadmekanismi.
d) Yhdistetty mekanismi.

4.2 Rajamekanismin miarittaminen

Tarkastellaan rajamekanismin médrittamistd yksinkertaisen kehdesimerkin avulla. Otak-
sutaan, ettd kuvan 4.14 kehdn sauvojen M), on vakio eli leikkauksessa i M,; = M,,.
Voidaan osoittaa, ettd riippumattomien alkeismekanismien lukumééri on

m=s—ng, (4.33)

missi s on kriittisten leikkausten lukumiirs 3, ja n, on staattisen midriimittomyyden
kertaluku.

Kuvan 4.14 tapauksessa s = 5, ja ng = 3. Alkeismekanismien lukuméird on m =
5 —3 = 2, ja alkeismekanismit ovat: palkkimekanismi, sivusiirtymamekanismi ja yhdistetty
mekanismi, kuva 4.14.

Mekanismien a ja b yhdistelmé& on kuvan 4.14d mukainen. Nivelkiertymien positiivinen
suunta on kuvan 4.10b mukainen.

Mekanismin a VTY on

M
M,0 + M,20 + M0 =VLO = V= 4Tp' (4.34)
Mekanismin b VTY on puolestaan
M,
4M,0 = HLO = H = 47. (4.35)

3Kriittinen leikkaus tarkoittaa pistetti, jonka momentin arvo on tunnettava momenttikuvion méirityst
varten.
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A\ HL/M,

— sallittu alue

Kuva 4.15 Portaalikehdn kuormien H ja V sallittu alue, kun H > 0 ja V > 0.

Yhdistetyn mekanismin a + b avulla muodostettu VIY on
M,
6M,0 = HLO+VLO = H+V=6T. (4.36)

Piirretdén suorien (4.34), (4.35) ja (4.36) yhtdlot koordinaatistoon, jonka akselit ovat
HL/M, ja VL/M,, kavaan 4.15.

Kuormien H ja V suhteesta riippuu, minkd mekanismin mukaisesti kehd sortuu. Jos
esimerkiksi H/V = 4, eli kuormat ovat H = 4\ ja V = A, kehd sortuu (joutuu plastiseen
rajatilaan) sivusiirtymémekanismin mukaisesti. Jos taas kuormien suhde on H/V = 1/2,
niin sekd mekanismi a ettd yhdistetty mekanismi a + b antaa saman rajakuorman.

Eri mekanismien ty6yhtaloistd saadut yhtalot rajaavat tasossa (HL/M,, V L/M,y) salli-
tun alueen, jolla kuormien arvot voivat vaihdella keh&n sortumatta. Sallitun alueen reuna
on kuormien H ja V vuorovaikutuskiyri (itse asiassa murtoviiva).

Sallittu alue on konveksi eli kupera. Samanlainen my6téehto voidaan piirtdd kuorma-
tason kolmeen muuhun neljinnekseen, jos kuormat H ja V voivat saada my0s negatiivisia
arvoja.
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Luku 5

Mekanismimenetelma

5.1 Plastisten nivelten lukumaara

Rajamekanismin syntymiseen tarvittava plastisten nivelten lukumé&iré on yleensé
n=ns+1, (5.1)

missd ns on staattisen médrddmattomyyden kertaluku. Jos m on pienempi kuin ng + 1,
on kyseessd alitdydellinen mekanismi. Jos n on suurempi kuin ng + 1, niin mekanismi on
ylitdydellinen. Kuvassa 5.1 on esimerkkeja palkkien ja kehien mekanismeista.

Kuvassa 5.2 on kaksi alitdydellistd mekanismia. Kehén pisteiden A ja E momentteja
ei voida ratkaista pelkistdin tasapainoyhtéloistéd. Leikkausvoimien ja vaakakuorman tasa-
painoehdosta, (kuva 5.3),

Qpa+Qpr =0 (5.2)
seuraa yhtalo
Map+ Mpp =0 (5.3)
eli
My = Mg. (5.4)

Lisdksi tarvittaisiin yksi yhtélo, josta voitaisiin ratkaista M4 tai Mp. Tasapainoehto ja
myo6toehto toteutuvat, jos

My = Mg (5.5)

ja
|MA‘ < Mp. (5.6)
Kuvasta 4.15 ndhd&én, ettd rajamekanismi on ylitdydellinen, jos vaakakuorman H suh-

de pystykuormaan V on H/V = 2 tai H/V = 1/2. Néissé tapauksissa kaksi mekanismia

antaa saman rajakuorman.

o7
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N S

o hivel

® plastinen nivel

Kuva 5.1 Taydellisid mekanismeja.

5.2 Mekanismien yhdistelymenetelméa

Mekanismien yhdistelymenetelmén esittivit Neal ja Symonds, 1952. Menetelméssd méari-
tetddn ensin kriittisten leikkausten lukuméara s. Kriittisid leikkauksia ovat momenttiku-
vion &ériarvopisteet. Toisistaan riippumattomien perusmekanismien lukuméird m on

m=Ss—ng, (5.7)

misséd ng on staattisen madradmattomyyden kertaluku.
Kuvan 5.4 kehén riippumattomat mekanismit ovat:

e 3 palkkimekanismia,
e 2 sivusiirtyméamekanismia,
e 2 nurkkakiertymé&mekanismia.

Seuraavassa mekanismien yhdistelymenetelmid tai lyhyemmin mekanismimenetelmé&a
esitellddn esimerkkien avulla.

Esimerkki 5.1 Maddritetidn kuvan 5.6 kehdn plastisen rajokuorman yldraja-arvo me-
kanismimenetelmdlld.

Kuormien suhteelle V/H valitaan arvo 2. Otaksutaan kaikkien sauvojen tdysplastiselle
momentille M, sama arvo. Perusmekanismien lukumééré on

m=s—ns=5—3=2. (5.8)

Kuvan 5.6 kehdn perusmekanismit ovat palkkimekanismi (kuva 5.7a) ja sivusiirtymé-
mekanismi (kuva 5.7b). On huomattava, ettd eri mekanismeissa nivelet on asetettava
samoihin kohtiin. Esimerkin kehén palkkien ja pilarien M, on sama. Otaksutaan, et-
td yldnurkkien ldheisyyteen syntyva mahdollinen plastinen nivel tulee pilarin puolelle.
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Kuva 5.2 Alitaydellisid mekanismeja.
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Kuva 5.3 Portaalikehén alitdydellinen mekanismi.

Nng =

n=2

Vaihtoehtoisesti voitaisiin asettaa kriittiset leikkaukset kehin nurkissa sekd palkkien
ettéd pilarien péihin ja ottaa perusmekanismien joukkoon nurkkien kiertyméamekanis-

mit.
Mekanismin a tyoyht&lo on
(=0) My + (20) M3 + (—0) My = ALO
eli
(=0)(=Mp) + (20)(Mp) + (=0)(—M,) = L0,
josta saadaan edelleen

AMO =ALO = A= 4%.

Mekanismin b tydyhtald on puolestaan
1
(—O0)M1 + (0)Ma + (—0) My + () M5 = 5)\L9,

josta seuraa
1 M,

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)

(5.13)
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Kuva 5.4 Kehin kriittiset leikkaukset.

Taulukko 5.1 Portaalikehéin mekanismien yhdistely. Perusmekanismit a ja b, yhdistetyt
mekanismit a + b ja 2a + b.

1] 2] 3] 45X [Myb;] | Y Fid; )

a -0 120 -0 4M,,0 ALO | AM,/L

b| 0| 0 —0 | 0 AM,0 | IALO | 8M,/L
a+b|—0| 01]20|—-20|6 6My0 | SALO | AM,/L
2a+b | —0 | —0 | 40 | =30 | 0 10M,0 | 32ALO | AM,/L

Kootaan saadut tulokset taulukkoon 5.1. Riveilld a ja b ovat perusmekanismien leik-
kausten ¢ nivelkiertymét, sisidinen tyo, ulkoinen ty6 ja kuormakerroin. Seuraavilla ri-
veilld on muodostettu uusia mekanismeja perusmekanismien avulla. Uusien mekanis-
mien nivelkiertymét ja ulkoinen ty6 saadaan lineaarisina yhdistelminé perusmekanis-
meista. Sensijaan sisdinen ty6 on laskettava erikseen jokaiselle mekanismille.

Nahdadn, ettd mekanismit a ja a + b antavat saman rajakuorman. Rajakuorma on yk-
sikéisitteinen, mutta rajakuorman antava mekanismi ei valttdmatta ole yksikésitteinen.
Oikea rajakuorma toteuttaa mekanismiehdon, tasapainoehdon ja my6t6ehdon.
Myo6toehdon tarkistamista varten tarvitaan esimerkin kehén pisteen 2 momentin arvo
My. Mekanismin a + b tapauksessa My = —M,,, M3 = My, My = —M,, M5 = M,.

Leikkauksen 2 momenti M voidaan madrittad tasapainoehdon (mekanismin b) avulla:

1 M,
eli
My + My + M, + M, =2M, = My =—M,. (5.15)

Todetaan, ettd kaikkialla |[M| < M, , joten rajakuormakerroin on

M,
L.

Koska mekanismi a antaa myos rajakuorman A, = 4M,,/L, on My = —M,,.

Ap =4 (5.16)

Mekanismi a on osittainen eli alitdydellinen. Mekanismi a + b on tdydellinen, eli sen
nivelten lukuméaird on n = 4. Pisteessi 2 on itseasiassa plastinen nivel, koska My =
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2) g h 0

b) 0 0
¢ 0 ¢ 0
K K 0
| | —0 —0
c) —0 »0 0
—0 0 —0 0
Kuva 5.5 Kehan perusmekanismit. a) Palkkimekanismi. b) Sivusiirtymamekanis-

mit. ¢) Nurkkakiertymédmekanismit.

—M,,. Ylitédydellinen mekanismi 2a+-b, jossa on viisi niveltd (eli n > ny+1), antaa téssi
tapauksessa myos rajakuorman A, = 40,/ L. Ylitdydellinen mekanismi voi synty, jos
kaksi mekanismia antaa saman rajakuorman.

Esimerkki 5.2 Mddritetddn kuvan 5.10 kehdn rajakuvorman yliraja mekanismien yh-
distelymenetelmdlld.

Perusmekanismien lukuméara on nyt m = s — ny = 10 — 6 = 4. Suoritetaan mekanis-
mien yhdistely taulukossa. Kirjoitetaan perusmekanismeja vastaavat tyoyhtilot ensin
taulukkoon 5.2 ja yhdistellddn sitten mekanismeja mahdollisimman pienen rajakuor-
man yliraja-arvon saamiseksi. Lopuksi tarkistetaan, ettd rajakuorman ehdokasta vas-
taava momenttikuvio toteuttaa my6toehdon |M| < M, kaikkialla kehdssé. Taulukon
5.2 sarakkeissa on kriittisten leikkausten nivelkiertymit esitetty lukuina. Esimerkiksi

A
Do l
12 3 4
: M, | |E
1 5,
ST777 ST777
[ e B |
L L

Kuva 5.6 Portaalikehd, H/V = 1/2.
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A
) A 3\
g —0
—0 0 f
20
—0 %
Kuva 5.7 Portaalikehén perusmekanismit. a) Palkkimekanismi. b) Sivusiirtymé-
mekanismi.
O 3 5
b2 NS 419
|
|
S
|
|
11 /D5
Kuva 5.8 Portaalikehin momenttikuvio rajatilassa.

mekanismin a nivelkiertymit leikkauksissa 2, 3 ja 4 ovat —6, 260 ja —6.

Uusien, yhdistettyjen makanismien nivelkiertymét ja ulkoiset tyot saadaan lineaari-
sina kombinaatioina perusmekanismeista, mutta sisdiset tyot on laskettava erikseen
jokaiselle mekanismille. Yhdistetyn mekanismin nivelkiertymét ovat

m
Oj = Zakéjk, (5.17)
k=1
missé oy, ovat kombinointikertoimet, 6;, ovat perusmekanismien & = 1,...,m nivel-

kiertymét pisteessd j ja m on perusmekanismien lukumaééri. Esimerkiksi mekanismin
a tapauksessa 03, = —0, 03, = 20 ja 04, = —0, ja yhdistetyn mekanismin e = a + ¢
nivelkiertymé pisteessd 2 on 0. = aub2q + acllae = 1-(—0) + 10 = 0. Vastaavasti
yhdistetyn mekanismin ulkoinen ty6 voidaan laskea lineaarikombinaationa perusme-
kanismien ulkoisten toiden lausekkeista kaavalla

W, = Z ax Wk, (5.18)
k=1

missd oy, ovat samat kombinointikertoimet kuin nivelkiertymis laskettaessa.
Taulukon 5.2 yhdistetyt mekanismit ovat e = a+¢, f = (b+¢), g = (b+¢) +d ja
h = ((b+c)+d) +a. Esimerkiksi mekanismin e tapauksessa kombinointikertoimet ovat
a,=1,a,=0,a.=1jaag=0.

0
w
0

Kuva 5.9 Portaalikehén palkin mekanismi ja momenttikuvio rajatilassa.
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100 kN 100 kN
100 kN i 6
- | |
Te-------- 4----=----- g--------4-=-=-=-=-=-=--- I
12 3 5 8 9 E
. M, = 250kNm| |
! ! + | 10m
P 57 1,
- - . -]
5m 5m 5m 5m
_ -6 —0 0
0 20 20
a) b)
c) d)
0 0 0 —0
"o
—0 —0 —0

Kuva 5.10 Kaksiaukkoisen kehén kriittiset leikkaukset ja perusmekanismit. a) Palk-
kimekanismi a, b) palkkimekanismi b, ¢) sivusiirtymémekanismi ¢, d)

nurkkakiertymémekanismi d.

Mekanismin virtuaalisen tyon yhtilo (VTY) on

We=W, eli Y [My;0;| =1 Fi;, (5.19)
J 7

ja siitd ratkaistaan kuormakerroin
> |My;0;1
j

P A
S Fid;

(5.20)

Mekanismeja yhdistelemélld on tarkoitus 16ytidé pienin kerroin A. Yhdistetyn mekanis-
min ulkoinen tyd W, on osamekanismien ulkoisten toiden lineaarikombinaatio. Raja-
kuormakertoimen X 16ytdmiseksi mekanismeja yhdistelldédn siten, ettd mahdollisimman
monta plastista niveltd samalla eliminoituu (eli W5 pienenee).

Esimerkin tapauksessa sivusiirtymdmekanismi antaa pienemmén arvon A = 1.5 kuin
muut perusmekanismit. Siten on jirkevii ldhted liikkeelle mekanismista ¢ ja yhdistel-
14 sithen muita perusmekanismeja. Yhdistelmélld a + ¢ eliminoituu nivel pisteessi 2,
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Taulukko 5.2 Kaksiaukkoisen kehiin mekanismien yhdistely. Perusmekanismit a, b, ¢, d,
yhdistetyt mekanismit e = a+¢, f =b+¢, g = f+d = (b+ ¢) + d,
h=g+a=((b+c)+d) +a.

1] 2 3] 4] 5] 6] 7] 8[| 9] 10] S [My0;] | 5. Fio; )
My | M, | M, | M, | M, | M, | M, | M, | M, | M, | M, [MNm]| | [MNm]
a —1 2| —1 1.00 0.5\0 2
b -1 2 1 1.00 0.5)\0 2
c| —1 1 1 —1 1] -1 1.560 1.0\0 1.5
d -1 —1 1 — —
e | —1 0 2| —1 -1 1| -1 2.00 1.5M0 | 1.333
f1 -1 1 -1 ] —1 2 2| —1 2.50 1.5)0 | 1.666
g | —1 1 -1 0 0| —1 2 2| —1 2.2560 1.5\0 1.5
h| —1 0 2| =2 —1 2 21 —1 2.750 2.0\0 | 1.375
! 500
0 0 59 20 c 250

Kuva 5.11 Kuvan 5.10 kehdn mekanismi b + c.

ja rajakuormakerroin A = 4/3. Yhdistdmé&lld mekanismiin ¢ palkkimekanismi b saa-
daan A = 1.666 eli huonompi tulos kuin yhdistelméalld a + ¢ saatu. Mekanismin b + ¢
virtuaalinen siirtymé on oheisen kuvan 5.11 mukainen.

Nurkassa 4 — 5 — 6 vallitseva tilanne on piirretty oikeanpuoleiseen kuvaan 5.11. Tasa-
painon séilyttdmiseksi tarvittaisiin sauvan 3 — 4 pddhin momentti —500 kNm. Tamé&
on mahdotonta, koska sauvan 3 — 4 plastinen momentti on 250 kNm. Nurkka 4 —5—6
kiertyykin jo, kun sauvan 3 — 4 pdihin syntyy momentti —250 kNm. Alemman ku-
van esittdma tilanne saadaan aikaan yhdistdmélla (b4 c) ja nurkkakiertymémekanismi
d. Tamian yhdistelmén antama rajakuormakerroin on A = 1.5. Jaljelld on vield yksi
mahdollinen yhdistelma ((b+ ¢) 4+ d) + a, jonka rajakuormakerroin on A = 1.375. Pie-
nimmén kertoimen A = 4/3 antoi mekanismi (a+ ¢). Mekanismi (a+ ¢) on téydellinen,
koska sen nivelten lukumééra on 7 ja kehin n, = 6.

Momenttikuvio voidaan nyt méadrittad yksikésitteisesti tasapainoyhtéildiden (perus-
mekanismien tai tdydellisten mekanismien) avulla. Téssé vaiheessa tunnetaan jo mo-
mentit M1 = —Mp, M3 = Mp, M4 = —Mp, M5 = Mp, M7 = —Mp, Mg = Mp, ja
MlO = —Mp.

Mekanismin a tyoyhtalosté

Mo(—0) + M,20 + (—M,,)(—0) = 500 - %9 (5.21)
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—0
20
0 20
—0 —0 —0
Kuva 5.12  Mekanismi ((b+ ¢) + d).
) Z_e 6 8
5 9% 20
20 f
-6 ¢ —0 10s —0
Kuva 5.13  Mekanismi (a + ¢).
ratkaistaan Ms:
2000

My =750 kNm — =S kNm = 83.33 kNm.

Mekanismin d avulla ratkeaa Mg:

(—=O0)My+ (—0)M5 +60Mg =0 = Ms=—M,+ M, =0.

Mekanismin b avulla saadaan kirjoitettua tyoyht&lo
4
(—0) Mg + 20 Ms + 0 Mo = 500 - 39,

ja siitd ratkaistaan momentti Mg leikkauksessa 8:

Mg = % (—250 + @) kNm = 208.33kNm.
83% ©)| 250 ©] 250
w o &
1
950 2083
o
[ ] JAS) /O]
250 250 250

Kuva 5.14 Kaksiaukkoisen kehdn momenttikuvio rajatilassa.

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)
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Kuva 5.15 Harjakeha.

Taulukko 5.3 Harjakehdn mekanismien yhdistely. Perusmekanismit a ja b, yhdistetty me-
kanismi a + b.

1] 2] 3] 4 5] M0 | > Fo y
a 0 [20 | —20| 0| 6M0 | MO | 6M,/L
b| 60| 0 0| 0| 4M,0| NLO | 4M,/L

a+b| —0| 0203020 8M#0 | 2)\LO | 4M,/L

Momenttikuvio on esitetty kuvassa 5.14. Kaikkialla on voimassa |M| < M,. Siten
Ap = 4/3 on oikea rajakuormakerroin.

Esimerkki 5.3 Maddritetidn kuvan 5.15 harjakehdn plastinen rajokuorma mekanis-
mimenetelmdlld.

Perusmekanismien lukuméara m =s—ngs =5—3 = 2.

Sauvan 3 — 4 kiertokeskio on K34. Kuvassa 5.16b esitetyn kuvion perusteella ndhdéén,
ettd ¢ = 0 ja v = 0. Mekanismin a tyoyhtalé on

Mylp+ (p+0) + (0 +1) + ] =Viep (5.26)
eli
M,
Mekanismin b tyoyhtédlon avulla tulee
M
AM,0 =ALO = \= 471’. (5.28)

Mééritetadn seuraavaksi harjakehdn momenttikuvio. Mekanismin (a + b) perusteella
tiedetddn jo, etté
My = —M,, M3 = M,, My =—M,, Ms = M,.

Momentti Ms méiritetdan esim. mekanismin a avulla. Tyoyhtélosta

(—9)M2 + 20M3 — 20My + OMs5 = 4]241) - Lo (529)
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1L
1L
0
L
0

Kuva 5.16  Harjakehén mekanismit. a) Mekanismi a, b) mekanismi b.

20
—30
—0 20
Kuva 5.17  Harjakehén mekanismi (a + b).
seuraa
(—0)Ms + 20M,, — 20(—M,) + 0M,, = 40,0, (5.30)
joten
My = (5— 4)M, = M, (5.31)

Koska |M| < M, kaikkialla, on oikea rajakuormakerroin A\, = 4M,/L.

Esimerkki 5.4 Tutkitaan kuvan 5.19 staattisesti madradmdttomdan palkin plastista
rajakuormaa, kun palkilla on tasainen kuorma A\q.

Merkitadn, ettd 6; = 0. Talloin kuvan perusteella

1
0y = ——0. 5.32
2= 1% (5.32)
Virtuaalisen tyon yhtilo (VTY) on nyt
1 L
OM, + ——0M, = \g-€LO - —, (5.33)
1-¢ 2
josta seuraa
_22-9M,

-~ (5.34)
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M,
M, D 9__ M,
S
jis) /D
— Mp Mp
Kuva 5.18 Harjakehdn momenttikuvio.
Aq

Kuva 5.19 Tasainen kuorma palkilla.

Kuorman aéariarvo saadaan ehdosta
——= =0, (5.35)

josta seuraa yhtilo

(=2)(1 =& — (4 =261 —26) M), _

21— 2 72 = 0 (5.36)
eli
2 —4+2=0 = &o=2+V4-2. (5.37)
Valitaan alempi juuri & = 2 — v/2. Sijoittamalla ratkaistu ¢ kuorman kaavaan tulee
M, M,
(Aq)p = (6 + 4\/§)L—§ ~ 11.66L—§. (5.38)

Likim&iridinen tapa

Otaksutaan nivel palkin janteen keskelle. Virtuaalisen tyon yhtélosté seuraa

L L 12M,

(5.39)
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M, |6

S | M,

(2-v2)L

Kuva 5.20 Palkin tasaisen kuorman aiheuttama momenttikuvio rajatilassa.

25
M, |6 Mo =23 M
A A
D Mp Mmax
Y
e
L

Kuva 5.21 Palkin tasaisen kuorman yldrajaratkaisu.

Mydtdehdon | M| < M, toteuttava ratkaisu saadaan kertomalla A = 12M,,/qL? luvulla
24/25, kuva 5.22. Nivelet katoavat tilloin pisteistd 1 ja 2, ja palkissa ei ole en#é
mekanismia. Néin saatu ratkaisu

24 M, M,
A= — - 122 ~11.52—-2L .40
P95 qlL? g qL? (5.40)

on alarajaratkaisu. Todellinen A, on vililla

P p
52 My 41
115275 < Ay < 12075 (5.41)

Muunnetaan mekanismia siten, ettd nivel on momentin maksimikohdassa (5/12L oi-
kealta tuelta). Télloin saadaan

M
A~ 11.66qT’;, (5.42)

miké on ldhes sama kuin tarkka ratkaisu.

% x momenttikuvio

24 Mp e - P

25
A A
24
@ 25 MPV Mmax

Kuva 5.22 Palkin tasaisen kuorman alarajaratkaisu.



70 LUKU 5. Mekanismimenetelmé

M(&) = Mo(§) + (1 = §) My — EMy;, € =/ L

M, EM 1
L 7"y
. Iy .
J i My(z)
® |M(x)
Y
fe——

Kuva 5.23 Palkin momenttikuvio tukimomenttikuvion M; ja vastaavan staattisesti
méadratyn palkin momenttikuvion M, avulla.

Vaadittava plastinen momentti momenttikuvion avulla

Rajakuorma \,q tai vaadittava plastinen momentti M, voidaan madrittdd myos tut-
kimalla momenttikuviota, kuva 5.23. Kahden nivelen ja yhden vapausasteen mekanis-
mi syntyy, kun tuella ja pisteessd x momentti on M,. Merkitdin £ = x/L. Tallin
yhtalostd

M, + M, = —z — —a° = My(x) (5.43)
saadaan

_AgLPE(1-¢)
Mp= = "T7e

(5.44)

Maksimoidaan tdysplastinen momentti M, (). Maksimin véilttdmattomésta ehdosta

dM,
=0 5.45
df (5.45)
seuraa toisen asteen yht&lo
2426 -1=0, (5.46)
jonka juuri on
£=v2—-1~0.414, (5.47)

ja vaadittava tiysplastinen momentti kantamaan kuorma Aq on

AgL? NL?

= ~ 5 5.48
P64+ 42 11.66 (5.48)
tai vaihtoehtoisesti plastinen rajakuorma on
M M
Apq = (6 + 4\/§)L—§ ~ 11.66L—2p. (5.49)

Esimerkki 5.5 Mdadritetidan kuvan 5.24 kehdn rajakuorma, kun kehdlld on pistekuor-
mien lisiksi palkeilla tasaista kuormaa.

Likimé&araisessd menetelmisséd otaksutaan nivelten muodostuvan tasaisen kuorman
kuormittamien palkkien péihin ja (tai) jinteen keskelle. Jos tasainen kuorma ¢ korva-
taan oheisen kuvan 5.25 tapaan pistekuormilla, on ulkoinen ty6 kuvan mekanismissa
sama kummassakin tapauksessa.
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AN LY vy v v4lsy vy v Y vy oy
2 : 3 :6 9 :
! M, = 50 | M, = 80 |
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Kuva 5.24 Kaksiaukkoisella kehélld tasaista kuormaa.
qL
2
q (o L
¥ !
Y Yy vy vy v vy
Wy = (qL?/4)0 W, = (qL2/4)0
Kuva 5.25 Tasaisen kuorman muuntaminen pistekuormiksi.
Pienimmén rajakuorman antaa kuvan 5.26 mekanismi, jonka VTY:std
2060+ 500 +80-20 = 4X-0-15+ 12X - 0 - 15 = 240)\0 (5.50)
ratkaistaan 330 11
= — = — = 1 . - 1
o0 = B 375 (5.51)

Tarkastellaan palkkia 5 —9. Tukireaktio pisteessd 9 voidaan maérittda muodostamalla

momentin tasapainoyhtilo pisteen 8 suhteen:

15

R-15-80-20~11-15- =0 = R~ 149166 (5.52)

4N

20

Kuva 5.26 Kehén ekvivalentit pistekuormat ja rajamekanismi.
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Q(z) Q-kuvio

i

g=08\=11 -
x
e
<0 ( YV Yy A) - o = 13.561
je————— .
M(z)  M-kuvio
15
) ( @‘D
20
©
Mmax R

Kuva 5.27 Kehén sauvan 5 — 9 leikkausvoima ja momentti.

Kuva 5.28 Kehédn rajamekanismi, kun nivel 8 on etédisyydelld = oikealta tuelta.

Leikkausvoima Q(z) on

Q(x)=—-R+q-v=—-14917+ 1.1z, (5.53)

ja leikkausvoima on nolla eli Q(z) = 0, kun z¢ =~ 13.561.
Taivutusmomentti M (x) palkissa on

M(x) = R-x — qz*/2 — 20. (5.54)

Suurin momentin arvo M., on kohdassa, jossa dM/dx = Q = 0 eli R — gz = 0.
Momentin maksimin kohdaksi ratkaistaan zo = 13.561 ja

M (20) = Mpax = 81.14 > M, = 80. (5.55)

Alarajaratkaisu saadaan kertomalla A\ = 1.375 luvulla 80/81.14. T4ll6in alaraja-arvio
on A~ = (80/81.14)1.375 = 1.356. Néin on saatu arvio: 1.356 < A\, < 1.375.

Saatua A,:n yldrajaa 1.375 voidaan tarkentaa otaksumalla nivel palkissa 5 —9 kohtaan
x = 13.561, kuva 5.28. Pisteiden 8 ja 9 kiertymét ovat

0+ {30_5”] ) (5.56)
xr X
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Virtuaalisen tyon yhtélosté ratkaistaan nyt A = 1.3652. Tamén jilkeen laskua voidaan
jatkaa kuten edelld tehtiin: lasketaan uusi g ja A jne. Iteraatio suppenee nopeasti kohti
tarkkaa ratkaisua.

Tehtiiviin tarkka ratkaisu ! saadaan kuvan 5.28 mekanismin avulla pitdmélld nivelen
8 etdisyyttad x pisteestd 9 tuntemattomana. VTY on nyt

1
AN(15-0) + 50.8X-30- (30 — )0 = 2040 +50- 6 +80- (3;_0) 0 +20- (%) 0, (5.57)

josta ratkaistaan
~5(300 + 13x)

A=

6 (35 —x)z
Ehdosta d)\/dr = 0 seuraa toisen asteen yht#ld 1322 + 600z — 10500 = 0, jonka nyt
kyseeseen tuleva juuri on x = 13.53232011. Plastisen rajakuormakertoimen arvo on

Ap = 1.365197, mikéd poikkeaa edelld lasketusta 2. iteraatiokierroksen arvosta A =
1.3652 hyvin viahin.

(5.58)

!Olettaen, etti rajamekanismin tyyppi ei muutu.
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Luku 6

Rajakuormamenetelman
peruslauseet

Staattinen lause (alarajalause)

Lause 6.1 Jos loydetidn tarvutusmomenttijakauma, joka on tasapainossa ulkoisen kuor-
mituksen kanssa ja toteuttaa myétoehdon |M| < M, kaikkialla, niin kuorma on enintddn
rajakuorman suuruinen. (Kaikkien kuormien oletetaan muuttuvan kertoimien X\ mukana,
t.s. kuormien suhteet pysyvat vakioina).

Todistus. Olkoon todellinen rajakuormakerroin \,. Merkitddn, ettd rajamekanismin ni-
velkiertymét ovat 6}, nivelet ovat paikoissa h; ja rajamekanismin (rajakuorman antava me-
kanismi) liiketilaa vastaavat kuormien Fj; suuntaiset siirtyméat ovat A;. Virtuaalisen tyon
yhtélo (VTY) kirjoitetaan muodossa

Ap > FiNg = My0;. (6.1)
i J

Koska A, > 0ja Y M,;6; >0, on > F;A; >0 (My;n ja 6;:n merkki on sama).
Tarkastellaan mielivaltaisella kertoimen A arvolla momenttijakaumaa M, joka toteut-
taa tasapainoehdot ja myotoehdon

—|Mp;| < My < |My|. (6.2)

Rajamekanismin (6}, h;, A;) avulla muodostettu VITY on
A RN =) M0, (6.3)
( J

Kaavojen (6.1) ja (6.3) avulla saadaan

(/\p = A) Z Fil; = Z(ij - Mj)‘%* (6.4)
i J

Koska jokainen termi M,,;6; on positiivinen ja —|Mp;| < M; < |M,;|, on kaavan (6.4) oikea
puoli positiivinen tai nolla. Siten A, > A.

0]
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Seurauslause. Rajakuorman arvo ei pienene, jos rakenteen jonkin osan lujuutta kas-
vatetaan. Alkuperiisen rakenteen plastista rajatilaa (A = A,,) vastaava momenttijakauma
toteuttaa muunnetun ( vahvistetun) rakenteen tasapaino- ja myotéehdon kertoimen A ar-
volla Ap,. Siten Ay, < Ap,.

Kinemaattinen lause (ylidrajalause)

Lause 6.2 Mielivaltaisen mekanismin virtuaalisen tyon yhtalon avulla laskettu rajakuorma
on vahintdan todellisen rajakuorman suuruinen.

Todistus. Merkitdin, ettd otaksutun mekanismin nivelkiertymét, nivelten paikat ja vastaa-
vat plastiset momentit ovat 6;, h; ja M,; sekd kuormia F; vastaavat mekanismin siirtymét
ovat A;. Kuormakerroin A maaritetaan VIY:n avulla:

A RN =) My0;, (6.5)
( J

missd ) F;A; on positiivinen, koska A\ on positiivinen ja jokainen M,;f; on positiivinen.
Todellista rajakuormaa A, F; vastaavat momentit M; pisteissd h; toteuttavat myotoeh-
don
—[Mp;| < Mj < |Mp]. (6.6)

Muodostetaan kuormia A, F; vastaava VI'Y:
A Y FA =Y M;b;. (6.7)
i J

Kaavojen (6.5) ja (6.7) avulla saadaan yhtalo

A=) Y Fidi = (My; — M)b;. (6.8)

Koska kaavan (6.8) oikea puoli on positiivinen, on A > A,,.

Seurauslause. Rajakuorma ei suurene, jos rakenteen jonkin osan lujuutta (M),) pie-
nennetaan.

Kuormakerroin A\ on

) = 2 Mpjb;
Y FiA;

Alkuperédisen rakenteen rajatilaa (A = \,,) vastaava mekanismi antaa muunnetun raken-

(6.9)

teen tyoyhtélon avulla pienemmén tai yhtédsuuren yldrajan kuin Ap,. Siten A,, < Ap,.

Ylarajalauseen todistuksessa ei edellytetd, ettd taivutusmomenttijakauma on tasapai-
nossa ulkoisen kuorman kanssa. Kuvan 6.1 palkin tapauksessa mekanismi a antaa oikean
rajakuorman g, = 1O%Mp/L2. Mekanismi b antaa rajakuorman ylirajan g, = 16Mp/LZ7
vaikka palkin reunaosat eivit olekaan tasapainossa.

Yksikisitteisyyslause. Jos kuormakertoimen arvolla A taivutusmomenttijakauma to-
teuttaa tasapainoehdon, myotéehdon ja mekanismiehdon, niin A on plastisen rajakuorma-
kertoimen suuruinen eli A = A,

Seurauslause 1. Alkujannitykset eivit vaikuta rajakuorman arvoon.
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Kuva 6.1 Ulokkeellisen palkin mekanismeja.

Seurauslause 2. Rakenne sortuu kuormitustavasta riippumatta heti, kun momentti-
jakauma toteuttaa tasapaino-, mycto- ja mekanismiehdon.
Lauseet seuraavat yksikésitteisyyslauseesta. Myoskédan lampdojannitykset ja tukien pai-

numat eivit vaikuta rajakuorman arvoon.
Esimerkki 6.1 Mddritetdin paksuudeltaan muuttuvan palkin rajekuorma kinemaat-
tisella menetelmdlld ja staattisella menetelmdlld.
a) Kinemaattinen menetelmi
Oletetaan, ettd M, muuttuu lineaarisesti z:n funktiona eli
Mpy(§) = Mpy(1+€), &=x/L. (6.10)
Kuvan 6.2 mekanismin avulla johdetaan virtuaalisen tyon yht&lo
1 2
5osz q = My,[(1+£)0+ 2], (6.11)

missé

a=(1-¢£6, ja g=¢6. (6.12)

Ratkaisemalla ty6yhtdlo (6.11) kuorman ¢ suhteen tulee

_2Mp 1+ 3¢
Sy =t (6.13)
Nivelen paikka ¢ ratkeaa ehdosta dq/d¢ = 0 eli
1
32 +26-1=0 = £=3 (tai £=-1). (6.14)

Laaduttoman koordinaatin £ = % arvoa vastaava tasaisen kuorman intensiteetti on

My,

q=18 72

(6.15)
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Kuva 6.2 Paksuudeltaan muuttuva palkki.

q

Yy v

Y DQMm

Kuva 6.3 Paksuudeltaan muuttuva palkki. Staattinen menetelm.

b) Staattinen menetelmi

Tukipisteen momentti on M3 = —qL?/8. Tarkastellaan tilannetta, jossa Mz = —2My,.

Tukireaktiot toteuttavat tasapainoehdot

A+ B=gqL, (6.16)
L
2Mp, + qLE — BL =0, (6.17)
joista ratkaistaan
M. L
B=2—2044= 1
17 +q 5 (6.18)
M L
A= 220442, 1
i +q 5 (6.19)
Taivutusmomentti on -
M(z) = Ax — gz (6.20)
eli )
T L T
M(x) = -2M, — — —q—. 21
(Z‘) POL + qr 2 q 2 (6 )
Asetetaan A0 (2) ey . v \
x P Po PQ
= = —qL—qr—2 = , 6.22
dx dx 2q @ ( )
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Kuva 6.4 Kerran staattisesti maaraaméaton keha.

josta ratkaistaan

L M,
=_--3—2 6.23
vy -3, (6.23)
ja saadaan ko. pisteessé taivutusmomentti
L .M, 1 3 Mp,*
M(=—-3-20) =—gL? — M, + = —=2%. 24
(2 qL> g1 rot oL (6.24)
My6tomomentti kohdassa
L My,
=3 3 oL (6.25)
on )
3 Mpo
M, = §MP0 -3 ER (6.26)
Koska on oltava voimassa M (b) < M, (b), saadaan ehto
(¢L?)* — 20qL*M,, + 36M,,> < 0, (6.27)
josta seuraa sama kuorman arvo kuin edelld mekanismimenetelméll&
M
gp =18 L’;O, (6.28)

joten saatiin tarkka tulos.

Esimerkki 6.2 Sovelletaan alarajaratkaisua kuvan 6.4 kehddn.

Valitaan kuvan 6.4 mukainen staattisesti méairdtty perusmuoto. Taivutusmomentit
kriittisissd leikkauksissa 1 ja 2 ovat M; ja Mos, joille ovat voimassa tasapainoehdot

My = %PL - XL (6.29)
ja
2 L
My =-PL—-X—. .
2 =3 5 (6.30)

Myétoehdon |M| < M, perusteella saadaan ehdot

1

M,
gPL-XL>-M, = P>-3-L43X (6.31)

1 M
GPL-XL<M, = P<3-43X, (6.32)
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Kuva 6.5 Kehan kuorman sallittu alue.
2 XL 3 M, 3
_PL-"—"—">-M P>t X :
3 g = Ve T T2y Tt (6.33)
2 XL 3M 3
Zpr 22 < e i .
SPL- <M, = P<IZ4IX, (6.34)

jotka (yhtéldisyysmerkin tapauksessa suorat a, b, ¢ ja d kuvassa 6.5) rajaavat voimien
P ja X sallitun alueen.

Suurin pistevoiman P arvo, joka toteuttaa my6téehdon on
M,

Py =37

(6.35)

Esimerkki 6.3 Madritetidan plastisella alustalla olevan plastisen palkin pistekuorman
P yliraja ja alaraja.

Palkin ja alustan saumakohta otaksutaan kitkattomaksi ja vetoakestdméittoméksi. Li-
séksi otaksutaan lapitunkemattomuusehto. Palkin my6tomomentti on M, ja alustan
myd6téraja on p.

a) Kinemaattinen menetelmi

Otaksutaan kuvan 6.6 mekanismi. TyOyhtalo on
z/2
PG5 = M9+ 2 / pu(s)ds, (6.36)
0

missd w on palkin taipuma. Koska taipuma on lineaarinen x:n funktio, saadaan hel-
posti

1
P§ = M0 + 21555;. (6.37)
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I< L >I (9:4(5/.%
x/2

Kuva 6.6 Palkki plastisella alustalla

[THTTT]

—l

T

Kuva 6.7 Staattisen menetelmén otaksuttu pohjapaineen jakauma.

Lausumalla taipuma ¢ kiertymén 6 avulla tulee

2
PG% = M,0 + 150%. (6.38)

Koska 6 on mielivaltainen ja nollasta eridivd virtuaalinen kiertymé, saadaan ratkaistua

My 52

P=4"214p 6.39
— +D3 (6.39)
Pienin yldraja saadaan ehdosta dP/dx = 0 eli
1 M M
Zp—4—2F = /822 6.40
5P —4— x 7 (6.40)
ja rajakuorma on
P;r = +/8M,p, (6.41)
jos M, < p_'
8
b) Staattinen menetelmi
Otaksutaan kuvan 6.7 mukainen pohjapaineen ¢ jakauma.
Palkin tasapainoehdot ovat
2
M= % (6.42)

ja
qr = P. (6.43)
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Myo6toehdot palkille ja alustalle ovat

M < M,
ja
q=p
Ehtojen avulla saadaan
2
qr Px
T _ M
8 g — 7
eli
P<g—*t
x
ja
qr = P < px,
joten
M
8~L —pr = x=,/8—2L,
€ p
ja rajakuorman alaraja-arvo on
P, = \/8pM,.

Jos x > L eli M, > pL?/8, niin palkki painuu alustaan taipumatta.

(6.44)

(6.45)

(6.46)

(6.47)

(6.48)

(6.49)

(6.50)



Luku 7

Tailpumien maaritys rajatilassa

Rakenteet taytyy suunnitella riittavéin lujiksi kestdméaén tietylla varmuudella odotettavissa
olevat kuormitukset. Usein on tarpeen myds varmistaa, etteivit siirtymét kasva haitallisen
suuriksi. Rakenteiden on oltava paitsi riittdvan lujia myos riittéavan jaykkié. Esimerkiksi, jos
kuvan nosturipalkin kiskoja kannattavan kehé&n jannevili L muuttuu liian paljon, pyorat
jumiutuvat, ja nosturi ei endd liiku.

Mekanismimenetelméssd kehédn materiaali otaksuttiin jaykéksi ideaaliplastiseksi, ja muo-
donmuutokset ennen rajatilan saavuttamista jitettiin huomioonottamatta. Todellisuudes-
sa rakenteen téytyy kuitenkin deformoitua ennen rajatilan saavuttamista.

Taipumat voivat pienentdd merkittévésti rakenteen rajakuormaa. Erityisesti joustaviin
rakenteisiin siirtymaét voivat aiheuttaa odottamattoman sortumismekanismin nurjahduksen
takia. Taipumien laskennan merkitys kasvaa suunniteltaessa rakenteita korkealujuuksisista
terdksista.

Seuraavassa esitetddn yksinkertainen tapa taipumien madrittdmiseksi rajatilassa. Ra-
kenteen stabiiliutta ei tutkita téssd yhteydessd. Otaksutaan edelleen kuten mekanismime-
netelméissé, ettéd plastiset muodonmuutokset tapahtuvat plastisissa nivelissé, joiden vélissé
keh&sauva on kimmoinen.

Sauvan ¢—j paiden kiertymien ja sauvanpadmomenttien vilille voidaan johtaa yhteydet

pij = aijMij — BijMji + ij + oy, (7.1)

ol L]
e =
L
7777 7777

Kuva 7.1 Hallin kehi, joka kannattaa nosturipalkkia.

83
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v o; )
- ~
Kuva 7.2 Sauvanpadmomentit ja kiertymaét.
q
Y VY VvV VvV VvV VYV VvV VY ]
¢ J
0
Kuva 7.3 Sauvanpadkiertymét tasaisesta kuormasta.
wji = —BiMi; + ajiM; + i + (7.2)
missa
Yy = T (7.3)

on sauvakiertymé ja suure a?j on kuormituksen aiheuttama sauvanpidkiertyma. Jos tai-

vutusjaykkyys FEI on vakio ja kuorma ¢ on vakio, niin

Qi = Qi = 3%7 Bij = Bji = GL;JI’ (7.4)
ja ,

Kaavojen (7.1) ja (7.2) avulla voidaan muodostaa yhteensopivuusehtoja kiertymille.
Jos pisteessd j ei ole plastista niveltéd, niin on voimassa yhteensopivuusehto

Pji = Pik> (7.6)
kuva 7.4. Sensijaan jos pisteessd j on plastinen nivel, niin plastisen nivelen kiertymé on

0; = ¢ji — jk- (7.7)

¥ii j : 2

Kuva 7.4 Positiivinen plastinen nivelkiertyma.
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20

—M,
@
M,
Kuva 7.5 Palkin momenttikuvio rajatilassa.

Rajatilan taipumat voidaan méarittaéd tarkastelemalla tilannetta viimeisen plastisen nive-
len syntymishetkelld, kun keh&in syntyy mekanismi. Koska ei tiedetd, mikd nivel syntyy

viimeisend, taytyy tutkia eri vaihtoehdot.

Esimerkki 7.1 Maddritetddn jaykdsti tuetun palkin taipuma rajatilassa tasaisesta kuor-

masta q.

Kuvan 7.5 palkin plastinen rajakuorma saadaan yhtélosta

1
4M,8 = §q2L - Lo, (7.8)
ja se on
M,
Jaetaan palkki kahdeksi sauvaksi 1 — 2 ja 2 — 3 pituuksiltaan L ja L.
Sauvanpadmomentit ovat
My = —M,, My =—M),y, (7.10)
Moz = M,,, Mszy = M,. (7.11)
Valituilla merkkisopimuksilla on voimassa
Mij = Mi, Mji = —Mj (712)

missd M; on momenttikuviosta saatava momentti pisteessi ¢. Kaavojen (7.1) ja (7.2)

mukaiset sauvanpiikiertymét ovat

L L

= 2 M) - = (-M
P12 = g (= M) = Ger (S M) +

v
L
on = 5z (- My) — oo (-My) +
s = 52z (My) — o (M) — 7
p2 = 5z (My) — o (M) — 7

42?’ %;I, (7.13)
- 4%’7 %, (7.14)
4%? % (7.15)
4%? % (7.16)
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eli

P12 = %, (7.17)
Y21 = —%Mp + %, (7.18)
P23 = %Mp - %, (7.19)
P32 = % (7.20)

Maaritetdan siirtymét viimeisen nivelen syntymishetkelld. Koska ei tiedetd, mikéd on
viimeinen nivel, niin otaksutaan kukin plastinen nivel vuoronperain viimeiseksi.

a) Viimeinen nivel syntyy pisteeseen 1 (ja 3 symmetrian perusteella)

Yhteensopivuusehdon perusteella

Y12 = 0 (tai Y32 = 0) (7.21)
eli
Y20 = 0u=0 (7.22)
7 . .
Lasketaan edelld saatua tulosta v = 0 vastaavat nivelkiertymit kaavalla
0; = @ji — @ik, (7.23)

kuva 7.4. Yhteensopivuusehdon perusteella tiedetdén, etta
0, =63 =0. (7.24)

Pisteessé 2 nivelkiertymé on

2L

~ap Mo (7.25)

0y = Y21 — P23 =

b) Viimeinen nivel syntyy pisteeseen 2
Tédmén otaksuman perusteella on voimassa yhteensopiovuusehto

P21 = P23 (7.26)
juuri ennen plastisen nivelen syntymista eli

2L 20 1 M,L?
——M,+—=0 = =

sE1 T T YT 3T EI
Téata keskipisteen taipumaa v vastaavat aikaisemmin syntyneiden plastisten nivelten
1 ja 3 kiertymét ovat

(7.27)

v 1 L

N S ) 7.28

e A e T (7.28)
ja

1 L

03 = —=M,—.

ST 3Rl

Viimeistd niveltd koskevia otaksumia a ja b vastaavat taipuneet muodot on piirretty

(7.29)

kuvaan 7.6. Nihd&in, ettd otaksuma, b, jonka mukaan viimeinen plastinen nivel syntyy
pisteeseen 2, on oikea ja keskipisteen taipuma rajakuorman g, = 4M,/L? saavutta-

misen hetkelld on
B lMpL2 B i qL*

YT37El T 12EI

(7.30)
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Kuva 7.6

v=1M,L?/EI
o _ ML
! 3R]

Otaksumia a ja b vastaavat palkin taipumat.

Jos plastisten nivelkiertymien tarkistaminen tulee liian hankalaksi, niin voi kiyttda

seuraavaa siirtymid koskevaa lausetta:

Lause 7.1 Jos kuormituksen aikana mikddn syntynyt plastinen nivel ei ole palautunut

(alkanut kiertyd vastakkaiseen suuntaan), niin suurin siirtymda on oikea, kun siirtymdat on

mdaaritetty olettaen vuoronperddan kunkin plastisen nivelen syntyneen viimeiseksi.

Mekanismimenetelmén avulla ei saada selville onko jokin nivel syntynyt ja sitten poistu-

nut. Téllainen tapaus on kuitenkin harvinainen. Siten suurin eo. tavalla mééritetty siirtyma

on tavallisesti oikea.

Tutkitaan seuraavaksi hieman monimutkaisempaa kehérakennetta ja sen siirtymié ra-

jatilassa.

Esimerkki 7.2 Mddaritetidn kuvan 7.7 kehdn pisteen 2 vaakasiirtymd ja pisteen 3
pystysuirtymd plastisessa rajatilassa.

Otaksutaan, ettd M), on vakio ja EI on vakio.

Rajakuorman méairittia téssd tapauksessa yhdistetty mekanismi tydyhtalosta

5 M,

Palkkimekanismin avulla saadaan puolestaan méaéritettya Ms:
3 1 5 5 1
MQ(—9)+M3 -0 + My ——0) = —Mp9 = My=(2—-— Mp:——Mp.
2 2 2 2 2
(7.32)
Momenttikuviosta voidaan lukea sauvanpidamomentit kullekin sauvalle 7 — j siten, etté
M;; = M;, My = —M;. (7.33)
Téssé tapauksessa
1
Mg = —M,, Moy = §Mp’ (7.34)
1
Mys = —§Mp, M3y = —M,,, (7.35)
M3y = My, Myz = My, (7.36)
Mys = —M,, Msy = —M,,. (7.37)
Kuvan 7.7 perusteella
U v v u
2=, Y=, VYsm=-—57, Vs =7 (7.38)
Soveltamalla kaavoja (7.1) ja (7.2) tulee
L 1 U b) L U
P12 = gror(Z2Mp — S Mp) + 7 = — 5 Mppr + 7, (7.39)
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y

M, on vakio
FETI on vakio

@ S/ ¢
Mp

© momenttikuvio fan)
_Mp Mp

Kuva 7.7 Jaykkdkantainen kehé.

P21 = %(M,, + M) + % = %MP% + % (7.40)
23 = %(—Mp M)+ % = % (7.41)

pr2 = =22 (<2M, + o M) z - —%Mp% + % (7.42)
P31 = 6251 (2M,, — M,) — 21’L = %Mp% - % (7.43)
P13 = 6251(21\4 M,) — % = %Mp% - % (7.44)
15 = 621( oM, + M,) + %:—%MP%JF%, (7.45)
@54=6%( 2M, + M,) + %: 2 p%jt% (7.46)

Y hteensopivuusehto pisteessi 2

Pisteessd 2 ei ole plastista niveltd. Jatkuvuuden nojalla

P21 = P23 (7.47)
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eli LML
2 M v_v
5Bl +L A (7.48)

Pisteissd 1, 3, 4 ja 5 on plastinen nivel yhdistetyssd mekanismissa. Oletetaan vuoron-
perdén viimeinen nivel pisteisiin 1, 3, 4 ja 5.

a) Nivel 1 viimeinen

Pisteen 1 yhteensopivuusehdosta seuraa

B 5 M,L u 5 M2 15 M,IL?
pe=0 = —ppr+=0 = v=5 T T e T
joten kaavan (7.48) perusteella saadaan
4 M,L M,L M,L? 27 M,L>?
A ML 5 Myl w9 Mpl” 2T MplL7 (7.50)
12 EI 12 EI L 12 EI 36 EI

Tarkistetaan seuraavaksi plastisten nivelten kiertymit. Plastisen nivelen kiertymén
kaavan

0; = ir. — Ya (7.51)

perusteella tulee

>0, (7.52)

B B B /3 A\ ML 3v  13M,L?
61=0, 62=0, 5=z @34_( 12 12) EI 2L 24 EI

6 M,L v U 12 9 10\ M,L 7 M,L
94:@34—§045=——p————:< _____ ) p~ _ UM

12 EI 2L L 24 24 24) EI ~ 24 EI
(7.53)
ja
2 5\ M,L 3 M,L
— — —_— J— = — . - 4
b5 = ws4 ( 12+12) BT 12 BT (7.54)

Todetaan, ettéd plastisten nivelten kiertymien merkit ovat sopusoinnussa kehin muo-
donmuutosten kanssa.

b) Nivel 3 viimeinen

Pisteen 3 yhteensopivuusehdosta seuraa

_ 7T M,L v I 14 M,L?
pr=pu=0 = —portptop =0 = =g (759
ja kaavan (7.48) perusteella saadaan
w (14 4\ M,L 2 M,L?
L (36 12) EI Y36 Bl (7.56)
Tarkistetaan sitten otaksumaan b liittyen plastiset nivelkiertymat:
B (5 2\ ML 13M,L
01 = —p12 = (12 - 36) BT~ 36 EI > 0. (7.57)

Tulos ei ole sopusoinnussa kuvan 7.7 mekanismin kanssa. Oletus ei siten ole oikea.
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Taulukko 7.1 Kehin siirtymét rajatilassa viimeisen plastisen nivelen mukaisesti.

a b c d max
u/(MpL2/36EI) 15 | 2 8 6 15
v/(MpL2/36EI) 27 | 14 | 20 | 18 | 27

c¢) Nivel 4 viimeinen
Pisteen 4 yhteensopivuusehdosta seuraa
pi3—p15=0 = —————5—-—>-=0, (7.58)

ja kaavan (7.48) mukaan

4 M,L v u
il 4+ ==0 7.59
12 EI L + L ’ ( )
joten
20 M, L> 8 M,L?
YT36 BT Y YT 36 EI (7.60)
Otaksuman ¢ perusteella médritetty nivelkiertymé nivelessi 1 on
5 8\ M,L 7 M,L
0 — — — (= - = P- — P 0 7.61
LT (12 36) EI 36 EI (7.61)
joten oletus c ei ole oikea.
d) Nivel 5 viimeinen
Pisteen 5 yhteensopivuusehdosta seuraa
2 ML u
5 = P54 =0 “13 Bl +Z_O’ (7.62)
ja kaavan (7.48) perusteella saadaan
4 2\ M,L v
<E + E) Bl L (7.63)
joten
6 M,L> . 18 M,L?
Y736 w1 " "7 36 EI (7.64)
Tarkistetaan vield nivelkiertymét:
5 2\ M,L 3 M,L
0 = — = e P = — p .
LT T (12 12> Bl 12 51 " (7.65)

joten oletus d on vaara.

Lopputulos on, ettd viimeinen nivel syntyy pisteeseen 1 ja siirtymét rajatilassa ovat

5 ML? 9 M,L?
YT Er YT TR

(7.66)

Kootaan vield eri otaksumilla saadut tulokset taulukkoon 7.1.
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Kuva 7.8 Pistevoiman kuormittama palkki.

Edellisten esimerkkien laskelmat hieman yksinkertaistuvat, jos sauvanpadkiertymien
kaavat (7.1) ja (7.2) kirjoitetaan suoraan pisteiden ¢ ja j momenttien avulla muotoon

pij = B(2M; + M;) + i + a?j7 (7.67)
ji = —B(M; + 2M;) + ij + o, (7.68)
missé on merkitty
L
p= 6EI (7.69)

Esimerkki 7.3 Mddritetdidn vasemmasta padsta jaykdasti tuetun jo oikeasta pdadstd
niveldidyn palkin taipuma jinteen keskelld vaikuttavasta pistevoimasta F plastisessa
rajatilassa.

Kuvan 7.8 palkin plastinen rajakuorma méiéaritetdin virtuaalisen tyon yhtéalosta

3M,0 = FL#, (7.70)
josta seuraa
M
I, = 671). (7.71)

Jaetaan palkki jilleen osiin 1 — 2 ja 2 — 3, joiden pituudet ovat %L. Osien jaykin
kappaleen kiertymét ovat

2v 2v
P12 = o1 = A thas = -7 (7.72)
- 0 e L . .
Téssé tapauksessa a;; = 0. Merkitédén 5 = T2ED koska osasauvojen pituus on nyt

L/2.

Kaavojen (7.67) ja (7.68) mukaiset sauvanpaikiertymét ovat

2v 2v
12 = B(=2M, + M,,) + - = —BMy + —, (7.73)
2v 2v
pa1 = —P(=My+2My) + - = =My + =, (7.74)
2v 2v
a3 = B(2My) — 7 =26M, — . (7.75)

Madritetdan siirtymét viimeisen nivelen syntymishetkelld. Otaksutaan kukin plastinen
nivel vuoronperéiin viimeiseksi.
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a) Viimeinen nivel syntyy pisteeseen 1

Yhteensopivuusehdon

91 = —PY12 = 0 (776)
perusteella tulee

2v
—BMy+ 5 =0 = v=36ML (7.77)
tal AL
1 p

V=0l TR (7.78)

Tarkistetaan jo syntyneen nivelen 2 nivelkiertyméa
2v 2v

02 = w21 — Y23 = =M, + —2BM, + —

L L (7.79)
= —BM, + M, — 28M, + M, = —3M, < 0,

joten oletus viimesen nivelen syntymisesta leikkaukseen 1 ei ilmeisesti ole oikea.

b) Viimeinen nivel syntyy pisteeseen 2

Tédmén otaksuman perusteella on voimassa juuri ennen plastisen nivelen syntymisté

yhteensopivuusehto
b2 = p21 — 23 =0 (7.80)
eli 5 5
v v
—BMp + — —28M, + — =0, (7.81)
L L
josta seuraa
3 3 M,L?
=AM, [ = — 2~ .82
0=l = R (7.82)
Téata keskipisteen taipumaa v vastaa aikaisemmin syntyneen plastisen nivelen 1 kier-
tyma
2v 1
01 = —p12 = M, — 7= —§6Mp <0, (7.83)

joten otaksuma b on ilmeisesti oikea ja palkin taipuma plastisessa rajatilassa on

po O Myl
T 144 EI -

(7.84)

Virtuaalisen voiman periaate

Kehidrakenteen taipumat rajatilassa voidaan maarittdda myos virtuaalisten voimien peri-
aatteella. Asettamalla kehélle kysytyn siirtymén ¢ suuntainen virtuaalinen (ajateltu) yk-
sikkdkuorma saadaan tyoyhtalo

- ~ M ~
16 = /Mﬁds + Mo, (7.85)

missi viimeinen termi tulee plastisista nivelistd. Virtuaalisen voimatilan M tulee toteuttaa
tasapainoyhtdlot. Virtuaalinen momenttijakauma M voidaan valita siten, etti plastisissa
nivelissé M; = 0. Kun kehén siirtymit on migritetty soveltamalla kaavaa (7.85), nivelen k
kiertymé 6;, voidaan laskea kaavasta

~ ~ M
Mké?k =0— /Mﬁds (7.86)
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Kuva 7.9 Lineaariset funktiot f ja g.
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Kuva 7.10 Portaalikehén siirtymaét.

valitsemalla nyt sellainen virtuaalinen voimatila M, ettd M; = 0, kun i # k, § on virtuaa-

lisen yksikkdvoiman suuntainen siirtyma.
!
Integraalin [ f(s)g(s)ds laskemista varten on olemassa valmiita taulukoita. Jos f ja g
0

ovat lineaarisia pituuskoordinaatin funktioita

[ =Q0-8/[ +&f, (7.87)
ja
9(§) = (1 =& g1 + g2, (7.88)

missd £ = s/l ja [ on integroimisvélin pituus kuten kuvassa 7.9, niin funktioiden tulon
integraaliksi tulee

l
[ F6)g()ds = G20+ ) + folon + 202 (7.89)
0

Esimerkki 7.4 Maddritetidan uudelleen jaykkdkantaisen kehdan taipumat rajatilassa
virtuaalisten voimien periaatteen avulla.

Kuvan 7.10 kehén pisteen 2 vaakasiirtymé on u ja pisteen 3 pystysiirtyma on v. Otak-
sutaan, ettd plastinen nivel 1 syntyy viimeisend. Valitaan kuvan 7.11 virtuaalinen
voimatila (uloke 1 — 2 kantaa kuorman 1). Nivelpisteissi 3, 4 ja 5 M; = 0. T&llsin
saadaan kuvien 7.11a ja 7.11b jakaumilla ja integraalikaavalla (7.89)

5

EMPLQ. (7.90)

~ L
Elu= /MMds = E(—L)(—2Mp — %Mp) =
Siirtymén v méirittdmiseksi asetetaan pisteeseen 3 virtuaalinen ykkdsvoima kuvassa
7.11c. Kuvan 7.11c jakauma M toteuttaa tasapainoyhtélot ja ehdot Ms = My = M5 =
0.
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F
F o l _%Mp é\ o —M,
2 3 4 @ S
Ly | = M,
! 1 5 : momenttikuvio D
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Kuva 7.11 Portaalikehdn momenttikuviot.

Kuva 7.12 Portaalikehédn virtuaalinen momentti pisteen 3 yksikkdkuormasta.

Kaavan (7.85) perusteella saadaan

Elv = / M Mds

_ g[(—L)( 2M, — 1M,) + (~L)(=M, — M)
+EI-D) (M, + My)
9

_ EMPLQ' (7.91)

Nivelkiertymat pisteissid 1 ja 2 ovat #; = 03 = 0.

Kiertymin 03 madrittdmiseksi valitaan kuvan 7.12 voimatila M , joka toteuttaa ehdot
Ms # 0, My = M5 = 0.

Kaavan (7.86) mukaisesti

2 9 M,L> M
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Kuva 7.13 Portaalikehén virtuaalinen momentti pisteen 4 yksikkokuormasta.

4

Wl

missé
. L
[ MM ds :E(gL)(—éMp +2M,)
2L
+5 (3L)(2M; — M) (7.93)
3 4 7
==+ — )M, L= —M,L?
(18 * 18) b 18
joten

27 21 L 1 L
—( ! > i 0. (7.94)

8= \21 36)"E T 20" PEr

Kuvan 7.13 virtuaalisen voimatilan valinnalla saadaan kirjoitettua yht&lo

~ ~ M ~
1U4:/MﬁdS+M494, (795)
mistd seuraa
2 5 M,L?> L (L 1 L (L 1
Lo, = ———E2 — (=) (-M,—M,)) —+—=1| =) (— M,)—
37 12 EI 6<3>( P p)EI+6<3>( vt M) g
(7.96)
2L 2L 1 L 2 1
— =) WM, —2M,))—+ = | —=L | (—2M, + M,)—
+ 5 () 06 -2 + 5 (-30) 2 ) 7
ja kiertymaélle tulee arvo
7 M,L
94__ﬂ I <0. (7.97)
Kuvan 7.14 voimasysteemilld saadaan virtuaalisen tyon yht&lo
. - M .
1U4—/MEdS+M595, (798)
mistd seuraa VI I .
5
Lo = ——2— — Z(L)(—M, +2M,)— .
joten
3 M,L
05 = Bl > 0. (7.100)

Sitten otaksutaan, ettd nivel 3 on viimeinen ja jatketaan laskua edelld esitetylld tavalla.
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Kuva 7.14 Portaalikehén erds virtuaalinen momenttijakauma pisteen 4 yksikkokuor-
masta.



Luku 8

Plastinen momentinjakomenetelma

Plastinen momentinjakomenetelmé perustuu alarajalauseeseen. Palkille tai kehélle m&a-
ritetddn momenttijakauma, joka on tasapainossa ulkoisen kuorman kanssa. Menetelmall&
voidaan méirittdd annetun rakenteen rajakuorma tai mitoittaa rakenne annetulle kuormi-
tukselle.

Rakenteen analysoinnissa valitaan ensin tasapainoehdot toteuttava momenttijakauma.
Jos myotoehtoa ei rikota, niin momenttijakaumaa vastaava kuorma on rajakuorman alara-
ja. Seuraavassa vaiheessa pyritdan pienentdmaén itseisarvoltaan suurinta momenttia pitden
samalla tasapainoehdot voimassa.

Analysoinnissa momentinjakomenetelmé ei ole ehké yhté kitevé kuin mekanismimene-
telmé. Sen sijaan se on hyddyllinen rakenteiden mitoituksessa.

Seuraavassa tarkastelussa otaksutaan, etté:

e kehidn sauvat liittyvét toisiinsa suorassa kulmassa,
e kuormat vaikuttavat solmuissa tai jénteen keskelld,
e plastiset nivelet syntyvit sauvojen péihin tai keskelle.

Tarkastellaan aluksi kuvan 8.1 sauvaa AB, jonka jinteen keskelld on pistekuorma P.
Kuvan perusteella saadaan yhtalo

PL 1

1 :§(MBA_MAB)+MC- (8.1)

Sauvan AB momentti laaduttoman koordinaatin s = /L funktiona vililli s € [0, 1] on

M(s) = sMap — (1 — s)Mpa + 3 PLs, (8.2)
joten
M(3) = Mg = §Map — §Mpa + 1 PL. (8.3)
Kaava (8.1) voidaan johtaa myos kuvan 8.1 palkkimekanismilla virtuaalisen tyon yhté-
16sta I
Map(=0) + Mc20 + (=Mpa)(=0) = P39, (8.4)

97
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Mag l P Mpa
GA""""""C_""""_B_)
'4—»'4—»'
L/2 L/2
Map ‘
PL Mpa
4
—0 20 —0
Kuva 8.1 Sauvan momenttikuvio.
Taulukko 8.1 Tasapainotusoperaatiot 1, 2 ja 3.
operaatio | AMap | AMc | AMpa
1 1 3 0
2 0| -3 1
3 1 0 1
missd Map = My, Mpa = —Mp, eli yhtilosta
Muap — Mps —2Mc = —PL/2. (8.5)

Tasapaino siilyy kuorman arvolla P, jos muutokset AM;; toteuttavat yhtélon
AMuyp — AMpag — 2AMe = 0. (8.6)
Yhtilo (8.6) toteutuu esim. kuvan 8.2 esittdmissa tapauksissa:

AMpa =0, AMc=31AMup, (operaatio 1)
AMyp =0, AMc=—3AMpy, (operaatio 2) (8.7)

AMc =0, AMyp=AMpy. (operaatio 3)

Tasapainotilan muutokset, (operaatiot) 1, 2 ja 3 on esitetty taulukossa 8.1.

Jos yhtalo (8.6) on voimassa, niin palkkimekanismien avulla mééritetyt tasapainoyhté-
16t toteutuvat.

Jatkuvan palkin ja kehén liitosten tulee olla tasapainossa. Jos liitokseen ¢ ei vaikuta
ulkoista momenttia, niin saadaan tasapainoyhtélo

> My =0, (8.8)
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AMug |
AMe
AMps =0
AMsp =0
AMe
AMpa
AMAB:[: I
AMe =0
JINYY
Kuva 8.2 Tasapainotusoperaatiot 1, 2 ja 3.

missd J on liitoksen muodostavien sauvojen lukuméiri, kuva 8.3. Muutosten AM;; tulee
toteuttaa yhtalo

J
> AM;; = 0. (8.9)
j=1

Kerroskehén siirtymé&mekanismien avulla saadaan muodostettua loput tarvittavista ta-
sapainoyhtéaloistd. Kuvan 8.4 kerroskehén tapauksessa tyoyhtalo on

Map(—0) + (=Mpa)f + Mcp(—0) + (—Mpc)o
+ Mpp(—0) 4+ (—Mpg)d = PHO + QHH. (8.10)
Jakamalla virtuaalisella kiertymalld 6 seuraa yhtalo
Muap + Mpa+ Mcp + Mpc + Mgr + Mpp = —PH — QH. (8.11)

Kuormien P ja @ pysyessd muuttumattomina tasapaino siilyy, jos muutokset AM;;
toteuttavat ehdon

AMap +AMpa + AMecp + AMpe + AMgpr + AMpg = 0. (8.12)

Riippumattomien perusmekanismien lukuméirid on m = s — ng, missé ng on staattisen
madradamattomyyden kertaluku ja s on kriittisten leikkausten lukumédra. Inkrementaalisia
tasapainoyhtiloitd (8.6), (8.9) ja (8.12) on m kappaletta.
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Kuva 8.3 Kehén nurkan tasapaino.
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Kuva 8.4 Kerroskehin sivusiirtymémekanismi.

Esimerkki 8.1 Mitoitetaan kuvan 8.5 jatkuva palkki momentinjakomenetelmdlld.
Maéaritetddn ensin momentit pitden jokaista vilid jaykésti kiinnitettynd palkkina. Palk-
kimekanismin avulla saadaan

PL

Kuvan 8.5a rivin 1 momentit on méidritetty jiykésti kiinnitetyn palkin mekanismin
perusteella. Momentit eivit toteuta tasapainoehtoja (8.8) solmuissa A, C, E, G ja
I. Solmu A saadaan tasapainoon lisdamalla AM,p = 150. Koska AMap # 0, tiy-
tyy soveltaa taulukon 8.1 operaatioita. Esim. rivin 1 operaation perusteella AMp =

1
§AMAB =175.

Pisteen F epidtasapainomomentti on

Mgp + Mgr = —160. (8.14)

Piste FE saadaan tasapainoon lisidmé&llda momentti AMpg = 160, joka on jaettu (mie-
livaltaisesti) yhtdsuuriin osiin AMgp = 80 ja AMgr = 80. Lisiksi on sovellettu tau-
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120 kN 80 kN 160 kN 120 kN
A C FE G I
A B B D B F & H 4
T B o T —— L
10 m 8 m 12 m 12 m
A B C D FE F G H I
1| —150 150 150 | —80 80 80 | —240 240 240 | —180 180 180
21 150 — 75 80 — 80 80 — 80 | —180 «— —180
3 —150 — —75 —20 «— 40
by 0 225 150 | —150 5 160 | —160 220 360 | —360 180 0
S (M,L); = 12170
A B C D FE F G H I
1 —1150% 1?8 150 | —80 80 80 | —240 240 240 | —180 180 180
—
2| wy 2% 50 —80 «— 160 —60 — —30
3 —120 — —60 90 «+— —180
by 0 200 200 | —200 —60 240 | —240 240 240 | —240 240 0

S (M, L); = 9680

AR A T A T A

A B C D E F G H I
1]-150 150  150|—80 80 80|-240 240 240|180 180 180
2 35 — —70 160 — 80 e 01z
3| 150 — 75
S| 0 260  80|-80 80 80|-80 320  240|-240 240 0

S(M,L); = 9960

N A 5 5 " A

Kuva 8.5 Jatkuvan palkin mitoitus plastisella momentinjakomenetelmallé.

lukon 8.1 rivin kolme operaatioita AM¢cp = AMgpp, AMgr = AMEgp. Seuraavaksi
tasapainotetaan pisteet I, G ja C. Viimeiselld rivilld on laskettu lopulliset momentit,
jotka toteuttavat solmujen tasapainoyhtalot.

Niin on 16ydetty erds mahdollinen mitoitus. Valitaan vileille AC, CE, EG ja GI
poikkileikkaukset, joiden Mp-arvot ovat 225, 160, 360 ja 360 kNm. Td&mé& mitoitus ei
ole kovin taloudellinen. Esim. yhdellekédn vilille ei ole syntynyt mekanismia.

Kuvan 8.5b mukaisessa mitoituksessa on pyritty siihen, ettéd vileille AC ja EG tarvit-
taisiin mahdollisimman pieni poikkileikkaus (pieni M,). Vilin AC' suurin momentti
saadaan mahdollisimman pieneksi, kun pisteen A tasapainottava momentti 150 kNm
jaetaan osiin 100 kNm ja 50 kNm, jotka siirretddn taulukon 8.1 operaatioilla pisteisiin
BijacC.

Vilin £G minimimomentti on 240 kNm. Pisteet F ja G saadaan tasapainoon siir-
tdmalla epitasapainomomentit vileille CFE ja GI. Lopuksi saatetaan pisteet C' ja I
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Kuva 8.6 Kaksiaukkoinen kehé.

tasapainoon. Vilille AC valitaan poikkileikkaus, jonka A, = 200 kNm, ja muille vi-
leille otetaan poikkileikkaus, jonka M, = 240 kNm. Kuvassa 8.5b on esitetty tilannetta
vastaava mekanismi.

Kuvan 8.5¢ mitoituksessa pyritdin minimipoikkileikkaukseen vileilli CE ja GI. Va-
leille AC, CFE, EG ja GI tarvitaan poikkileikkaukset, joiden M,-arvot ovat 260, 80,
320 ja 240 kNm.

Otaksuen, ettd rakenteen paino on verrannollinen lukuun G = ) (M,L),;, todetaan
mitoituksen 8.5b olevan kevyempi kuin kuvan 8.5¢ mitoitus, vaikka kuvan 8.5c tapauk-
sessa jokaiselle vilille on syntynyt mekanismi.

Esimerkki 8.2 Mitoitetaan kuvan 8.6 kehd momentinjakomentelmdlld.

Valitaan kuvan 8.6 kaksiaukkoisen kehén pilareille samanlaiset poikkileikkaukset ja
samoin palkeille.

Palkkimekanismien ja sivusiirtymimekanismien avulla saadaan tasapainoyhtalot

—Mpc +2Mc + Mpe = 500, (a) (8.15)
—Mpg +2Mg + Mpg = 400 , (b) (816)
_MAB_MBA_MHD_MDH_MGF_MFG:45O- (C) (817)

Solmuissa B, D ja F' tasapainotilassa

Mpa+ Mpc =0, (d) (8.18)
Mpc+ Mpu +Mpe =0, (e (8.19)
Mpp + Mpe = 0. (f) (8.20)

Maaritetdan 1d8htomomentit mekanismien a, b ja ¢ avulla. Yht&lo a toteutuu, jos esi-
merkiksi
MBC = —125 5 MC =125 ja MDC = 125. (8.21)

Samalla tavalla voidaan valita
—Mpg = Mg = Mpg = 100, (8.22)

Mup = Mpa = Myp = Mpy = Mgp = Mpg = —T5. (8.23)
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Taulukko 8.2 Kehin momenttien tasapainotus pilareille.

BA BC C | DC| DH DE E FE FG | mek. ¢
a =75 | =125 | 125 | 125 —75 | —100 100 100 —75
b | +200 +50 —25 +225
c 125 | —125 | 125 | 125 —25 | —100 100 100 | —100
d —50 50 | — 25 —25 —75

—12.5 | «— 25

e 125 | —125 | 125 | 125 —75 —50 112.5 125 | —125

AB HD GF | mek. ¢
a' —75 —75 —75
v —75 —75 —75 —225
c | —150 —150 —150
d 25 25 25 75
e | —125 —125 —125

Lihtomomenttijakauma ei toteuta solmujen tasapainoehtoja (d), (e) ja (f). Solmujen
B, D ja F epatasapainomomentit ovat

Mpa+ Mpc =—-200, Mpc+ Mpyg+ Mpg =-50, Mpg+ Mpg = 25. (8.24)

Momentin tasapainotus suoritetaan kitevimmin kaaviossa taulukon 8.1 operaatioilla.
Tasapainotus (mitoitus) voidaan tehdd monella tavalla. Kaksi selvéipiirteistd vaihtoeh-
toa ovat: a) siirretdén epétasapainomomentit pilareille, tai b) siirretdén epétasapai-
nomementit palkeille. Tarkastellaan ensin vaihtoehtoa a. Nurkka A tasapainotetaan
lisddmalla momentti 200 pilarin AB pddhin B, momentti 50 pilarin DH péddhin D ja
momentti —25 pilarin FG padhan F.

Palkeissa tarvitaan vdhintdén M, = 125 (palkki BCD). Nurkat B, D ja F saatiin
tasapainoon momenteilla AMpa = 200, AMpy = 50 ja AMpg = —25. Kaavan
(8.17) mukaan sivusiirtymémekanismin on toteutettava yht&lo

AMap + AMpa+ AMyp + AMpy + AMagr + AMpa =0 (9) (8.25)

eli
AMap + AMyp + AMgr = —225 (rivi b') (h) (8.26)

Taulukossa 8.2 on valittu AMag = AMyp = AMgr = —75 (rivilld '), koska pilarit
mitoitetaan yhté vahvoiksi. Laskemalla momentit riveiltd a ja b (b') yhteen saadaan
rivin ¢ (¢) momentit, jotka ovat tasapainossa ulkoisen kuorman kanssa. Valitaan pal-
keille M, = 125 ja pilareille M, = 150. Ratkaisu ei ole valttamattd kovin edullinen,
koska kehé sortuisi osittaisen palkkimekanismin BC'D mukaisesti.

Huomataan, etté pilareiden Mp-arvoa voidaan pienentdd tarvitsematta kasvattaa palk-
kien tdysplastista momenttia. Pilareiden M,,:n tulee olla vihintddn 125, jotta tasapaino
nurkassa B olisi mahdollinen (palkin BC'D M, = 125).

Taulukon 8.2 rivilld d’ yritetdén pienentié pilareiden momenttia arvoon 125 siten, etti
AMap = AMyp = AMgr = 25. (8.27)
Yhtélon (g) toteuttamiseksi valitaan pilareiden ylapaihin momenttien muutokset

AMpg =—25, AMpy =—50, AMpga=0. (8.28)
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Taulukko 8.3 Kehin momenttien tasapainotus palkeille.

BA BC C DC | DH DE E FE | FG | mek. ¢
a | =75 | =125 125 125 | =75 —100 100 100 | =75
b 200 | — 100 12.5 | «— —25

—25 «— 50

c| =75 75 200 175 | =75 —100 112.5 75 | =75
d —83 | «— 16.7 —-16.7 | ——8.3

—75 75 191.7 191.7 | =75 | —116.7 104.2 75 | =75

AB HD GF | mek. ¢
a | =75 —75 —75
v 0 0 0
c | =75 —75 —75
d 0 0 0
e | =75 —75 —75

Taulukko 8.4 Kaksiaukkoisen kehidn mitoitukset a ja b.

a b
palkin M, | 125 | 191.7
pilarin M, | 125 75

Nurkka D saadaan tasapainoon lisddmalld momentti AMpgr = 50, josta puolet siir-

retdin pisteeseen E taulukon 8.1 operaatiolla 1 eli AMpg = §AM pE. Samalla tavalla

tasapainotetaan nurkka F' lisddmalla AMpp = 25 ja siirtamallda AMp = —%AMFE =
—12.5 operaatiolla 2. Havaitaan, ettd seké palkeissa etté pilareissa riittdd M, = 125.
Vaihtoehdon b mukaan valitaan pilareille minimi M, = 75, ja méaéritetdén palkeille
vaadittava M),. Tam4 on tehty taulukossa 8.3.

Taulukon 8.3 rivi a on sama kuin edellisessi tapauksessa taulukossa 8.2. Pisteiden B,
D ja F' epitasapainomomentit

> Mp;=-200, » Mp;=-50 ja » Mp;=25 (8.29)

siirretddn palkeille rivilli b soveltaen taulukon 8.1 operaatioita. Tasapainoehdot to-
teuttava momenttijakauma saadaan laskemalla yhteen rivit a ja b, jolloin padadytadn
rivin ¢ momentteihin. Palkkien suurimmat momentit ovat Mo = 200 ja Mpc = 175.
Mitoitus saadaan edullisemmaksi lisdaméllda AMpe = 16.7, josta siirtyy AMe =
—EAMDC = —8.3 pisteeseen C. Tamén toimenpiteen jialkeen Mo = Mpec = 191.7

rivilld e. Solmuun D lisdtty AM pc tasapainotetaan lisidamélla AMpr = —16.7. Ope-
raation 1 avulla AMp = —8.3. Valitsemalla palkeille M, = 191.7 ja pilareille M, = 75
kehé kantaa annetun kuormituksen.

Vaihtoehtoisilla mitoitustavoilla on saatu tulokset, jotka on esitetty taulukossa 8.4

Kéaytannossi poikkileikkauksia on kiytettdvissd rajallinen méard. Tarkastellaan lo-
puksi tilannetta, ettéd palkille 16ytyy arvojen 125 ja 191.7 vélistd poikkileikkaus, jonka
M, = 164. Valitaan palkeille M,, = 164 ja méaritetdén pilareille vaadittava M,,.

Edellisen tarkastelun perusteella piatelladn, ettd tdysplastinen momentti saavutetaan
leikkauksissa C' ja DC. Tasapainotetaan momentit siten, ettd saadaan M¢c = 164



Taulukko 8.5 Kehdn momenttien tasapainotus, kun palkin M, = 164.

BA BC C | DC DH DFE E FE FG | mek. ¢
a =75 | —125 125 | 125 —75 | —100 100 100 —75
b 83 78 | «— 39 12.5 | «— =25
39 — 39 11| — 5.5 83
c 8 -8 164 | 164 —75 —89 118 75 —75
d —16.6 16.6 | — 8.3 —16.6 —-33.2
—83 | «— 16.6
e 8 -8 164 | 164 —91.6 | —72.4 118 91.6 —91.6
AB HD GF | mek. c
a —75 —75 —75
v’ —27.7 —27.7 —27.7 —83
c | —102.7 —102.7 —102.7
d’ 11.1 11.1 11.1 33.3
e —-91.6 —-91.6 —-91.6
l40
30 l50 164
- *$01.6 91.6
164
15
—-91.6 —-91.6 —-91.6
20 20
Kuva 8.7 Kaksiaukkoisen kehin erdstd mitoitusta vastaava mekanismi.

eli lisdtadn AMec = 39 ja AMpe = 39 seki siirretddan AMpeo = 39 + 78 taulukon
8.1 operaatioilla. Nurkka B tasapainotetaan lisddmilla AMp4 = 83. Talldin syntyy
sivusiirtymémekanismiin epédtasapainomomentti, jonka suuruus on 83. Jaetaan tdmén
vastaluku —83 pilarien alapéihin kolmeen yhtisuureen osaan

AMap = AMyp = AMgr = —27.7. (8.30)

Taulukon 8.5 rivilli ¢ (¢/) on esitetty téssd vaiheessa aikaansaatu tasapainotila.
Pilareissa rivilld ¢ (¢/) suurimmat momentit ovat Map = Myp = Mgr = —102.7,
mutta Mppg ja Mpg ovat vain —75 ja Mpa = 8. Edullisempi mitoitus saadaan muun-
tamalla momentteja niin, ettd lopulta

MABZMHDZMGFZMDHZMFG:—QLG. (8.31)

Palkissa DEF tehdain tasapainon yllapitdmiseksi vaadittavat korjaukset. Lopullisessa
mitoituksessa pilarien M, = 91.6. Tilannetta vastaava mekanismi on esitetty kuvassa
8.7.
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Luku 9
Minimipainomitoitus

Rakenteiden plastisessa analyysissd méiritetdan annetun rakenteen rajakuorma. Plastises-
sa mitoituksessa puolestaan rakenne suunnitellaan siten, ettd se kantaa sortumatta tietyt
kuormat. Tarkastellaan plastista mitoitusta ensin yksinkertaisen esimerkin avulla.

Esimerkki 9.1 Mitoitetaan kuvan 9.1 jatkuva palkki annetulle kuormitustapaukselle.

Kuvissa 9.1b ja 9.1c on kaksi vaihtoehtoista mitoitusta. Kuvan b tapauksessa on va-
littu sauvan C'E plastinen momentti mahdollisimman pieneksi. Sauvoissa AC ja EG
vaaditaan M, = 10 ja M, = 13.

Kuvan 9.1 jatkuvan palkin mitoitustehtéville on olemassa darettoméan monta ratkaisua,
ja muut seikat kuin lujuus voivat olla maaraavia. Sellaisia voivat olla esimerkiksi:

e painon minimointi,

o siirtymat,

o kiytettavissa olevat poikkileikkaukset,
e valmistusteknilliset seikat,

e kokonaiskustannukset.

Esimerkin tapauksessa todennakoisesti valittaisiin tasavahva palkki, jonka M, = 10.
Esimerkin palkkia monimutkaisemmissa tapauksissa on vaikeampaa paatelld, miké on kéy-
tdnnon kannalta paras ratkaisu. Sen vuoksi tarvitaan systemaattisempia menetelmid ra-
kenteiden optimointiin.

9.1 Minimipainon maarittiminen mekanismien tyoyhtaloiden
avulla

Matemaattiseen késittelyyn hyvin sopiva optimointikriteeri on rakenteen minimipaino. Pal-
kin tai kehdn yksikkopainon ¢ (paino/pituusyksikko) ja poikkileikkauksen plastisen mo-
mentin M), valinen riippuvuus voidaan antaa kaavalla

g =kMy, (9.1)

107
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A B C D E F
3 3 4 4 5) )
Mp:10 _4 Mp—4 _4 Mp:13
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\_,./ % =15
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—8
PL_ s
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Kuva 9.1 Jatkuvan palkin plastinen mitoitus.

jossa k ja n ovat parametreji. Yksikkopaino voidaan linearisoida tarkasteluvélilla muotoon
g = kM,. (9.2)
Tasavahvoista ( M, on vakio osassa i) sauvoista koostuvan rakenteen paino on

G=kY MyL;, (9.3)

missd L; on sauvan ¢ pituus. Vaihtuvan poikkileikkauksen tapauksessa voitaisiin kiyttaa
kaavaa

G:k/Mm& (9.4)

Sovelletaan seuraavaksi lineaarista painofunktiota yksinkertaisille palkki- ja kehéraken-
teille. Optimoinnin rajoitusehdot muodostetaan mekanismien tydyhtéldiden avulla. Graa-
finen ratkaisu tulee kyseeseen, kun tuntemattomia poikkileikkaussuureita on kaksi. Mo-
nimutkaisemmissa tapauksissa minimipainon haku voidaan pukea lineaarisen ohjelmoin-
titehtdvin muotoon. Tdmin matemaattisen menetelmin soveltamiseen l6ytyy runsaasti
valmisohjelmia, eikd tuntemattomien lukumaérélle ole kiytdnnossa ylirajaa.

Esimerkki 9.2 Tehdddin kuvan 2 jatkuvalle palkille minimipainomitoitus.

Palkin paino on verrannollinen lausekkeeseen

G = MplLl + Mp2L2 = 6Mp1 + 8Mp2. (95)
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3 3 4 4
l I
a) }-M —0 JAN Mp1 > Mp2
20

b) | N — N My > My

C) }-.\'/=A A Mpl < MP2

Kuva 9.2 Palkin minimipainomitoitus.

Palkilla on nelja mahdollista mekanismia a, b, ¢ ja d, koska ei tiedeté etukiteen kumpi
plastinen momentti M, vai M» on suurempi.

Mekanismin a tyoyht&lo on
a: HMpl + 20Mp1 + HM,,Q =3-60-1 (96)

eli
a 3Mp1 + Mpg = 3 (97)

Samalla tavalla johdetaan muille meknismeille yhtalot

b: 3My =S8, (9.8)
c: 4M, =3 (9.9)

ja
d: My +2Mpy = 8. (9.10)

Piirretddn mekanismit a, b, ¢ ja d sekii painosuora G kuvaan 9.3, jonka akselit ovat
My ja M,o. Mekanismeja vastaavat suorien yhtalot rajaavat kuvassa 9.3 sallitun alu-
een, jolla rakenne kestdd annetut kuormat. Minimipainomitoitusta esittida piste, jossa
painosuora G sivuaa sallitun alueen reunaa. Minimipainoratkaisu on piste D, jossa
My, = 0.75, Mps = 3.625, ja palkin paino G = 33.5k.

Kuvan 9.3 pisteessd D leikkaavat toisensa mekanismien ¢ ja d tyoyhtdloitd kuvaavat
suorat. Painosuoran G suunta on suorien c ja d vilissd. Suorien ¢ ja d yhtédlot ovat

c: AM, =3 (9.11)

ja

d: Mp1 + 2Mp2 = 8. (9.12)
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Kuva 9.3

Kuva 9.4 Palkin minimipainoa vastaava mekanismi eli painosuoramekanismi.

Suorien c¢ ja d lineaarikombinaatio on ¢ + ~d eli
(44 ~v)Mp1 + 2yMy = 3+ 8. (9.13)
Valitsemalla v = 8 saadaan suora, joka on painosuoran G suuntainen eli
12M,1 + 16M,,5 = 67. (9.14)

Yhtélo esittdd kuvan 9.4 mukaisen mekanismin tydyhtélod. Mekanismi on nimeltddn pai-

nosuoramekanismi eli Foulkes-mekanismi. Painosuoramekanismin tyoyhtalossé kuhunkin

plastiseen momenttiin M,; liittyvien nivelkiertymien summat ) 6, suhtautuvat toisiin-
k

sa kuten Mp;:n vahvuisten sauvojen kokonaispituudet. Esimerkin tapauksessa Foulkes-
mekanismin tyoyhtalo on
120 M1 + 160 M0 = 670, (9.15)

ja
120 3 _ﬂ

=t 1
160 4 Lo (9.16)
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20
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Kuva 9.5 Portaalikeh&in mekanismit.
Mille tahansa kehille pitee: Jos [dydetddan painosuoramekanismi ja jos tasapaino- ja
mydtoehdot toteutuvat, niin kehdn paino on mahdollissmman piens.

Esimerkki 9.3 Madritetdin kuvan 9.5 kehdn minimipaino oteksumalla lineaarinen
painofunktio.

Kuvan 9.5 yksiaukkoisen kehén painosuoran yhtéld on

G = k(QMpl + 2_]»_{1)2). (917)

Mekanismien tyOyhtéloiksi saadaan

a: 2Mp +2Mpe = 3, (9.18)
b:  4Mp =3, (9.19)
c: AMy =1, (9.20)
d: 2My +2My =1, (9.21)
e: 2Mp +4Myo =4 (9.22)

ja
fo AMy +2Mpyy = 4. (9.23)
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Kuva 9.6 Portaalikehdn minimipainomitoituksen graafinen ratkaisu.

Tyoyhtaloitd kirjoitettaessa on huomattava, ettd nurkan nivel voi tulla palkin tai pi-
larin puolelle.

Miké tahansa kuvan 9.6 janalta AB valittu piste (Mp1, M,2) on minimipainoratkaisu,
koska painosuora G on samansuuntainen kuin mekanismia a vastaava suora. Mekanis-
mi a on siten painosuoramekanismi. Tdmé& ndhdaddn myos siitd, ettd arvoihin M, ja
M, liittyvien kiertymien summien suhde on sama kuin vastaavien sauvojen kokonais-
pituuksien suhde eli

(o601 20 Ly 2

9.2 Minimipainoteoreemat

Saatetaan edellisissd esimerkeissd sovellettu menetelmi matemaattisesti vankalle pohjalle
esittelemélld muutamia minimipainoon liittyvid teoreemoja. Koska kohdefunktio ja rajoite—
ehdot ovat lineaarisia, teoreemojen todistukset eivit ole hankalia. Seuraavat teoreemat
liittyvat laheisesti aikaisempiin rajakuormaa koskeviin lauseisiin.

Kehén tai palkin mitoituksen maarittavit plastiset momentit Mp; ja niitd vastaavien
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osien pituudet L;. Minimoitava kohdefunktio on edelld esitettyyn tapaan

G=kY ML, (9.25)
J

Yksikisitteisyyslause

Lause 9.1 Otaksutaan, ettd loytyy mekanismi, jonka tyoyhtdlossd
D My = > FA; (9.26)
j i

plastiset kokonaiskiertymdt toteuttavat ehdot
¢j = aLj, (9.27)

missd kiertymdt ¢; listtyvdt positiivisiin plastisiin momentteihin My; ja sirtymdt A; lit-
tyvat kuormiin Fj, (Foulkes-mekanismi). Plastisiin momentteihin M,; liittyvdt plastiset
kokonaiskiertymdt ¢; koostuvat pisteiden hjy yksittdisisti positiivisista kiertymistd 0y,

¢ =Y Ojk. (9.28)
k

Jos taivutusmomentit toteuttavat tasapainoehdot ja mydétiehdot, niin rakenteen paino on
mahdollisimman pieni (minimipaino) annetulle kuormitukselle.

Todistus. Otaksutaan (mikd tahansa) mitoitus, jonka plastiset momentit ovat My, ja
paino on

G*=kY ML, (9.29)
J

Otaksuttuun mitoitukseen liittyvét, kuormitusta {F;} vastaavat taivutusmomentit pisteis-
si (leikkauksissa) hjj ovat M. Tasapainoehtojen perusteella

Z(Z M;r0jx) = Z FA;. (9.30)
k i

J
Koska momentit M, toteuttavat oletuksen mukaan myo6toehdot
My < My < M, (931)

yhtélosta (9.30) seuraa kaavan (9.28) avulla
> Myé; =Y FA (9.32)
j i
Sijoittamalla kaavaan (9.32) ¢; = aL; ja G* =k M. L; tulee
J

« *
e >§;FZAZ~. (9.33)
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Kaavojen (9.25), (9.26) ja (9.27) perusteella

[0
—G =Y FA, 34
-G i (9.34)

joten ottamalla huomioon (9.33) saadaan
G* > G. (9.35)
Siten mitoitus antaa rakenteelle minipainon, jos se toteuttaa
e tasapainoehdot,
e myo6toehdot,
e mekanismiehdon,

e plastisia nivelkiertymié koskevan ehdon (9.27), (Foulkes—mekanismi).

Minimipainon yliraja

Tasapainoehdot ja mydtdehdot toteuttava mitoitus on minimipainomitoituksen ylaraja.
Tamé seuraa alarajalauseesta. Tasapainoehdot ja my6toehdot toteuttava mitoitus {Mp;}
on sallitun alueen sisillé, ja se ei voi olla 1dhempéané origoa kuin sallittua aluetta sivuava
painosuora.

Tasapainoehdot, myotéehdot ja mekanismiehdon toteuttava mitoitus sortuu annetuilla
kuormilla ja antaa my6s yldrajan minimipainolle. Téallainen mitoitus {M,;} on siis sallitun
alueen reunalla.

Minimipainon alaraja

Lause 9.2 Mekanismiehdon ja plastisten nivelkiertymien ehdon toteuttava mitoitus antaa
rakenteen minimipainolle alarajan.

Todistus. Otaksutaan plastiset momentit Mp;, joihin liittyvét nivelten plastiset kokonais-
kiertymét ovat ¢ = %‘9}7@7 missé yksittdiset positiiviset nivelkiertyméat H;k tapahtuvat

pisteissa h;‘fk. Otaksutaan momentteihin M, liittyvien nivelten kokonaiskiertymien toteut-
tavan ehdot (9.27) eli

¢: = aly, (9.36)

ja niihin liittyvien siirtymien A} toteuttavan tyoyhtalon
S M6 = YR 37)
j i

Rakenteen paino on

G* =k Z My;Lj = g Z FA;. (9.38)
7 7
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Kuva 9.7 Kaksiaukkoinen kehd. Palkkimekanismit a ja b, sivusiirtymé&mekanismi

C.

Otaksutaan, ettd minimipainorakenteen plastiset momentit ovat M,; ja ettd sen paino
on G. Minimipainorakenteen momentit My pisteissi (leikkauksissa) h7 kuormista {F;}

toteuttavat myotoehdot, eli
—My,; < My, < My;. (9.39)

Koska minimipainoratkaisu G toteuttaa myos tasapainoehdot, voidaan kiertymien H;k ja

niitd vastaavien siirtymien A7 sekd minimipainorakenteen momenttien avulla kirjoittaa

DO Mub5) =) FA; (9.40)
k i

J

virtuaalisen tyon yhtalo

missé

DO Mubi) <Y Myds =) Myd; > EAL (9.41)
ik j j i

Kaavojen (9.36) ja (9.41) perusteella pédételldan rakenteen painosta, ettd
k v F *
G=kY MyL;= EZMW@ > EZFZAZ-, (9.42)
J J {

joten kaavan (9.38) perusteella saadaan
G* <G. (9.43)

Esimerkki 9.4 Maddritetddn minimipainoa koskevien rajalauseiden perusteella kuvan
9.7 kehdn minimipaino.

Rakenteen paino on kuvan 9.7 tietojen perusteella verrannollinen lukuun

G = 4My; + 3Mys. (9.44)
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Kuva 9.8 Kaksiaukkoinen kehd. Yhdistetyt mekanismit d, e ja f.

Alaraja-arviot plastisille momenteille saadaan perusmekanismien avulla. Mekanismin a

1
perusteella M, = 1, ja mekanismista b seuraa arvo M, = 3 Vastaavasti mekanismin

1 1
c perusteella Mps = 3" Pisteessd A kuvassa 9.9 (M1, My2) = (1, §)’ ja vastaava

minimipainon ala-raja on G~ = 4(1) + 3(3) =5.

Seuraavaksi yritetddn kasvattaa G:n arvoa pitdmalld plastisten momenttien suhde sa-
mana kuin pisteessd A eli My = 3Mps. Suora M, = 3M,2 kulkee mekanismien a ja
¢ tydyhtaloita kuvaavien suorien leikkauspisteen A kautta.

Vaadittavat plastisten momenttien arvot M, ja M,> kuormakertoimen arvolla yksi
(A = 1) tapauksessa My = 3Mps voidaan méérittd4 esim. mekanismimenetelmall.
Tésséd tapauksessa murtumismekanismi on kuvan 9.8d mukainen.
Mekanismin d avulla ratkaistaan, (kun A =1, My, = 3M,;),

9

(&

jota esittdd piste B kuvassa 9.9 sallitun alueen rajalla ja mekanismin d tyoyhtélon
suoralla.

Lasketaan sitten mekanismiin d liittyvin ratkaisun muiden kuin myotonivelpisteiden
momentit kuormakertoimen arvolla yksi. Mekanismin e avulla kirjoitetaan virtuaalisen
tyon yhtalo

My (—0) + Mp120 + M,10 = 40, (9.46)

josta seuraa
My =3Mpy —4=(27—28)/7=—-1/7. (9.47)

Nurkan 5 — 6 — 7 nurkkakiertymamekanismin avulla saadaan yhtilo
M5(—0) 4+ Mg(—0) + Mz0 = 0, (9.48)

josta ratkaistaan

M7:M5+M6:—Mp1+Mp2:— -+

~l©
~lw
[

~N| o

(9.49)
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Kuva 9.9 Kaksiaukkoinen kehd. Mekanismien tyGyhtéloitd kuvaavat suorat.

Palkkimekanismin, jossa on nivelkiertymét —6, 26 ja 6 leikkauksissa 7, 9 ja 11, avulla

—o(=8) o040 (3) =2, (9.50)
(=5) +omn o (3)

My = (2 — %) /2 = %. (9.51)

saadaan

josta saadaan

Koska momentit toteuttavat tasapaino- ja my6toehdot, saadaan ratkaisua vastaava
minimipainon yliraja

9 3
Gt =4Mpy +3Mye =4 <?) +3 (5) ~ 6.43. (9.52)
_9
7 6 _3
1 7 !
—1 ,
] 7
3
7
3
Z 14

~j©

|
~les

|
~les

|
~les

Kuva 9.10 Kaksiaukkoinen kehé. Mekanismiin d liittyva taivutusmomenttikuvio.
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Téssé vaiheessa tiedetddin, ettd minimipaino on rajoissa

5 < Gmin < 6.43. (9.53)

Pisteen B kautta kulkevan mekanismin d ty6yhtilé on

3Mp1 + 5Mp2 = 6. (954)

Eliminoimalla painosuoran yhtdlon (9.44) ja tyOyhtalon (9.54) avulla plastinen mo-
mentti My, tulee
G =3.6+22M, (9.55)

mekanismin d suoralla. Paino G pienenee, kun M, pienenee (ja Mpo:n itseisarvo
kasvaa). Plastisen momentin Mp; pienentdmistd voidaan jatkaa kunnes myGtdehtoa
rikotaan jossain leikkauksessa. Nurkan 2 momentti (mekanismista e (9.46))

My = 3M,; — 4 (9.56)

7
tulee kriittiseksi ja itseisarvoltaan yhtésuureksi kuin M,s, kun M, = 6 ja suoraa d

71
pitkin siirrytéén pisteeseen C: (M1, Myo) = 5 5) . Kehd sortuu nyt my6s mekanis-
min e mukaisesti. Mekanismin e tyoyht&lo on
3Mp1 + Mp2 =4. (9.57)

Koska painosuoran kulmakerroin (—4/3) on mekanismeja d ja e vastaavien suorien
kulmakerrointen (—3/5, ja — 3) vilissi, esittd pisteen C' kautta kulkeva painosuora
erdstd mekanismia, joka toteuttaa mekanismiehdon. Pisteen C' kautta kulkevan paino-
suoran yhtalé saadaan mekanismien d ja e suorien lineaarikombinaationa

3Mp1 + 5Mp2 + /\(3Mp1 + Mpg) =6+ M. (958)

Kombinointikertoimelle A haetaan sellainen arvo, ettd lineaarikombinaatiosuoran kul-
makerroin on sama kuin painosuoraparven suorilla (9.44):

3(1+N) 4
——L == = A=22. 9.59
S5+ A 3 ( )
Haetun suoran yhtalo on siis
9.6Mp1 + 7.2Mps = 14.8, (9.60)

ja se on kuvan 9.8 mekanismin f tyoyhtilo. Kehdn minimipaino on

7 1
Gmin = 4Mpy1 + 3M,5 = 4 (E) +3 (§> ~6.17. (9.61)

Pisteessd C' toteutuvat minimipainolta vaadittavat ehdot.



Luku 10

Muuttuva toistuva kuormitus

Palkkien ja kehien plastinen rajakuorma maééritettiin edelld otaksumalla kuormitus suhteel-
liseksi, jolloin kaikki kuormat kasvavat tasaisesti, kunnes tietylld kuormakertoimen arvolla
rakenne sortuu.

Kaytannossa rakenteisiin vaikuttavat kuormat voivat olla osaksi muuttuvia, kuten liik-
kuva kuorma, tuulikuorma ja lumikuorma ja osaksi pysyvié, kuten omapaino. Kuormien
tulevaa aikahistoriaa on vaikea maarittda kovinkaan tarkasti. Sensijaan kuormien &d&riar-
voja voidaan arvioida paremmin.

Jos kehén kuormat muuttuvat toisistaan riippumatta tietyissé rajoissa toistuvasti, niin
se voi sortua plastista rajakuormakerrointa A, pienemmalld kuormakertoimen arvolla vé-
hittdismurron seurauksena tai vastakkaisiin suuntiin tapahtuvan plastisoitumisen takia.

Muuttuvassa toistuvassa kuormituksessa eri kuormien muuttuessa toisistaan riippu-
matta jokin kuormitustilanne voi aiheuttaa rajoittunutta paikallista plastisoitumista, joka
ei vield johda rakenteen sortumiseen. Jollain toisella kuormitusyhdistelmé&lld voi syntya
niinikd&n paikallista plastisoitumista rakenteen johonkin muuhun osaan. Toistuvassa kuor-
mituksessa plastisoituminen voi edetd vuoronperdén rakenteen eri osissa, ja lopulta voi
syntyd tilanne, joka muistuttaa jotakin suhteellisen, monotoonisesti kasvavan kuormituk-
sen sortumismekanismia.

Kuvan 10.1 jaykéasti tuetun ja kahdella pistekuormalla kolmannespisteistd kuormitetun
palkin plastinen rajakuorma on Fj, = 9M,,/L. Jos kuorma F vaikuttaa aluksi vain pisteessé
C, niin tuelle A syntyy plastinen nivel kuorman arvolla F' = 6.75M,,/L. Vastaavasti tuelle
B syntyy nivel, kun pisteessd D on kuorma F' = 6.75M,/L.

Jos pisteiden C' ja D pistekuormat vaikuttavat vuoronperédén toistuvasti, niin palkki
mukautuu kuormitukseen, kun F' < 8.10M,,/ L. Sensijaan, jos F' € [8.10M,,/L,9M,, /L], niin
palkkiin syntyy vahittdismurtomekanismi ja palkki sortuu kasvavan plastisen deformaation
takia.

Jos staattisesti méadrdamatontd palkkia tai kehdd kuormitetaan mydtokuormaa suu-
remmalla kuormalla, niin siihen jéi yleensd jaédnnosmomenttijakauma kuorman poistami-
sen jalkeen. Momentti jakautuu eri tavalla kuormitusvaiheessa ja kuorman poistovaiheessa
kuormitusvaiheessa syntyneiden plastisten muodonmuutosten ansiosta. Aluksi momentin
muutos noudattaa kimmoista lakia AM = ETAk. Kimmoisen ideaaliplastisen momentin ja

kiyristymén vélisen riippuvaisuuden tapauksessa palautumisvaiheen kimmoinen momentin

119
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Kuva 10.1 Jaykéasti tuetun palkin plastisoituminen.

muutos voi olla enintdin AM = 2M,,, = 2M),, missd M,, on mydtomomentin arvo ja téssé
tapauksessa plastinen momentti on yhté suuri kuin myétémomentti eli M, = M,,.

Kuvaan 10.2 on piirretty kimmoinen ideaaliplastinen momentin ja kiyristymén vali-
nen yhteys ja poikkileikkauksen plastisoitumista tarkemmin seuraava momentin ja kéy-
ristymén vélinen riippuvaisuus. Esimerkiksi suorakaidepoikkileikkauksella M, /M,, = 1.5,
ja momentin ja kéyristymén vélinen riippuvaisuus on johdettu télle tapaukselle aikaisem-
min. Yleisemmén (M, k)-riippuvaisuuden OABCD tapauksessa plastisoituminen toiseen
suuntaan kuormitettaessa alkaa kiyran pisteessé C', kun momentin muutos tarkastelupoik-
kileikkauksessa on AM = 2M,,.

Esimerkki 10.1 Tutkitaan kuvan 10.3 nelilaippaisen poikkileikkauksen jadanndsjin-
nityksid.
Tarkastellaan nelilaippaista kerrospalkkia, jonka poikkileikkaukseen vaikuttaa vain
momentti M. Palkin akselin suuntainen venymi muuttuu korkeuden suunnassa li-
neaarisesti. Otaksutaan, ettid kerrospalkin laipat toimivat samalla tavalla vedossa ja
puristuksessa. Tall6in

04 = —01, 03 = —02, (101)

ja taivutusmomentti on
M = —30’1Ah — O’QAh7 (10.2)

missd A on laipan pinta-ala ja h on laippojen vilimatka. Taivutusteorian mukaan line-
aarisesti korkeuden suhteen jakautuneen venymén arvot laippojen kohdalla toteuttavat
ehdot

g1 = 352, €3 = —€29, Eq4 = —€1. (103)

Kun laipat ovat kimmoisia, jannitykset jakautuvat myos lineaarisesti, ja o1 = 309,

10
M = —1009Ah = —EalAh. Té&lloin kimmoisessa tilanteessa,

3M M

= —-—— = € = - = e, 1 4

0T TToan ~ 70 T Tr04an — 7 (10.4)
Vektori o¢ = [0¢, 05]7 siséltdd kimmoisen poikkileikkauksen jénnitykset.
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Kuva 10.2 Momentin ja kiyristymén vilinen riippuvaisus.

I N | 1

h A\ A
I | 2

h
[ | 3

h
I | 4

Kuva 10.3 Nelilaippainen poikkileikkaus.
Uloin laippa my6tdd, kun
|M|= M, = 1—300mAh. (10.5)

Téysplastisessa tilanteessa | M| = M), kaikki laipat myo6téévit ja
01 =02 = —Op, (10.6)

jolloin
|M| = M, = do,, Ah. (10.7)

Jos esimerkiksi poikkileikkaus kuormitetaan siten, etta

11

M = ?omAh =M < M, (10.8)
niin jannitykset laipoissa ovat
2
01 = —0Om, O2=——0pn. (10.9)

3
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Kuva 10.4 Jaykésti tuetun palkin momentit ja jidnndsmomentit tasaisesta kuor-
masta.

Kimmoiseksi otaksutun poikkileikkauksen jannitykset samalla momentin arvolla ovat

11 11

—Om, O5=——0pn. (10.10)
Jos kuormitus poistetaan siten, ettd momentti menee nollaksi, niin laipat palautuvat
kimmoisesti ja momentin arvolla nolla laippoihin jaivit jadnnosjannitykset

3
10

T € T €
0'120'1—0'1=E0m, 09 =02 — 09 = —

T (10.11)

Jadnnosjannityksid vastaava momentti on nolla. Jos tdmén jélkeen poikkileikkausta
kuormitetaan uudelleen samanmerkkiselld momentilla kuin edelld, niin poikkileikkaus
toimii kimmoisesti, kun M < M*.

Kuormitettaessa esimerkiksi kuvan 10.4 jaykésti tuettua palkkia tasaisella kuormalla
plastiseen murtoon, joka tapahtuu kuorman intensiteetin arvolla ¢, = 16M,,/ L?, momentti
jakautuu parabolisesti vileilli AC ja C'B, ja momentti on | M |= M, = ¢,L?/16 keskel-
14 ja tuilla. Seuraavissa kuvissa on momentin muutos, kun kuorma palautetaan nollaan,
ja (tdssd tapauksessa tasainen) jaannosmomenttijakauma M" = %Mp. Kuormitettaessa
takaisin kuorman arvoon q = 16M), /L? momentin muutos tapahtuu kuvan 10.4 palkissa
kimmoisesti.

Esimerkin tapauksessa, jos kuorma muuttuu vililld [0,16M,,/L?], kuorman muutok-
set ensimméisen kuormitusvaiheen jélkeen aiheuttavat vain kimmoisia muodonmuutoksia.
Yleensd tallaisen tilan saavuttamista ei ole helppo todentaa.

Jos rakenne péityy tilaan, jossa muuttuvassa toistuvassa kuormituksessa ei endéd synny
uusia plastisia muodonmuutoksia, niin taivutusmomentti on

M = m+ M, (10.12)
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missd m = M" on kuorman arvoa nolla vastaava jadnnosmomentti ja M€ on vallitsevaa
kuorman arvoa vastaava kimmoisesti laskettu momentti.

Jos rakenne on saavuttanut sellaisen tilan, etté tietyissé rajoissa tapahtuvat kuorman-
muutokset ovat kimmoisia, niin jidnndésmomenttijakauma ei endd muutu ja rakenne on
mukautunut kuormitukseen.

Palkin tai kehén kdyttaytymistd muuttuvassa toistuvassa kuormituksessa voidaan seu-
rata vaihe vaiheelta laskemalla kimmoisella plastisella mallilla, kuten tehtiin edelld ristik-
koesimerkin yhteydessd. Tamé on kuitenkin késinlaskuna hankalaa, eikd kuormien muu-
toshistoriaa kuitenkaan tunneta riittavan tarkasti. Tamén vuoksi on kehitetty yksinkertai-
sempia menetetelmid, joilla voi tutkia rakenteen mukautumismahdollisuuksia toistuvaan
muuttuvaan kuormitukseen.

Erés ehto rakenteen mukautumiselle toistuvaan kuormitukseen on, ettei annetulla kuor-
mien muuttumisvalilla mihinkdan kohtaan synny vastakkaisiin suuntiin tapahtuvia plasti-
sia muodonmuutoksia kuten visytyskuormituksessa. Mukautumisen vélttamé&ton ehto on,
etta

MEmax _ premin < opg (10.13)

missd M™% ja MM ovat tarkastelupoikkileikkauksen suurin ja pienin kimmoinen mo-
mentti kaikki kuormitusyhdistelmét huomioon ottaen.

10.1 Mukautumislause

Kehi tai palkki mukautuu muuttuvaan toistuvaan kuormitukseen, jos on olemasssa sellai-
nen jadnnosmomenttijakauma m, ettd kaikissa poikkileikkauksissa toteutuvat ehdot

m + Me,max S Mp7
(10.14)
m 4 Me,min > _Mpa

Memax Me,min < 2Mm’ (10.15)

missd, MM ja Me™M oyat tarkastelupoikkileikkauksen suurin ja pienin kimmoiselle ra-
kenteelle laskettu momentti kaikki kuormitusyhdistelmét huomioonottaen. Mukautumis-
teoreema on helpoin todistaa kimmoiselle ideaaliplastiselle (M, k)-riippuvaisuudelle, jol-
loin M,, = M,,.

Lause 10.1 Palkki— tai keharakenne mukautuu muuttuvaan toistuvaan kuormitukseen, jos
loytyy sellainen jaannosmomenttijokauma m, ettd ehdot (10.14) toteutuvat.

Todistus. Merkitddn, ettd todellinen jidnnosmomenttijakauma palkissa tai kehéssd on
m(s), missé s on palkin tai kehén osiin mééaritelty sauvan akselin suuntainen koordinaatti.
Jadnnosmomentti

m=M — M* (10.16)

toteuttaa tasapainoehdot ulkoisen kuorman arvolla nolla. Tarkastellaan positiivista suu-

U:/Mds, (10.17)

retta

2E1

s
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missé [ on sauvan taivutusjiykkyys. Momentin muutosta dm vastaa muutos

[ (m —m)dm
(5U—/ Foli ds. (10.18)
Osoitetaan, etté
oU <0. (10.19)

Jadnnosmomenttijakaumaan m(s) syntyy muutos, jos jossain kohtaa rakenteen plastiset
nivelkiertymét kasvavat, kun momentin arvo saavuttaa néissé leikkauksissa kyseisessa kuor-
mitustilanteessa plastisen momentin suuruisen arvon. Namé plastisten nivelten lisékierty-
mét 06; tapahtuvat nivelpaikoissa hj, ja ne ovat yhteensopivia kédyristymén muutosten
dM/EI kanssa. Koska kimmoiselle rakenteelle lasketut kdyristymén muutokset 6M€/ET
vastaavat médritelmén mukaan nollan suuruisia plastisia nivelkiertymia, ovat kiyristymét
(M — M€)/EI = om/EI mybs yhteensopivia plastisten nivelten kiertymien muutosten
00; kanssa.

Momentit (m —m) ovat tasapainossa nollakuorman kanssa, ja tilloin voidaan kirjoittaa
virtuaalisen tyon yht&lo

(m —m)om ~
/ o ds+ > (mj —m;)s0; =0, (10.20)

J

S

missd m; ja m; ovat momenttien m(s) ja m(s) arvot nivelpisteissé h;. Ottamalla huomioon
muutoksen 60U kaava virtuaalisen tyon yhtélossa saadaan

SU == (m; — my;)60;. (10.21)

Jos jossakin leikkauksessa
mj < mj, (1022)

niin ensimmaéisen ehdon (10.14) mukaan

mj A+ M < My, (10.23)
Suurin mahdollinen momentti tarkastelupoikkileikkauksessa on

M = mj + M7™, (10.24)

joten pédtelladn, ettd
MG < My, (10.25)

Koska suurin mahdollinen momentti tarkasteltavassa poikkileikkauksessa on nyt pienem-
pi kuin M), voi plastisen nivelkiertyman muutos tapahtua vain minimimomentin arvolla
— M, ja plastisen nivelkiertymén muutoksen 66; pisteessé h; on oltava negatiivinen. Koska
alunperin otaksuttiin, ettd m; < m;, saadaan

(mj — mj)59j > 0. (1026)
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Otaksumalla puolestaan, ettd
mj; > my, (10.27)

osoitetaan vastaavalla tavalla, ettd plastisen nivelkiertyman muutos kohdassa h; on posi-
tiivinen, eli 660; > 0, ja téssékin tapauksessa

(mj — mj)(SHj > 0. (10.28)

Jos mj = mj, niin pétee
(mj — mj)(SHj = 0. (10.29)

Koska 6U:n kaavan oikean puolen summalausekkeen kaikki termit on nyt osoitettu ei—
negatiivisiksi, péatellaan, etté
oU <0. (10.30)

Jos rakenne kdyttdytyy kimmoisesti, niin kaikki plastisten nivelkiertymien muutokset 00;
ovat nollia, suureen U muutos dU = 0 ja suure U pysyy vakiona. Plastisen deformaation
tapauhtuessa U pienene, mutta rakenteen toimiessa kimmoisena U pysyy vakiona. Kaavan
(10.17) mukaan U on aina positiivinen ja dérellinen, joten suureen U tédytyy kuormituspro-
sessin aikana ldhestyd positiivista ddrellistd arvoa tai nollaa. Jos U menee kohti nollaa, niin
todelliset jadnnosmomentit ovat rakenteen jokaisessa kohdassa samat kuin otaksutut jaan-
nosmomentit. Koska suure U ei kasva ja pysyy kaikissa tapauksissa darellisené, rakenne
mukautuu muuttuvaan toistuvaan kuormitukseen, kun kaavojen (10.14) ehdot on taytetty.

Yleisemmén (M, k)-riippuvaisuuden tapauksessa momentin kimmoisen muutoksen véli
on pienempi kuin 20, ja rakenne ei mukaudu toistuvaan muuttuvaan kuormitukseen,
jos jossakin kohdassa momentin muutos ylittdd kimmoisen vaihteluvéin, eli rikkoo ehtoa
(10.15). Jos ehdot (10.14) mé&érittavéit rakenteen murtokuorman vaihtuvassa toistuvassa
kuormituksessa, niin kyseessé on vahittdismurto. Jos rakenteen rajakuorman maarittas
ehto (10.15), niin kyseessé on vaihtoplastisoituminen, koska t#lloin jossakin kohdassa
syntyy kuormitusjaksojen vuorotellessa plastisoitumista vastakkaisiin suuntiin.

10.2 Vahittiaismurtokuorman ala- ja ylaraja

Otaksutaan, ettd vaihtuvan toistuvan kuormituksen intensiteetti voidaan esittdd kuorma-
kertoimella \. T&ll6in kimmoiseksi otaksutulle rakenteelle méaritetyt maksimi- ja minimi-
momentit ovat AM &M ja A\ M &m0,

Alaraja

Jos loydetdédn jédnnosmomenttijakauma m, joka toteuttaa ehdot

m _"_ AMC,IH&X S Mp7
(10.31)
m+ AME™ > — M,

)\(Me,max . Me,min) < 2Mm7 (10.32)
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niin kuormakerroin on korkeintaan muuttuvan toistuvan kuormituksen rajakuormakertoi-
men ' )\, suuruinen. Esimerkiksi, jos asetetaan m = 0, niin kuormakertoimen tiytyy olla
sellainen, ettei momentin muutos missiddn kohdassa (leikkauksessa) ole suurempi kuin 2M,,
eikd kimmoisen rakenteen perusteella laskettu maksimimomentti ylitd arvoa M,,.

Yliraja

Rajakuorman yldrajan méaarittaéd joko vaihtoplastisoituminen tai vahittdismurto. Muuttu-
van toistuvan kuormituksen kuormakertoimen yléraja méaéritetdén vaihtoplastisoitumisen
perusteella yhtalosta

)\(Mje,max o Mje,mln) _ 2Mmj (1033)

missé tahansa poikkileikkauksessa j.

Vaihtoplastisoitumisen rajakuormakerroin méiritetdan otaksumalla jokin mekanismi,
kuten edellé tehtiin suhteellisen monotoonisen kuormituksen plastista rajakuormakerroin-
ta A, laskettaessa. Tutkitaan mekanismia, jossa plastisten nivelien kiertymét 6; ovat kehén
pisteissd h; ja vastaavien leikkausten plastiset momentit ovat M,,;. Plastisten nivelkier-
tymien merkit otaksutaan samoiksi kuin kimmoisena laskettujen momenttien AM*™** ja
AME™n merkit. Jos leikkauksissa hj ovat syntyneet kuormitusprosessin aikana jainnos-

momentit m;, niin nivelpisteissd j

m; + )\Mje,max :ij, jos (9]' > 0,
(10.34)
mj + AMS™ =—M,;,  jos 6; <0,

ja rakenteesen tulee vdhittdismurto otaksutulla mekanismilla, ellei sellainen ole tullut jo
jollakin muulla mekanismilla. Siten A on véihittdismurtokuorman ylaraja.
Ehdoista (10.34) seuraa

Me,min

PEmax
A { J } 9j + mjﬂj = ij|9j‘7 (1035)
J

missd valitaan M™% jos 0; on positiivinen, ja M*™" jos §; on negatiivinen, ja oikean
puolen termi on aina positiivinen. Summaamalla yli kaikkien mekanismin plastisten nivel-
ten saadaan yhtalo

Mg,ma.x
2 { e } 05+ D _myb; =3 Myjl0;]- (10.36)
J J j j

Tuntemattomat jaénnosmomentit m; voidaan eliminoida virtuaalisen tyon yhtélon
avulla, koska ne toteuttavat homogeenisen tasapainoyhtalon

> my; =0, (10.37)
J

"Kuormakertoimen alaindeksi s tulee sanoista shake down, joiden suomenkielinen vastine on tissé yh-
teydessd mukautua (kuormitukseen).
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Kuva 10.5 Muuttuva toistuva kuormitus kaksiaukkoisella palkilla.

Taulukko 10.1 Kaksiaukkoisen palkin kimmoiset momentit ja nivelkiertymét.

2 3 4
— — 5 3 5

P =P=P| PL|—3PL|5PL

P =0, ,=P | -ZPL| -2PL| £PL

0 —0 20

ja talloin saadaan

Jomax
A Z Je,min 0j = Z ij |03|
7 UM j

(10.38)

Kaavassa (10.38) valitaan momentti M ]e A jos nivelkiertymé 6; on positiivinen, ja mo-
mentti ]\4J-e’mm7 jos nivelkiertymé 6; on negatiivinen.

Esimerkki 10.2 Mddritetddn kuvan 10.5 pdistidn vapaasti tuetun koksiaukkoisen

palkin vdhittdismurtokuorma.

Kaksiaukkoisen palkin kuormat P; ja P, muuttuvat tilojen P, = P, = P ja P, = 0,
P, = P vililli. Taulukkoon 10.1 on laskettu kimmoiset momentit M pisteissd 2, 3,

4. Momenttijakauma on esitetty myds kuvassa 10.5.

Virtuaalisen tyon yhtélo (10.38) on esimerkin tapauksessa

3 13
(_EPL) (—0) + <6_4PL) (20) = 3M,0,
josta ratkaistaan vahittdismurtokuorma

96 M, M,
v =10 L ~5.05L.

(10.39)

(10.40)

Kimmoisena laskettujen momenttien suurin erotus syntyy leikkaukseen 2, ja vaih-

toplastisoitumiskuorman laskemiseksi saadaan yhtilo

3 45 pr=om,,
64 ' 32

ja vaihtoplastisoitumiskuorma
128 M,

“T 13 L

(10.41)

(10.42)
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Kuva 10.6 Jaykkdkantainen kehé.

Jos muotosuhteelle otaksutaan

M
d=_—L =11 10.4
Y 5, (10.43)
niin M
P, ~ 8.56717, (10.44)

ja téassd tapauksessa rakenteen kestavyyden toistuvassa muuttuvassa kuormituksessa
madrittad vihittdismurtokuorma

M,
Py =~ 5.05—". (10.45)

L
Esimerkki 10.3 Madritetddin kuvan 10.6 kehdin rajakuormakerroin muuttuvassa tois-
tuvassa kuormituksessa, kun vaakakuworma muuttuu vdlilla (0, H), ja pystykuorma

muuttuu valilla (0,V). Kehin M, ja EI ovat vakiot, jo M, = ®M,, = 1.15M,,.
Lasketaan kimmoiset momentit leikkauksissa j taulukkoon 10.2. Ratkaistaan tehtdva
kulmanmuutosmenetelmélli. Sauvanpiddmomenttien kaavat ovat

Mij =aijpi; + bijpji — cijhij + MKy,

(10.46)

M;ji =ajipji + bjigij — cjithyi + MKj;,
missé ;;, @j; ovat sauvanpdiden kiertymét, MK;;, M K;; ovat kiinnitysmomentit
ja aij, aji, bij, bji, cij, cj; ovat jiykkyyskertoimet. Ratkaistaan momentit erikseen
vaakakuormalle H ja pystykuormalle V. Numeroidaan sauvat kriittisten leikkausten
mukaisesti: 12, 24, 45. (Sauva 24 voitaisiin kimmoisessa ratkaisussa jakaa kahteen
osaan, jolloin tulisi enemmin tuntemattomia mutta ei tarvittaisi kiinnitysmomentin

kaavaa).

Tarkastellaan ensin vaakakuorman H tapausta. Symmetrian nojalla paitelladn, etté

P2 = pa, (10.47)

ja reunaehtojen perusteella
Y1 = Y5 = 0. (1048)

Merkitddn, ettd pystysauvojen jaykinkappaleen kiertymét ovat

Y12 = Y21 = thas = P50 = . (10.49)
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Tasapainoehdoissa tarvittavat sauvanpadmomenttien kaavat ovat

Mz =biap2 — c127),
Ms1 =as1p2 — c219,
Ms4 =az4p2 + b2apu, (10.50)
Mys =as504 — ca5t),

M3y =bsaps — c547.

Sauvavakiot ovat esimerkin keh&ll

b b 2ET 4FET 4FET
=bys=——, Qo] =A54 = ——, Q4= Q42 = ——
12 45 7 54 7 0 42 5L
(10.51)
b — by — 2ET B B B __6FEI
24 = 042 = oL’ C12 = €21 = C45 = C54 = A
Vaakakuorman tapauksessa kirjoitetaan tasapainoehdot
Qa1+ Qus =H (10.52)
eli
Mo 4 Moy + Mys + Msy = —HL (10.53)
ja
M21 + M24 = 0. (1054)
Sijoittamalla sauvanpddmomenttien kaavat tasapainoehtoihin tulee
(b12 + @21 + aas + bsa)pa — (€12 + o1 + ca5 + c54)0 = —HL, (10.55)
ja
(a21 + a24) 2 + boaps — c219 = 0. (10.56)

Jalkimmaisestd tasapainoehdosta saadaan sauvavakioiden sijoittamisen jilkeen

7
) (10.57)

ja tulos huomioonottaen ratkaistaan edellisen tasapainoyhtédlon avulla

1HL? 7 HL?
= - — = — . 1 .
2= Er YT 06 Bl (10.58)
Leikkauksien 1, 5, 2 ja 4 momentit vaakakuormasta H ovat
5 3
My = Mys = _EHL =—M;5, My= Moy = EHL = —Mjy. (10.59)
Pystykuorman V tapauksessa
p1=p5=0, @2=—ps. (10.60)

Tasapainoehdosta
Moy + Maq =0 (10.61)
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Taulukko 10.2

Yksiaukkoisen kehén kimmoiset momentit ja nivelkiertymét.

1 2 3 4 5
e,V 8 _ 16 24 _ 16 8

T SVL BVL BV BVL VL

M67. —g—gHL %HL 0 . _Elg_éHL sgHL

M emin _8_gHL _ls?VL - 0 —%VL—%HL . - 0

emax VL LHL | ZVEL 0| SVL+ ZHL
a —0 20 —0

b —0 0 —0 0

c —0 20 —260 0

Memax _ Me,min

25 5 5 G P 15 16
sgHL+ VL %HL—F %VL s0V L sgHL+ 5VL

25 8
ssHL+ VL

seuraa sauvanpaimomenttien kaavojen
Moy =az1 2,

Moy =a24p2 + baaps + M Koy

ja kiinnitysmomentin kaavan

M Ky = V(2L)
8
avulla yhtalo
VL
(a21 + aza)p2 + baaps + M Koy = (a21 + a24 — bas)p2 — = 0,
jonka ratkaisu on
1 vL?
72790 BT
Leikkauksien 1, 5, 2, 4 ja 3 momentit pystykuormasta V' ovat
My =M —iVL—M My = M ——EVL—M M—EVL
1= M =15 = Ms, 2= Mo =—15 = Ma, 3= 197

(10.62)

(10.63)

(10.64)

(10.65)

(10.66)

Taulukkoon 10.2 on merkitty my6s palkkimekanismin (a), sivusiirtymamekanismin (b)

ja yhdistetyn mekanismin (c¢) nivelkiertymit.

Palkkimekanismin (a) tapauksessa virtuaalisen tyon yhtalosta

Jemax
AZ { ]\jfa,min } 0; = Z M0,
J J J
seuraa
16 24 16 15
——VL| (- —VL|(2 ——VL——HL ) (—0) =4M,0.
( Sy )( 0)+(80V ><e)+< Svp- 2 )( 0) = 40,0

Sivusiirtymémekanismin (mekanismi b) tyoyhtilé on

(-Bac) oy (Lo

16 15 8 25
— 2 VL—- —HL)(=0)+ (—VL+=2HL) 0 = 4M,0.
+< 20V %0 >( )+(8O T30 ) v

(10.67)

(10.68)

(10.69)
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Yhdistetyn mekanismin (mekanismi c) tyoyht&lo on

(—%HL) (—0) + <%VL) (20)

16 15 8 25
——VL—-—HL) (-2 —VL+—HL |6 =6M,0.
+< 80 80 )( H(so T30 ) p

(10.70)

Palkkimekanismin, sivusiirtymdmekanismin ja yhdistetyn mekanismin virtuaalisen tyon
yhtéloistéd seuraavat suorien yhtalot

3 HL 1VL

e R e 10.71
610, 13, (10-71)
1HL 3 VL
Zﬁp—’_ll_OE_l’ (10.72)
1HL 11VL
S ————— 10.73
6 M, " 60, (10.73)
HL VL .
STASTA —tasossa, eli
p Mp
FGh+qv=1, (10.74)
Th+ v =1, (10.75)
th+dv=1 (10.76)
(h,v)—tasossa, missd on merkitty
L VL
h=—, v=—. (10.77)
M, M,

Piirtdmaélla suorien yhtilot (h, v)—-tasoon, kuvassa 10.7, saadaan selville kuormien sal-
littu alue, jossa ne voivat muuttua vapaasti siten, ettei vihittdismurtoa synny.

Vaihtoplastisoitumista ei synny, jos jokaisessa kriittisessé leikkauksessa toteutuu ehto
Memax _ premin < opNr (10.78)

Otaksutaan, ettd poikkileikkauksen muotokerroin on ® = 1.15 ja tilldin M, =
M,/1.15.

Taulukon 10.2 kimmoisena laskettujen momenttien avulla saadaan ehdot

M
25 8 p
HI ‘/ [ <2 ) ,

M
15 16 p
soHL + 5V LI <270

M
BVL<2%, (10.79)

M
15 77, o4 16y p
oL+ 55 <2T157

M,
25 8 p
D00+ 2VI <f3._7
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Kuva 10.7 Kuormien sallittu alue vahittdismurron ja vaihtoplastisoitumisen suh-
teen.

eli

0.1797h + 0.575v <1,
0.1078h + 0.115v <1,

0.1725v <1, (10.80)
0.1078h + 0.1150 <1,

0.1797h + 0.575v <1,

jotka on yhtéldisyysmerkin tapauksessa myos piirretty kuvaan 10.7. Kun vaakakuorma
muuttuu valilla (0, H) ja pystykuorma vélilla (0,V), niin vaihtoplastisoituminen ei
madradd rajakuorman arvoa muuttuvassa toistuvassa kuormituksessa.

Tutkitaan seuraavaksi samaa keh#d, kun vaakuorma muuttuu vililli (—H, H) ja pys-
tykuorma valilla (0, V'). Taulukkoon 10.3 on jélleen koottu kimmoisena lasketut kriit-
tisten leikkausten momentit ja mekanismien nivelkiertymét. Tassa tapauksessa kysee-
seen voi tulla kaksi lisimekanismia, koska vaakakuorma voi saada my6s negatiivisia
arvoja.

Palkkimekanismin (a) virtuaalisen ty6n on nyt

15 16 15

(_gm _ %HL) (—0) + (%VL) (260) + (—%VL . %HL> (—6) = 4M,0.
(10.81)

Sivusiirtymémekanismin (b) ja yhdistetyn mekanismin (c) tyoyhtilét ovat samat kuin
edellisessi kuormitustapauksessa.
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Taulukko 10.3

Yksiaukkoisen kehin kimmoiset momentit ja nivelkiertymét, kun vaaka-

kuorma voi saada myGs negatiivisia arvoja.

1 2 3 4 5
ME’I‘; 28%VL —%—SVL %VL —%—SVL 28%VL
]\(46;1) —g—‘g’HL §—§HL 0 —§—§HL g—‘g’HL
M= : g_QHL - _ﬁHL 0 16 §—9HL —§HL
Memm ; —g—‘g’HL _%VL_?QHL _ 0 —%VL—ﬁHL ; —g—éHL
Mo VL4 S HL woHL | VL oL | sVL+5HL
a —0 20 —0
b —0 0 —0 0
c —0 20 —20 0
d 0 —0 0 —0
e 0 —20 20 —0
e, max e,min 50 8 30 16 24 30 6 50 8
Memax _ e, XL+ SvL | BHL+8vL | ZvL | VHL+SVL | XHL+ SVL
Sivusiirtym&mekanismin (d) tyoyhtilo on
8 25 16 15
——VL—-—HL) (-0 —VL+—HL |6
< 80 80 ) (=0) + (80 * 80 )
(10.82)
15 25
——HL | (-0 —HL )0 =4M,0.
+(-gpe) o+ (Gmz) o= av
Yhdistetyn mekanismin (e) tyoyht&lo on
8 25 16 15
——VL—-—HL | (-6 —VL+—HL| (260
( 80 80 >( )+<80 +80 )( )
(10.83)

24 25
+< 80V )( 0)+<8O )9 6M,,0

Mekanismien (b) ja (d) tyoyhtélot ovat samat samoin mekanismien (c¢) ja (e), joten
niitd edustavat suorat (h,v)-tasossa ovat samat.

Palkkimekanismin, sivusiirtymémekanismien ja yhdistettyjen mekanismien virtuaali-
sen tyon yhtéloistd seuraavat suorien yhtilot ovat

sh+3v=1 (a) (10.84)
th+2v=1, (bd) (10.85)
ih+dv=1 (ce) (10.86)

(h,v)-tasossa.

Vaihtoplastisoitumisehdosta

Memax _ Me,min < 2Mm (1087)
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Kuva 10.8 Kuormien sallittu alue véhittdismurron ja vaihtoplastisoitumisen suh-

teen, kun vaakavoima voi muuttua vililla (—H, H).

kriittisissé leikkauksissa saadaan nyt yhtildisyysmerkilld yhtalot

0.3594h + 0.5750 =1,
0.2156h + 0.1150 =1,

0.17250 =1, (10.88)

0.2156h 4 0.115v =1,

0.3594h + 0.575v =1.
Suorien yhtélot on piirretty kuvaan 10.8. Téssé tapauksessa palkkimekanismi (a) tai

leikkauksien 1 ja 5 vaihtoplastisoituminen mé&irida kehdn rajakuorman muuttuvassa
toistuvassa kuormituksessa.

Esimerkki 10.4 Tutkitaan kuvan 10.6 kehdan murtokuormaa muuttuvassa toistuvassa

kuormituksessa, kun vaakakuorma H voi muuttuu vdlilld (0, F) ja pystykuorma V voi
samoin muuttua vélilli (0, F).

Taulukkoon 10.4 on jélleen merkitty palkkimekanismin (a), sivusiirtymémekanismin
(b) ja yhdistetyn mekanismin (c¢) nivelkiertymit.

Palkkimekanismin (a) tapauksessa virtuaalisen tyon yhtalosta

Nemax
> { Ajemin } 0; = My0,] (10.89)
j i 7

saadaan nyt yhtalo

(_gm) (—0) + <%FL) (20) + (—%FL) (—0) = 4D, (10.90)
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Taulukko 10.4 Yksiaukkoisen kehin kimmoiset momentit ja nivelkiertymét, kun vaaka-
kuorma H ja pystykuorma V muuttuvat valilla (0, F).

1 2 3 4 5

e,V 8 __ 16 24 _ 16 8
M - @FL @FL sol'L @FL @FL
M67. —g—gFL §—8FL 0 —%FL s 'L
Memm —?FL —@FL . 0| —5FL . 0
Memx | SFL | LPL [ ZFL 0| BFL

a —6 20 —0

b —0 0 —0 0
c —0 20 —20 0

e, max e,min 33 31 24 31 33
Memex 0 BFL| JFL| ZFL| SFL| BFL

josta seuraa

64 M, M,
(Fi)a = 5 5 = 71112, (10.91)

Sivusiirtymamekanismin (b) tyoyht&lostd

(-Z 1) o+ (Sre)o

(10.92)
+ (—%FL) (—0) + (23 >9_4M 0.
ratkaistaan
(F,)y = %MT ~3. 077% (10.93)
Yhdistetyn mekanismin (c¢) tyoyht&lostéa
(—%FL) (—0) + <%FL) (26)
(10.94)
31 33
+ <_%FL) (—20) + (80 L) 0 = 6M,0.
tulee
(Fs)e = %MT ~ 2. 857T (10.95)

Pienimmén véhittdismurtokuorman antaa mekanismi (c¢). Madritetddn seuraavaksi
kriittisten leikkausten jidnnosmomentit mekanismin (¢) antaman ratkaisun perusteel-
la. Kaavoilla

mj + AMP =M, jos 60 >0,
(10.96)
my 4+ AMP™M =—M,;,  jos 0; <0,
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saadaan niissi leikkauksissa, joissa on rajamekanismissa nivel,

60 25
mi — ﬁ . %(\{ip = —Mp = mi =~ —0108Mp,
60 24
ms3 + ﬁ . % p = A/jp = m3 =~ 0143Mp,
(10.97)
60 31
my — 57 30 My,=-M, = my=0.107M),
60 33
ms + 130 M,=DM, = ms~—0.179M,,.

Leikkauksen 2 jadnnosmomentti ratkaistaan esimerkiksi palkkimekanismista saatavan
homogeenisen tasapainoehdon avulla:

ma(—0) + m3(20) + ma(—0) = 0, (10.98)

josta seuraa
mo ~ 0.179M,,. (10.99)

Vaihtoplastisoitumisen kannalta kriittiset leikkaukset ovat 1 ja 5. Ehdosta

. M,
Memax — premm < M, = 2% (10.100)
. 33 M,

—FL<2—2 10.101
80 — 115 ( )

seuraa leikkauksissa 1 ja 5 vaihtoplastisoitumisen rajakuorma

160 M, M,

F, = 3115 L 4.216 70 (10.102)

joka on kuitenkin suurempi kuin vahittdismurtokuorma.

Esimerkki 10.5 Tutkitaan kuvan 10.9 kerroskehdin murtokuormaa muuttuvassa tois-
tuvassa kuormituksessa, kun kehdn pistekuormat voivat muuttua kuvassa 10.9 esite-
tylld tavalla.

Kaksikerroskehén ylédkerran palkin ja pilarien M, = 10 ja taivutusjdykkyys on EI, ja
vastaavasti alakerran palkin ja pilarien M, = 20 ja taivutusjdykkyys on 2.5F1. Ke-
hén kuormat voivat vaihdella toisistaan riippumatta kuvan 10.9 esittdmélla tavalla.
Kehillad on ns. kriittisid leikkauksia 12 kappaletta. Perusmekanismien lukumé&iri on
m =12 — ng, = 12 — 6 = 6. Kaikki mekanismit voivat toimia my0s toiseen suuntaan,
mutta vain kehdn nurkan 8 — 9 — 10 osalta on varauduttu tdhidn mahdollisuuteen ot-
tamalla vastaavassa nurkkamekanismissa huomioon molemmat mahdollisuudet (suun-
nat). Taulukkoon 10.5 on koottu kuormakertoimen arvoa A = 1 vastaavat suurimmat
ja pienimmét kimmoisena lasketut momentit kriittisissi leikkauksissa ja perusmekanis-
mien nivelkiertymét. Taulukon ensimmaisell& rivilla ovat otaksutut plastiset momentit
leikkauksissa 1,...,12.

Virtuaalisen tyon yhtélosta

M &-max
A Z { gemin } 0; = Z My;165] (10.103)
J

J
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[0, 2]
[07>\]; EI ¢
T é'y"'i:
\ 1 \
EIN0 (o4 100EI |10
022 abs oy o)
¢f  25EI 20 110
2.5E1[120 20/2.5E1 |10
11 112
7777 77777
10

Kuva 10.9 Kaksikerroskehd ja pistekuormien vaihteluvéli.

seuraa perusmekanismien avulla

(a) 13.10M0 =400 = ., = 3.06,
(b) 30.73M0 =800 = A, = 2.60,
(¢) 12.95M0 =400 = A, = 3.09,
(d) 44.4400 =800 = A,; = 1.80, (10.104)
(e) 14.86M0 =500 = A, = 3.37,
(f) 14.8600 =500 = ;= 3.37,

(9) 14.86A0 =500 = \,, = 3.37.

Perusmekanismeista pienimmén vihittdismurtokuorman antaa alakerroksen sivusiirty-
mémekanismi (d). Yhdistetdén tdhén alakerran palkkimekanismi (b) ja nurkan 4—5—6
nurkkakiertymamekanismi, jolloin saadaan mekanismi (b + d + €) ja sen avulla

1.60A0 + 6.35X(26) + (—14.27)A(—6) + 10.9970 + (—11.86)A(—0)
(10.105)
+(—13.12)A(—0) = 100 + 20(20) + 200 + 206 + 200 + 200

eli
64.54\0 = 1300 = A\, = 2.015. (10.106)

Yhdistetylld mekanismilla saatiin suurempi kuormakertoimen arvo kuin alakerran si-
vusiirtymémekanismilla yksindédn. Jatketaan mekanismien kombinointia samalla ta-
valla kuin plastisen rajakuorman méarittidmisessd tehtiin aikanaan. Kombinaatiolla
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a b

b [
c ld

Kuva 10.10 Kaksikerroskehdn perusmekanismit.

win

b+d+e c+d+e+ f

Kuva 10.11 Kaksikerroskehén kaksi yhdistettyd mekanismia.

(¢ +d+ e+ f) saadaan tyoyhtalo

27400 + (—=3.74)A(—0) + 10.5100 + (—14.27)\(—0) + (—11.86)\(—0)
(10.107)
+(=13.12)A(—0) = 100 + 106 + 206 + 2060 + 206 + 200

eli

56.24\0 = 1300 = A, = 1.78. (10.108)

Mééritetadn seuraavaksi jaidnnosmomentit olettaen mekanismin (¢ +d+ e+ f) olevan
oikea vdhittdismurtomekanismi. Kaavoilla

mj + AM™ Y =Mp;,  jos 0; >0,
(10.109)
mj + AMP™M =—My;,  jos 0; <0,
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777 777

Kuva 10.12 Kaksikerroskehin jadnnosmomenttijakauma.

saadaan jalleen niissé leikkauksissa, joissa on rajamekanismissa nivel,

miy +1.778(—11.86) = —20 = mq; = 1.09,
mi + 1.778(—13.12) =-20 = mqis =3.33,

ms + 1.778(10.51) =20 = ms = 1.31,

10.110
mg + 1.778(—14.27) = =20 = mg = 5.37, ( )

my 4+ 1.778(2.74) =10 = my = 5.13,

ms 4+ 1.778(—3.74) = =10 = mg = —3.35.

Mekanismi (¢ + d 4+ e + f) on alitdydelllinen, joten kaikkia jainnosmomentteja ei
saada selville perusmekanismien avulla. Maéritetdin leikkauksen 10 jadnnosmomentti
otaksuen, ettd siiné olisi positiivinen nivel. Téll6in saadaan

mio + 1.778(10.99) =20 = myo = 0.46. (10.111)

Tamén arvauksen jélkeen pdastain eteenpdin jadnndosmomenttien miarittamisessé esi-
merkiksi alakerroksen sivusiirtymémekanismin (d) tyoyhtilon avulla. Koska jadannos-
momentit toteuttavat homogeenisen tasapainoyhtalén

mn(—H) +m69—|—m109—|—m12(—0) =0, (10.112)

saadaan
mg = 3.96. (10.113)

Palkkimekanismin (a) avulla saadaan
mi(—0) + m2(26) + ms(—6) = 0, (10.114)

josta ratkaistaan
1
me = §(m1 + ms) = 0.89. (10.115)
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Palkkimekanismin (b) avulla saadaan puolestaan

ms(—0) + m7(20) + mg(—0) = 0, (10.116)
josta seuraa
1
my = §(m5 +mg) = 3.34. (10.117)

Jadnndsmomenttijakauma on piirretty kuvaan 10.12.

Tutkimusten perusteella vahittdismurto ei ole todennikdinen muuttuvan toistuvan pys-
tykuormituksen tapauksessa, jos Ag > Ay, (tai As > 0.75)\, kaikkein pessimistisimmilla otak-
sumilla), jos kehd on suunniteltu staattisen plastisen rajakuormakertoimen A, perusteella.
Vastaavasti vaihtuvan toistuvan ja suunnaltaan muuttuvan tuulikuorman tapauksessa vi-
hittdismurto ei ole kovin todenndkdinen, jos Ag > 0.6,.

Rakenteen turvallisuuden kannalta vaihtuvat toistuvat kuormat eivit todenndkoisesti
ole merkittévié, ellei synny samanlaisia kuormitusolosuhteita, kuin visytysmurrossa. Kui-
tenkin, esim. liitokset on suunniteltava niin, etteivit ne aiheuta suuria jannityshuippuja,
jos esim. vaihtuvat tuulikuormat ovat mitoituksen kannalta merkittévissd asemassa.
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Kaksikerroskehén kimmoiset momentit ja nivelkiertymat.

Taulukko 10.5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 A

M, 10 10 10 10 20 20 20 10 20 20 20 20
Memax | 274 | 418 0| 160 1051 | 847 | 635| 035 0| 1099 | 1.37] 011 1.00
Memin 2700 | —0.18 | —3.74 | —2.61 | —3.76 | —2.75 | —0.11 | —3.86 | —14.27 | —0.23 | —11.86 | —13.12 | 1.00
a| -6 20| -0 3.06
b —0 20 —0 2.60
c 0 0| -0 —0 3.09
d 0 0 —0 —6| 1.80
¢ 0 o -0 3.37
7 0 0 -0 3.37
g —0 0 0 3.37
b+d+e 0 26 —0 0 .y —6 | 2.015
ctdtetf 0 —0 0 iy —0 6| 178
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Luku 11

Plastinen vaanto

11.1 Siirtymamenetelméi

Tarkastellaan sauvaa, jonka poikkileikkaus on (z,y)-tasossa. Sauvan akseli ja vadntokeskio
on z-akseli. Sauvassa vaikuttaa vaantomomentti M,. Otaksutaan de Saint-Venantin (de
Saint-Venant 1856) mukaan, ettd poikkileikkaus kiertyy muotonsa siilyttden vaantokes-
kion ympéri ja mahdollisesti vdaristyy, jolloin deformoitumattomassa tilassa aluksi samas-
sa tasossa sijainneet pisteet eivéit ole vélttdméttd deformoituneesssa tilassa endd samassa
tasossa. Otaksumien perusteella voidaan kirjoittaa siirtymille lausekkeet

u=—-yp, V=T (11.1)
ja
w =0V (z,y), (11.2)

missd o on vadntokulma, 6 on vidntyma ja W on poikkipinnan kiyristyméfunktio. Vaan-

tymd on vddntokulman derivaatta

de
0= e (11.3)
Vapaassa vadnnossa poikkipinnan kiyristyminen saa tapahtua vapaasti, ja sauvaan syntyy
vain leikkausjénnityksid. Vadntymé on nyt Saint-Venantin otaksumien mukaisesti vakio, ja
vadntokulma on koordinaatin z lineaarinen funktio ¢ = 6z, kun ¢(0) = 0. Saint-Venantin

otaksumien perusteella vapaassa vaAinnossé
€ =Ey =€, =Ygy =0, (11.4)

ja

Op =0y =0, = Tgy = 0. (11.5)
Sauvan tuennan on oltava sopusoinnussa vapaan vainnon otaksumien kanssa. Esimerkik-
si ulokesauvan kiinnitetyssé pééssd poikkipinnan kiyristyminen (deplanaatio) on estetty,
ja vapaa vaanto ei ole mahdollinen. Kiinnityksestd aiheutuu Saint-Venantin periaatteen
mukaan kuitenkin vain paikallinen hiirio, joka vaimenee nopeasti tuelta etddnnyttiessa,
ja vapaan vidannon teoriaa voidaan soveltaa tuennasta riippumatta. Tuennan aiheuttamat
tukireaktiot ja paikalliset hairiot voidaan tarvittaessa laskea erikseen.

143
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V=

z

Kuva 11.1 Poikkileikkauksen jénnitykset ja vaantokulma ¢.

Kuvan 11.2 perusteella johdetaan massiiviselle sauvalle viannon tasapainoyhtalo

agm dx — 7y )dxdz + (1, + %dy — Tyz)dxdz = 0, (11.6)
€z Y

(sz + B

misti seuraa
0Ty 0Ty

=0. 11.7
ox dy ( )

Leikkausjannitykset 7, ja 7,. toteuttavat ehdot
Toz = Tzzy  Tyz = Tzy- (118)

Kimmoisen sauvan tapauksessa, lausumalla leikkausjédnnitykset liukumien avulla ja né-

mé puolestaan siirtymien u, v ja w avulla, eli

ow  Ou ov
TZI—G’YZI—G<%+£>—G0 (8—95_ >, (119)
ow Ov oV
o = Gy = o) =qge = , 11.1
Toy = Gy G<8y+0z> G <8y+$> (11.10)
saadaan tasapainoyhtélé muotoon
o*v 9PV
— 4+ — = 11.11
tai lyhyemmin kirjoitettuna
AV = (), (11.12)

missd A on Laplacen operaattori.
Kentén tasapainoehtoon (11.7) liitetddn reunan tasapainoehto eli reunaehto

ToaNg + ToyNy = 0, (11.13)



11.2. Voimamenetelmd 145

|

|

|

|

|

|

|

|
——————— -—--X---»
\\Ty\z \\\\

dz > —~

z

Kuva 11.2 Véintosauvan mielivaltaisen tilavuusalkion tasapainoehto.

missé n, ja n, ovat reunan yksikkénormaalivektorin komponentit ja s on reunaa pitkin
(vastapaivddn) kiertdvd koordinaatti, kuva 11.3. Lausumalla jénnityskomponentit siirty-
méasuureiden avulla ja ottamalla huomioon reunan geometriset ehdot

de dy

= -2 -7 11.14

g =cosQ=—- = -, ( )
. dy dx
ny—sma— % ——£ (].]_]_5)
saadaan reunaehto muotoon

— - =0. 11.1
dn  2ds (@7 +y7) =0 ( 6)

11.2 Voimamenetelma

Voimamenetelmén ratkaisussa mééritelladn ensin Prandtlin (L. Prandtl 1903) mukaan jén-
nitysfunktio ® siten, ettd

0P 0P
= —— Ty = ——, 11.17
T ay Tzy or ( )
jolloin tasapainoehto (11.7) toteutuu identtisesti:
OTop 0Ty 0*P 9*P
—0 = _ — 0. 11.18
oz Ay Oxdy  Oyox ( )
Jatkuvan aineen yhteensopivuusehtojen perusteella saadaan
9 (0w O%:) _
oz ox Ay P P
;;y - ;yx — (' = vakio. (11.19)

0 a’)/yz Mz .
ay( oz T oy ) -
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Ottamalla huomioon liukumien ja siirtymien véliset yhteydet

oV oV
Yzx = 0 <% - > sy Yy & 0 <8_y + $> (1120)
tulee 9 9
Vzx Yzy
— = —20. 11.21
oy oz ( )
Lausumalla kimmoisen aineen tapauksessa liukumat leikkausjénnitysten avulla kaavoilla
! ! (11.22)
= —T. = —=T. .
Yzx a Yzy v

ja ottamalla huomioon jannitysfunktion méaérittelyssa kiytetyt kaavat (11.17) paddytaan
voimamenetelmén differentiaaliyhtdléon

o o

8372 + 8—y2 - —2G 0, (1123)

joka on luonteeltaan yhteensopivuusehto.
Poikkileikkauksen reunalla téytyy toteutua tasapainoehto

ToaNg + ToyNy = 0. (11.24)

Jannitysfunktion avulla reunaehto saadaan muotoon

o o 0ddy 0P dx

o _ 77 -2 77" ) 11.25
Ay cosa ox cos Oy ds  Ox ds ( )
eli
dd .
T 0 = & =(C =vakio reunalla . (11.26)

Edelld cos a = n, ja cos f = ny, (kuva 11.3). Yhdesti yhtendisen alueen reunalla asetetaan
® =0.

Kimmoplastisen aineen tapauksessa liukumien ja leikkausjénnitysten véliset yhteydet
ovat

1 1
Vex = aTw TV Vey = 5sz T Pygy’ (11.27)

missé V2, ja 7Ly, ovat plastiset (pysyviit) liukumat. Yhteensopivuusehdosta (11.21) seuraa
kimmoplastisen aineen tapauksessa differentiaaliyhtalo

P*® 0?0

misséd on merkitty

g(x,y) =G ( Dy D

Differentiaaliyhtdlon (11.29) ratkaisu on hankala, koska siithen on tullut materiaalimallin

P P
Dz 8%?’) . (11.29)

epalineaarisuuden vuoksi koordinaateista (x,y) riippuva termi g(z,y). Ratkaisu voidaan
konstruoida numeerisesti esimerkiksi diskretoimalla differenssimenetelmélléd jénnitysfunk-
tion ® derivaatat. Talloinkin paddytddn epilineaariseen yhtélosysteemiin, joka on ratkais-
tava numeerisesti. Vaantosauvan taysplastisen védntomomentin méaérittdminen on sensi-
jaan useissa tapauksissa huomattavasti helpompaa, joten keskitytdan seuraavassa siihen.
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Ve

Kuva 11.3 Poikkileikkauksen reuna.

11.3 Vaantomomentti

Vapaassa vadnnossd, poikkileikkaus saa deplanoitua vapaasti, ja leikkausvoimat @, ja Qy
ovat nollia. Vadntomomentti on talldin riippumaton koordinaattiakseleiden (x,y) valinnas-

ta. Vaantomomentti méiritellaan kaavalla

M, = /(sz$ — Topy)dA. (11.30)
A

Sijoittamalla vadntomomentin kaavaan leikkausjannitykset jinnitysfunktion avulla lausut-
tuina tulee voimamenetelmén mukaisessa tarkastelussa

o0 0d
M,=— [ e+ "2y ) dA
i(aﬂfwr 3yy>d

_ Iz®)  O(y?)
——1{[ g T oy }dA+I{2<I>dA (11.31)

=— §(Pan, + Pyny)ds + 1{ 20dA.
r

Edelld on sovellettu Gaussin-Greenin integraalikaavaa

af o
/ <8—£ + 8—3) dA = jg(fnx + gny)ds. (11.32)
A

Koska yhdesti yhtendisen alueen reunalla jannitysfunktio voidaan asettaa nollaksi (ei
vaikuta leikkausjannityskomponentteihin), viéintomomentille saadaan kaava

M. = / 2BdA. (11.33)
A
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Viaantomomentti on jannitysfunktiokukkulan tilavuus kaksinkertaisena.
Leikkausjannitys (jannitysfunktion derivaatta) on verrannollinen jannitysfunktiokuk-
kulan kaltevuuteen. Leikkausmyotoraja puolestaan méaarad suurimman mahdollisen kalte-

vuuskulman.

11.3.1 Mydtdehto

Myotoehdon mukaan resultoivan leikkausjannityksen on oltava pienempi kuin leikkausmyo-

\/ Tz2x + T,z2y < T (1134)

Jannitysfunktion avulla lausuttuna my6toehto kuuluu

(GREES

toraja eli

tai lyhyemmin kirjoitettuna

IVO| < 7, (11.36)

misséd on merkitty 5(s) 5(s)
V(e)=—4 i+ 9 7 (11.37)
V(o) =+/V(e)-V(e), (11.38)

1 ja j ovat z- ja y-akseleiden suuntaiset yksikkovektorit.

11.3.2 Taysplastinen viintomomentti

Taysplastisessa tilanteessa vapaassa vadnnossd jannitysfunktiokukkulan tilavuus on mah-
dollisimman suuri. Myo6téehdon mukaan kukkulan suurinta kaltevuutta rajoittaa leikkaus-
myotoraja, joten téysplastisen momentin maarittamistd varten asetetaan seuraava sidottu
maksimointitehtavi: Etsitddn sellainen jannitysfunktio @, ettd

2/@dA = max (11.39)
A

ehdolla
V| < 7. (11.40)
Esimerkki 11.1 Madritetiadn ympyrapoikkileikkauksen taysplastinen vddintémoment-
ti.
Ympyripoikkileikkauksen suurin mahdollinen jannitysfunktiokukkula on kartio, jonka
kaltevuus vastaa leikkausmyo6torajan arvoa 7,,. Kartion tilavuus on tunnetusti

1
V= gwth, (11.41)

missé h on kartion korkeus ja a on pohjaympyrin séde, ja nyt on voimassa vastaavuus

T = —. (11.42)
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Kuva 11.4 Ympyrapoikkileikkaus.

Kuva 11.5 Suorakaidepoikkileikkaus.

Plastinen vaantomomentti on siten

2 .
M., = gﬂasrm. (11.43)

Esimerkki 11.2 Madritetidn suorakaidepoikkileikkauksen tdysplastinen vadntomoment-
ti.

Suorakaidepoikkileikkaukselle saadaan kuvan 11.5 perusteella tdysplastinen vaanto-

momentti

1
M., = EaQ(Bb — Q)T (11.44)

11.3.3 Ontelopoikkileikkaus

Jos poikkileikkaus ei ole yhdesti yhtendinen, vaan sisidltdd onteloita, niin reunaehdon mu-

kaan
d =&, = C; =vakio reunallal;, i =0,...,n, (11.45)
misséd n on onteloiden lukumdédra, I' = I'y on poikkileikkauksen ulkoreuna, ja onteloiden

reunat ovat I';, 1,...,n. Poikkileikkauksen ulkoreunalla voidaan asettaa jilleen ®¢ = 0.

Onteloiden reunoilla ®; = vakio, mutta yleenséd ®; # 0.
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AN
(L))
AN

Kuva 11.6 Ontelopoikkileikkaus.

Ontelopoikkileikkauksen vidntomomentti on

M, =[(Toyx — Topy)dA
A

o0 0
YD B Rt VL Y |
,{{ oz 0yy}d

; , (11.46)
—J {%(3@) + a—y(y‘l))} a4+ [ 204

==Y P § (xny +yny) ds+ [2PdA.

Koska onteloiden reunat kierretdin vastapiiviin, saadaan Gaussin lauseen perusteella

j{@i (xng +yny) ds = —/Q@dA = —24;®;, i=1,...,n, (11.47)

missd A; on ontelon ¢ sisddn jadva pinta-ala, ja vidntomomentin kaavaksi tulee
n
M, = /2<I>dA+ZQAZ-<I>i. (11.48)
%4 i=1

Viaantomomentti on siten myds ontelopoikkileikkauksen tapauksessa jannitysfunktiokukku-
lan tilavuus kaksinkertaisena. Summalauseke esittdd onteloiden kohdalla olevien yldtasan-
kojen alle jadvad tilavuutta kaksinkertaisena, ja pintaintegraalitermi edustaa vastaavasti
materiaalisen poikkipinnan kohdalla olevaa ®-kukkulan tilavuutta kaksinkertaisena.

Poikkileikkauksen plastiselle vadnnolle saadaan ontelopoikkileikkauksen tapauksessa
maksimointitehtéva

M, :2/<I>dA+22<I>iAZ- — max (11.49)
A =1
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Kuva 11.7 Paksuseindinen ympyréaputki.
reunaehdoilla

®=0 reunallal'y, & =&; reunallaly, i=1,...,n (11.50)

ja rajoitusehdolla (my6toehto)

(RO

Esimerkki 11.3 Madritetddn paksuseindisen ympyraputken tdysplastinen vddntémo-
mentti.

Kuvan 11.7 perusteella saadaan paksuseindisen ympyréaputken plastiselle vaintémo-
mentille kaava 9
M, = gﬂ'(bB — ag)Tm. (11.52)

Katkaistun kartion tilavuus on laskettu vihentadmall4 ison kartion tilavuudesta pikku-
kartion tilavuus.

Esimerkki 11.4 Madritetddn paksuseindisen suorakaideputken tdysplastinen vadnto-
momentti.

Kuvan 11.8 paksuseindisen suorakaideputken seiniman paksuus on a/3, missé a on
lyhyemmén sivun pituus. Jannitysfunktiokukkulan yldtasangon korkeus on

T (11.53)

Kukkulan tilavuus on

1/2\° 2 aa
V=|-1<2 b——-a| = ——|h 11.54
3(3)+< 3a)3+33 : (11:54)
joten plastinen vidntomomentti on
2
M., = —a”(18b — 5a)7y,. (11.55)

81

11.4 Ohutseiniisen putken vaianto

Tutkitaan seuraavaksi ohutseindisen putken vapaata vaantod. Putkea kuormittaa vaanto-
momentti M,. Védntosauvan (putken) akseli on z-akseli. Kéyréviivainen koordinaatti s
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b

Kuva 11.8 Paksuseindinen suorakaideputki

Kuva 11.9 Ohutseindinen putki

kiertdd putken seinamén keskiviivaa pitkin vastapaividn, ja n on tangenttitasoa (s, z) vas-
taan kohtisuora koordinaatti. Putken seinimén vahvuus ¢(s) voi vaihdella koordinaatin s
mukana.

Jannityskomponentti o, = 0, koska akselin z suunnassa ei ole kuormitusta, o5 = 0,
koska putken ulko- ja sisédseinien vélinen paine-ero on nolla, ja o, = 7,, = T,s = 0, koska
putken ulko- ja sisépinnoilla ei ole kuormitusta. Ainoa nollasta eridvé jinnityskomponentti
on leikkausjénnitys 7,5 = Ts.,.

Putken seindmisté irtileikatuksi ajatellun alkion ds x dz x t(s) tasapainoehdosta

O(oxt)  O(7sst)
0z + Js

=0 (11.56)

seuraa
Ts.t = vakio. (11.57)

Merkitaén, ettd 75, = 7. Leikkausvuo ¢ putken seinéssi on
q = Tsxt = Tt. (11.58)

Vapaan vaannon tapauksessa vidntomomentti voidaan laskea minké tahansa z:n suuntaisen
akselin suhteen. Putken seiniiméisti leikattuun materiaaliseen pinta-alkioon ' dF = t(s)ds

!Putken seinimin materiaaliselle pinta-alkiolle otetaan kiyttoon merkintd dF, jotta sitd ei sekotettaisi
putken seindmén sisddn jadviaian pinta-alkioon dA ja pinta-alaan A.
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Kuva 11.10 Paksuseinéinen nelioputki

vaikuttaa voima T7dF = 7t(s)ds, ja tilld voimalla on vidntomomentti (origon suhteen las-
kettuna) dM, = h(s)qds, missé h(s) on kohtisuora etéisyys origosta tarkasteltavan putken
seindn materiaalialkion kautta kulkevalle seindmén keskiviivan tangentille. Integroimalla
(summaamalla yli kaikkien alkioiden ds) saadaan viidntomomentti

M, = %h(s)qu = 2Aq, (11.59)
S

missd A on putken seindmén keskiviivan sisdén jadvéd pinta-ala. Vadntémomentin kaava
seuraa siitd, ettd leikkausvuo ¢ on vakio, ja pinta-alkio dA = %h(s)ds kolmion pinta-alan
kaavan perusteella.

Leikkausjannitys on putken seindmésséa

M,
T= .
2At

(11.60)

Suurin leikkausjénnitys syntyy kohtaan, jossa t = ti,. Asettamalla suurin leikkausjénnitys
myotorajan 7, suuruiseksi saadaan poikkileikkauksen kestdmé vaintomomentti

M, = 2 AtwinTom.- (11.61)

Kaavan mukaan vidntomomenttikestivyys annetulla materiaalimenekilld on sitd suurempi
mitd suurempi on putken seindmén keskiviivan sisdén jadvin pinta-alan suhde ympéarysmit-
taan. Paras mahdollinen poikkileikkaus vadntomomenttikestdvyyden suhteen on siten ym-
pyraputki. Tietyn plastisen vidntomomentin saavuttamiseen tarvittava materiaalimenekki
pienenee, kun kasvatetaan putken sédettd ja pienennetidédn seindmin paksuutta. Télla tiel-
14 tulee kuitenkin raja vastaan, kun putken seindmé menettdd tietylld siteen ja seindmén
paksuuden suhteen arvolla stabiiliutensa lommahtamalla.

11.5 Paksuseinidisen putken viantomomentin ala-raja

Palataan ontelopoikkileikkauksen plastisen vadntomomentin laskuun, ja kiytetd&n hyvéksi
edelld esitettyd ohutseindisen putken ratkaisua. Ala-rajaratkaisussa pyritddn 16ytamé&an
tasapainoehdot ja myotoehdon toteuttava jannitysjakauma.



154 LUKU 11. Plastinen vaanto

Kuva 11.11  Ontelopoikkileikkaus

Tutkitaan erikoistapauksena paksuseindistd nelioputkea, kuva 11.10. Tehd&dén putki
staattisesti maarityksi leikkauksilla; tdssd tapauksessa ajattelemalla paksuseindinen put-
ki leikatuksi sisikkéin oleviksi ohutseindiksi (infinitesimaalisen ohuiksi) putkiksi, joiden
paksuus dn on vakio ja sisdén jadva pinta-ala on mahdollisimman suuri. T&ll6in viantomo-
mentti on mahdollisimman suuri, kun leikkausjénnitys on myotérajan suuruinen. Ohuiden
putkien viliset kosketusvoimat otaksutaan nolliksi, miki antaa laskelmalle lisdvarmuutta.

Yhden infinitesimaalisen ohuen putken osuus viantomomenttiin on ohutseinéiselle put-
kelle johdetun kaavan perusteella

dM,, = 2AT,,dn = 8n*7,dn, (11.62)

misséd dn on infinitesimaalisen ohuen putken vakiopaksuus.
Integroimalla (summaamalla yli kaikkien ohuiden putkien) saadaan

b
8
M., = 87y, /n%zn = ng(b?’ —a®), (11.63)

a

missé a, b ovat putken sisd- ja ulkohalkaisija. Tulos on sama kuin edellé lasketun suorakai-
deputken ratkaisu nelioputken erikoistapauksessa.

Esimerkki 11.5 Madritetadn ympyrapoikkileikkaukselle, jonka sisdllid on tasasivui-
sen kolmion muotoinen symmetrisesti sijoitettu ontelo, tdysplastinen vddintémoment-
ti.

Pyoredn ontelopoikkileikkauksen sdde on b. Leikataan reunalta alkaen infinitesimaali-
sen ohuita ympyréputkia, kunnes kohdataan symmetrisesti sijoitettu tasasivuisen kol-
mion muotoinen ontelo. Pienimmin ympyrin, joka voidaan piirtdd kolmion ympéri,
sdde on a. Alarajaratkaisussa voidaan otaksua viimeisen ympyraputken ja kolmion-
muotoisen ontelon vili jannityksettoméksi. T&lloin vidntomomentiksi saadaan

2w

sz: ?

T (0* — @®). (11.64)
Saatua vadntomomentin alaraja-arviota voidaan parantaa jatkamalla kolmion ja pie-
nimmin ympéarikulkevan ympyrén vélisessd alueessa poikkileikkauksen jakoa ohutsei-
néisiin putkiin. Koska uudet putket eivit ole enid ympyrin muotoisia, niiden késitte-
ly on hankalampaa. Niiden sisddn jadvit pinta-alat ovat myoOs pienempié, joten téssi
vaiheessa laskua kohdataan vihenevien tuottojen laki: joudutaan ponnistelemaan yhé
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Kuva 11.12 L:n muotoinen poikkileikkaus
ﬁ@

Kuva 11.13 Ontelopoikkileikkauksen jénnitysfunktiokukkulan korkeusk&yrét

enemmaén, mutta tulos paranee entistd hitaammin. Otaksumalla, kuten edellé tehtiin,
pienten putkien alue jannityksettomaksi saadaan varmalla puolella oleva kohtuullinen

arvio vaantomomentille.

Esimerkki 11.6 Mddritetdidn L:n muotoisen poikkileikkauksen plastinen vddntémo-

mentti.

Kuvan 11.12 L:n muotoisen poikkileikkauksen tapauksessa voidaan ohutseiniiset put-
ket ajatella leikatuiksi vasemmanpuoleisen kuvan mukaisesti, jolloin vidntomomen-
tin lasku tulee helpommaksi. Oikeaoppinen tapa leikata poikkileikkaus ohutseinéisiin
putkiin on esitetty oikeanpuoleisessa kuvassa. Télloin, kun putkien paksuus on vakio,
syntyy L:n sisikulmaan neljinnesympyrdn muotoisia putken poikkileikkauksen osia,

ja poikkileikkauksen keskelle ja& lopulta pieni vaikeasti osiin jaettava alue.

Ohuiden putkien ddriviivat voidaan ajatella korkeuskiyriksi. Koska vd&ntéomomentti
on jannitysfunktiokukkulan tilavuus kaksinkertaisena, saadaan plastinen vdantoémo-
mentti méidritettyd laskemalla kuvan 11.12 harjakatoksi ajatellun kappaleen tilavuus

kaksinkertaisena.
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Kuva 11.14 Lovellinen poikkileikkaus

11.6 Hiekkakasa-analogia

Kuvassa 11.13 on kaksi ympyrdnmuotoista onteloa sisdltédva ympyréapoikkileikkaus leikat-
tu ohutseinéisiksi putkiksi. Putkien viliset leikkausviivat voidaan ajatella my6s korkeus-
kéyriksi. Ontelon kohdalle syntyy télloin ylatasanko. Jos infinitesimaalisen ohuiden put-
kien paksuus on dn, niin kahden korkeuskéyrdn vilinen korkeusero on dh = 7,,dn, missé
leikkausmydtoraja 7, vastaa jannitysfunktiokukkulan vakiokaltevuutta. Vaantomomentik-
si tulee

M,, = / dM.,, = 2/A7mdn. (11.65)

Kuvan 11.13 korkeuskiyrdston voidaan ajatella syntyneen latomalla pééllekkiin levyja.
Talloin onteloiden kohdalle jadvét edelld mainitut tasangot.

Jannitysfunktiokukkula saadaan kokeellisesti aikaiseksi leikkaamalla poikkileikkauksen
muotoinen levy ja kaatamalla sen pédlle hiekkaa, jonka kitkakulma ja tiheys ovat tiedossa.
Punnitsemalla poikkileikkauksen paélla pysyvan hiekan paino saadaan selville hiekkakasan
eli jannitysfunktiokukkulan tilavuus. Menetelmé& soveltuu hyvin yhdesti yhtendiselle poik-
kileikkaukselle. Sensijaan onteloita sisdltédvin poikkileikkauksen tapauksessa tdytyy estdd
hiekan valuminen poikkileikkauksen reikiin, jotta yldtasangot voivat syntyé.

Esimerkiksi L:n muotoisen poikkileikkauksen tapauksessa hiekkakasaan syntyy L:n si-
sikulmaan kartiopinta, kun ylima&rédinen hiekka valuu pois ja kasan kaltevuus on vakio.

Kuvassa 11.14 on lovellisen poikkileikkauksen jannitysfunktio.

Esimerkki 11.7 Madritetiadn I-poikkileikkauksen tdysplastinen vadntomomenitti.

Tutkitaan I-poikkileikkausta, jonka uuman korkeus on h,, uuman paksuus on t,, lai-
pan leveys on b; ja laipan paksuus on ¢;. Plastinen vdidntémomentti on jannitysfunk-
tiokukkulan kaksinkertainen tilavuus

M., =22V, + Vo), (11.66)
missd V; on yhden laipan osuus ja V,, on uuman osuus tilavuuteen. Laipan osuus V;
on
1. 1 11 1 1
Vi==bitiztimm — 2= =t;=tiTim =t
L =50t 35lgliTmyh

(11.67)
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Kuva 11.15 I-poikkileikkaus.

Kuva 11.16 (M., N)- ja (M., M)-vuorovaikutuskayrit.

ja uuman osuus on

1 1 11 1 1
u :_hutu_tu m 2__tu_tu m ot
Vi =g utugtuTn + 235 tug tuTng
(11.68)
1 1
== hut? + =3 ) 7.
1 ( fut 3 “) m

Laskemalla kaavan (11.66) mukaisesti laippojen ja uuman osuudet yhteen tulee

t hot?  t
M,, = [bltf (1 - 3—12) + =t E“] T (11.69)

11.7 Yhdistettyja kuormitustapauksia

Jos poikkileikkaukseen vaikuttaa samanaikaisesti vadntomomentti ja normaalivoima, niin
turvallinen eli 'varmalla puolella oleva’ vuorovaikutuskiyra (myotokuvio) saadaan yhdis-
tamilld (M, N)-tasossa suurimmat sallitut arvot M, ja NN, suorilla viivoilla, koska plas-
tisuusteorian yleisten periaatteiden mukaan myotopinta tai kaksiulotteisessa tapauksessa
vuorovaikutuskiyrd on konveksi eli kupera. Saatua arviota voidaan parantaa otaksumal-
la materiaalipisteelle jokin myo6tdehto. Metalleille kohtuullisen hyvin sopivat von Misesin
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Kuva 11.17 Mielivaltaisen poikkileikkauksen my6topinta (vuorovaikutuskiyrai)
(N, M)-tasossa normaalivoiman N ja taivutusmomentin M vaikuttaessa
ja myotopinta (N, M, M, )-avaruudessa (positiivisessa neljinneksessé)
normaalivoiman N, taivutusmomentin M ja vAadntomomentin M,
vaikuttaessa.

ja Trescan myo6toehdot voidaan kirjoittaa tarkasteltavassa kaksiulotteisessa jannitystilassa

() () =

missé Trescan myttoehdon tapauksessa leikkausmyotoraja on 7, = 0,,/2 ja vastaavasti

muotoon

von Misesin my6téehdon tapauksessa 7, = 0,,/v/3, kun o, on veto/puristusmyétéraja.
Jannityskombinaatio 7 = ary,, 0, = [Bo,, toteuttaa ehdon

o + 6% =1, (11.71)

ja resultantit toteuttavat télloin vuorovaikutusyhtilon

<%)2 + (1\1\44 )2 =1. (11.72)

Zp

Samalla tavalla johdetaan vdadntémomentin M, ja taivutusmomentin M vuorovaiku-

<%)2 N <J\]‘fp)2 _, (11.73)

missd M, on tdysplastinen momentti tasotaivutuksessa. Vuorovaikutuskiyrd on esitetty
kuvassa 11.16.

Taivutusmomentin M, normaalivoiman N ja vddntomomentin M, rasittaman poikki-

tuskiyra

leikkauksen myotoehto voidaan edelld esiteltyjen periaatteiden mukaan kirjoittaa muodossa

2 2
(ﬁ + %) - ( M, ) =1 (11.74)
Np Mp MZP

mille tahansa poikkileikkaukselle, kuva 11.17. Taivutusmomentin ja normaalivoiman véli-
nen vuorovaikutuskéyra voidaan mille tahansa poikkileikkaukselle esittéda suoralla viivalla
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yvhdessé neljinneksessd myotopinnan konveksisuusvaatimuksen nojalla. Tata arviota voi-
daan parantaa, kun tunnetaan poikkileikkauksen muoto. Esimerkiksi suorakaidepoikkileik-

kaukselle on aiemmin johdettu parabolinen vuorovaikutuskéyra.
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Luku 12

Plastisuusteoriaa 2- ja 3-ulotteisissa

jannitystiloissa

12.1 Jatkuvan aineen mekaniikan perusyhtalot

12.1.1 Siirtyméit, muodonmuutokset ja kinemaattiset yhtilot

Tutkitaan kappaletta B kolmiulotteisessa avaruudessa, (3D), suorakulmaisessa koordinaa-
tistossa (1, 22,23) = (x,y,2). Kappaleen referenssitilaksi otetaan alkutila ja referenssi-
koordinaatistoksi alkutilan koordinaatisto, jossa mielivaltaisen tarkasteltavan pisteen koor-
dinaatit ovat (X7, Xo, X3) eli X;. Tietylld ajanhetkelld ¢t materiaalipiste X; on paikassa
l‘l(t) eli

l‘z(t) :.I‘Z‘(Xi,t), 1= 1,2,3. (12.1)

Staattisessa tai kvasistaattisessa kuormituksessa hitausvoimat otaksutaan nolliksi, ja aika
on kuormaparametrin luonteinen suure.

Siirtymévektorin w(x;) komponentit ovat
Uy = T — Xz' 1= 1, 2,3. (12.2)
Mielivaltaisen viiva-alkion PQ pituuden nelid on alkutilassa !

dS? = dX,;dX;, (12.3)

ja vastaavasti deformoituneessa tilassa

ds* = dxdx;. (12.4)

Koska z; = X; + u;, saadaan
dr; =dX; + —dX; = | 0;; + —— | d X, 12.5
€z + 0X; J < i+ an) J ( )

3
!Seuraavassa noudatetaan summaussopimusta a;b; = >

3
asb; ja a;jb; = Y aijbj, eli summeerataan
i=1 Jj=1

toistuvan indeksin suhteen.
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missé,

1, jos 1=y,
0ij = 12.6
Y { 0, Jos i#Jj, 129
on Kroneckerin delta. Deformaatiota mittaava siirtyméagradientti méaritellddn kaavalla
= — 045 12.7
ox; ox; Y (12.7)

Merkitddn seuraavassa osittaisderivaattaa pilkulla eli

6ui

= ) 12.8
Viiva-alkioiden nelididen erotus on
ds? — dS* = dapdry, — dXpd Xy, = (wij + uj; + upup ;)dX;dX; (12.9)
tal
ds? — dS* = 2E,;dX;dX;, (12.10)
misséd on merkitty
1
E;; = §(ui’j +uji + uk7iuk7j). (12.11)
E;; on Greenin-Lagrangen muodonmuutostensori.
Jos kuormitushistorian aikana —oco < 7 <t
sup |u; (1) < 1, (12.12)
T

niin deformaatio on infinitesimaalinen ja t&llin voidaan kiyttda lineaarista pienten siirty-
mien teorian muodonmuutosta

1
€ij = 5(’&@‘7]' + um). (12.13)

Siirtymégradientti
Lij = Uj,j (1214)

voidaan jakaa symmetriseen ja antisymmetriseen osaan

1 1
Eij = 5(“2’,3’ +uji), wij = §(Ui,j —ujq), (12.15)
1 T 1 T
e= 3 (L+I7), w=(L- L") (12.16)

Kolmiulotteisessa (x,y, z)-avaruudessa

g

v v v

L=| 5 5 o | (12.17)
ow OJw Ow

or Oy 0z
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o ou (0w o0\ L(0u
oz 2\ 0y Oz 2\0z Oz
1 T 1 /0u Ov ov 1 /0v Ow
_ 1 _ | Lfou ov v S (L 12.1
€ 2(L+L) 2<8y+6a¢> oy 2 6z+8y ' (12.18)
Llou 0w 1o 0wy "o
| 2\ 0z Oz 2\0z 0Oy 0z i
o Lou_ov) L(ou_ou) ]
2\ 0y Oz 2\ 0z Oz
1 T 1 /0u Ov 1 /0v Ow
L (ow Owy o L (0v Ow 0
| 2\0z O 2\0z Oy ]

Derivoimalla siirtyméavektori w ajan tai kuormaparametrin suhteen (staattisessa kuor-
mitustapauksessa) saadaan nopeusvektori v. Nopeusvektorin v komponentit (vq,ve,v3)

ovat
. Ou;
v = U =

3 (3 at

(12.20)

X j=vakio

Muodonmuutosnopeustensori on

12.1.2 Jannitystensori ja tasapainoyhtilot

Merkitaan, ettd jannitystensorin komponentit ovat o;;. Pinnalla, jonka normaalivektori on
n, vaikuttaa jinnitysvektori 2

Hn) — AR(n)

= li 12.22
AsD0 T AS ( )

missd AR on alkioon AS vaikuttava voima. Vektori (pseudovektori) ¢(n) voidaan jakaa

komponentteihin
t;, = 04iTj. (12.23)

Liikem&dran ja kulmaliikemaérén sdilymisen periaatteiden nojalla johdetaan liikeyhté&-
16t, tai tasapainoyhtélot staattisessa kuormitustapauksessa,

oijj + fi = pili, (12.24)

O35 = Oji, (1225)

missd f; ja pi; ovat tilavuusvoimavektorin ja hitausvoimavektorin komponentit ja p on
aineen tiheys. Staattisessa kuormitustapauksessa pii; = 0.
Koska kulmaliikem&dran séilymisen periaatteen nojalla jannitystensori on symmetrinen

eli o;; = 0j;, jannitysvektori on

t; = 04iNj = 0451 . (12.26)

2Vektori t ja sen komponentit riippuvat materiaalipisteen lipi kulkemaan valitusta pinnasta S eli vek-
torista n.
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Staattisessa kuormitustapauksessa kappaleen B mielivaltaisen osatilavuuden V' tila-
vuusvoimien f; ja osan V reunalla 9V = S vaikuttavien reunavoimien t; tasapainoehto

on

/ti dS+/fidV =0, i=123. (12.27)
S 1%

Yhtéalon t; = o;jn; perusteella tasapainoehto saadaan muotoon

/Jijnj dS—i—/fZ dV = 0. (12.28)
\%4

S

Divergenssiteoreeman

/gmi dS:/gm' dV (12.29)
S |4

nojalla tulee

/(o—ij,j + f)dV =0. (12.30)
14

Koska osatilavuus V' voidaan valita mielivaltaisesti, tdytyy olla voimassa tasapainoyhtalot
04,5+ fi=0, 1=1,23. (1231)

Kolmiulotteisessa koordinaatistossa (z,y, z) tasapainoehdot ovat

0oy OTay n 0Ty
ox Ay 0z

+f$:07

OTyr ~ Ooy = 0Ty,
ox * Ay + 0z

+fy =0, (12.32)

OToy  OTyy N do,
ox dy 0z

+fZ:O'

Jos jannitysvektori ¢(n) on tason yksikk6normaalivektorin n suuntainen, niin n méé-
rittelee padsuunnan ja sitd vastaava taso on paétaso. Talloin ¢(n) = on eli t; = on,, ja
kaavasta (12.23) saadaan yhtaloryhm

OjiMj = TijNj = 0Ny, (12.33)
joka voidaan kirjoittaa muotoon
(0ij — 0dij)ng, (12.34)
missi
6ij =1, jos i =j ja 6;; =0, jos i # j, (12.35)

on Kroneckerin delta.
Homogeenisella yhtéloryhmalld (12.34) on ei-triviaali ratkaisu, jos sen kerroinmatriisin
determinantti on nolla eli

|Uij - 0(52-]-\ = 0. (1236)
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Matriisimuodossa sama yhtalé on

Op —0  Tay Tz
Tyz Oy—0 Ty | =0. (12.37)
Tox Ty O, —0

Kehittdmalla determinanttiyhtélo tulee kolmannen asteen yhtalo

03 — oy + Lo — I3 =0, (12.38)
jonka kertoimet ovat
Iy = 011 + 022 + 033 = 0y + 0y + 02, (12.39)
022 023 011 013 011 012
I, = + +
032 033 031 033 021 022
(12.40)
g Tyz Ox  Txz Ox Tx
— Yy Y + + Yy ,
Tzy Oz Tzx Oz Tyz Oy
011 012 013 Or Taxy Txz
Is=| o091 02 03 |=|Ty 0y Ty |- (12.41)
031 032 033 Tzx Tzy Oz

Kertoimet 17, I> ja I3 ovat jannitystensorin o invariantit.
P&adjénnitysavaruudessa invariantit I; ovat

Il =01 + g9 + a3,
Iy =0109 + 0903 + 03071, (12.42)

I3 =0q0903.

Yhtéalon (12.38) juuret ovat padjannitykset oy, i = 1,2, 3.
Hydrostaattisessa jannitystilassa
045 = péz-j (1243)
jannitys on sama kaikissa suunnissa, ja sitd nimitetddn myos pallojénnitystilaksi. Keski-
médrdinen jannitys on
1 1 1 1
p= §Jkk = 5(011 + 099 + 033) = 5(033 + oy + Jz) = 511. (12.44)
Yleisessa tapauksessa jannitysdeviaattori maaritellddn kaavalla

Sij = 0ij — Pbij. (12.45)
Jannitysdeviaattori saadaan siis vihentdmaélld jénnitystensorista sen pallo-osa pd;;. Mat-
riisimuodossa
S Sz Sz on—p 012 013
S=| S Sy S | = o921 O —p 0923 ; (12.46)

S31 S32 S33 031 032 033 —D
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tai hieman eri merkinnoin

S S;By Sez Ox — P Txy Txz
S=| Sy Sy Sy | = Tyz Oy —D  Tyz
Sza Szy S, Tzx Tzy Oy —pP

(12.47)

Péajénnitysavaruudessa jannitystensorin deviaattorin nollasta poikkeavat komponentit

ovat

SZ‘:Ui—p, izl,...,3,

ja matriisimuodossa
g1 — P 0 0
S = 0 g9 — P 0
0 0 g3 — P

Jannitysdeviaattorin invariantit ovat ehdosta
det(S;; — s0;5) =0
seuraavan kolmannen asteen yhtdlon
83—J182—J28—J3:0

kertoimet 3 )
J1=8;=0, Jo= §SijSij, J3=det S.

Invariantti Jo voidaan kirjoittaa jinnityskomponenttien avulla muodossa

Jy = —[(02 — 0y)* + (0 — 02)* + (02 — 00)| + T2y + To + T2

| =

Péadjannitysavaruudessa ehdosta
det(S —sI)=0

seuraa

(S1 —8)(Sy —8)(S3 —8) = =8> + Jy5> + Jos + J3 = 0,

misséd kolmannen asteen polynomiyhtédlén kertoimet ovat

Ji=51+5+53=0,
1
Jy = 5(5% + 522 + Sg) = —(5152 + S5S53 + 5351),

1
Jy = g(Si” + 53+ 83) = 51.5953.

3Téssi on jilleen merkitty

SijSij = Z SijSij,

ij

eli kaavassa summataan toistuvan indeksin suhteen, (Einsteinin nimiin pantu merkintdsopimus).

(12.48)

(12.49)

(12.50)

(12.51)

(12.53)

(12.54)

(12.55)

(12.56)

(12.57)
(12.58)

(12.59)

(12.52)
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Kuva 12.1 Kahdeksan oktaedritasoa paédjannitysavaruudessa.

Péadjannitysten avulla lausuttu invariantti Jo on

JQ = %[(0’1 — 0'2)2 + (0’2 — 0’3)2 + (0’3 — 0'1)2]. (12.60)

Jannitysdeviaattorin invariantit J; voidaan lausua jénnitystensorin invarianttien I; avul-

la kaavoilla

Jy =0,

J. ! I? — 3I.

2 =5 (If = 312), (12.61)
1 3

J3 :2—7(211 — 9L 1, + 27[3).

Oktaedritason jadnnityskomponentit

Tasoa, jonka normaali on

n=ng=—1,11, (12.62)

nimitetddn oktaedritasoksi, kuva 12.1. Pddjannitysavaruudessa oktaedritaso leikkaa akselit
01, 09 ja o3 yhtd kaukana origosta. Oktaedritasoja on kahdeksan kappaletta.
Jannitystensori on padjannitysavaruudessa

01 0 0
o= 0 oo 0 |. (12.63)
0 0 o3

Tason n normaalijinnityskomponentti on jannitysvektorin (pseudovektorin) ¢(n) projektio
normaalin 7 suunnalle, eli

Op = t-n= tmi = 04NNy . (1264)
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Péajannitysavaruudessa

on =(040i5)in

(12.65)
=01n1n1 + oaNong + o3N3N3.
Oktaedritasoon liittyvd normaalijinnityskomponentti on
_ 2 2 o 1 - l[
Ookt = O1N] + 02n5 + o3nzg = 3(01+02+03) =3 1- (12.66)
Merkitaén, ettéd oktaedritason jannitysvektori on
t(nokt) = tokt- (12'67)
Talloin oktaedritason leikkausjénnitys on
Tokt = \/ tokt - tokt — O - (12.68)
Koska ]
foke = toki  tok = 011 + 033 + 030 = S(0 + 03 + 03), (12.69)
saadaan 1 1
A = g(af + 02 +032) — ?(01 + 09 + 03)? (12.70)
eli
2 1 2 2 2
Tokt = gl(o1 = 02)" + (02 — 03)" + (03 — 01)7]. (12.71)
Kaavan (12.60) perusteella saadaan yhteys
2 2
Tokt = §J2 (12.72)

tai

/2 1
Tokt = §J2 = g\/(ax - Jy)2 + (oy — 0:)%+ (0, —02)? + G(T%y + Ty2z +72). (12.73)

Deviatoorinen taso

Péadjinnitysavaruuden suoraa o; = 09 = o3 nimitetddn hydrostaattiseksi suoraksi, koska
talld suoralla sijaitsevat pisteet edustavat hydrostaattista jannitystilaa o;; = pd;;. Jénni-
tysdeviaattori S; = o; —p hévidéd hydrostaattisella suoralla. Hydrostaattista suoraa vastaan
kohtisuora taso on deviatoorinen taso, jonka yhtédlo voidaan kirjoittaa muodossa

01+02—|—U3:\/§f, (12.74)

missé € on tason etdisyys origosta.
Deviatoorinen taso on siis samansuuntainen kuin edelld esitelty oktaedritaso. Origon
kautta kulkeva deviatoorinen taso on nimeltddn II-taso, ja sen yhtdlo on

o1+ 09 +03=0. (12.75)
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A 01

deviatoorinen taso
P

P

Les N painesuora

Qs n
(r = arccos —
V3, ¢ NG

02

Kuva 12.2 Haighin-Westergaardin jannitysavaruus.

Deviatoorisen tason yksikkonormaalivektori on
n=—1|[1]. (12.76)

Pddjannitysavaruuden piste P edustaa mielivaltaista jannitystilaa (o1, 09, 03). Origosta
O pisteeseen P piirretyn vektorin OP ja normaalivektorin n skalaaritulo on

OP'HZ%(Ul—i-UQ—i-Jg):\/gp:%Il =¢. (12.77)

Deviatoorisessa tasossa olevan vektorin NP komponentit ovat

01 p 01 —p
NP=\|oy|—|p|=|o02—p (12.78)
03 p 03 —p
eli
S1
NP = | Sy |. (12.79)
S3
Merkitdén, ettd vektorin NP pituus on
p =|NP|. (12.80)

Pituudelle p saadaan mm. seuraavat esitystavat

INP| = \/S? + 53 + 5% = /25 = V370w (12.81)
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g2

Kuva 12.3 Deviatoorinen taso.

Vektorit ON ja NP esittévit jannitystensorin o;; (piste P padjannitysavaruudessa)
hydrostaattista tilaa (pd;;) ja deviatoorista tilaa Sjj.

Merkitadn, ettd padjannitysakseleiden projektiot deviatooriseen tasoon ovat 1,79, 03.
Akselin &1 suuntainen yksikkovektori deviatoorisessa tasossa on

e1=—| -1 |. (12.82)

Vektorin NP projektio vektorin é; suunnalle on

1

NQ:pcosﬂzNP-élz[Sl S S |z | 1] (12.83)

(=)

li
ell 1

V6
Koska S5 4+ S3 = —51, saadaan edelleen

pcosf = \/%Sl. (12.85)

Lausumalla vektorin INP pituus p invariantin Js avulla tulee

pCOSH = (251 - SQ - Sg) (1284)

(12.86)

Sijoittamalla cos 6 trigonometriseen yht#loon cos 30 = 4 cos® 6 — 3 cos 6 paidytiin kaavaan

V3 51 ’ V3 S
cos 30 =4 (7\/—72) -3 <7\/—J_2) (12.87)
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eli

cos 30 = 3—@(5{" — S1J3). (12.88)

2J52
Ottamalla huomioon invariantin Jo kaava Jo = —(S1.52 + S253 + S3.571) tulee

3v3

3
2J52

(S} + S7(S2 + S3) + S15253). (12.89)

cos 30 =

Sijoittamalla lopuksi Sy 4+ S3 = —S1 ja J3 = 515253 saadaan

33k

3 -

cos 30 (12.90)

N#hdadn, ettd suure cos 30 on invarianteista Jo ja J3 riippuva invariantti. Jannitystila
(01,09,03) voidaan lausua pédjénnitysavaruudessa parametrien (£, p, #) avulla. Itseasiassa
koordinaatit (&, p, ) médrittelevit kolmiulotteisen avaruuden, jossa voidaan lausua mate-
riaalin mydtdehto.

Koordinaattien (o1,09,03) ja (§,p,0) vilille voidaan johtaa yhteydet. Suureen cos 6
kaavasta ratkaistaan

2
S1 = —+/Jycosb. 12.91
1 \/3\/ 5 ( )

Samalla tavalla saadaan

Sy = %\/72 <2§ — cos 0) , (12.92)

Sy = %\/72 <2—7T + cos 0) . (12.93)

Kaavat ovat voimassa, kun

o1 >0y >03 eli 0<6< g (12.94)
Edella esitettyjen kaavojen nojalla padjannitykset ovat
cos 0
71 p 2 27
oy | = | p | + =T | cos(d— ?) (12.95)
V3 27
73 p cos(6 + ?)
tai
. ¢ cos 6
1
1 V2 2m
oy | =—=| ¢ | +3=p| cos(0——) |. (12.96)
V3 V3 3
73 § cos(d + —)
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12.1.3 Virtuaalisen tyon periaate

Virtuaalisen tyon yhtélo on hyodyllinen véiline monien jatkuvan aineen mekaniikan yleisten
periaatteiden todistamisessa ja esimerkiksi numeeristen ratkaisumenetelmien kehittdmises-
sa.

Virtuaalisen tyon periaatteen mukaan tasapainossa olevan kappaleen virtuaalisten toi-
den summa on nolla virtuaalisten siirtymien du; tapahtuessa. Virtuaalisen tyon yht&lo on

/Uz‘j&‘z‘j av — /fﬂ% dv — / ti0u; dS =0, (12.97)
B B OBy

missé ¢; ovat kappaleen reunan osalla 0B; tunnetut reunakuormat. Reunan osalla 0B, siir-
tymat toteuttavat reunaehdot u; = 4, ja virtuaaliset siirtymét toteuttavat homogeeniset
reunaehdot du; = 0. Virtuaaliset muodonmuutokset de;; ovat yhteensopivat virtuaalisten
siirtymien du; kanssa. Jénnitykset toteuttavat tasapainoehdot oy ; + f; = 0 kappaleessa
B ja reunan tasapainoehdot ¢; = o;nj kappaleen reunan osalla 0B;, n; on reunapinnan
yksikkonormaalivektori. Jannitykset ja siirtymét voivat olla todellisia tai kuviteltuja, eika
jannitysten ja siirtymien tarvitse liittya toisiinsa milldén tavalla.
Otaksumalla tasapainoehtojen toteutuvan voidaan kirjoittaa yhtélo

- /(Jijﬂ‘ + fz)éuz dV — / (iz - oijnj)éui dS = 0, (12.98)
B OBy

joka voidaan Gaussin lauseen

/gi,i av = /gmz' ds (12.99)

\%4 S

avulla muuntaa muotoon

/Uijéui,j dV — /Uijnjéui ds — /fﬁuz dV — /(tAz - Uijnj)éui ds = O, (12100)
B

B 0B 0By
eli
/%5&;’ dV—/fiéui av — / tidu; dS =0, (12.101)
B B 0By

koska o;; = 0j;, €ij = %(uw + u;,;) ja 0u; = 0 reunapinnan osalla 0B,,.

Virtuaalisen tyon yhtélosta voidaan johtaa tasapainoehdot suorittamalla ylla tehdyt
toimenpiteet kddnteisessd jarjestyksessd. Joskus virtuaalisen tyon yhtéldd sanotaan tasa-
painoehtojen heikoksi muodoksi sen takia, ettd virtuaalisen tyon yhtélossd integroidaan
kappaleen ja sen reunan yli, mutta tasapainoehdot vaaditaan toteutuviksi pisteittédin. Ta-
sapainoehtojen ja virtuaalisen tyon yhtdlon toteutuminen ovat edelld esitetyn perusteella
kuitenkin samanarvoiset asiat.

Virtuaalisen tyon yhtélé voidaan kirjoittaa my6s muodossa

W, = W,, (12.102)
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missd sisdinen virtuaalinen tyo Wy on

WS = /O'Z'j(sé?ij dv (12103)
B
ja ulkoinen virtuaalinen ty6 W, on
W, = /fiéui dV + / t;0u; dS. (12.104)
B 9B

Virtuaalisen tyon yhtdlo voidaan kirjoittaa nopeuksien avulla seuraavissa muodoissa
(staattisessa kuormitustapauksessa aika on kuormaparametrin luonteinen suure, ja deri-
vointi ajan eli kuormaparametrin suhteen merkitsee samaa kuin inkrementointi)

/diﬁ&'j dV—/fiéui dv — /zi-éui dsS =0, (12.105)
B B 0By
/Uij5dz‘j dV—/fzﬁvi dv — /fiévi dS =0, (12.106)
B B OBy
/f’fiﬁdij dV—/fiévi av — /fiévi ds =0, (12.107)
B B OBy

missé d;; = €;; on muodonmuutosnopeus ja v; = ;.

12.2 Myo6toehto

Myotoehto méadrittad jannitystilan o;;, jolla plastisia muodonmuutoksia alkaa tapahtua.
Myd6toehto voidaan antaa yleisessd muodossa

flog k) =0, i,j=1,2,3, 1=1,2,3,.... (12.108)

Parametrit k1, ko, k3, . .. ovat kokeellisesti mééritettédvid materiaalivakioita tai -funktioita,
kuten esimerkiksi my6tojannitys o, tai leikkausmyotoraja 7,,. Jos myotoehto voidaan
antaa vain yhden parametrin k£ = k; avulla, niin saadaan yhtilo

F(oy) = k, (12.109)

missd k on tunnettu skalaarifunktio tai vakio. Funktio k voi riippua plastisesta muodon-
muutoksesta tai plastisesta tyostd ja ottaa huomioon myo6tolujittumisen. Materiaali on
talloin myo6tolujittuva. Jos parametri k on vakio, niin materiaali on ideaaliplastinen.

Yhtalo (12.109) esittaa hyperpintaa, mydtopintaa, jannitysavaruudessa. Esim. vetoko-
keessa myotorajaa vastaava piste (vedetdén x:n suuntaan) myotopinnalla on

Op = Omy Oy =0, =Tyy = Tyr = Ty, = 0, (12.110)

missi o, on vetomyotoraja.
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A o2/om

Kuva 12.4 Suhteellinen kuormitus materiaalikokeessa kaksiulotteisessa jannitysti-
lassa.

Isotrooppisen aineen tapauksessa myotoehto voidaan lausua padjannitysten avulla muo-
dossa
F(O’l,O'Q,O'g) = k. (12111)

Koska péddjannitykset voidaan lausua jénnitystensorin o;; ensimméisen invariantin 7 ja
jannitysdeviaattorin S;; invarianttien Jo ja J3 avulla, isotrooppisen plastisen aineen mydo-
toehto voidaan muuntaa muotoon

F(Iy,Jy, J3) = k, (12.112)

tal muotoon

F(&,p,0) =k (12.113)

Haighin-Westergaardin parametrien avulla.
Jos hydrostaattinen paine ei vaikuta my6toon, niin my6toehto padjannitysavaruudessa
voidaan kirjoittaa muodossa
F(S1,S59,53) =k, (12.114)

missd S, S9 ja S3 ovat deviatooriset jannitykset.
Koska J; = 0, isotrooppisen aineen paineesta p riippumaton myotéehto voidaan lausua
muodossa

F(Jy,Js) = k. (12.115)

Yksiulotteisen vetokokeen perusteella ei saada tietoa materiaalin kiyttéytymisestd useam-
piulotteisessa jannitystilassa. Sensijaan suorittamalla kokeita yhdistetysséd jannitystilassa
voidaan saada jo yhden kokeen perusteella paljon informaatiota my6topinnasta tietyin
edellytyksin. Esimerkiksi kuormittamalla koekappaletta kaksiakselisessa vedossa siten, et-
ta padjannitysten oq ja o9 suhteet pysyvét samoina (suhteellinen kuormitus) saadaan yh-
den kokeen perusteella mééritettyd 12 myotopinnan (-kiyrdn) pistettd, jos materiaali on
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A 02

Tresca

von Mises

F

Kuva 12.5 von Misesin ja Trescan mydtéehdot padjannitystasossa oz = 0.

A T3

von Mises

T 60 >
\\[/’ 7 Tresca

~

g2

o

!

Kuva 12.6 von Misesin ja Trescan myodtoehdot II-tasossa o1 + o9 + 03 = 0.

(i) isotrooppista, (ii) sen my6to ei riipu hydrostaattisesta jannityksesta ja (iii) sen veto- ja
puristusmyotorajat ovat samat. Voidaan osoittaa, ettd madrittamalla kokeellisesti kuvan
12.4 piste Ay saadaan samalla selville 11 muuta pistettd myotokayralla em. edellytyksin.

12.2.1 Hydrostaattisesta jinnityksesta riippumattomat myotéehdot
von Misesin my6tdehto

Isotrooppisen, hydrostaattisesta jannityksesté riippumattoman aineen myotéehdon erikois-
tapauksena saadaan metalleille hyvin sopiva myo6téehto

Jo = —o2, = k%, (12.116)

missd k = 7, on leikkausmyotoraja ja padjannitysten avulla lausuttu jinnitysdeviaattorin
toinen invariantti on

Jy = %[(01 — 02) + (02— 03) + (05 — 01)2]. (12.117)
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A Tmy/gm
von Mises

oo

-277 Tresca

1 O'm/o'm

Kuva 12.7  von Misesin ja Trescan my6téehdot tasossa (0, Tay)-

Oktaedrileikkausjannityksen avulla lausuttuna tulee von Misesin ehto muotoon
2 2
T = 32 = 3k (12.118)

Aksiaalisessa jannitystilassa vetokoesauva myotéda, kun o1 = oy, 00 = 03 = 0. Myoto6-
ehdon perusteella on talloin

Om
g=2m 12.119
V3 (12.119)

Tasojannitystilassa von Misesin ehto supistuu muotoon

\/O’% — 0,0y + 02+ 372, — 0 = 0. (12.120)

P#djannitystasossa (01, 02) aine myo6téad, kun

\/ 0} — 0109 + 05 = Oy (12.121)

Yleisessd jannitystilassa von Misesin my6téehdon leikkaus tason (o, 7.y) kanssa on

\/ 02+ 372, = O (12.122)

von Misesin my6topinta on padjinnitysavaruudessa sylinteri, jonka akseli on suora (pai-

myo0s ellipsi

nesuora) o1 = o9 = 3. Painesuoraa vastaan kohtisuora taso, joka kulkee origon kautta on
II-taso. von Misesin sylinterin ja II-tason leikkauskéyréd on ympyra.
Maéarittelemélld ns. ekvivalentti jannitys

3
o= §SZSZ] =1/3J9 (12.123)

saadaan von Misesin myotoehto muotoon

G —om =0. (12.124)
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o XD II-taso

Kuva 12.8 von Misesin ja Trescan mydtéehdot pddjannitysavaruudessa.

Trescan myotoehto

Trescan myo6téehdon mukaan myoto alkaa, kun suurin leikkausjannitys saa leikkausmyoto-
rajan suuruisen arvon eli kaavan muodossa, kun

1 1 1
max{§\01—02\,§|02—03\,§|03—01\} =k, (12.125)
missd k = 7,,,, tai hieman toisin kirjoitettuna
1
Z(|01 — oa| + |02 — 03| + |03 — 01|) = T (12.126)

Parametri k£ voidaan méarittaa vetokokeesta, jossa

k= %’” (12.127)

P&djénnitystasossa (01,09) Trescan myotoehdosta tulee kuusi erilaista ehtoa. Ensimméi-
sessé neljanneksessd kuvassa 12.5

01

Tmax — ?, AB, (12128)
tai
al o
Tmax = 5 BC. (12.129)
Toisessa neljanneksessé
Tmax = 22 ; 017 CD. (12130)

Pddjannitysavaruudessa padjannitysten kaavojen (12.95) perusteella saadaan tapauk-
sessa 01 > 09 > o3 Trescan ehto muotoon

1 1 2 "
Sl =08 = 2=/ {cose — cos <9 + g)] — k= % 0<6<60°.  (12.131)

Jannitysinvarianttien avulla lausuttu my6toehto on

F(J2.0,00m) = 21/ o sin (9 v g) o =0, 0<0<60°, (12.132)
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A 0

| L}

Kuva 12.9 Hydrostaattisesta paineesta riippuva myotoehto.

tai parametrien p, 6 avulla
F(p,8,00m) = V2psin (0 n g) — o = 0. (12.133)

Trescan myotoehto ei riipu hydrostaattisesta paineesta p (tai parametrista £), joten myos
Trescan myo6topinta on padjannitysavaruudessa sylinteri, jonka akseli on painesuora o; =
0o = o3. Trescan sylinterin ja II-tason leikkauskdyra on sddnnollinen kuusikulmio. Piste A

2
kuvassa 12.6 edustaa tilaa 0 = 0, p = \/;am, ja vastaavasti pisteessi B 0 = 60°, p =

2
gO’m.

Trescan ehdon ja tason (o4, 7,y ) leikkauskéyra on ellipsi, kuva 12.7,

o+ 42, =0, (12.134)

m

Vaihtoehtoisesti Trescan myotdehto voidaan vield kirjoittaa muodossa
(01 — 02) — 4K?][(02 — 03)* — 4k?][(01 — 03)* — 4k*] = 0, (12.135)
joka voidaan lausua jannitysdeviaattorin invarianttien Jy ja J3 avulla kaavana

4.J3 — 21J3 — 36k J3 4 96k Jo — 64K° = 0. (12.136)

12.2.2 Hydrostaattisesta jinnityksestd riippuvat my6téehdot

Hydrostaattinen jannitys kohtuullisilla jannitystasoilla ei kiytédnnossd vaikuta metallien
plastiseen my6toon. Matemaattisesti yksinkertaiset von Misesin ja Trescan myotoehdot
ovat metallien tapauksessa kohtuullisia approksimaatiota todellisille mydtéehdoille. Pai-
neen arvosta riippumaton myotopinta on padjannitysavaruudessa sylinteri, jonka leikkaus-
kiyra deviatoorisen tason kanssa on muodoltaan vakio paineakselia pitkin mentdessa.
Sensijaan monien rakennustekniikassa térkeiden materiaalien, kuten maan, kallion ja
betonin plastinen deformaatio riippuu keskiméériisen jannityksen (paineen) tasosta. N&i-
den materiaalien myotoehto (isotrooppisen aineen tapauksessa) on lausuttava muodossa

F(Iy, Jo, J3) =k, tai F(¢,p,0) =k, (12.137)
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missé invariantti /7 tai parametri £ ottaa huomioon riippuvaisuuden hydrostaattisesta pai-
neesta. Myotopinnan muoto voidaan antaa pinnan deviatoorisen tason leikkauskdyran ja
myo6topinnan meriadiaanien avulla.
[sotrooppisen materiaalin symmetrian takia riittdd maarittda padjannitysavaruudessa
kokeellisesti sektori 6 € (0,60°), jossa o1 > g9 > 03.
Vilin paitepisteissi
01 = 09 > 03, 0= 91 = 600, (12.138)

o1 > 09 = 03, 9592 :00, (12.139)

koska kaavan (12.86) perusteella

cosfy = V35 _ 2i-oimos L (12.140)
2 Vi 2 L 2
2\/§ 6(01 —03)
ja
cos By = V3S _ 2i-osmos (12.141)
2 s 2 )
2\/§ 6(01 —03)

Kulman 6 arvoa 60° vastaavaa meridiaania nimitetdédn puristusmeridiaaniksi, koska
se esittdd jannitystilaa, joka saadaan lisédmaélld hydrostaattiseen jénnitystilaan puristus-
jannitys akselin &3 (negatiivisessa) suunnassa. Meridiaani § = 0° on vetomeriadiaani. Se
saadaan lisddmalld hydrostaattiseen jannitystilaan vetojdnnitys akselin 1 suunnassa.

Kulman arvoa # = 30° vastaavaa meridiaania voidaan nimittaé leikkausmeridiaaniksi.
Yhtils (12.86) toteutuu tilld kulman 6 arvolla, kun padjinnitykset ovat o1, £ (014 03), 03.
Tillainen jinnitystila saadaan, kun hydrostaattiseen jinnitystilaan p = £/v/3 = %(01 +
o9+ 03) = %(01 + o03) (nyt) lisitédén puhdas leikkausjannitytila %(01 —03,0,03 —01).

Coulombin ja Mohrin my6téehdot

Coulombin (1773) ja Mohrin (1900) myo6toehdot sopivat maalajeille, kalliolle ja betonille.
Coulombin ehdon mukaan aine my6tdd, kun

7| = c—otang, (12.142)

misséd ¢ on koheesio ja ¢ on kitkakulma. Parametrit ¢ ja ¢ méiritetdan kokeellisesti. Ko-

heesiomaalle (kitkattomalle materiaalille) tan ¢ = 0. Talloin Coulombin my6téehto tulee

samaksi kuin Trescan ehto, 7 = ¢, ja koheesio samaksi kuin leikkausmyotoraja, c = k = 7,,,.
Mohrin ehto on Coulombin ehdon yleistys

7| = f(o), (12.143)

missé f(o) on kokeellisesti mééritettavé funktio. Mohrin ehdon mukaan materiaali my6taa,
kun suurin Mohrin ympyra sivuaa tangentiaalisesti verhokéyraé f (o). Mohrin ja Coulombin
ehdoissa hydrostaattinen jannitystila vaikuttaa plastiseen myotoon.
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A T A T
¢ on koheesio

f(o)
¢ on kitkakulma /

y

Yo

L -
¢/ tan ¢

Kuva 12.10 Coulombin ja Mohrin myo6téehdot.

|T| = ¢c—otang

01— 03

/
o3 o1 \

o1+ 03
2

Kuva 12.11  Mohrin-Coulombin my&toehto.

Tapauksessa 01 > 09 > 03 Mohrin-Coulombin my6téehto (12.142) voidaan kuvan 12.11
Mohrin ympyrén perusteella esittdd muodossa

1 1 —
5(01 — 03)CcoS P = ¢ — 5(01 +03) + 2 5 7 sin ¢ | tan ¢ (12.144)
eli l4+sing  1—sing
sin — sin
ge— 7 12.145
71 2ccos ¢ 73 2ccos ¢ ( )
Maérittelemalla ) p 5 s
, € Ccos , € Ccos
=" =" 12.146
Ji 1+sing’ fe 1—sing ( )
Mohrin-Coulombin ehdoksi tulee
2 - U—? =1, kun oy >0y > 03, (12.147)
A

missd f/ on vetolujuus ja f. on puristuslujuus. Maérittelemélld vield parametri m osaméé-
rand , ) )

m = e _ 1rsind (12.148)
fi 1—sing

saadaan ehto (12.147) muotoon

moy —o3 = f., kun o1 > 09 > 03. (12.149)
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A o2/ fe
L0 m = 1.0
8T
Y
0=0" A5 tut
o 02539 | o/t

Kuva 12.12 Mohrin-Coulombin my6toehto (o1, 09)-tasossa.

Kuvassa 12.12 Mohrin-Coulombin my&téehto on esitetty tapauksessa o1 — o3 = o,
pametrin m eri arvoilla.
Pddjannitysten kaavojen (12.95) avulla Mohrin-Coulombin my6téehto saadaan muo-

toon

1
f(Il,JQ,G) :gll sinqb—i— JQSiIl ((94‘%)

(12.150)
Vb T
Y2 0+ — — =0
+ 73 cos( + 3) sin ¢ — ccos ¢
tai parametrien &, p, 6 avulla
f(€.p,0) =V2¢sing + V3psin (6+ %)
(12.151)

—+p cos («9+ g) sing — \/gccosgi) =0, kun 0<6< %

Pddjannitysavaruudessa myotoehto (12.150) on kuusikulmainen pyramidi.

Druckerin-Pragerin my6t6ehto

Mohrin-Coulombin my&téehto on Trescan ehdon yleistys paineesta riippuvaan tapaukseen.
Samalla tavalla Druckerin-Pragerin myo6toehto (1952) on von Misesin ehdon yleistys

ol ++v/Jo— k=0 (12.152)

tai
V6ag +p—V2k=0 (12.153)

parametrien £ ja p avulla, o ja k& ovat materiaaliparametreja. Kun a = 0, Druckerin-
Pragerin myotoehdosta seuraa von Misesin my6toehto.
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po = V2k )

Kuva 12.13 Druckerin-Pragerin myotoehto.

A —01

—09

Kuva 12.14 Mohrin-Coulombin ja Druckerin-Pragerin myo6téehdot, kun mydtépinnat

sivuavat toisiaan puristusmeridiaania pitkin.

Kuvassa 12.13 on esitetty Druckerin-Pragerin my6topinnan leikkaukset meridiaanitason
ja deviatoorisen tason kanssa. Myotdpinta on kartio, jonka leikkauskéiyra II-tason kanssa
on ympyraviiva.

Kuvassa 12.14 on esitetty Mohrin-Coulombin ja Druckerin-Pragerin mydtoehdot siind
tapauksessa, kun myotopinnat on pantu sivuamaan toisiaan puristusmeridiaania pitkin.

12.3 Mybtésiantd

Myo6tosdanto ilmaisee sen kuinka plastiset muodonmuutokset tapahtuvat. Normaalisuus-
sdannon mukaan plastiset muodonmuutokset ovat kohtisuorassa myotopintaa vastaan eli

ne ovat myotopinnan gradientin suuntaisia, jolloin

of
de? = d\ 12.154
67,] 80—2‘7 Y ( )
missé d\ on verrannollisuuskerroin.
Matriisimerkinndin kirjoitettuna myo6tésadntd on
0
de?P = d)\—f, (12.155)

Jo
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of
’ (90'@'

Kuva 12.15 My6tosaanto.

missd 3D-tapauksessa
po- _ -

I €x Oz
ey Oy
p 5€ Oz
el = P , o= . (12.156)
Yy Txy
p
Vyz Tyz
p
L Vxz L Txz

Nopeuksien avulla lausuttu my6tdsaéntd on

COf
p— N\ 12.157
e = Ao ( )
Kerroin A ja funktio f toteuttavat Kuhnin-Tuckerin (optimaalisuus)ehdot
AM=0 A>0, f<o. (12.158)

Kaavan (12.154) my6tosddanto on erikoistapaus. Se on myttoehtoon liittyvé eli assosia-
tiivinen myo6tosdinto. Kaikille aineille assosiatiivinen sdénto ei kuitenkaan ole riittavan
tarkka, vaan myo6tosdanto on lausuttava erillisen (niinikddn kokeellisesti médritettévin)
plastisen potentiaalin g(o;;) suhteen. My6tosdanto on tilloin ei-assosiatiivinen. Kaavo-
jen muodossa saadaan

99
del. = d\——, 12.159
b= g (12.159)
ja matriisimerkinnéin
99
de? = d\—=. 12.160
Do ( )
Esimerkki 12.1 Tutkitaan von Misesin mydtoehtoon liittyvid Prandtlin-Reussin myd-

tosaantod.
Prandtl ja Reuss johtivat my6tésdannon (normaalisuussadnnon) von Misesin my6toeh-
don tapauksessa. Kirjoitetaan von Misesin my6tdehto muotoon

1
F = 5Si;Si; = k2, (12.161)
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missé k otaksutaan vakioksi (el my6tolujittumista) ja jinnitysdeviaattorin komponen-

tit ovat L
Sij = 0ij = Pdij = 0ij — 30kk0i5- (12.162)

My6tosddnnon mukaan

1 0S;;
depg = dA\= - 28;;—=2
€pq 9 Sj@apq

1
Zd)\Sij (5ip6iq - g(;kp(skq‘sij)

(12.163)
1
=dA(Spq — gSiidpq)
=d\Spq,
koska S;; = 0. Kertomalla my6t6sdannon
def; = d\S; (12.164)
molemmat puolet keskendin saadaan
del;del; = dX*S,;5i; = dX*2.J, (12.165)
eli
2.5 05 54

Maarittelemélla ns. efektiivinen tai ekvivalentti plastinen muodonmuutosinkrementti

12
dsP = gdgg)jdgfj (12.167)

=P =P
- 34 (12.168)
(o

saadaan ratkaistua kerroin

W W~
[N}
|

missd on otettu kiyttoon ns. efektiivinen tai ekvivalentti jannitys

= /3. (12.169)

Qi

Prandtlin-Reussin my6tosdéntd on nyt saatu muotoon

3 dev
de?, = dASy = 5

5 S (12.170)

Kuusiulotteisessa jinnitys-muodonmuutosavaruudessa plastiset muodonmuutokset ovat

siten 3 g .
def) = 5%[% — 300 + 0y +02)] (12.171)
eli . .
det = o, — s(oy +02)], (12.172)
o 2
de? 1
dejy = —oy — 5(0z +02)], (12.173)
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=p

d 1
de? = %[02 — 500 +0,)]. (12.174)

Plastinen leikkausmuodonmuutos (z, y)-tasossa on

1 3 de?
det, = sl = 5=y, (12.175)

Ty

ja kaksi muuta leikkausmuodonmuutoskomponenttia ovat

1 3 deP

dey. = 5dv,L = 5 e (12.176)
1 3 de?

de?, = sdv,h = S S, (12.177)
2 2 0

Esimerkki 12.2 Tarkastellaan useampiulotteisen mydtiehdon sovellutuksena 2-akselista
eli vinoa taivutusta.

Kuvan 12.16 perusteella saadaan taivutusmomenttien M, = [yo dA, M, = — [zo dA
kaavat

bh? 1b y  bh? 1 5
M, = m—21 ==y |20, 2 =—70,, — = m 12.1
- 1 o [(22y) o ]3 1 o 3by o ( 78)

s3]

h
Kaavat ovat voimassa, kun y < 5 Merkitsemélla

ja

b 1,
O e 12.1
5 3b yo (12.179)

bh? b%h
My = Tm = My, = Tm= (12.180)

ja eliminoimalla y saadaan johdetuksi momenteille vuorovaikutuskiyra

M, 3(M,\>
= Y1) =1 12.181
Mpm * 4 (MP?/> 7 ( s )
joka on voimassa, kun
2 M M, 2
<P <lja 0L < 12.182
3= M.~ U=, "3 ( )

Jos neutraaliakseli leikkaa sivun, jonka pituus kuvassa 12.16 on b, niin saadaan vas-
taavasti vuorovaikutuskiyra

3 (M, \° M,
o[ Ma -1 12.183
4 (Mp) T, T ( )

jonka voimassaoloalue on komplementaarinen edellisen kaavan vastaavan alueen kans-
sa.

Normaalisuussdannon perusteella voidaan nyt méaérittad palkin plastiset kdyristymét

(12.184)
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P —

A

—Om —Om 20,

AR
|-
Il
_|_
‘K
.

yl T .~ T
¥,
Om
Im —20.m
* bRz
Y Mo = =om My = —3by*om
4 M, = 1b%yo,,

Kuva 12.16 Vino taivutus.

Esimerkki 12.3 Tarkastellaan esimerkkindg vield ohutseindmdisen suorakaideputken
vinoa taivutusta.

Ohutseindmaisen suorakaidepoikkileikkauksisen putken tapauksessa plastinen moment-

ti x-akselin ympéri on

th?
Mpym bto,h + 2—op,
4 (12.185)

1
= Sht(2b+ h)o,

kun ¢ << h eli seindmén vahvuus on paljon pienempi kuin sivun pituus. (Tarkka lause-
ke olisi My, = §[bh? — (b—2t)(h—2t)%|om, josta kaava (12.185) seuraa linearisoimalla.)
Vastaavasti momentti y-akselin ympéri on

1
Myy = 5bt(2h + b)om. (12.186)
a) Neutraaliakseli leikkaa pystysivun
Kun neutraaliakseli leikkaa pystysivun, 0 < s < h/2, momentti z:n ympéri on
M, = btho, + 2ts(h — s)om, (12.187)

ja momentti y:n ympéri on
M, = (h — 2s)tboy,. (12.188)
Maéritellddn suhteelliset momenttien arvot
M, 2b 4s(h — s)

L= - 12.189
" M. T 2+ h | h(2b+h) ( )
ja
M, 2(h—2s)
= = 12.190
"M, T 2h+b ( )
Ratkaisemalla jalkimméisestd yhtalosta
h 2h+b
§=—— —+my (12.191)

2 4
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M, 3 (M,\’ h

. 3 . h

(a) Mm+4(Mpy) <
3/ M, \> M

b) = | == L =1 -

03 () + =1 i<

Kuva 12.17 Suorakaidepoikkileikkauksen my6tépinta f(M,, M,) = vakio ja normaa-
lisuussaanto.

ja sijoittamalla s edelliseen yht&l6on seuraa

_ 2b n 4s 452
Mot h T2+ h h(2b+h)
(12.192)
B _(2h+b)2m_§
2b+h 4h
eli L 2)2
o+ 2
T G M) S S 12.1
m +4(2a+1)my (12.193)

b
missé on merkitty o = —. Kaava (12.193) on siis voimassa, kun 0 < s < h/2 tai kun

momentit ovat valeilla o

<my <1 12.194
Wih oS (12.194)
ja
2h
<m, < —2_ 12.1
0= S oy (12.195)

b) Neutraaliakseli leikkaa vaakasivun

Téssé tapauksessa johdetaan samalla tavalla kuin edelld, oikeanpuoleisen kuvan 12.18
avulla, vuorovaikutuskaava
(B+2)?° ,

m? =1, (12.196)

1
Mt g T

h
missd on merkitty = 1/a = —. Kaava (12.196) on voimassa, kun 0 < r < b/2 tai

kun momentit toteuttavat ehdot

2h
<m, <1 12.1
Sht+b Y= (12.197)
ja
2
0<my <22 (12.198)
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Kuva 12.18 Ohutseindmaéisen suorakaideputken vino taivutus.

Momenttien vuorovaikutuskéyrid, myotoehtoja, on piirretty kuvaan 12.19 sivusuhteen
« funktiona.

12.3.1 Plastisen tehon maksimin periaate

Plastisen tehon maksimin periaatteen mukaan plastiset muodonmuutokset tapahtuvat si-
ten, ettéd plastisen tyon inkrementilld on maksimiarvo, eli aine vastustaa plastista muodon-
muutosta parhaansa mukaan. Periaatteen mukaan plastisen tyon inkrementilla

AW, = oijde}; (12.199)
on maksimiarvo, eli (ks. my6s kuva 12.20 )

oijdel; > opder, (12.200)

missé

floiy) —om =0 ja f(o;;) —om <O0. (12.201)

Kokoamalla jannitys- ja muodonmuutoskomponentit vektoreiksi voidaan kaava (12.200)
kirjoittaa vektorimuodossa

(0 —o*) - deP > 0. (12.202)

Téastd seuraa myotopinnan konveksisuus eli kuperuus. Koska tdhdelld merkitty jannitystila
voidaan valita mielivaltaisesti myotopinnan sisélté ja kaavan (12.202) téytyy olla voimassa,
on plastisen muodonmuutosinkrementin deP oltava kohtisuorassa mydtopintaa vastaan.

Kohtisuoruussédanto on siis seurausta plastisen tehon maksimin periaatteesta.
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Kuva 12.19 Ohutseindmaéisen suorakaideputken momenttien vuorovaikutuskayrit si-
vusuhteen a = b/h funktiona.

12.4 Jannitysten ja muodonmuutosten viliset yhtalot

12.4.1 Kimmoiset konstitutiiviset yhtilot

Kimmoisen aineen konstitutiiviset yhtélot tai yleistetty Hooken laki ovat yleisessé tapauk-

sessa inkrementaalisessa muodossa
dUij = Dijkldgk’l- (12.203)

D on materiaalin (tangentti)jéykkyystensori. Jannitys- ja muodonmuutostensorien sym-
metrian takia

Dijii = Djir = Dijir = Djip. (12.204)
Hyperelastisen aineen jannitys mééritetdan muodonmuutosenergian tiheyden W (e) lausek-
keesta derivoimalla muodonmuutoskomponenttien suhteen kaavalla

ow
o = af‘:ij‘ (12.205)
Differentioimalla tulee
dU'j = ﬂd&m =D, 'kldgk’l- (12.206)
! &Eijaékl K
Koska P21 P21
(12.207)

a&“l‘ja&"kl B 8€k186ij7
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deP

g1

ei-konveksi my6topinta

Kuva 12.20 Myd6topinta ja kohtisuoruussaanto.

saadaan vield yksi symmetriaehto materiaalin jaykkyystensorille
Dijri = Dyyij.- (12.208)

Isotrooppisen aineen tapauksessa materiaaliominaisuudet ovat samat kaikissa suunnis-
sa, ja materiaalin jiykkyystensori on neljinnen kertaluvun isotrooppinen tensori

Dijkl = Adij(skl + u(éikéﬂ + 5il5jk) + B(éikéjl — 5i15jk)7 (12.209)

missd A, p ja 8 ovat materiaalivakioita. Materiaalin jiykkyystensorilta vaadittavien sym-
metriaehtojen (12.204) takia § = 0, ja kimmoiset isotrooppiset konstitutiiviset yhtalot
ovat
0ij = NoijOrier + (dindj1 + 6udjn)em (12.210)
eli
Oij = Aéijgkk + Q;LEZ'J'. (12.211)

Isotrooppisen aineen kimmovakioita on kaksi: Lamén vakiot A ja p tai kimmovakiot v ja
E.
Ratkaisemalla yhtélosta

Okk = (3)\ + 2#)5kk (12.212)
dilataatio ]
— _ 12.213
€kk 3N+ 2/1, Okk ( )
saadaan konstitutiiviset yhtalot (12.211) ratkaistua muodonmuutosten suhteen
)\(Sij 1
= —— —0jj. 12.214
€4 20 (3N + 2p) Tk + 2,uow ( )

Yksiulotteisessa jannitystilassa (0,,0,0) (x,y, 2)-avaruudessa

ag. . ag.
ud E’C €, = —uf‘”. (12.215)
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Samanlaiset yhteydet saadaan jénnitystiloissa (0, 0y,0), (0,0,,0). Superponoimalla tulee

1

Ex =5 [0z — v(0oy + 02)],
1

& =% [0, — v(os +04)], (12.216)
1

£, = [0, —v(og + 0y)].

Liukumien ja leikkausmuodonmuutosten véliset yhtélot ovat

Txy Tyz Taz

Vay = ?’ Yyz = ?’ Yoz = 67 (12'217)
missé
E
e 12.21
G =3 77 (12.218)

on liukumoduuli.
Indeksimerkintatavalla kirjoitetaan lyhyemmin

1+v 1%
TJZ‘]’ — —Jkk(sij. (12.219)

5ij = E

Ratkaisemalla isotrooppisen kimmoisen aineen konstitutiiviset yhtélot jannitysten suhteen

tul
ulee JE

(1+0v)(1—2v

Kimmoisten materiaalivakioiden vélille saadaan yhteydet

Ojj €ij + )Ekkdij' (12.220)

:1—|-V

)

vE

A= T (12.222)
tai
g HBA+20) (12.223)
Ap ’
A

= —\ 12.224
v 2(A 4 p) ( )

Materiaalin kimmoinen isotrooppinen jiykkyystensori lausuttuna Poissonin luvun v ja
kimmokertoimen £ avulla on

Dijry =N6ij0k + (i1 + 6idjn)

12.225
B 5 ( )

21+ v) | (1-2v)

030k + 0051 + 0510k | -

1
Hydrostaattisen paineen p = gUkk ja dilataation e = ey, véliseksi yhtéloksi johdetaan

p= Ke, (12.226)
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missé,

FE 2
K=——71"98--Z-—=\+- 12.227
3i—20) 3 ( )
on tilavuudenmuutoskerroin. )
Deviaattorien S;; = o — gakkdij, €ij = €ij — gskkdij avulla voidaan konstitutiiviset
vhtélot jakaa osiin
p= Ké‘kk, (12228)
E
Sij = 1 Ty = 2Geij. (12.229)
Muodonmuutos voidaan vastaavasti kombinoida dilataatio-osasta ja deviatoorisesta
osasta ! 1
€ij = g&kk(sij + e = B—Kp(sij + ﬁSw (12.230)
tal
1 1
€ij = 9—KIl(3ij + ﬁSZj, (12.231)
missad [, = opp = 3p.
Vastaavalla tavalla jaetaan jénnitys osiin
045 = Kf:"kk(sij + 2G€ij~ (12232)

Otetaan kiyttoon matriisimerkinnét kolmiulotteisessa (z,y, z)-avaruudessa, ja kootaan
muodonmuutos- ja jannityskomponentit vektoreihin

€ O
€y Ty
e=| ZF |, o= 7. (12.233)
Vzy Txy
Vyz Tyz
L Vxz | Tzz |

Jannitysten ja muodonmuutosten viliset konstitutiiviset yhté&lot ovat matriisimerkin-

noin
o = De, (12.234)
missd materiaalin jaykkyysmatriisi on
[ (1—v) v v 0 0 0 1
v (1-v) v 0 0 0
v (1-v) 0 0 0
E (1—2v)
D = 0 0 0 — 0 0 )
(I+v)(1-2v) 2
(1—2v)
0 0 0 0 0
1—-2
0 0 0 0 o ! 5 V)
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| Yep!
Ao
lastinen
Om —
kimmoinen o
palautuminen -
- kimmoinen
Kuva 12.21 Ideaaliplastinen materiaali.
tai liuku- ja tilavuudenmuutosmoduulien avulla
(K+3G K—2G K—-2G 0 0 0]
K—-2G K+3G K—-2G 0 0 0
2 2 4
D K—-35G K—-3G K+3G 0 0 0 (12.236)
0 0 0 G 0 0
0 0 0 0 G 0
| 0 0 0 0 0 G|
Tasojannitystilassa
o . v 0 Eu
_ 1 0
oy | =1, v 1—y gy | (12.237)
Txy 0 0 ’ny
2
ja tasomuodonmuutostilassa
Oy - 1—v v 0 Ex
= v l-v 0 : 12.238
% 1+v)(1—2v) 1—2v v ( )
Tay 0 0 5 Yay

12.4.2 Kimmoplastiset jinnityksen ja muodonmuutoksen viliset yhtilot
ideaaliplastiselle aineelle

Kimmoisen ideaaliplastisen aineen my&téehto on
floij, k) = F(oij) — k=0, (12.239)

misséd k£ on vakio ja myotopinta pysyy vakiomuotoisena muodonmuutoksesta riippumatta.
Kuvassa 12.21a on esitetty kimmoisen ideaaliplastisen aineen yksiulotteinen kdyttaytymi-
nen. Mydtorajan o, saavuttamisen jalkeen jédnnitys ei voi endd kasvaa. Palautuminen ta-
pahtuu kimmoisesti, eli jannityksen ja venymaén vélisen kiyran kulmakerroin on kimmoker-
roin F. Useampiulotteisessa tapauksessa, kuva 12.21b, jannitystila ei pddse my6topinnan
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ulkopuolelle. Plastisia muodonmuutoksia voi syntyé, kun jannitystila o;; on my6topinnalla.
Jannitystilan muutos do;; on plastisen my6don aikana myo6tépinnan tangenttitason suun-
tainen.

Otaksutaan, ettd jannitystila o;; on my6topinnalla eli

f(oij, k) = F(oij) — k= 0. (12.240)

Jos of
——do;j = 12.241
dos; do;; =0, ( )

niin plastinen my6t6 on mahdollinen. Jos

of
do.: < 0 12.242
Joij aij <Y, ( )

niin tapahtuu kimmoinen palautuminen.
Yksiulotteisen tapauksen muodonmuutosten dekompositiokaavan

de = de€ + deP (12.243)

yleistyksend useampiulotteisessa tapauksessa jaetaan muodonmuutosinkrementti kimmoi-
seen ja plastiseen osaan kaavalla

deij = def; + dsfj. (12.244)

Muodonmuutosinkrementin plastinen osa on myotosadnnon perusteella

af
def. = d\ 12.245
6” 8023 ) ( )
missé verrannollisuuskerroin d\ toteuttaa ehdot
0

=0, jos F<k tai F=kF, 8—Jidoij<0,

dX of ij (12.246)
>0, jos F=k ja 8—da¢j = 0.
Uij
Kimmoinen muodonmuutosinkrementti on

de§; = Dy do, (12.247)

misséd D;;x; on materiaalin kimmoinen jaykkyystensori. Esimerkiksi kimmoisen isotrooppi-

sen aineen tapauksessa
dl dSi;

dei; = —0;; . 12.24
S0 T 9K T oG (12.248)
Yhteensa of
-1
tai esimerkin tapauksessa
dI dSi; 0
dej = —26i + —2 +dx / (12.250)

9K 7 2G Do’
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Kertomalla muodonmuutosten ja jénnitysten véliset yhtdlot tensorilla D;ji; saadaan

jannitystilan inkrementti
doij = Dijudeyy = Digri(der — dej))), (12.251)

joka on edelleen mydtosdanndn perusteella

0
doij = Djjrider — d)\Dijkl—f- (12.252)
oy

Verrannollisuuskerroin d\ voidaan ratkaista konsistenssiehdosta

0
af = —fdaij =0, (12.253)
0o
jonka mukaan plastisen myodon aikana ideaaliplastisen aineen jannitystila ei voi menné
vakiona pysyvan myotopinnan ulkopuolelle.

Sijoittamalla yht&lot (12.252) konsistenssiehtoon (12.253) saadaan
of of D of

WDijkldEkl — d)\aau ijkl% = 0, (12.254)
ij ij
josta ratkaistaan
0
a—fDijkld€kz
) (el — 12.255
af ar (12.255)

80'Z'j gkl 8Ukl
Sijoittamalla ratkaistu kerroin dX takaisin jénnitysten ja muodonmuutosten véliseen
yhtaloryhméadn saadaan

of of
Dijmnﬂﬁ pqkl
doij = | Dijki — af g} deyg. (12.256)
80'Z'j ikl 8Ukl
Materiaalin kimmoplastinen (tangentti)jaykkyystensori on
of 0
Dijmn &‘—f an Dpgia
€ mn Y pq
Dz‘fkl = Djjri — aF of (12.257)

L Dy
doij Y Do

Johdetaan jannitys- ja muodonmuutosinkrementtien véliset yhtdlot vield matriisimuo-
dossa. Kolmiulotteisessa tapauksessa kootaan muodonmuutos- ja jinnityskomponentit vek-

toreihin
€y Oy
Ey oy
€ o
€= 1, o= . (12.258)
Yy Txy
Yyz Tyz
L Yoz L Tzz
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Materiaalin kimmoista neljinnen kertaluvun jaykkyystensoria vastaa nyt 6 x 6 matriisi D,
ja saadaan yhtalot

do = Dde® = D(de — deP). (12.259)
Myo6tosdannon perusteella
do = Dde — d)\Dﬁ. (12.260)
oo
Sijoittamalla yhtalot (12.260) konsistenssiehtoon
afrT
df = = do = 12.261
f =50 do=0 (12.261)
eli komponenttimuodossa ehtoon
do11
of  of of dog
f 80'11 80’22 80’13 : ( )
d0'13
tulee . .
of of =, 0f
—— Dde —d\— D— = 12.2
oo € oo Oo 0 (12.263)
josta voidaan ratkaista kerroin dA\
o T
—f Dde
in=-do____ (12.264)
of " pof
oo oo

Sijoittamalla ratkaistu kerroin dA takaisin jannitysten ja muodonmuutosten viliseen
yhtaloryhmaan tulee

T
p
do= |D - 0900 __| g, (12.265)
9f " pof
do  Oo

missi DT = D. Materiaalin kimmoplastinen tangenttijéykkyysmatriisi on

T
p2 2y

D?—D %. (12.266)
D_

Jo Jo

Ottamalla kiytt6on merkinté
L0t
- Oo

voidaan D kirjoittaa hieman lyhyemmin

(12.267)

Daad’D
D?=D - —— 12.268
aTDa ( )
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Tensorimerkinndin saadaan vastaavasti neljdnnen kertaluvun tensori D muotoon

(D:a)®(D:a)

D =D — 12.269
a:D:a ’ ( )
misséd on merkitty
(D : a)ij = Dijriar, (b ® ¢)ijrr = bijcp- (12.270)
Viimeisin ns. dyaditulo tarkoittaa samaa kuin tulo
b1
bCT = b2 |: Ccl Cy C3 :| (12.271)
b3

matriisimerkinnalli.

Esimerkki 12.4 Madritetddn ideaaliplastisen von Misesin mydtiehtoa ja Prandtlin-
Reussin myétosiantéd noudattavan aineen jinnitysten ja muodonmuutosten vdliset
yhteydet.

von Misesin my6téehdon mukaan aine my6tda, kun
f(0ijs0m) =3J2 — 02, =0, (12.272)

missi oy, myotdjannitys (vakio).

My6topinnan gradientti on nyt
of

(90'@'

=38/, (12.273)

koska. J2 = %SijSij.

Kimmoisen isotrooppisen aineen jaykkyystensori on

2v
Dijim = G (—1 — 2V5ij5kl + 0irdj1 + 5il5jk> ; (12.274)
missé B
Kimmoplastisen jaykkyystensorin D;;, muodostamiseen tarvitaan termit
0 0 2v
%Dijkl 8af =9G (E(Sijsiﬂsmskz + 0ix0;15: Skt + 5i15jksij5kl) .
ij mn
12.276
=9G(Si; 55 + SijSji) ( )
=36GJs,
of of 2v
Di imn o _ —D :9G2 51 '5mn5mn 51m6 'nSmn 51775 ym Smn
ij laO'mn aJpq pqkl <1 "oy 79m , + 04 i n T Ogm )

2v
<E5pq5klqu + 0pk0q1Spq + 5pl‘5qk5pq>

(12.277)
=9G?(Si; + Sij)(Ski + Sik)

=36G25S;; Sk
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Ideaaliplastisen von Misesin aineen jiykkyystensoriksi saadaan

o of of
Dijmn 00 mn 00pq
9, or
80ij 0oyl (12.278)

pakl

L 1.
Dijkl =Dijri

2u G
= (—21/5¢j5kz + dirdjr + 5@‘15]’]@) - TQSijSkb

1_
Matriisimuodossa
D = D — DP. (12.279)
Jalkimmainen osa D? on o
Dr = _——887 (12.280)
Jo

missd vektori S sisdltdd jannitysdeviaattorin komponentit.

Yleinen isotrooppinen kimmoinen ideaaliplastinen aine

Yleisen kimmoisen ideaaliplastisen aineen myotoehto lausutaan invarianttien 17, Jo ja J3
avulla muodossa
flly, Ja, Js, k) = F(Iy, Jo, J3) — k =0, (12.281)

missa k on vakio.

Ketjusddnnon perusteella my6topinnan gradientti on

of of oI ~ Of 9Jo  Of 0J3

= — — — . 12.282
802'3' ol 802'3' 0Js 802'3' &]3 802'3' ( )
Gradientti voidaan kirjoittaa muodossa
of
= Bo(sij + Blsij + BQtZ‘j, (12.283)
8Uij
missé of of of
By = -~ By =—L  By—= 2L 12.284
0 81—1 ) 1 &]2 ) 2 an ) ( )
0;; on Kroneckerin delta, S;; on jannitysdeviaaattori ja
0Js 2
tij = Doy SiwSks — 520 (12.285)

von Misesin, Trescan, Mohrin-Coulombin ja Druckerin-Pragerin my6téehdot ovat ylei-
sen isotrooppisen myotdehdon erikoistapauksia. von Misesin my6toehdon tapauksessa

By=0, By=1, By=0, (12.286)

BO = «, Bl = — BQ = 0. (12287)
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Invarianttien avulla lausuttu Mohrin-Coulombin my&téehto on
1
f(Ly,J2,0) :gll sin ¢ + v/ J sin (9 + g)
(12.288)
J
+% cos (0+ g) sing — ccos ¢ = 0.
Kaavan
cos 30 = 3—\2/5% (12.289)
J2
perusteella saadaan derivoimalla
ﬁ: 3ﬁ J3 cot397 (12.200)
0Jy  4sin 30 J g 2
2
00 _ V3 1 _ cot3f (12.201)
0Js 2sin36 , 3 3.J3
Jo2
Mohrin-Coulombin myo6téehdon derivaatat invarianttien suhteen ovat
af  sing
B _— =
°Ton 3
) T
o0 sin (9 + §> .
p= 2 o (04 T con]
1 a7, T, + co + 3 co
(12.292)
sin ¢ T
+ [cot (0 + —) — cot 39} },
V3 3
of sin(@—kg)sinqﬁ—\/gcos(ﬂ—kg)
By =L — .
2T 0J; 2.J sin 30
Jannitysinvarianttien avulla lausuttu Trescan my6toehto on
F(Jo,0,0m) = 21/ T2 sin (9 n g) =0, 0<6<60° (12.293)
Trescan ehdon tapauksessa kertoimet By, B1 ja Bo ovat
of
By=—=0
0 811 9
) 7r
oy sm(0+3) 7
Bi=rt = —— 32 [14cot (04 % ) cot 30 . 12.294
' =oh NS 3 ( )
T
—v/3 cos (9 + —)
By =2 3

COJs Jo sin 36
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tilavuuden muutos pe

P
de;;

T~

Yo

Kuva 12.22  Druckerin-Pragerin mydtopinnan ja meridiaanitason leikkaus.

Esimerkki 12.5 Madritetddn jannitysten ja muodonmuutosten vdlinen yhteys Druckerin-
Pragerin mydtéehdon tapauksessa kimmoiselle ideaaliplastiselle aineelle.

Invarianttien avulla lausuttu Druckerin-Pragerin my6toehto on
f =+ Jot+al —k=0. (12.295)

Muodonmuutosinkrementti on kimmoisen aineen yleistetyn Hooken lain ja my6tosidan-
nén nojalla

deij = Dyjpydos + dA ;f} : (12.296)
ij

Kimmoisen isotrooppisen aineen ja Druckerin-Pragerin my6toehdon tapauksessa

deij = —2 + ——=6;; + d\ J 8ii |- 12.297
Eij 2G+9K ,J+ (2\/J—2+05j> ( )
Verrannollisuuskerroin d\ on
0
%Dzjkldf‘:kl
_ 9%
d\ = a7 a7
?Dijkl Jor
Tij Tkl (12.298)
iS demn + 3K ade
_ \/J_Q mnEmn kk
G+ 9Ka? ’
misséd de;; on muodonmuutosdeviaattorin
1
€ij = €ij — gfkkéij (12.299)
inkrementti.
Plastinen dilataatio on nyt
dezk = 3ad), (12.300)

joka on positiivinen, kun a # 0. Kuvassa 12.22 on esitetty Mohrin-Coulombin kar-
tiomyOtopinnan leikkaus pitkin meridiaanitasoa # = vakio. Plastinen muodonmuutos
on kohtisuorassa my6topintaa vastaan, ja silld on komponentti paineakselin suuntaan,
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jos a # 0. Kokonaisdilataatio on kimmoisen ja plastisen osan summa. Ottamalla huo-
mioon kertoimen d\ ja jannitysdeviaattorin S;; kaavat saadaan

dep :dEZk + dEZk

G 1 (12.301)
@4—3 \/J_[O'mndé‘mn —Ilgdcfkk] + 3K adepy
3K G+ 9Ka? )
josta seuraa
\/J_lel 2 ?)Oé
dekk SKGk(G+9 oz)+k0,d£ (12.302)
Isotrooppisen aineen tapauksessa yhteys do;; = Djjpdef, = Dijpi(dey — deb)) on
of
dos; =Dijmder; — dADyjp —2—
Oij jkldE R M G
vE
= eyt ——— dewibis
T30 T oy —aw) %
(12.303)
E Of vE of
1+ v doyj * (I1+v)(1 —2v) Oomn j}

:2Gd6ij + dekkéij —dA |:<K — —G> 8f 5mn5zj +2G

00 mn

of
0oij
missé on kiytetty tilavuudenmuutoskertoimen K, liukumoduulin G ja kimmovakioiden
v ja E vilisid yhteyksié

E E
K=3=5y @ sira) (12.304)

Jos my6tdehto on muotoa
floij, k) = F(Ii,\/ J2) =k =0, (12.305)

kuten Druckerin-Pragerin myo6tdehdon tapauksessa on asianlaita, saadaan jannitysten
ja muodonmuutosten vilinen kaava edelleen muotoon

af G of
do;; = 2Gde;; + Kdegd;j — dX (SK 0ij + —=—"==5i > 12.306
J J J \/J_Qa\/_ ( )
eli o
dO’ij = 2Gdeij + Kdekkéij —d\ <3Koz61vj + \/—J_QSW) . (12.307)
Ottamalla huomioon kertoimen d\ kaava saadaan yhteys
daij = fokld&‘kl, (12.308)

missd materiaalin kimmoplastinen jaykkyystensori on

ﬁSij + 3K0¢5¢j

e 2 VT2
Dupkl = QGéik(Sjl + (K — gG) 5ij5kl — a1 9Ka?

G
(\/J—stl + Kady
(12.309)

Kun a = 0, niin saadaan von Misesin myo6tdehtoon liittyvd aiemmin johdettu jayk-
kyystensori Dl ol
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laajentunut myotopinta

Kuva 12.23 Isotrooppinen myotolujittuminen.

12.4.3 Myo6tolujittumissdidnnot
Myétolujittuvan materiaalin mydtdehto voidaan kirjoittaa muodossa
floij, el k(k)) =0, (12.310)

missd x on myotolujenemisparametri. Myotolujittumissddnnot kertovat miten myotofunk-
tion argumentit Ezioj ja k vaikuttavat my6topinnan muotoon aineen deformoituessa plasti-
sesti.

Myotolujenemisparametriksi x voidaan ottaa esimerkiksi plastinen tyo

Wp = /Uij d&"i]’ (12311)
tai ekvivalentti plastinen venymé &P
el = /dep, (12.312)

missé esim. von Misesin mydtéehdon tapauksessa

_ /12 p
deP = gdfgdfg (12.313)

Isotroopinen myo6tolujeneminen

[sotrooppisen myotolujenemisen tapauksessa myotopinta laajenee jannitysavaruudessa ta-

saisesti tai isotrooppisesti, ja mydtolujittumisen madrittdd parametri x. Parametriksi s

voidaan ottaa plastinen ty W, = [ oy de;; tai ekvivalentti plastinen venymé &P.
Myotoehto voidaan kirjoittaa muotoon

F(oy;) = K*(k). (12.314)

Esimerkiksi von Misesin ehdon tapauksessa F'(o;;) = Ja, ja saadaan ehto

1
Jy = 585 = E* (k). (12.315)
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Kuva 12.24 Kinemaattinen my6tolujittuminen.

von Misesin ehtoon liittyva ekvivalentti plastinen venymé on

>
Ep:/ St el (12.316)

Isotrooppinen myo6tolujittumismalli on yksinkertainen, mutta se ei sovellu jaksolliseen kuor-
mitukseen. Silld ei voi kuvata monia térkeitd kiytdnnon ilmiéitd kuten esim. Bauschingerin
ilmiota.

Kinemaattinen mydtélujeneminen

Kinemaattisen myotolujittumissddnnén mukaan myo6topinta siirtyy jannitysavaruudessa.
Myd6topinnan yhtalé voidaan kirjoittaa muotoon

floijsel;) = Floy — aij) — k* =0, (12.317)
missd k on vakio ja «;; maarittelee myotopinnan keskipisteen. Pragerin mukaan

doj = cdefj tal oy = cz-:]fj, (12.318)
misséd ¢ on myotolujenemisparametri.
Esimerkiksi von Misesin my&téehdon tapauksessa kinemaattisen mydtolujenemisen huo-

mioonottava myo6tdehto on
1 2
5 (Sij = aij)(Sj — aig) =k =0, (12.319)

ja mydtolujittumisparametrin kehittymisyhtalo on

of
doj = C% = 3¢(Sij — auj). (12.320)
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Kuva 12.25 Yhdistetty myotolujittumissaianto.

Yhdistetty myo6tolujittumissdianto

Kombinoimalla edelld esitellyt myotolujittumissddnnot saadaan yhdistetty myotolujittu-
missdanto. Myotopinta voidaan nyt kirjoitaa yleisesti muodossa

floij ey, k) = F(oij — i) — k(1) = 0, (12.321)

misséd parametriksi k voidaan ottaa plastinen ty6 tai ekvivalentti plastinen venymé kuten
isotrooppisen myo6tolujittumisen tapauksessa.

von Misesin myotoehdon tapauksessa saadaan sekd kinemaattisen ettd isotrooppisen
lujittumisen huomioonottava ehto muotoon

%(SZ] - Oz”)(SZ — ozij) — k‘2(€p) = 0, (12.322)

kun on valittu x = €P. Sijoittamalla tdh&n Pragerin my6tolujittumissdanto tulee

(81— e ) (S5 — ceP) — K2(P) = 0, 12.323
92 1] )

missd ¢ on vakio.

12.4.4 Stabiili kimmoplastinen aine ja Druckerin postulaatti

Druckerin postulaatti méarittelee stabiilin aineen. Yksiulotteisessa tapauksessa jannitys- ja
muodonmuutosinkrementin tulo dode on tyo kaksinkertaisena yksikkotilavuudessa. Kim-
moplastiselle yksiulotteiselle jannitys-venymaé-riippuvaisuudelle

> 0, myotolujittuvalle aineelle,
dode? =0, ideaaliplastiselle aineelle, (12.324)

< 0, myo6toheikkenevialle aineelle.
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Kuva 12.26 Myo6tolujittuvan aineen kuormanlisiys ja kuormitussykli.

Tarkastellaan materiaalia, jonka jénnitys on ¢ ja plastinen muodonmuutos on P. An-
netaan koekappaleelle aikaisemmasta kuormitushistoriasta riippumaton hitaasti tapahtu-
va kuormituksen lisdys, joka aiheuttaa jannityksen lisdyksen do ja vastaavan muodonmuu-
toksen lisdyksen de = de® + deP. Lopuksi kuormitus palautetaan ennalleen (eli lisikuorma
poistetaan). Kuormanlisdysvaiheessa tyo (kaksinkertaisena) on dode = do(de® + deP), ja
kuormitussyklin aikana tyo on vastaavasti dodeP.

Myotolujittuvalle aineelle dode > 0, koska dode® > 0 ja dodeP > 0.

Druckerin mukaan myd&tolujittuvan tai stabiilin aineen tyo kuormanlisdyksen aikana on
positiivinen eli

dode > 0, (12.325)

ja kuormitussyklin aikana tyo on ei-negatiivinen eli
dode? > 0. (12.326)

Yhtaldisyysmerkki on voimassa, jos kuormitussyklin aikana ei ole syntynyt plastista muo-
donmuutosta.
Moniulotteisessa tapauksessa vastaavat kaavat kuormanlisdysvaiheelle ja kuormitus-
syklille ovat
dUijdEZ‘j > 0, dUZ‘jdEfj > 0. (12.327)

Ideaaliplastisen aineen tapauksessa
dojjdeij > 0, doy;del; =0, (12.328)

joten sekd myotolujittuvalle aineelle ettd ideaaliplastiselle aineelle on voimassa Druckerin
epéyhtélo
doijdef; > 0. (12.329)

Druckerin ehtoihin pdadytdin myos tarkastelemalla kappaletta, jonka tilavuus on V'
ja jonka reunapinta on S. Kappaleen tilavuusvoimat ovat f;, ja reunakuormat ovat t;.
Kuormanlisdysten df; ja dt; tekemé tyo on

dW = /dfzduz dV + /dtidui ds. (12.330)
\% S
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Druckerin stabiiliuspostulaatin mukaan kuormanlisdysvaiheessa myotolujittuvalle aineelle

/dfzduz dV + /dtidui ds >0, (12.331)
\% S

ja kuormitussyklin aikana
\% S

missd § tarkoittaa integrointia kappaleen tilavuuden ja reunapinnan yli kuormitussyklin
aikana.
Koska V' on mielivaltainen tilavuus, saadaan virtuaalisen tyon periaatteesta

/dUz‘jd€z‘j dV = /dfidui dV—i—/dtidui ds, (12.333)
v v s

missé du; ovat virtuaaliset siirtymaét, kuormanlisdysvaiheessa ja kuormitussyklin aikana
dUZ‘jdEZ‘j >0 ja dUZ‘jdé‘?j > 0, (12.334)
jos de? ; = 0. Yleisessi tapauksessa ovat vastaavasti voimassa ehdot
doijdeij >0 ja dojjde}; > 0. (12.335)

Yhtéldisyysmerkki on voimassa, jos sylkin aikana de? ;=

Epéyhtalolle (12.328) saadaan geometrinen tulkinta kokoamalla jannitys- ja muodon-
muutosinkrementit vektoreiksi do ja deP. Télloin edelld johdettu ehto voidaan kirjoittaa
muotoon

do - de? > 0, (12.336)

jonka mukaan plastinen muodonmuutosinkrementti ei voi olla jannitysinkrementin nega-
tiiviseen suuntaan.

Druckerin postulaatti patee myos kuormanlisdyksen aiheuttamalle darelliselle jannitys-
inkrementille. Kuvan 12.27 alkujannitystila o7; on on myétépinnan sisilld. Kuormitusvai-
heessa tullaan ensin hetkelliselle myotopinnalle pisteeseen B, ja kuormitusta lisdttéessa
myOtopinta laajenee tai siirtyy siten, ettd jannitystilaa edustaa piste C. Tamén jalkeen

*
ij
Kimmoinen muodonmuutosenergia palautuu tédysin. Kuormitussyklin aikana tyd on

jannitys palautetaan kimmoisesti takaisin tilaan o

(Gij - ij)dezp] )

Druckerin postulaatin mukaan

kun plastisen vaiheen do;; jatetdén huomioonottamatta.

(0ij —03)del; >0 tai (o0 —a") de’ > 0. (12.337)

Esittamaélla plastiset muodonmuutos- ja jannityskomponentit samassa avaruudessa eh-
to (12.337) voidaan tulkita geometrisesti siten, ettd plastisen muodonmuutosinkrementin

defj ja jannitysinkrementin (o;; — o7;) sisidtulo on positiivinen ja vastaavien vektoreiden
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Kuva 12.27 Myo6tolujittuvan aineen darellinen kuormitussykli.

véalinen kulma on terdva. Téstd seuraa myodtopinnan konveksisuus ja plastisen muodonmuu-
tosinkrementin kohtisuoruus myotopintaa vastaan, kuten edelld on plastisen tyon maksimin
periaatteen nojalla osoitettu.

Maédéritelldén plastinen dissipaatio D,

=Py — * &P —
Dy(€") = max o™ - & = maxoy;&,

a

ax ol (12.338)
ij

missé maksimi otetaan kaikkien mydtdehdon f(o};) < oy, toteuttavien jannitystilojen yli.
Kaavan (12.202) (tai kaavan (12.337)) mukaan

Dp(ép) =0 &= O'ijéfj. (12339)

Esimerkki 12.6 Madritetddn plastisen tyon lausekkeet von Misesin, Trescan, Mohrin-
Coulombin ja Druckerin-Pragerin mydtiehtojen tapauksissa.

Esimerkissé 12.1 johdetun von Misesin my&téehtoon liittyvin Prandtlin-Reussin myo-

tosdannon mukaan
3 deP

d&fj = d)\SU = 5?;9” (12.340)
Plastisen tyon inkrementti on
p 3 deP
de = Jijdgij = dASlJSU = 575”& (12341)
eli
AW, = 5dzP = 0,,d2?, (12.342)
koska 3 5
5% = 5535, de* = 3 detydel; (12.343)

ja ¢ = 0, myotoehdon mukaan.

Trescan mydtoehdon mukaan kuvan 12.28 janalla AB 01 —03 = 2k, missi k on leikkaus-
myo6toraja. Plastiset venyméinkrementit toteuttavat normaalisuussdinnon perusteella
ehdot

deb =0, deb = —def, (12.344)
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A oy, def

Kuva 12.28 Trescan myotoehto II-tasossa o1 4+ 09 + 03 = 0.

ja plastisen tyon inkrementti on

de ZJldEIlj + O'ngg + Ugdég

(12.345)
=(01 — 03)de} = 2k max |de?|,
koska janalla AB 01 = 03 + 2k ja max |de?f| = def.
Karkipisteessda A
o1 =03+ 2k, 09 =03, (12.346)
ja plastisen tyon inkrementti on
dW, = (03 + 2k)del + osdeh + o3deh. (12.347)
Kokoonpuristumattomuusehdon mukaan
del + deb + def = 0, (12.348)
ja
dW,, = 2kde? = 2k max |de?|, (12.349)

koska de on nyt itseisarvoltaan suurin plastinen piévenymé. Samalla tavalla todetaan,
ettd myos Trescan my6tOpinnan muissa osissa plastisen tyon inkrementti on (12.345).

Mohrin-Coulombin my&tépinnan (pyramidin) kiirjessi
01 = 09 = 03 = ccot @, (12.350)
ja plastisen tyon inkrementiksi
dW,, = o1del + oadel + o3del] (12.351)

tulee
dW, = ccot ¢(del + del + de). (12.352)

Sama kaava todetaan piteviksi my6s myotSpinnan muissa osissa vihin monimutkai-
semmilla laskutoimituksilla.
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Kuva 12.29 Motolujittuva materiaali.

Druckerin-Pragerin my6toehdon tapauksessa

2
OmA/ gdsﬁ’jdefj

Kun « = 0, niin saadaan von Misesin my&téehtoon liittyva plastisen tyon inkrementti.

12.4.5 Myo6tolujittuvan aineen kimmoplastiset jinnityksen ja muodon-
muutoksen viliset yhtalot

Kimmoisen my6tolujittuvan plastisen aineen mydtoehto voidaan antaa muodossa
floij, el k(k)) =0, (12.354)

misséd k riippuu nyt myotolujittumisparametrista x. Myodtépinnan muoto muuttuu myos
yleisesti plastisen muodonmuutoksen mukana, kuten esim. edelld esitellyt my6tolujittumis-
saannot maaraavat.

Kuvassa 12.29a on esitetty kimmoisen myotolujenevan plastisen aineen yksiulotteinen
kiyttaytyminen. Alkuperdisen myotorajan o, saavuttamisen jilkeen jénnitys voi vield
kasvaa. Palautuminen tapahtuu samalla tavalla kimmoisesti kuin ideaaliplastisella mallil-
la, eli jannityksen ja venymén vélisen kiyrin kulmakerroin on kimmokerroin F palautu-
misvaiheessa.

Useampiulotteisessa tapauksessa, kuva 12.29b, jannitystila voi padsta alkuperédisen myo-
topinnan ulkopuolelle, mutta sen tdytyy pysyd myotolujittumissddnnon méaaraamalld, de-
formaation mukana muuttuvalla my6topinnalla plastisen myodon aikana. Plastisia muo-
donmuutoksia voi syntyd, kun jénnitystila o;; on hetkellisen kuormitustason maaradmalla,
myotopinnalla.

Kuormittumis- ja palautumisehdot voidaan lausua seuraavalla tavalla. Otaksutaan, ettd
jannitystila o;; on hetkelliselld (nykyiselld) mydtopinnalla eli

floij,e55 k) = 0. (12.355)

Jos
——do;; >0, 12.356
80’Z‘j J ( )
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niin plastinen my6t6 on mahdollinen eli ds # 0.

of

0o

Jos
=—do;; <0, (12.357)

niin tapahtuu kimmoinen palautuminen ja dsfj = 0.
Myo0s siind tapauksessa, ettd f =0 ja

of

——do; 0, 12.358
aazg Oij = ( )

plastinen muodonmuutos d&‘fj = 0 (neutraali kuormitusvaihe).
Jaetaan muodonmuutos kimmoiseen ja plastiseen osaan

de;j = defj + ds%. (12.359)
Kimmoinen muodonmuutosinkrementti on
de; = Dyjpydoys, = Cijradog, (12.360)

missd Cjjx = Di;}d on materiaalin kimmoinen joustotensori. Myotosdannon perusteella

of
g . 12.361
dsm d\ Doy ( )
Yhteensé

of
de;jj = Cijrdoy + d)\ﬁo" " (12.362)

ij

Konsistenssiehdon

of 3f f

If Do, 0ij 8 p 8& 0 (12.363)

mukaan plastisen my6dén aikana jénnitystila o;; pysyy (mahdollisen mydtolujittumisen
takia muotoaan muuttavalla) my6topinnalla. Merkitaan

of

0o

do f = ——doj;. (12.364)

Kuormitusvaiheessa d, f > 0, ja de = 0. Kimmoisen palautumisen aikana d,f < 0, ja

dgp. =
ij
Sijoittamalla konsistenssiehtoon (12.363) myotosaanto saadaan
of of of of Ok Of
df = ——do;j + d\ = AN =—— =0, 12.365
P = 90577 T P8 B0y T Mo 0T B, (12.365)
josta voidaan ratkaista verrannollisuuskerroin dA
aaf doj
Oij
d\ = — ! (12.366)

ﬁ af 8f ok Of -~
asfj doij Ok 85 60”
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Merkitsemall& 1
hz_@f a7 oF 0n OF (12.367)

P T 9. 9D )
asij doj Ok asij doij

my6tosdanto tulee muotoon

of of
de p =h d . 12.368
<80'k1 Ukl) 80”- ( )
Muodonmuutosten ja jannitysten véliset yhtalot ovat
of of
dei; = | Cijir — h —— | doy;. 12.369
Eij < ijkl 80'ij 8Ukl) Okl ( )
sy s . . . . . . of
Mydtolujittuvan aineen rajatapauksena saadaan ideaaliplastinen aine, kun termit 8—pd€

ja %d/@ menevit kohti nollaa. Télloin suure h lahestyy déretonté, eikd yhtéloitda (12.369)
voida kayttaa.

Jannitysten ja muodonmuutosten vélisten yhtildiden, eli edellisille materiaaliyhtéldille
kidnteisten yhtéloiden, muodostamiseksi lausutaan ensin jannitysinkrementti muodossa

doij = Dijrdeyy = Dijri(ders — dei)y). (12.370)

Myo6tosaannon perusteella

0
dos; = Dijuder — d)\DijklaT];. (12.371)
Verrannollisuuskerroin d\ voidaan ratkaista konsistenssiehdosta
of 4 of of
d —— 0ii + ——de;; + =—dr = 0. 12.372
f 0'1] J+85ij €J+8I€ " ( )
Sijoittamalla yhtalot (12.371) konsistenssiehtoon (12.372) tulee
of 8f of of of of ok Of
——D;ipd dA D; dA dA\—=— =0, 12.373
LT TV = S G I = O 2 (12.:373)
josta ratkaistaan
0
8af -Dijrider
_ ij
A= 57 9 907 O O (12.374)

Dk — _ L
0oij Y D01 85% Ooij Ok 85% 0o

Sijoittamalla ratkaistu kerroin d\ takaisin jénnitysten ja muodonmuutosten véliseen
yhtéloryhméin saadaan

_of of
00 yn 00 pg

of of of Of ox Of

D igmn pqkl

doij = | Dijki = 57 deyy. (12.375)
D;; -
o M Ooy 0l doi; Ok O, Doy
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Materiaalin kimmoplastinen jéykkyystensori on

of of
ijmnao_—anquqkl
ep o . _ mn
802'3' Rl 80kl 65% aJZ‘j oK 65% aJZ‘j
Yhtalot (12.375) patevit myos ideaaliplastisessa tapauksessa, jolloin
1
__9r of 9 Or OF _ 0. (12.377)

h N a&“fj aJZ‘j 0K a&“fj aJZ‘j N
Esimerkki 12.7 Madritetidn isotrooppisesti myotolujittuvan von Misesin mydtoeh-

toa noudattavan aineen jannitysten ja muodonmuutosten vdliset yhteydet.

Esimerkissi 12.4 on johdettu ideaaliplastiselle von Misesin my6toehtoa noudattavalle
aineelle materiaalin jaykkyystensori DZP - Isotrooppisesti myo6tolujittuvan aineen von
Misesin myo6toehto voidaan kirjoittaa muodossa

f(oij,om(k)) = 3J2 — o2 (k) =0, (12.378)

missi Jo = 59;;5;;, mydtdjannitys o, (k) = v/3k(k) riippuu mydtolujittumisparamet-
rista &, joka voi olla esim. W, tai &P.

Efektiivisen tai tehokkaan jannityksen & = +/3.J avulla von Misesin ehto voidaan
kirjoittaa muodossa

a2 — o2 =0. (12.379)
Myé6topinnan gradientti on
of
=39;;. 12.380

Kimmoisen isotrooppisen aineen jaykkyystensori on

2
Diju =G <1_—V2V51'j5kl + 041 + 5ilfsjk) , (12.381)
missa B
Kuten ideaaliplastisessa tapauksessa
of of
——D;ipy—— = 36GJs, 12.383
6@]» gkl 00 mn 2 ( )
of of 2
Diimn————-D = Sk 12.384
I G By gkl = 36G =SSk (12.384)

Otetaan myotolujittumisparametriksi £ = P ekvivalentti plastinen venymé, jolloin
Om = om (EP).
Isotrooppisesti myotolujittuvalle aineelle

1 of ok Of

F =5k B (12.385)

Sijoittamalla
ﬂ _ o dom,

L (12.386)
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Ok deP 2del;  Of

Ok _ dem 2 — 38, 12.387
8&‘% d&fj 3 der’ (90'@' J ( )
tulee P
1 do,, 2 €ij
2 =9, 20m =g 195,E, 12.388
h “Om e 3 dar O 2 ( )
missé d d5
_ m _ G0 (12.389)

P g T dee
on jannityksen ja plastisen venymén vilisen kiyridn tangentin kulmakerroin. Vetoko-
keesta saatavan jannityksen ja venymén vilisen kiyrdn tangentin kulmakertoimen F
avulla saadaan médritettya

E.E

E. = . 12.390

p El _ Et ( )

Isotrooppisesti myotolujittuvan von Misesin aineen jaykkyystensoriksi saadaan
0 0
Dijmn —f —poqkl
D? D 00 mn 00pq
ijkl —igkl T T of of

h Doy G (12.391)

3G
E
Jo <3 + Ep)

Esimerkki 12.8 Madritetddn kinemaattisesti mydotélugittuvan von Misesin mydtoeh-

2
=G (—”&jém + Gkl + 5u5jk) -

1-2v Sej Skt

toa noudattavan aineen jannitysten ja muodonmuutosten vdliset yhteydet.

Kinemaattisesti myotolujittuvalle von Misesin aineelle saadaan

2 3G .
Diju =G —V5ij5kz + 0ir0j1 + 0adjk | — ————SijSki, (12.392)
7 1-2v i (54 E,
? G
missé .
Sij = Sij —aij, 2= §‘§’7]S’7] (12.393)

Puhtaan kinemaattisen my6tolujittumisen tapauksessa

\/3J2 = oo (12.394)

on vakio.

12.5 Rajakuormamenetelmin peruslauseet

Tarkastellaan ensin rakenteen sortumisen alkuvaihetta. Muodonmuutosten otaksutaan ole-
van kimmoisten muodonmuutosten suuruusluokkaa, ja geometrian muutokset voidaan jat-
tad huomioonottamatta (geometrisesti lineaarinen teoria). Samoin kiihtyvyydet voidaan
otaksua nolliksi, ja sortumisen alkuvaiheissa tarkastelu voidaan tehdi staattisena tai kva-
sistaattisena.

Jannitysten o, tilavuusvoimien f ja reunakuormien ¢ muutosnopeuksien &, f ja t
otaksutaan toteuttavan (inkrementaaliset) tasapainoyht&lot

Gijj+fi=0, = €B, (12.395)
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kappaleessa B ja
dijnj = t.i, x; € 0By (12396)

kappaleen B reunan osalla B¢, jolla tunnetaan reunavoimat ¢;. Valitaan virtuaaliseksi
siirtyméksi du = vdt, missd v on todellinen nopeus ja 0t on aikainkrementti. Virtuaaliset
muodonmuutokset ovat

1
Oeij = €350t = 5 (vig + v;0)0t. (12.397)

Rakenteen sortumisen alkuvaiheessa on voimassa yhtalo
/é’ijéij dVv = /dij(éfj + Di;}ddkl) dV = /f cvdV + / t-vdS. (12.398)
B B B OB

Komplementaarisen energiainkrementin positiivisuuden, (materiaalin kimmoinen jaykkyys-
tensori D on positiivisesti definiitti), nojalla

&ij Dy 0k dV > 0. (12.399)
Epédyhtalon (12.399) ja Druckerin epéyhtéilon (12.329)
Gijél; >0 (12.400)

perusteella padtelldén nyt, ettd plastisen my6don alkaessa (sortumisen alkuvaiheessa) jan-
nitysnopeus & héviai, joten €¢ = 0 ja € = &P. Kimmoplastinen kappale kiyttaytyy jayk-
kiplastisella tavalla sortumisen alkuvaiheessa. Taméan perusteella jaykkaplastiselle tapauk-
selle kehitettyja rajalauseita voidaan soveltaa my6s kimmoplastisille kappaleille ja raken-
teille.

Alarajalause
Lause 12.1 Jos jannitystila o* ei riko mydotoehtoa ja on tasapainossa kuormituksen \f*,

A" kanssa, niin A < 1.

Todistus. Virtuaalisen tyon yhtdlon perusteella

B B 0B
(12.401)

=\ [0i€5dV = X [ Dy(€)dV,
B B

missé o, €, v ovat todellinen jénnitys-, muodonmuutosnopeus- ja nopeuskentti ja kuormat
ovat f, t. Plastisen dissipaation maksimin periaatteen nojalla

Dy(€) > ey, (12.402)

3

joten A < 1. Kuormakerroin A on siten enintdan plastisen rajakuormakertoimen A, suurui-
nen.
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Ylirajalause

Lause 12.2 Jos nopeuskenttd v* ja sitd vastaava muodonmuutoskenttd €* toteuttavat yh-
talon

/D )dV = /f* v dV+/ v* dS, (12.403)

OBy
missa f* = Nf, t* = \t, niin A > 1.
Todistus. Virtuaalisen tydn yhtdlon perusteella
)\/JUEU av = /f v dV + / t-v*dS, (12.404)
B 0Bt

missé o on todellinen jénnitys rakenteen sortuessa, joten

/Dp(é*)dV = )\/0”5 dv. (12.405)

B B

Toisaalta plastisen dissipaation maksimin periaatteen mukaan
Dy(€%) > o345, (12.406)

joten A > 1. Kuormakerroin A on siten ainakin plastisen rajakuormakertoimen A, suurui-

nen.

Moniparametrinen kuormitus

Maéaritelldan tilavuusvoimat ja pintavoimat kaavoilla

N N
=S Pifl(@), t@) =Y P (), (12.407)
I=1 I=1

missd P ovat yleistetyt kuormat. Kinemaattisesti luvalliselle nopeuskentélle voidaan vas-
taavasti maaritelld yleistetyt nopeudet

pl—/f cvdV + / -vdS. (12.408)

OBy

Té&lldin voidan kirjoittaa virtuaalisen tyon yhtéalo

N
/Uz‘jéia’ dV =) Pip;=P-p, (12.409)
B I=1
missé
PT =[P, P,,....,Py], pl =[p1,p2....pN] (12.410)

Rakenteen myttoehto voidaan nyt lausua yleistettyjen kuormien avulla muodossa

f(P)=0. (12.411)
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AM/M,

N/N,

A

Kuva 12.30 [-profiilin my6téehto.

Jos P on myo6topinnalla ja P* on myotopinnan sisélld, niin plastisen dissipaation mak-
simin periaatteen mukaan
(P—P*)-p>0. (12.412)

Epédyhtalosta (12.412) seuraa, ettd yleistettyjen kuormien P avulla lausuttu myo6topinta
on konveksi ja ettd yleistetyt nopeudet ovat kohtisuorassa myotopintaa vastaan, eli

O

12.41
2D, (12.413)

Esimerkki 12.9 Madritetiadn ohutseindisen I-profiilin mydétioehto.

Merkitdan, etté laippojen pinta-alat ovat A ja uuman korkeus on h. Uuman pinta-ala
otaksutaan nollaksi. Poikkileikkausta rasittavat normaalivoima N ja taivutusmomentti
M. Jannitysresultantteja (yleistettyjd voimia) vastaavat yleistetyt nopeudet ovat kes-
kimAdrdinen (painopisteen) pitenemisnopeus A ja poikkileikkauksen kiertymisnopeus
0.

Laippojen jannitykset ovat

N M

Merkitsemdlla N, = 20, A, M, = 0,,Ah, missi o, on myotojénnitys, laippojen
my6tdehto voidaan kirjoittaa muodossa

<1 (12.415)
My6toehto
N M
M,N S | - 12.41
FOM,N) = maX(N M|’ | N, Mp> 0 (12.416)

on esitetty kuvassa 12.30. My6toehto on mééritetty puhtaasti tasapainoehtojen perus-
teella, joten se vastaa alarajaratkaisua. Méaritetty I-poikkileikkauksen jannitysjakau-
ma on yksikisitteinen, joten kuvan 12.30 my6téehto on samalla todellinen my&toehto,
ja samaan tulokseen pitdd padtyé ylarajalauseen avulla.

Tarkastellaan nopeuskenttéd, jossa toinen laippa pitenee nopeudella 2A, ja toinen laip-
pa ei deformoidu. Télloin keskimééréinen pitenemisnopeus on A, ja poikkileikkauksen

. 92A . .
kiertymisnopeus on 6 = o Otaksutaan A ja 0 positiivisiksi.
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2
Deformoituvan laipan venymisnopeus on 7 missd L on sauvan pituus, ja plastinen
dissipaatio on '
. ) 2A
NpA = O'€pV = UMTAL (12417)

h
Otetaan N referenssikuormaksi, ja lausutaan sen avulla momentti M = aN 5 Talloin

. ) . 2A .
NA+M0:N<A+Q—2]ZT> = N(1+ a)A. (12.418)
Normaalivoiman N ja momentin M yldrajat ovat

M
1+«

(12.419)

Nyh
missd M, = Tp. Normaalivoiman ja momentin yldraja-arviot toteuttavat ehdon

M N
— + — =1 12.42
M, + N, ’ ( 0)

joka on sama kuin edelld alarajalauseen perusteella saatu tulos (positiivisessa neljan-
neksessd). Otaksumalla nopeuskentté, jossa molemmat laipat deformoituvat, saadaan
yleensé yldraja, joka on edelld johdetun myo6topinnan ulkopuolella, paitsi kun laippo-
jen pitenemisnopeudet ovat samat tai yhtdsuuret ja vastakkaismerkkiset.

12.6 Mukautumislauseet useampiulotteisessa jannitystilassa

Kuorman arvoa nolla vastaavat jénnitykset ovat jadnnésjénnityksid, p;j = oj;, joita on
voinut syntyd kuormitushistorian aikana plastisten muodonmuutosten takia.
Jadnnosjénnitykset p;; toteuttavat homogeeniset tasapainoyhtilét (kuorman arvolla

nolla)
Piji = 0, =; € B, (12.421)

kappaleessa B. Kappaleen B reunan osalla 0By, jolla tunnetaan reunavoimat ¢;, toteutuvat

reunan tasapainoehdot
Pijng = 0, x; € 0B;. (124:22)

Kimmoplastisessa kappaleessa kuormia f; ja t; vastaa jénnitystila
Oij = Uiej + pij, (12.423)

missé of; on kuormitusta vastaava kimmoinen jénnitystila (otaksumalla kappale kimmoi-
seksi).
Muodonmuutostila jaetaan kimmoiseen osaan ja plastiseen osaan kuten yksiulotteisessa

tapauksessa
eij = €5 + &b (12.424)

Yksiulotteisen tapauksen kaavan

o = Ee° (12.425)
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yleistyksend jénnitys o;; voidaan lausua yleistetyn Hooken lain avulla muodossa
0ij = Dijmegy,  4,J =1,2,3, (12.426)

missd D;ji; sisdltdd kimmotensorin komponentit.
Esimerkiksi tasojdnnitystilassa vastaava yhteys on matriisimerkinnoin

lop > e
_ 1 0
oy .2 v L 56; (12.427)
Tay 0 0 Vry
2
tai lyhyemmin merkittyné
o = De“. (12.428)
Kimmoinen muodonmuutos on
Dz]kl(jl]
(12.429)
-1
=D;1.(05; + pij),
joten muodonmuutos €;; voidaan kirjoittaa muodossa
€ij = D”kla + Duklp” +ep; (12.430)

Kaavan ensimmainen termi &;; = Dijkloij esittdd kimmoiseksi kuvitellun kappaleen muo-
donmuutoksia annetusta kuormituksesta. Kuvitteellisen muodonmuutoksen &;; kanssa yh-
teensopivaa siirtymaétilaa merkitdan symbolilla u$, ja talloin

1

Koska muodonmuutos € on yhteensopiva siirtyméan w« kanssa ja edelld maaritelty kim-
moisen kappaleen muodonmuutos € on yhteensopiva siirtymén «® kanssa, tdytyy erotuksen
e — € olla yhteensopiva siirtymétilan «” (residuaalinen siirtymétila) kanssa siten, ettéi

) 1
Djhapu + &y = 5 (uf; + ul), (12.432)
u; = uy + uj. (12.433)

Plastinen muodonmuutos e méaarittaa jadnnosjdnnitystilan p ja residuaalisen siirtymaé-
tilan w" jaykdn kappaleen liikettd vaille. Jos p ja p+ p ovat kaksi jédnndsjannityskenttad,
niin virtualisen tyon yhtalosta seuraa

g pij(Dijpprt + €hy) dV = g (pij + ij) (Dyjpprt + €5;) AV

(12.434)
f Pij + pz] Ukl(pk‘l + ﬁkl) + Efj] av = 07
B
joten
/ﬁijDi;llclﬁkl dV = 0. (12.435)

B
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Koska materiaalin kimmoinen joustomatriisi D~ on positiivisesti definiitti, tdytyy olla
voimassa yhtédlo p = 0 ja p on yksikisitteisesti maaritty, kun P on tunnettu. Kaavan
(12.432) perusteella residuaalinen siirtymé «” on jaykin kappaleen siirtymé#é vaille maa-
ratty.

Mukautumislause

Otaksutaan, ettd kimmoplastinen kappale on mukautunut muuttuvaan toistuvaan kuor-
mitukseen, kun kuormat muuttuvat tietyissd rajoissa. Télloin muodonmuutos P pysyy
vakiona maé&rittden vakiona pysyvin jadnnosjannitystilan p siten, ettd kokonaisjénnitys o
ei riko myotoehtoa

fle®+p) <0. (12.436)

Tallaisen jadnnosjannitystilan olemassaolo on vilttdméton ehto mukautumiselle. Se on
myos riittava ehto (Melan, 1938).

Lause 12.3 Rakenne mukautuu muuttuvaan toistuvaan kuormitukseen, jos loytyy sellai-
nen ajasta riippumaton homogeeniset tasapainoehdot toteuttava jainnitystila p* (ei vdltta-
mattd sama kwin jidnndsjannitystila p), joka toteuttaa ehdon

fle®+p*) <0 (12.437)
kaikille ksmmoisena lasketuille jannitystiloille o, kun kuormat muuttuvat tietyissd rajoissa.

Todistus. Tarkastellaan positiivista suuretta
1 -1
Y =5 [0+ 05D kou + pia) av. (12.438)
B
Jos kappale ei ole vield mukautunut toistuvaan muuttuvaan kuormitukseen, niin jaidnnos-

jannitykset p ja suure Y ovat ajasta riippuvia, ja

Y = / (pij + P55) D, i AV (12.439)
B

Koska p ja p* toteuttavat homogeeniset tasapainoyhtalot ja koska e7; = D%,ldpkl + f-:fj
on residuaalisiirtymétilan «” kanssa yhteensopiva, virtuaalisen tyon yhtalostd seuraa

/ (pij + Pi;) (D pprt + €55) AV = 0, (12.440)
B
ja edelleen
Y =- /(pij + pj)é dV = — /(az-j +oy)ern dv, (12.441)
B B

missd p* = o€ + p*. Oletuksen mukaan jannitystila p* ei riko myotéehtoa, joten plastisen
tyon maksimin periaatteen mukaisesti

B

eli Y < 0. Yhtéldisyysmerkki on voimassa, jos plastinen muodonmuutos on nolla. Koska
Y > 0, saavutetaan ennenpitkdd tilanne Y = 0, jolloin rakenne mukautuu toistuvaan
muuttuvaan kuormitukseen.
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Kinemaattinen mukautumislause

Rakenteen mukautumiselle muuttuvaan toistuvaan kuormitukseen voidaan johtaa myds
kinemaattinen kriteeri (Koiter, 1956). Tutkitaan kappaletta B, jonka reunan osalla 0B;
tunnetaan reunakuormavektori ¢ (viiva suureen t piilli merkitsee annettua arvoa) ja jonka
tilavuusvoimavektori on f. Nopeuskenttdd v* vastaa muodonmuutosnopeuskenttd £, ja
vastaava plastinen dissipaatio on D), (€").

Lause 12.4 Rakenne ei ole mukautunut muuttuvaan toistuvaan kuormituksen, jos loy-
tyy kinemaattisesti luvallinen nopeuskentta, joka toteuttaa kappaleen (rakenteen) B reunan
osalla OB, kinemaattiset reunaehdot siten, ettd

/D dV</f v dV+/t v*dV. (12.443)

0B,

Todistus. Epayhtélosta (12.443)ja virtuaalisen tyon yhtdlosta

/afjs';;dv /f v* dV + /t v*dV (12.444)
B 0By
Seuraa
/ ofel dV > / D, (¢)aV. (12.445)
B B

Otaksutaan, ettd rakenne on mukautunut vaihtuvaan toistuvaan kuormitukseen ja siing
on ajasta riippumaton jadnndsjannitysjakauma p. Plastisen dissipaation maksimin periaat-
teen mukaan

Dy(&*)dV > (0 + pij)é; (12.446)
ja
/D dV > /Ufjé?j dV—I—/pZ‘jQJ‘* dV. (12.447)
B

Koska jadnnosjannitykset toteuttavat homogeeniset tasapainoyhtalot ja nopeuskenttd v*
toteuttaa kinemaattiset reunaehdot v* = 0 reunan osalla 9B,,, kaavan (12.447) viimeinen
termi hévidd. Kaavan tulos on ristiriidassa epayhtilon (12.445) kanssa, joten rakenne ei ole
voinut mukautua muuttuvaan toistuvaan kuormituksen.



Luku 13

Tasomuodonmuutostilan yla- ja
alarajaratkaisut

Tutkitaan aluksi kuvan 13.1 esittdméé leimapainetehtévdd. Leimasin (painin) otaksutaan
adrettomén jaykaksi ja lujaksi. Alustan materiaali otaksutaan ideaaliplastiseksi ja kokoon-
puristumattomaksi, t.s. sen tilavuus ei muutu. Madritetddn voima, jolla painin tunkeutuu
alustaan. Taméntapaisten tehtédvien ratkaisuja voidaan soveltaa esim. perustusten suunnit-
telussa ja metallien muokkauksessa seké erilaisissa kovuustesteissd. Tehtévan matematiikka
yksinkertaistuu huomattavasti, jos tarkastellaan vain tasomuodonmuutostilaa.

13.1 Ylarajaratkaisut

Ratkaisussa otaksutaan jokin geometrisesti hyviksyttéva alustan deformaatiotapa eli me-
kanismi, (kuten edelld tehtiin kehien analysoinnissa). Leimapaineen yléraja ratkaistaan
virtuaalisen tyon yhtélostéd. Kéyttamalld virtuaalisten siirtymien tilalla nopeuksia saadaan
virtuaalisen tehon yhtalo

W, = Wi, (13.1)

Kuva 13.1  Leimapaineprobleema (indentation problem).

221
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Kuva 13.2 Alustan erds mahdollinen deformaatiomuoto eli mekanismi.

missd W,, on ulkoinen virtuaalinen teho ja Wy on sisdinen virtuaalinen teho. Esimerkiksi,
jos nopeus voiman F' suuntaan on %, niin ulkoinen teho on

W, = Fu. (13.2)
Sisdinen virtuaalinen teho liukuviivalla on
W, = /mds = /mds, (13.3)

koska liukuviivalla 7 = 7, = k, missd k on aineen myo6toraja leikkauksessa.

Edella aikaderivaattaa on merkitty suureen ylépuolelle asetetulla pisteelld. Esim. tyon
aikaderivaatta on teho. Leimapainetehtévissd aika on kuitenkin kuormaparametrin luon-
teinen suure, koska nyt staattisessa tarkastelussa hitausvoimia ei oteta huomioon.

Esimerkki 13.1 Madritetiadn leimapainetehtivin ratkaisun yldraja otaksumalla ku-
van 13.2 mukainen litketila.

Kuvan 13.2 mekanismin tapauksessa ulkoinen virtuaalinen teho on
W, = %Fbé, (13.4)
ja sisdinen virtuaalinen teho ympyréliukuviivalla on
W, = / m4ds = kb, (13.5)
Virtuaalisen tehon kaavan (13.1) mukaan
%Fbé = kb%0r, (13.6)
mistd seuraa kuorman F yliraja F'* (u = upper bound)

FY = 21kb ~ 6.28kb. (13.7)
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Kuva 13.3 Leikkausvyohyke.

Kuvan 13.2 tapauksessa plastisen muodonmuutoksen otaksutaan tapahtuvan déretto-
mén kapeassa vyohykkeesséd, jota nimitetddn liukuviivaksi. Otaksutaan aluksi, ettd vyo-
hykkeen paksuus h on #érellinen. Leikkausmuodonmuutosnopeus on téllin (kuva 13.3)

[

= 13.
V= (13.8)

missé v on yldpuolisen osan nopeus alemman osan suhteen. Leikkausvyohykkeessé leikkaus-

jdnnitys on myotorajan suuruinen eli
T=7m=k. (13.9)

Siséinen virtuaalinen teho (pituusyksikkod kohti laskettuna) on

(

T"yh:k:[h

] h = ko. (13.10)

Kuvan 13.2 tapauksessa osien suhteellinen nopeus on éb, ja liukuviivan pituus on 7b.
Kaavaa (13.7) johdettaesa jitettiin materiaalin omapaino huomioonottamatta. Maa-

mekaniikan tehtévissd maan oman painon merkitys kuitenkin voi olla huomattava.

Esimerkki 13.2 Madritetdadn painimen rajakuworma vaihtoehtoisella mekanismilla.

Tarkastellaan seuraavaksi kuvan 13.4 mekanismia. Kuten edelld p&iteltiin, sisdinen
dissipaatio (virtuaalinen teho) tapahtuu jaykkien kappaleiden vilissa olevilla liukuvii-
voilla. Otaksutaan liukuviivakuvion kolmiot tasakylkisiksi.

Mekanismin nopeuskuvio on esitetty kuvassa 13.4b. Osien A, B jne. nopeuksia esitté-
vit nopeuskuvion pisteet a, b jne. Kahta pistettd yhdistdva vektori esittdd kyseisten
osien nopeutta toistensa suhteen. Kappale (painin, intender) A liikkkuu nopeudella v
alaspéin (vektori oa). Osan B nopeus on sama kuin A:n nopeus eli a = b. Osan C
nopeutta esittiva piste sijaitsee suorien oc ja bc leikkauspisteessi. Jana bc on saman-
suuntainen kuin osien B ja C vilissd oleva liukuviiva. Samalla tavalla maéritetdin
piste d pisteiden c ja o avulla.

Liukuviivan BC pituus olkoon lp¢ jne. Mekanismin ty6yhtilo (tai tehoyhtdld) on nyt

F v =2{vpclpc + vecolco +veplep + vpolpo bk, (13.11)
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d d
A lvzl
b
a=60° = ~ . y
Qo @ « 1/V3
D /@ l D’/
Yoo \g/ 2/V3
- —
0 1
a,b

Kuva 13.4  Erés mahdollinen mekanismi, a) liukuviivasto, b) nopeuskuvio.

misséd on kiytetty hyvéksi symmetriaa (kerroin 2). Ottamalla huomioon, etté

oc 1
— = — 13.12
= (13.12)
ja
lpc=lco="---=b (13.13)
seuraa tatd mekanismia vastaava rajakuorman yléraja—arvo
1 1
= 2kb( —) = kb ~ 5.77kD, (13.14)

R A Rl kv

miké on noin 8% pienempi F:n yliraja kuin aikaisemmin saatu 2wkb.

Jalkimmaista ratkaisua voitaisiin hieman parantaa ottamalla mekanismin liukuviiva-
kuvion kolmioiden korkeus tuntemattomaksi = ja minimoimalla F'(x) z:n suhteen.

Deformoituvia alueita sisdltdviat mekanismit tasomuodonmuutostilassa

Mekanismi voi koostua paitsi liukuviivoista myos darellisistd deformoituvista alueista. Jayk-

kiplastisen materiaalin tapauksessa Jo-teorian (von Misesin my6toehto, Prandtlin-Reussin

my6tosaantd) mukaan
— JP —
dt’:‘i]’ = dgij = d)\SZ'j,
missa
Sij = 0ij — Pdij

on jannitysdeviaattori ja p on hydrostaattinen paine

3
ngk;

k=1

wIH
W=

p:

Avaruudessa R? eli (z,v, z)- avaruudessa

2 1
de, = gd)\[O’x — §(O'y +0.)],

(13.15)

(13.16)

(13.17)

(13.18)



13.1. Ylirajaratkaisut 225

dey = %d)\[ay - %(Jgg +0.)], (13.19)
de, = ;d)\[az — %(Uy + 0], (13.20)
degy = ANy, (13.21)
dey. = dAry., (13.22)
dey, = ATy (13.23)

Tasomuodonmuutostilassa tasoa (x,y) vastaan kohtisuorassa suunnassa muodonmuu-
tos on nolla eli
de, =0, (13.24)

mistd seuraa kaavan (13.20) perusteella
1
o, = i(ay +05). (13.25)
Téasséd tapauksessa myds hydrostaattinen paine p on
1
p= §(ay +o0y) =0, (13.26)
Tasomuodonmuutostilassa jannitysdeviaattorin komponentit yksinkertaistuvat muotoon
1 1
Se = 50w = oy)y Sy =50y = 02), Say = Tay, (13.27)

Sy. =0, Sp. =0, S. = 0. (13.28)

Tasojannitystilassa puolestaan olisi voimassa

de, # 0, mutta o, =0. (13.29)
von Misesin my6tdehto
1
5535 = K (13.30)
tulee tasomuodonmuutostilassa muotoon
1
5 (SwSe + Sy Sy + SaySay + Syz Sye) = k2 (13.31)
eli 1
1 (02— 0y)’ + 12, = K, (13.32)

missd k on leikkausmydtoraja. von Misesin mydtoehdon tapauksessa on voimassa leikkaus-
ja vetomyotorajan vélilla yhteys
k=o0m/V3. (13.33)

Péaajannitykset ratkaistaan tasotapauksessa ehdosta

det <[ GO Tay D — 0, (13.34)
T:Ey O'y — 0
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Kuva 13.5 Vakiomuodonmuutosalueita.

misté seuraa toisen asteen yhtélo, jolla on kaksi juurta

2
o= T2 \/ <%) 12, (13.35)

2
Tasomuodonmuutostilassa kolmas pédjannitys on (x,y)-tasoa vastaan kohtisuora jénnitys
1
o3 =0, = 5(093 +o0y) =D (13.36)
P&ajinnitysten kaavan perusteella saadaan Trescan myotoehto tasotapauksessa
1
5\01 — oo =k (13.37)

muotoon

1
7 (00— oy)’ + 72, =k, (13.38)

joka on sama kuin von Misesin ehto. Trescan ehdon tapauksessa on voimassa

k= 0m/2. (13.39)

Dissipaatio vakiomuodonmuutosalueessa

Tasomuodonmuutostilassa kokoonpuristumattomuusehto tulee muotoon

Ex +Ey =0. (13.40)
Kuvan 13.5a tapauksessa
v=hle| ja u=Dble, (13.41)
joten v w
= (13.42)

Muodonmuutoskomponentit ovat

ez = le|, gy = —l¢|, (13.43)



13.1. Ylirajaratkaisut 227
h vh
1 -
I I
| |
| |
i
hod | h
| |
| |
| |
o
b
Kuva 13.6 Vakioleikkausmuodonmuutosalueita.
joten ominaisdissipaatio (dissipaatio/tilavuusyksikks) on
d=0,1| — 0, ¢]
=é|(ox — ay) (13.44)
=2klé|.
Kuvan 13.5b tapauksessa on
v = hle|, u=ble|, (13.45)
ja
u/2  b/2
22 _ 7 13.46
9 " (13.46)
Kuvien 13.6a ja 13.6b tapauksissa ominaisdissipaatio on
D = k7. (13.47)

Esimerkki 13.3 Madritetddn painimen rajokuorma deformoituvan alueen sisdltdvdl-
la mekanismilla.

Tarkastellaan esimerkkind kuvan 13.7 mekanismia. Alueessa B on tasainen muodon-
muutos, ja osa C' liikkkuu vakionopeudella. Nopeusjakaumat osien B ja C reunoilla on
esitetty kuvassa 13.7.

Osan B kokoonpuristumattomuuden nojalla

0 ]
s+ Ey = -4+ — =0, 134
ExF+Ey=0 = h+b/2 0 (13.48)
joten
.10,
Merkitsemilld ominaisdissipaatiota symbolilla
d = 2k|é| (13.50)

saadaan alueen B dissipaatioksi

Dp = 2k%bh = 2kblo|. (13.51)
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Kuva 13.7 Deformoituvan alueen sisiltdva mekanismi.
Dissipaatio saumassa BO on
1 102
D = —ukb=—-—k|v 13.52
BO 2uk‘b 1 hk|’U|, ( 3.5 )
saumassa BC . . )
ja saumassa C'O
Dco = kvV2h - V24 = kblo|. (13.54)
Sisdinen dissipaatio on
WS =D =Dp+ Dpo+2Dpc +2Dco
13.55
. L2 ( )
=k[0|(2b + —— + h + b+ 2b)
4 h
eli
: , 102
Ws=klo||5b+h+-— ). (13.56)
4 h
Ulkoinen virtuaalinen teho on kuten edelli
W, = Flo|. (13.57)
Virtuaalisen tehon periaatteen mukaan
W, = W, (13.58)
misté ratkaistaan 2
1
F=k(b5b+h+-—]. 13.59
( vt ) (13.59)
Minimoimalla F:n lauseke h:n suhteen tulee
dF 12 b b
=0 = =0 = 7 eli 5 (13.60)

joten

F“=F (5b + g + g) = 6bk. (13.61)
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Kuva 13.8 Jannitystila kaltevassa tasossa ja Mohrin ympyra.

13.2 Alarajaratkaisut

Mohrin ympyri

Normaalijannityksen ja leikkausjdnnityksen muuttumista leikkaustason kaltevuuskulman
funktiona voidaan seurata Mohrin ympyréssi. Pddjannitysten

2
o1g =2 ;Uy + \/<U“’ . Uy) +72, (13.62)

avulla médritetdan Mohrin ympyrin sidde

1
Ty = 5(01 — 09) (13.63)
ja keskipiste
1
Oy = {5(01—1—02),0}. (13.64)
Trescan ehdon mukaan 1
5(0’1 - 0'2) S k, (1365)

joten valitaan Mohrin ympyrin siteeksi
ry = k. (13.66)

Tasomuodonmuutostilassa von Misesin mydtdehto johtaa samaan tulokseen.
Mohrin ympyrian perusteella saadaan kuvan 13.8 avulla kaavat

or = p — kcos 2, (13.67)
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oy =p+ kcos2p, (13.68)
Tay = ksin2p, (13.69)
missé edelld esitetyn perusteella
1 1 o
p= 5(090 +oy) = 5(01 + 09) (1. invariantti) (13.70)

ja Mohrin ympyrén séide on maksimaalinen (leikkausmydtoraja plastisessa alueessa)
1
k= 5(01 - 02) = Tmax — Tm- (1371)

Otaksutaan jénnitystila tunnetuksi tasossa OA. Sité esittdd piste ¢ Mohrin ympyran
kehélla. Mohrin ympyran napa (joskus konjugaattinapa) P mééritetaan tason O A suuntai-
sen suoran ja ympyran leikkauspisteené. Leikkauksessa OB vallitsevaa jénnitystilaa esittdaa
piste R Mohrin ympyran kehdlld. Piste R maéritetdén piirtamaéalla pisteen P kautta tason

OB suuntainen suora.

Epéijatkuvat jainnityskentit

Alarajaratkaisu voidaan muodostaa otaksumalla kuormitettuun alueeseen (tasomuodon-
muutostilassa) tasapainoehdot ja my6toehdon toteuttava jannitystila.
Homogeeniset tasapainoehdot tasossa

0oy OTuy
_ 13.72
Oy D0y _ (13.73)

ox oy

toteutuvat identtisesti valitsemalla jénnityksille vakioarvot tietyissd osa-alueissa.
Osa-alueiden 1 ja 2 saumassa tulee normaalijannityksen ja leikkausjannityksen olla
jatkuvia. Sen sijaan sauman suuntainen normaalijénnitys o; voi olla epéjatkuva. Kuvan

13.9 Mohrin ympyroiden avulla saadaan ehto

2 2
<Ut1 - Un) yr2 = <0n 20t2) + 72, = k2. (13.74)

Tangentiaalisen jannityksen epdjatkuvuus on

o1 — Org = 4/ k2 — T2, (13.75)

Esimerkki 13.4 Puolitason reunalla on puoliddretdn tasainen kuorma q. Mddrite-
tadan rajakuworma, kun alusta on tasomuodonmuutostilassa ja noudattaa Trescan tai
von Misesin mydtoehtoa.

Tarkastellaan aiemmasta leimapaine-esimerkistd hieman muunnettua tehtivié, jossa
tasomuodonmuutostilassa olevaa puolitasoa kuormittaa puoliddreton tasainen paine

q.
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Kuva 13.9 Epéajatkuvat jannityskentét.
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Kuva 13.10 Puoliddreton tasainen paine puolitason reunalla.

Jaetaan puolitaso alueisiin [ ja II. Alue I on jinnitykseton, ja Mohrin ympyrd [
supistuu pisteeksi origossa. Mohrin ympyra I sivuaa ympyrad I (pistettd) origossa.
Mohrin ympyran I] piste E esittdd jannitystilaa saumassa e, ja siten

q' = 2k, (13.76)

missé indeksi [ tarkoittaa alarajaa (lower-bound). Parempi alaraja saadaan otaksu-
malla my0s alueen [ jannitystila myotorajalle.

Tarkastellaan kuvaa 13.11. Reunalla ¢ normaalijannitys ja leikkausjannitys ovat nollia,
joten ympyré I, jonka side on k, kulkee origon kautta pisteessd C, ja sen keskipiste
on etéisyydelld k. Pddjannitykset alueessa I ovat 0 ja —2k.

Ympyran [ napa Py méiritetddn piirtdméalla C:n kautta tason ¢ suuntainen suora, joka
leikkaa ympyrin pisteessd D eli ympyrén I napa Pr on piste D, joka samalla esittdé
jannitystilaa saumassa d. Nyt myds sauman d suuntainen suora kulkee D:n kautta,
joten D on my6s ympyran I1 napa. Ympyran I7 keskipiste on etiisyydelld (—2k—4k)/2
origosta ja ympyra II sivuaa ympyrdd I pisteessd D, koska normaalijannityksen ja
leikkausjannityksen on oltava jatkuvia vakiojdnnitysalueesta toiseen siirryttiessa.
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Kuva 13.11

4k

Yo

11 4k

Piirretdin navan D kautta tason e suuntainen suora. Se leikkaa ympyrin I pisteessi
FE, joka esittdd jannitystilaa saumassa e ja siten

¢\ = 4k. (13.77)

Vield paremman (suuremman) alarajan saamiseksi puolitaso jaetaan useampaan va-
kiojannitysalueeseen, kuten kuvassa 13.12. Nyt ympyrén 1] side mééraytyy ehdosta

ksin2¢p =rrycos2¢ = rrp = ktan2p. (13.78)

Pisteen F' etdisyys on suurempi kuin edellé saatu 4k. Kuvan 13.12 ympyréad I voidaan
kasvattaa, kunnes ¢ = 22.5° . Talloin kuvan 13.13 perusteella saadaan

¢ = (2+2V2)k ~ 4.83k. (13.79)

Vield parempi tulos saadaan jakamalla puolitaso neljdin sektoriin, kuva 13.14. Moh-
rin ympyré I kulkee origon kautta, koska reunalla ¢ normaali- ja leikkausjdnnitys ovat
nollia. Ympyrin I napa Py 10ytyy piirtamélld pisteen C' (origo) kautta tason ¢ suuntai-
nen suora. Piirtdmélla navan P; kautta tason d suuntainen suora méirdytyy Mohrin
ympyran [ kehallé piste D, jonka kautta kulkee my6s Mohrin ympyra I1. Piirtamélla
D:n kautta sauman d suuntainen suora saadaan paikannettua ympyran I1 napa.

Piirretdin navan /7 kautta sauman e suuntainen suora ja saadaan piste F, joka esittda
jannitystilaa leikkauksessa e. Jatkamalla samalla tavalla saadaan lopulta maéritettya
piste G, joka esittdi jinnitystilaa saumassa ¢ eli kuormitetulla reunalla. Mohrin ym-
pyrikonstruktiosta voidaan nyt lukea tulos

¢ = 5k. (13.80)

Esimerkki 13.5 Painimella, jonka leveys on b painetaan alustaa, joka on tasomuo-
donmuutostilassa ja noudattaa Trescan tai von Misesin mydtoehtoa. Mdadritetddn pai-
nimen plastisen rajakuorman alaraja vakiojannityskenttien avulla.

Adreellisen levyisen leimasinpaineen tai leimasimen tapauksessa ratkaisu konstruoi-
daan samalla tavalla kuin edelld kuvassa 13.14, kuva 13.15. Kolmiossa BCC’ vallit-
see hydrostaattinen jinnitystila. Kuorman kantavat nelji kaistaa, ’sauvaa’, joissa on
Trescan (ja von Misesin) my6toehdon suurin sallima puristusjdnnitys 2k. Eri osien
péddjannitysalkiot on piirretty kuvaan 13.15.

Puolidéreton tasainen paine puolitason reunalla, kaksi Mohrin ympyréa.
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Kuva 13.12 Puoliddreton tasainen paine puolitason reunalla, kolme Mohrin ympyraé.

Esimerkki 13.6 Madritetddn lovellisen palkin momentin plastinen alaraja ja yldraja.

Tarkastellaan lovellista palkkia, jota rasittaa tasainen momenttikuorma. Tutkitaan
sitkedd murtoa ja jatetdin mahdollinen n.s. lovivaikutus huomioonottamatta. Jatté-
mélld loven syvyinen osa palkista jinnityksettomaksi ja jakamalla jéljelld oleva palkki
kahteen osaan I ja Il saadaan kuvan 13.16 perusteella alarajaratkaisu

a® a®

1
- —_ = — = — 2
M' = 1 Om 1 2k 2ka . (13.81)

Ylarajaratkaisu madritetddn esim. kuvan 13.17 mekanismilla, jossa liukuminen tapah-
tuu kahta r-sdteistd ympyréviivaa pitkin. Liukuviivan ADB pituus, nopeus, liukuvii-
van side ja nopeus liukuviivalla ovat

2
lapp = 2ar, r= L, V= Tw. (13.82)
sin «
Sisdinen dissipaatio on
W, = 2kvlapp = 2krw2ar, (13.83)
ja ulkoinen dissipaatio on
W, =2Mw. (13.84)
Virtuaalisen tehon yht&losta
W, =W, (13.85)
seuraa , ,
2 k
M = 2kar? = k——2t e (13.86)

sin® o 2sin” «
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Kuva 13.13 Puoliddreton tasainen paine puolitason reunalla, kolme Mohrin ympyraé,
maksimaalinen keskimméinen ympyra.

Minimoidaan M parametrin o suhteen ja saadaan

dM 1 a-2-cosa
da sin® o sin® o ( )

mistd seuraa
2 =tana = a=067°. (13.88)

Rajakuorman ylédraja-arvo kuvan 13.17 mekanismilla on

MY =~ 0.69ka>. (13.89)

Esimerkki 13.7 Tasomuodonmuutostilassa olevaa kaistaa, jonka leveys on h kuor-
maitetaan painimilla, joiden leveys on b. Mddritetian painimen voiman alaraja, kun
alusta noudattaa Trescan tai von Misesin mydtoehtoa ja painin on ddarettoman jaykkd.

Tasomuodonmuutostilassa olevan h:n levyisen kaistan alarajaratkaisu, kun kaistaa

kuormitetaan b:n levyisilld painimilla, on esitetty kuvassa 13.18. Alarajaksi saadaan

4
pl_ _ 4kb (13.90)

26\
1+(F>

Esimerkki 13.8 Mddritetddn paksuudeltaan muuttuvan korkean tasomuodonmuutos-
tilassa oleva ulokekaistan padssd vaikuttavan kuorman q alarajeratkaisu vakiojinnitys-
alueiden avulla. Kaista noudattaa Trescan tai von Misesin mydtiehtoa.

Korkeudeltaan muuttuvan ulokekaistan alarajaratkaisu on konstruoitu kuvassa 13.20.
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Kuva 13.14 Puoliddreton tasainen paine puolitason reunalla, nelji Mohrin ympyraé.
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Kuva 13.15 Leimapainetehtidvin alarajaratkaisu.
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Kuva 13.16 Lovellisen palkin momentin alarajaratkaisu.
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Kuva 13.17 Momentin kuormittaman lovellisen palkin erds mahdollinen mekanismi

ja alarajaratkaisuun liittyvit Mohrin ympyrét.
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Kuva 13.18 Kaistan kuormitus painimilla.
b A7
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Kuva 13.19 Kaistan leimapaineen alarajaratkaisu.
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Kuva 13.20 Ulokekaistan pddssd oleva pistevoiman alarajaratkaisu.



Luku 14

Liukuviivateoriaa

Tasomuodonmuutostilassa siirtymét ovat tietyn tason suuntaisia, ja muodonmuutokset se-
ké jannitykset ovat riippumattomia tasoa vastaan kohtisuorasta koordinaatista. Tarkastel-
laan tilannetta (x,y)-tasossa. Téll6in

€2 = Yoz =Yy =0 ja Ty, =7y, = 0. (14.1)

Sensijaan yleensa
o, #0. (14.2)

Prandtlin - Reussin (tai Lévyn - Misesin) yhtdloiden perusteella ideaaliplastisen aineen
tapauksessa (luku 12)

eli
2 1
dey = gd)\[ffx - 5(% +0.)], (14.4)
2 1
dEy = gd)\[ay - 5(0':5 + 0z)]7 (145)
2 1
de, = gd)\[az - 5( z oyl (14.6)
Yy = 2d\Tyy. (14.7)
Koska tasomuodonmuutostilassa ¢, = 0, seuraa kaavasta (14.6)
1
o, = 5(035 + 0y). (14.8)
Keskiméiriinen jannitys on nyt myos
1
p= _( x+0'y) = 0z. (14.9)

2

Tasomuodonmuutostilassa von Misesin ja Trescan mydtdehdot tulevat samaan muotoon

(luku 12)

1
Z(O’;D —0,)° + Tgy = k2 (14.10)

missi von Misesin ehdon tapauksessa leikkausmydtoraja on k = o,,/v/3 ja Trescan ehdon
tapauksessa k = 0,,/2, o, on vetomyotoraja.

239
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Tasapainoyhtélot ovat tasotapauksessa

0oy OTuy
= 14.11

OTyy . Ooy
— = 14.12

kun tilavuusvoimat ovat nollia.

Mydétoehdossa ja tasapainoehdoissa on kolme tuntematonta eli 0., oy ja 74,. Jos reu-
nachdot on annettu jannitysten avulla, niin tehtévi voidaan ratkaista pelkistéddn tasapai-
noehtojen ja myodtoehdon avulla. Téllainen tehtdva on staattisesti madratty. Jos sensijaan
tarkasteltavan tasomuodonmuutostilassa olevan kappaleen reunalla on annettu siirtymil-
le tai nopeuksille reunaehtoja, on namé lausuttava jénnitysten avulla ja ratkaisusta tulee
monimutkaisempi.

Tasomuodonmuutostilassa yksi paédjannitys on aina

1
o3 =0, = 5(035 + 0y), (14.13)

ja muut padjannitykset ovat (luku 12)

2
012 = w + \/<%> + 72, (14.14)

Kaavojen (14.9) ja (14.10) perusteella saadaan

o1=p+k, oo=p—kjaos=p. (14.15)

Padsuunta voidaan maarittad kaavoilla

tanf = 22— 90— _Tov (14.16)
Tayy g1 — Uy

Toinen pédsuunta on kohtisuorassa ensimmaéistd pddsuuntaa vastaan. Suurimmat leikkaus-
jannitykset vaikuttavat tasoissa, joiden suunnat puolittavat paddsuuntien viliset kulmat.
Maksimileikkausjéannitykset ovat

1
Tmax = :|:§(01 — 09), (14.17)

ja niitd vastaavia suuntia merkitdan a:lla ja G:lla, kuvassa 14.1. Merkitdén, ettd x-akselin
ja a-suunnan vélinen kulma on ¢.
Kuvan 14.1 perusteella on t&lloin

¢ =60—45° (14.18)
ja
tan 2¢ - (14.19)
a =— . .
" tan 26
Kulma ¢ voidaan méaarittad kaavalla
tan 2¢ = LT (14.20)

2Tey



241

AY 1
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Kuva 14.1 Jannityskomponenttien muuntuminen.
ja
cos26 = T gingg = Ty =) (14.21)
k’ 2k

Edella esitetyt kaavat madrittavit kulman ¢ eli a-viivan ja z-akselin vélisen kulman
plastisen vyohykkeen jokaisessa pisteessid. Maksimileikkausjannityksen suuntiin liittyvié o-
ja (-viivoja nimitetdadn liukuviivoiksi. Koska suurimman ja pienimmén leikkausjannityk-
sen suunnat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, muodostavat a- ja S-viivat ortogonaalisen
verkon. a-viivalla § on vakio ja o muuttuu. Vastaavasti g-viivalla o on vakio. « ja 8 ovat
(yleisessé tapauksessa) kiyriviivaisen suorakulmaisen koordinaatiston parametrej.

Kuvan 14.2a piste P voidaan ilmaista karteesisten koordinaattien (z,y) tai kiyravii-
vaisten suorakulmaisten koordinaattien (a, 3) avulla:

P = P(l‘l,yl) tai P:= P(Oz:g,ﬁg). (1422)

Alkion (do, df) reunalla vaikuttavat jannitykset

1
Taf = 5(01 —o03) =k, (14.23)

1
Oq =03 = 5(01 + 09) =p, (14.24)

missé p on hydrostaattinen paine. Jannityskomponenteille voidaan johtaa yhtédlot paineen
p ja kulman ¢ funktioina tasapainotarkastelun perusteella tai Mohrin ympyrén avulla.
Plastisen vyohykkeen Mohrin ympyrén side on

1
M =k = 5(01—02), (14.25)
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Y=

Kuva 14.2 (o, B)-viivasto ja alkion (dco, df3) jannitykset.

missé
k="Tm (14.26)
on leikkausmydtoraja. Kuvan 14.3 Mohrin ympyréstd luetaan jannityskomponenttien kaa-
vat
0y =p — ksin2¢, (14.27)
oy = p + ksin 2¢, (14.28)
Tyy = k cOs 2¢. (14.29)

Tehd&ddn Mohrin ympyran yhteydessd, mutta vain siiné, seuraava merkkisopimus leik-
kausjannitykselle (kuva 14.3): leikkausjénnitys on positiivinen, jos se kiertdd materiaalial-
kiota myotapéivaéan.

14.1 Henckyn yhtalot

Sijoittamalla jénnityskomponenttien muunnoskaavat tasapainoyhtilihin (14.11) tulee

dp oo . 0p
9 2k(cos 2¢8$ + sin2¢ 8y) =0, (14.30)
op dp . 0P,

Valitsemalla tarkastelupisteessé z- ja y-akseleiden suunnat samoiksi kuin a- ja [-viivojen
suunnat, eli valitsemalla ¢ = 0, saadaan
0 0 0 0

= =_ - =_=_ 14.32
or 0o’ Oy 0f’ (14.32)
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Kuva 14.3 Mohrin ympyré plastisessa vyohykkeessa.

ja kaavat (14.30) ja (14.31) yksinkertaistuvat, kun ¢ = 0, muotoon

Op 99
50~ ko =0, (14.33)
Ip o9
55+ 2k:86 = 0. (14.34)

Havaitaan, ettd koordinaatiston valinnalla (¢ = 0) osittaisdifferentiaaliyhtdlét on saatu
muunnettua tavallisiksi differentiaaliyhtéloiksi, jotka on helppo ratkaista (staattisesti méa-
ratyssi tapauksessa).

Integroimalla seuraa

p —2k¢ = C1 = vakio o — viivalla, (14.35)
p+ 2k¢ = Cy = vakio [ — viivalla. (14.36)

Kaavat (14.35) ja (14.36) johti Hencky vuonna 1923. Jos p ja ¢ on annettu kappaleen reu-
nalla, niin ne voidaan méarittad kappaleen sisillé integroimalla a- ja [-viivoja pitkin. Mi-
kéli reunaehdot siséltévit siirtymid tai nopeuksia, tarvitaan liséksi yhtalot, joista voidaan
ratkaista nopeudet eli nopeusyhtélot.

14.2 Nopeusyhtalot

Prandtlin - Reussin yhtéldiden mukaan tasojédnnitystilassa

1
de, = d)\§(ax —0y), (14.37)

1
dey = d)\§(ay —0z) (14.38)
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ja
dygy = dN2T4y, (14.39)

joiden perusteella saadaan kaava

dey —dey 0y — 0y

= . 14.40
dYzy 2Ty ( )
Muodonmuutosinkrementin sijasta otetaan kiyttoon muodonmuutosnopeus
) deij
gij =, (14.41)

missé t on aika. Hitausvoimia ei kuitenkaan oteta huomioon, joten aika ¢ on kuormapara-
metrin luonteinen suure. Tasotapauksessa

dey _d Ou _ Ovy

— 14.42
dt — dtdx Oz’ ( )
dey, d Ov Ovy
=y _ 2T W 14.4
dt  dtoy 0Oy’ (14.43)

missé v, ja vy ovat z:n ja y:n suuntaiset nopeudet

du . dv

Ve = o da vy = (14.44)
Kaavasta (14.40) seuraa
Ove Oty
oz oy Oy — Oy
= . 14.45
Ovy | Ovy 27y )
Ay ox
Kokoonpuristumattomuusehto (tasomuodonmuutostilassa)
dey +dey =0 (14.46)
tulee muotoon 5 5
Vg Uy
— 4+ —=0. 14.47
ox Ay ( )

Tarkasteltavassa tapauksessa pddvenymien ja padjinnitysten suunnat ovat samat, sa-
moin myo0s maksimileikkausjannitysten ja maksimiliukumien suunnat. a- ja g-viivoja vas-
taan kohtisuorat venyménopeudet ovat (muodonmuutoskomponenttien muunnoskaavojen
tai muodonmuutosten Mohrin ympyréin avulla)

d&‘a de 3 1 1
= P Z(E 4 ég) = =(Ep+ € 14.48
dt dt 2( 1 2) 2( T y)’ ( )
missé piste suureen pailld tarkoittaa aikaderivaattaa. Kokoonpuristumattomuusehdon no-
jalla invariantti
€1+ &2 =0, (14.49)

joten liukuviivojen suunnassa tapahtuu vain liukumaa.
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v

Vo

V=

Kuva 14.4 Nopeuskomponentit.

Tarkastellaan seuraavaksi nopeuksia liukuviivojen suunnissa. Kuvan 14.4 perusteella

johdetaan nopeuksien muunnoskaavat
Uy = Vg COS @ — vgsin ¢,

Vy = Vo SN @ + vg COS @.

(14.50)

(14.51)

Jos valitaan ¢ = 0, niin z-akselin ja a-viivan suunnat yhtyvét, ja kaavoista (14.48) seké

nopeuksien muunnoskaavoista (14.50), (14.51) seuraa

. [ Ovg B
o = <%>M -

ja edelleen

OVq foler 0
O ”ﬂax -
dvg do

8—y + ’Uaa—y =0.

Kun kulma ¢ ldhenee nollaa eli ¢ — 0, niin

9,0 06,9
ox oo’ Oy op’

ja talloin paddytadn differentiaaliyhtdléihin

Wa 09 _
ga  Poa
51}5 8(15 _0
66 86 '

Pitamalla 3 vakiona ensimmaéisesséd yhtalossé ja o toisessa yhtélossd tulee

dve —vgdg = 0 « — viivalla,

(14.52)

(14.53)

(14.54)

(14.55)

(14.56)

(14.57)

(14.58)

(14.59)
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T

Kuva 14.5 Nopeuden muutos a- ja G-viivalla.

dvg + vodp = 0 [ — viivalla. (14.60)

Kaavat (14.59) ja (14.60) ovat Geiringerin yhtélot eli nopeusyhtélot (1930).
Nopeusyhtéaloihin paddytdin myos seuraavanlaisella tarkastelulla. Liukuviivat eivit ve-

ny, joten
vy Jvg
Pa _, 2% _ 14.61
8Sa &Sﬁ ( )
Pituudenmuutosnopeus c:n suunnassa (kuva 14.5) on
(v + dvg — vdd) — va, (14.62)
ja ehdosta
0vgy
— =0 14.63
95, (14.63)
seuraa
dvy —vgdp = 0 o — viivalla. (14.64)
Samalla tavalla johdetaan
dvg +vodp =0 [ — viivalla. (14.65)

Staattisesti méardtyn tehtdvin ratkaisu saadaan Henckyn yht&loistd. Nopeudet voi-
daan sitten madrittdd Geiringerin yhtiloilla, koska d¢ tunnetaan Henckyn yhtéldiden rat-
kaisusta. Staattisesti madrddméttoman tehtédvin tapauksessa ratkaistaan samanaikaisesti
Henckyn ja Geiringerin yhtélot. Ratkaisu on usein hyvin hankala.

14.3 Henckyn teoreemat

Henckyn teoreemoissa tarkastellaan liukuviivojen geometriaa.

14.3.1 Henckyn ensimméiinen teoreema

Lause 14.1 Kahden a-viivan (-viivan) vilinen kulma sdilyy vakiona ac:n (B:n) suuntaan
kuljettaessa (kuva 14.6) eli

¢1 = P2 (14.66)
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A
Kuva 14.6 Henckyn 1. teoreema.
Todistus. a-viivalla AD
pA — 2kda = pp — 2k¢p, (14.67)
G-viivalla CD
pp +2kop = pc + 2koc (14.68)
eli
pc —pa = 2k(20p — 4 — ¢c). (14.69)
(B-viivalla AB
paA +2koa =pp + 2k¢p, (14.70)
a-viivalla BC
pc — 2k¢c = pp — 2kép (14.71)
eli
pc — pa = 2k(dc + da — 2¢p). (14.72)
Kaavojen (14.69) ja (14.72) perusteella saadaan
A — ¢B = ¢p — ¢, (14.73)

miké todistaa oikeaksi Henckyn 1. teoreeman.
Henckyn 1. teoreeman avulla voidaan todistaa kaksi seurauslausetta.
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Henckyn 1. teoreeman seurauslauseet 1 ja 2

Lause 14.2 Kaikki a-viivat ((-viivat) kiertyvdt saman kulman verran siirryttiessd (-
viwalta (a-viivalta) toiselle.

Todistus. Kaavan (14.73) perusteella
¢p — ¢pa = dc — ¢B. (14.74)

Lause 14.3 Jos yksi a-viiva ((-viiva) on suora kahden [(-vitvan (a-viivan) vilissd, niin
silloin kaikki a-viivat (B-viivat) ovat suoria ndiden [-viivojen (a-viivojen) vdlissd. Lisdksi
kyseisten suoran osien (janojen) pituudet ovat samat.

Todistus. Jos esimerkiksi viiva AD on suora, niin silloin

¢p —¢pa =0, (14.75)
ja
¢oc —¢p =0, (14.76)

eli viiva BC' on suora.

14.3.2 Henckyn 2. teoreema

Lause 14.4 «-viiwojen ([B-viivojen) kaarevuussdteet pienenevit suhteessa G-vitvaa (a-viivaa)
pitkin kuljettuun matkaan, kun kuljetaan positiiviseen suuntaan B-vivaa (a-vivaa) pitkin.

Todistus. Merkitdén a- ja S-viivojen kaarevuussiteitd R,:lla ja Rg:lla. Kaarevuussiteet
R, ja Rg mééritellién kaavoilla

L _06 1 _ 9

= = — . 14.77
Ra 88a7 Rﬁ &Sﬁ ( )

Kaarevuusséde R, (R3) on positiivinen, jos kaarevuuskeskipiste on kasvavan sg:n (s4:mn)
suunnassa. Tarkastellaan kuvan 14.7 infinitesimaalisen ldhekkiisid liukuviivoja, jotka ra-
jaavat liukuviivastosta infinitesimaalisen alkion As, ja Asg. Kuvan 14.7 perusteella

R,AY = Asg, (14.78)
—RpgA¢ = Asg. (14.79)
Viiva-alkion As, derivaatta (§-viivalla on

0 (Ro — Asg)A¢" — Ry,AQ"

a—sﬂ(RaAgb”) ~ Ass —-A¢". (14.80)
Koska A¢” kahden (-viivan vililla on vakio, saadaan
%f;‘ = -1, (14.81)
ja samalla tavalla johdetaan
0B _ ;. (14.82)

054
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Kuva 14.7 Henckyn 2. teoreema.

14.4 Liukuviivaesimerkkeji

14.4.1 Liukuviivaviuhka

Henckyn 1. kaavan

p—2k¢ =Cy (o — viivalla) (14.83)

perusteella p on vakio a-viivalla, koska ¢ on vakio. Henckyn 2. kaavan

p+2ké = Cy (B — viivalla) (14.84)

Kuva 14.8 Liukuviivaviuhka.
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Kuva 14.9 Tasainen jannnitystila.

perusteella p muuttuu lineaarisesti S-viivaa pitkin, koska ¢ muuttuu lineaarisesti (3-viivalla.
Keskimédrédinen jannitys p on vakio viuhkan siteen suunnassa ja muuttuu lineaarisesti

kulman ¢ mukana. Jénnitykset saadaan kaavoista
o1=p+k, oa=p—Fk, o3=p (14.85)

Viuhkan keskipiste on singulaarinen piste.
Liukuviivaviuhkan tapauksessa kulma ¢ on vakio sidteen suunnassa eli a-viivan suun-

nassa. Télloin nopeus v, on vakio a-viivan suunnassa eli v, = v,(¢). Geiringerin nopeusyh-

taloista
dve, —vgde¢ = 0, (14.86)
dvg + vodp =0 (14.87)
seuraa tassi tapauksessa
Vo = vy = —f'(9), (14.88)
vg = vy = f(¢) + g(r), (14.89)
missi
{ORE (14.90)

ja f(@) ja g(r) ovat mielivaltaisia funktioita (integroimisvakioita), r on etiisyys origosta,
¢ on z:n ja a:n vilinen kulma. Jos f(¢) = 0, niin kaavat (14.88) ja (14.89) esittévit
pyorahdysliiketta origon ympéri.

14.4.2 Tasainen jannitystila

Jos jannitystila on tasainen tarkasteltavassa alueessa, niin liukuviivat ovat suoria ja muo-
dostavat suorakaideverkon. Tasaisen jannitystilan alueessa kulma ¢ on vakio kaikkialla
ko. alueessa, ja Geiringerin yhtéloistéd seuraa

Vo = Ua(f), vg =vg(), (14.91)
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Kuva 14.10 Leimapaineprobleema, Prandtlin ratkaisu.

jotka ovat mielivaltaisia funktioita. Tapaus vo = va(3), vg = 0 vastaa liukumaa a-viivan
suunnassa. Tapaus v, = 0, vz = vg(a) puolestaan vastaa liukumaa [-viivan suunnassa.
Yleinen tapaus (14.91) saadaan superponoimalla kaksi mielivaltaista liukumaa annetuissa
suunnissa. Yksinkertaisen leikkauksen (leikkausmuodonmuutoksen) tapauksessa ¢ = vakio
suorilla liukuviivoilla, ja nopeus on vakio jokaisella suoralla viivalla.

14.4.3 Leimapaineprobleema

Tarkastellaan kuvan 14.10 kitkatonta paininta (leimasinta), jonka leveys on 2b ja joka pu-
ristaa tasomuodonmuutostilassa olevaa ideaaliplastista puoliavaruutta (myos leimasimen
mitta (z,y) tasoa vastaan kohtisuorassa suunnassa on ddretén). Tehtévin seuraavan rat-
kaisun on esittdnyt Prandtl.

Vapaalla reunalla reunaehdon perusteella kohtisuora jénnitys on nolla, samoin leik-
kausjannitys. Vapaaseen reunaan liittyvissd alueissa (kolmioissa) BDE ja AFG voi olla
padjannitysalkiossa Trescan (von Misesin) myotéehdon mukaisesti jénnitykset

oy =0, Tpy=0, 0, ==%2k. (14.92)
Valitaan
o = —2k. (14.93)
Tallsin kolmioissa BDFE ja AFG

o1 =0, o9=—-2k. (14.94)

Nyt voidaan padtelld a-viivan suunta: op:n suunnasta (y-akselista) 45° myotépéivadn,
ks. kuva 14.1.
Kolmiossa BDE

1
p=5lo1+on)=—kja 6=, (14.95)

misséd ¢ on x-akselin ja a-viivan vélinen kulma. Kolmion BDE «a-viivoilla

p — 2k = vakio = Ch eli —k — 214:(%) = (. (14.96)
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Kuva 14.11 Prandtlin ratkaisun nopeuskentta.

Kolmiossa ABC' paine p on tuntematon ja ¢ = —m/4. Kolmion ABC' a-viivoilla

p — 2k = vakio = C} eli p— Qk(—%) = (. (14.97)
Koska a-viivalla
p—2k¢ =vakio = C1=0Cy, (14.98)
saadaan 1 1
P+ §7Tk =—k— §7rk = p=—(1+n)k. (14.99)

Jannityskomponenttien muunnoskaavojen tai Mohrin ympyrén avulla saadaan lopuksi
oy =—km, oy =—-k(2+m) (14.100)

kolmiossa ABC, joten rajakuorma on
F, = 2bk(2 + ) ~ 5.14(2bk). (14.101)

Nopeuskentté ratkaistaan Geiringerin yhtiloiden avulla. Jos leimasin liikkuu nopeudel-
la v alaspéin (y:n negatiiviseen suuntaan), niin alue ABC' liikkuu samalla nopeudella v.
Alueessa AC' FG nopeudet ovat

Vo =0, vg= % (14.102)
koska o
Va = =g VB = f(@)+g(r)ja f(¢)=0. (14.103)

Alue ACF liikkuu nopeudella v/+/2 ulospiin, ja alue AGF liikkuu viivan F'G suuntaan
nopeudella v/v/2. Saumassa AC tangentiaalisella nopeudella on siten ep#jatkuvuus v/v/2,
mutta normaalin suuntainen nopeus on tietenkin jatkuva.

Kuvassa 14.12 on esitetty liukuviivaratkaisun liukuviivastoa jdljittelevdn mekanismin
liukuviivasto seké siihen liittyva nopeuskenttd. Nahdidn, ettd viuhkan viivastoa tihenta-
maélld padadytdan liukuviivateorian ratkaisuun. Edelld saatu ratkaisu on tarkka, koska seké
Henckyn ettd Geiringerin yhtélot toteutuvat.
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Kuva 14.12 Prandtlin ratkaisua vastaava mekanismi.
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Kuva 14.13 Hillin ratkaisu.

14.4.4 Hillin esittdmaéi ratkaisu leimapainetehtéiville

Hillin esittdméssé ratkaisussa leimapainetehtaville liukuviivasto on kuvan 14.13 mukainen.
Ratkaisu etenee samalla tavalla kuin Prandtlin ratkaisu edelld. Liukuviivakuvion kolmiossa

ABC
T . T
¢ = P 2k(——

Kolmiossa BDFE
¢:%7 UI:_Qku O'yZOja p:_k7

ja a-viivalla

p— 2k = —k—Qk% — C = vakio.

Kolmioiden ABC' ja BDE a-viivoilla C' on sama, joten

p—i—gk:—k—gk = p=—k(l+m)

4) =C « — viivalla.

(14.104)

(14.105)

(14.106)

(14.107)
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Kuva 14.14 Hillin ratkaisun Mohrin ympyra.

Jannityskomponenttien muunnoskaavoista kolmiossa ABC seuraa
o, =p—ksin2¢ = o, =—k(l+7)—k(-1)=—kn, (14.108)

oy =p+ksin2¢ = o,=—-k(l1+7)+k(—-1)=—-k2+mn), (14.109)
y y

joten rajakuorma on (sama kuin edelld Prandtlin ratkaisussa)
P, = 2bloy| = (2 + 7)20k ~ 5.14(2bk). (14.110)

Mohrin ympyréin avulla paatelladin myos:

p=—k—kn, (14.111)
o1=p+k=—-k—kr+k=—km, (14.112)
oo=p—k=—-k—kr—k=—-k(2+m). (14.113)

Nopeusyhtilot

Viivalla AB kohtisuora nopeus on v ja saadaan yhteensopivuusyhtilé (kuva 14.16)

V2 V2

5 5 U=V F Ve Ug= V2u. (14.114)

Viivalla AC reunaehdon perusteella vg = 0.
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Kuva 14.15 Hillin ratkaisun liukuviivasto.

Kuva 14.16 Nopeuskomponentit viivalla AB.

Kolmiossa ABC' d¢ = 0 ja télldin Geiringerin yhtélosté
dvg +vadp =0 3 — viivalla (14.115)

seuraa
dvg =0 B—viivalla = v3=0 = v,=12v, (14.116)

missé viimeinen yhtilé on seuraus aiemmasta yhteensopivuusehdosta (14.114).
Sektorissa BC'D nopeus v, on jatkuva, joten

Vo = V2v viivalla BC. (14.117)
Samoin nopeus vg on jatkuva sektorissa BCD, joten
vg =0 viivalla BC. (14.118)

Reunaehdon perusteella viivalla C'D nopeus vg = 0, ja kahden edellisen ehdon perus-
teella nopeus vg on nolla sektorissa BCD.
Edelld esitetyn perusteella
Vo = V20 (14.119)

viuhkassa BC'D. Kolmiossa BDFE nopeus v, on jatkuva, joten siell§
Vo = V20, vz =0. (14.120)

Hillin ratkaisussa nopeus viivalla BC' on jatkuva. Nopeusjakauma on esitetty kuvassa
14.17

Kuvassa 14.18 on esitetty Hillin liukuviivakuviota jéljittelevd mekanismi ja siihen liit-
tyvd nopeuskuvio.
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Kuva 14.17 Hillin ratkaisun nopeusjakauma.

Kuva 14.18 Hillin ratkaisua jiljittelevd mekanismi ja siihen liittyvd nopeuskuvio.

14.4.5 Sarodllinen vetokappale

Tasomuodonmuutostilassa olevaan kappaleeseen on tehty symmetrisesti sarot. Sardjen poh-
jien vélisen ehjén osan leveys on 2h. Kappale otaksutaan niin levedksi, ettd sithen mah-
tuu kuvan 14.19 liukuviivakuvio. Méaéritetddn rajakuorma liukuviivateorialla otaksumalla
murtuminen sitkedksi. Ratkaisu muistuttaa ldheisesti Hillin ratkaisua leimasintehtéville.

Liukuviivakuvion kolmiossa ABO

0o =2k, 0y=Tpy=0 = p=k ja p=—— (14.121)

Za

missé nyt on valittu plus-merkkinen jannitys 2k z:n suunnassa. Henckyn kaavan (14.36)

Y
B C
&}
A o 0 D e
- = L—
2k 2k B _>/
Ne—1

Kuva 14.19 Sérollinen vetokoekappale.
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Kuva 14.20 Sérdllisen vetokappaleen Mohrin ympyra.

mukaan (-viivalla

p+2%ke=C = k+2k(—%) =C. (14.122)
Kolmiossa OC'D paine p on tuntematon, mutta tiedetdén, etta
3
6=—om (14.123)
ja
p+2k¢=p— ;kﬂ' =C [ — viivalla. (14.124)
Kaavojen (14.122) ja (14.124) perusteella
3 us
p—ilm:k—gkz = p=k+kr=k(1+m). (14.125)
Jannityskomponenttien muunnoskaavoilla tulee
o, =p—ksin2¢ = k(1 + ) —ksin(—gﬂ) = km, (14.126)
oy=p+ksin2¢p =k(1+7)+k=Fk2+m). (14.127)

Mohrin ympyran perusteella saadaan nyt
o1 =k+kr+k=k?2+mn), (14.128)

o9 =k+kr —k = km, (14.129)

ja Mohrin ympyréan keskipiste on

O := {k(1+7),0}. (14.130)
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Kuva 14.21 Sérollisen vetokappaleen liukuviivasto ja nopeus viivalla AO.

Nopeusyhtélot. Viivalla C'D normaalinopeus v, on jatkuva, mutta tangentiaalinen
nopeus vy on epijatkuva, ja epijatkuvuus on v/v/2.
Kolmiossa ODC on vakiojinnitystila ja

Vo = va(6), vs =vg(a), (14.131)
(14.132)

kun vetonopeus on v.

Symmetrian nojalla OD:n normaalin suuntainen nopeus on nolla eli

V2 + V2 0 = Y
— Vo + Vg = Vg = —Vq = 7
2

14.133
Kun rajakuorma saavutetaan, niin kolmio O DC' alkaa liikkua nopeudella v O D:n suuntaan.

Viuhkassa OBC' nopeus v, on vakio jokaisella a-viivalla. Nopeuden v, kaavaksi p&a-

telladn
Vo = vsin ¢, (14.134)
koska se toteuttaa ehdon
Vo = —v, kun ¢ = —g. (14.135)
Integroimalla S-viivaa pitkin
dvg + vodg = dvg 4+ vsin ¢pdg = 0 (14.136)
saadaan
vg —vcos ¢ = C' = vakio. (14.137)
Viivalla OC 5
o= ™ (14.138)

ja kolmiossa OC'D
(14.139)
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joten kaavasta (14.137) seuraa

3 .
— - COS(—ZTF) = (' = vakio, (14.140)
ja voidaan paditelld, ettd

vakio = C' = > v =/2v, (14.141)

ja ratkaista nopeuskomponentti
vg = v(cos ¢ + V/2). (14.142)

Viivalla OB

V2 3v2

o= _% ja vg = v <7 + \/5) = T'Ua (14'143)
2
Ve = vsin (—%) - —%v. (14.144)
Kolmiossa ABO /3

2 2 1 3
Uy = —71101 + 77),6 = 57) + 57) = 27}7 (14145)

2 2 1 3
,U$ — %’Ua _|_ %Uﬁ — _51) _|_ 51} — ’U, (14146)

eli kolmio ABO liikkuu nopeudella v z:n suuntaan ja nopeudella 2v y:n suuntaan. Kdyrin
ABCD tangentin suuntainen nopeus on epajatkuva.
Tehtéaville saadaan helposti alarajaratkaisu otaksumalla 2h:n levyiseen vyohykkeeseen
jannitystila
oy =2k, 0, =Ty =0. (14.147)

Talloin rajakuorman alarajaksi tulee
F, = 4kh, (14.148)

kun sérdjen vilisen ehjan osan leveys on 2h.

14.4.6 Lovellinen vetokappale

Tasomuodonmuutostilassa olevaan kappaleeseen on tehty symmetriset lovet. Lovien vélisen
kannaksen leveys on h, ja kappaleen leveys H otaksutaan riittdvin suureksi.

Tutkitaan liukuviivateorialla kappaleen vetovoiman plastista raja-arvoa otaksumalla
murtuminen sitkedksi. Kuvan 14.22 liukuviivakuvion kolmiossa BC'E

o1 =2k, 00=0 = p=k, (14.149)
¢ = —(w&). (14.150)

[-viivalla

p+2kp =C =vakio = k+2k(-—y—-)=C. (14.151)
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Kuva 14.22 Lovellinen vetokappale.

Kolmiossa ABD paine p on tuntematon ja

6= —%r, (14.152)
3 ..
p+ 2k <_Z7T> =C [ — viivalla. (14.153)

Kaavojen (14.151) ja (14.153) perusteella saadaan

3

p= 7k+k—2ky—gk::k(l+7r—2fy). (14.154)

Jannityskomponenttien muunnoskaavoilla tulee lopuksi

0y =p—ksin2¢ = k(1 4+ 7 —2vy) — ksin (_3;) = k(m — 27), (14.155)

3
oy =p+ksin2¢ = k(1 +7 —2v) + ksin (—;) =k(2+ 7 —2y), (14.156)
Tay = 0. (14.157)

Rajakuormaksi saadaan
F, =hoy, =kh(2+ 7 —27). (14.158)

Nopeusyhtilot. Kuvan 14.23 kolmiossa ABD viivaa AB vastaan kohtisuora nopeus
on nolla. Kohtisuoraa nopeutta koskevan ehdon perusteella paitelldan, etté

vap =0 = =0, (14.159)

Yo . Y6
V2 V2
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Kuva 14.23 Lovellisen vetokappaleen liukuviivasto ja nopeus viivalla AD.

josta seuraa

Vg = —Uq Ja Vo =

v
v = ——. 14.160
vg 7 ( )

5

Viivalla AD tangentiaalisen nopeuden epéjatkuvuus on vy/2. Nopeuskomponentti vg
on jatkuva viivan BD yli. Viivalla DFE

Vo = vsin(—o). (14.161)

2
Kun ¢ = —%7‘(’, niin v, = gv.
Geiringerin yhtélostd dvg + vade = dvg + vsin(—¢)d¢ = 0 viivalla 3 ottamalla huo-

mioon, ettd viivalla DB vg = —v/1/(2) ja ¢ = 57/4, saadaan nyt integroimalla

Yy [ sin(a)as
vg=——=— sin(—
’ \/§ 5m/4
¢
v
=———v / cos(—0)
V2 sap (14.162)

v 1
=5 v(cos ¢ + ﬁ)

=—v(v/2 + cos ¢).
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Samaan lopputulokseen pdiddytddn myds integroimalla

v T sin(-0)d0
Vg =——= — sin(—
\/§ —3m/4
—¢
v
=———v / cos(f)
V2 s (14.163)
1
:—% —v(cos ¢ + E)
=—v(v/2 + cos ¢).
Nopeus vg on jatkuva viivan BE yli, joten viivalla BE
vg = —%(2+cosy—sin7). (14.164)
B-viivalla Geiringerin yhtalosta
dvg + vadd =0 (14.165)
seuraa nyt
dvg + v(sin(—¢))d¢ = 0, (14.166)
ja sen perusteella saadaan edelleen
vg +vcos(—¢) =C eli vg+vcosgp=C. (14.167)
Kun ¢ = —37/4, niin
v LA LA v cos( 5 )=C (14.168)
o I ——7) = . .
TV V2 1
Vakion C arvoksi saadaan
v v
C=—-re— =02, 14.169
N ( )
ja nopeuskomponentti vg on
vg = —vV2 — v cos ¢. (14.170)
Viivalla BE:
p=—v— % = wvg= —vﬁ—vcos(v—k%) (14.171)

T, G
= vg=—v 2—v(cosycosz—sm'ysmz)

2
=—vV2 —v%(cosv—sinfy) (14.172)

:—L(2 + cosy — sin~y).

N
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Kuva 14.24 Penkere.

Viivalla BE:

¢:—7_% (14.173)
ja
. . T
Vo =vsin(—¢) = v, =vsin(y + Z)
si cos(ﬂ)—i-cos si (7r)
=vsin — in(—
v cos(7 ysin( (14.174)
75 (siny +cos )
=——(sin~y 4 cos ).
NG Y v
Nopeus v, on jatkuva viivan C'E yli, joten C'E:1l&
Y (sin~y 4 cos 7). (14.175)

Vo = —=
(67 \/é

Nopeudet v, ja vg ovat vakioita kolmiossa BC'E. Tangentiaalinen nopeus on epéjatkuva

viivoilla DF ja EC'. Nopeus pisteessid B on singulaarinen.

14.4.7 Penkereen rajakuorma

Ratkaistaan tasomuodonmuutostilassa olevan penkereen rajakuorma liukuviivateorialla ku-
van 14.24 liukuviivakuviolla. Kolmiossa ABO:

1

01=0, oo==-2k = p= 5(01 + 02) = —k, (14.176)
T T T

¢_—(§+7—Z)_—Z—7. (14.177)

Kolmiossa OC'D paine p on tuntematon, mutta

s

o=-(3-0-3) =T+~ (14.178)
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TBa = k
a
-
k
d|o2 c|o1 g
—q —q+ 2k
p
/6
' k o— p
/
Tap = —k k k
-
P —
\P
«
Kuva 14.25 Penkeretehtévin Mohrin ympyré.
Henckyn kaavan (14.36) mukaan [(-viivalla
p + 2k¢ = vakio, (14.179)
joten
3
o+ 2k (—%—7) = p+2k <7—f>. (14.180)
Paineen p arvoksi lasketaan
T 3
= 2%k [ =2 —~ — o
p=—k+2k ( 17 + 1 )
1
=k +2k (—27 - §7r> (14.181)
=—k+ km — 4k~.
Péajannitykset ovat
o1 =p+k=kn—4ky, (14.182)
02:p—k:—2k+k7r—4kv:—2k<1+27—g), (14.183)
ja rajakuorma on
gy = —02. (14.184)

Kun kulma v = 7/4, niin alue OBC supistuu viivaksi. Kun v < 7/4, niin ratkaisu on
toisen tyyppinen.



Luku 15

Plastisuusteorian soveltaminen

laattoihin

Tarkastellaan ja kerrataan aluksi ohuen laatan teorian yht&loitd. Ohuen laatan teoriassa

eli Kirchhoffin laattateoriassa jatetddn laatan poikittaiset leikkausmuodonmuutokset huo-

mioonottamatta. Homogeenisen ohuen laatan tapauksessa ja myds ohuen terésbetonilaatan

tapauksessa téistd aiheutuva virhe on yleensd merkityksettoméan pieni.

15.1 Laatan kinemaattiset yhtalot

Ohuen laatan (Kirchhoffin) teorian johtamisessa otaksutaan, etté:

1. Laatan taipuma w on pieni eli w < h (h on laatan paksuus).

2. Laatan keskipinta ei veny.

3. Laatan keskitason normaalit sdilyvét suorina ja keskitason normaaleina deformoitu-

neessa tilassa (Kirchhoffin otaksuma).

Kirchhoffin otaksuman perusteella ja kuvan 15.1 avulla johdetaan z-akselin suuntaiselle

siirtymalle kaava

ow
U= —2Wy = —2—.
’ ox
Vastaavasti y-akselin suunnassa
. Ow
v = —zw,y = —Za—y.

Kaavojen (15.1) ja (15.2) avulla johdetaan muodonmuutoskomponentit

0
Ex = _u = —R2W gz,
ox ’
ov
Ey = 8_y ZW gy
ou  Ov
’YIy:a_y—’_%: Qway

(15.1)

(15.2)

(15.3)
(15.4)

(15.5)
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u= —zwﬁm\

Kuva 15.1 Laatan koordinaatisto ja siirtymé& z:n suuuntaan.

15.2 Tasapainoyhtalot

Maéaritelldédn ensin resultantit, taivutusmomentit ja viddntomomentti

h/2 h/2 h/2
My = / 2o,dz, my = / zoydz, Mgy = / 2Tpydz, (15.6)
—h/2 —h/2 —h/2

ja sitten leikkausvoimat

h/2 h/2
Qe = /szdz, qy = /Tyzdz. (15.7)
—h/2 —h/2

Kuvan 15.2 perusteella johdetaan tasapainoyhtalot

%—l—%—qj—i-p:& (15.8)

& = g+ T, (15.9)

gy = aa—TZy + %. (15.10)

Sijoittamalla kaavat (15.9) ja (15.10) laatan pystysuoraan tasapainoehtoon (15.8) tulee
Oy | o may | Oy +p=0. (15.11)

Ox? Oxdy Oy?

Kirchhoffin laattateoriassa reunalla, jota pitkin kulkee koordinaatti s, maéritelladn kor-

vikeleikkausvoima
OMiys

0s

Up = Qn + (15.12)
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Y dx
Kuva 15.2
Kuva 15.3 Korvikeleikkausvoimaan ¢,, tuleva osuus ® véaintomomentista.
S
Leikkausvoima ¢, yhdistetdan kuvan 15.3 perusteella vidntomomenttiin
0
vpds = qnpds + Mons 1 (15.13)
ds
eli
Omns 8mn amns
= = 2 . 15.14
Un =t 0s on * 0s ( )
Reunalla = = vakio korvikeleikkausvoima on
omy Omey
= 2 Y 15.15
=, T2 5, (15.15)
ja vastaavasti reunalla y = vakio
omy omy,
=442 15.16
Uy 8y + or ( )

Vapaasti tuetun laatan suorakulmaiseen nurkkaan syntyy kuvan 15.4 mukaisesti voima

R = —2my,,. (15.17)
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m
——dx)dx Y
My
Kuva 15.4 Nurkkavoima.
|
I My
Lz -
y p— —— i
. - my -« 0z
mm, My
P S T - 21
e P - Ty e
- - > -
- - - T, . _
e ] - ve | - My my = [z, dz
- m o ey
Phd Y Y . _
- Ve . - May = [ 2Tgy dz
- Yz

Myy = [ 27ys dz

my = [ zo,dz
Kuva 15.5 Téaysplastinen jannitysjakauma.

15.3 Myotoehto

15.3.1 Homogeeninen isotrooppinen laatta

Otaksutaan laattaan kuvan 15.5 mukainen jénnitystila. Jannitysresultantit ovat kuvan 15.5

jannitysjakaumalla
h/2
h2

My = / 20.dz = sz,
—h/2
h/2 o
my = / zoydz = O'yz,
—h/2
h/2 2
Mgy = / 2Trpydz = Ty -
—h/2

Isotrooppisen plastisen aineen tapauksessa myotojannitykset ovat

Omz = Omy = Om.

(15.18)

(15.19)

(15.20)

(15.21)
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Kuva 15.6 Laatan poikkileikkaus.

von Misesin myotoehto tasojénnitystilassa on

0 — 050y + 0, + 37, = 0. (15.22)

Kertomalla ehto (15.22) tekijalld (h?/4)? tulee

mi — mpmy +m; +3m2, = m;, (15.23)
missa
h2
My = Om (15.24)

on myotémomentti. Trescan myotoehdosta
max{|o1], |02, [01 — 02|} = o, (15.25)
seuraa momenttien avulla lausuttu laatan myotoehto

max{|mil, [mal, [m1 —mal} = my,. (15.26)

15.3.2 Terédsbetonilaatan my6toehto

Plastisuusteoriaa voidaan soveltaa myos terdsbetonirakenteisiin, jos niilld on riittéva muo-
donmuutoskyky (esim. rotaatiot nivelissd). Terdsbetonilaatat ovat ldhes aina aliraudoi-
tettuja (raudoitusméédrd harvoin yli 1%), ja niilld on siten riittdvd muodonmuutoskyky
(rotaatiokapasiteetti myotoviivoilla taivutuksessa) plastisuusteorian menetelmien sovelta-
mista varten.

Tarkastellaan yhteen suuntaan raudoitettua laattakaistaa. Raudoituksen poikkipinta-
ala pituusyksikkod kohti on Ag, = As. Taysplastisen tilanteen jinnitysjakauma on kuvan
15.6 mukainen. Tasapainoehto z:n suunnassa on

Asfy = afC7 (15.27)

missd f, on terdksen myotoraja ja f. on betonin puristuslujuus. Madritelldén raudoitusaste

Asf,
o= Y. 15.28
i, ( )
Talloin on
% S (15.29)
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Kuva 15.7 Jannitystila ja muodonmuutostila terdsbetonilaatan poikkileikkauksessa.

Poikkileikkauksen mydtémomentti on
1 1 1 9
my = Agfy(d — Qa) =(1- §¢)Asfyd =(1- §®)<I>d fes (15.30)

missé kerroin (1 — 0.5®) on ldhes vakio pienen raudoitusméirin tapauksessa. My6tomo-
mentti on tilldin verrannollinen raudoituspinta-alaan Ag.
Jannitystilaa vastaava muodonmuutostila leikkauksessa x = vakio on

s = Klz + (3h — a)], (15.31)

gy =0 ja vy =0, (15.32)

missé x on laattakaistan kdyristymaé.

Ylédpinnan puristusraudoitus lisid momenttikapasiteettia, mutta vain hieman pienen
puristusraudoituksen tapauksessa. Momenttikapasiteetti terdsbetonilaattakaistan mielival-
taisessa leikkauksessa suunnassa « (kuva 15.8) saadaan ehdosta

Lmp = my, cos ol cos o (15.33)

eli
Mpa = My COS~ Q. (15.34)

Ortogonaalisen raudoituksen tapauksessa

s
_ 2 2 (N
Mypa, =Mpg: COS™ QL + My COS ( a)

2 (15.35)
=My cos? o + Mpy sin? a,
ja vadntomomentti my, on (kuva 15.9)
Mya = (Mpy — Mypy) sin acos a. (15.36)
Isotrooppisen raudoituksen tapauksessa
Mpg = Mypy = My, (15.37)

Mpa = My, (15.38)
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L cosa
mp
(6%
/ )
Kuva 15.8 Momentti mielivaltaisessa leikkauksessa.
Mya = 0. (15.39)
Jos raudoituksia on useita, niin
Mpa = My cos” (15.40)
i

Mpa = —me sin o; cos ;. (15.41)

2

Kun a1 = a ja ag = m/2 — a, niin saadaan erikoistapauksena ortogonaalinen raudoitus.
Olkoon ylapinnan raudoitukseen liittyvé negatiivinen momenttikapasiteetti mJ’D. Orto-
gonaalisen raudoituksen tapauksessa suuntiin x ja y liittyvit kapasiteetit olkoot m;n ja

/ x
//\ «
\\n Mpz .
pT
~~——————
Mpy

Kuva 15.9 Ortogonaalinen raudoitus.
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My
my
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_>
dssin o

Kuva 15.10 Momentti leikkauksessa a.

m;y. Talldin

= m/, cos® a + m, sin? a. (15.42)

!/

Mpa px

Y

Kuvan 15.10 perusteella johdetaan momentille leikkauksessa o lauseke

My = My COSZ o + my sin? o + 2my,y sin a cos a. (15.43)
Asettamalla
Mo = Mpa (15.44)
saadaan
My cos® o + My sin? o + 2Mzy SIn @ COS Qv = My cos® o + My sin? o, (15.45)
josta seuraa ehto
—(Mpz — my) cos® o — (Mmyy — my) sin® a + 2my, sin a cos a = 0, (15.46)

mistéd saadaan edelleen yhtilo
—(Mpe — M) — (Mpy — my) tan® a + 2my, tana = 0. (15.47)

Derivoimalla ehto
Mpa = Mg (15.48)

saadaan ensin

1
—(mpy — my)2tan . — =0, (15.49)
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ATy
D Mpy C
[0) My Mpa
A — My B
Kuva 15.11 Terésbetonilaatan myotoehto.
mistd ratkaistaan edelleen
m
tanaq = ——2—. (15.50)
Mpy — My
Sijoitamalla kaava (15.50) yht&loon (15.47) tulee
m2 2m?2
_(mpx - mx) - 2 + 2 =0 (15'51)
Mpy — My Mpy — My
eli
—(Mpa — mg)(Mpy —my) +m3, = 0. (15.52)
Asettamalla vaatimus
M = My, (15.53)
saadaan samalla tavalla kuin edelld ehto
—(mj,, + mg)(my,, +my) +m2, = 0. (15.54)
Kaavat (15.52) ja (15.54) esittévét kartioita, jotka leikkaavat toisensa pinnalla
(Mpe — Ma) (Mpy — my) — (M, + ma)(my, +my,) = 0. (15.55)

Leikkaustason projektio (mg, m,)-tasossa on suora BD (kuva 15.11), jonka yhtélé on

My = —NMg + NMpg — m/pya (1556)

missi -
m m
n= 24 P (15.57)

T
Mpy + mp;r

Edella on merkitty:
® My, on positiivinen mydtomomentti z-suunnassa,

° m;,x on negatiivinen myotomomentti z-suunnassa,
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d/il
d/ig

Kuva 15.12 Trescan myotoehto isotrooppiselle laatalle.

® My, on positiivinen myétomomentti y-suunnassa,

° m;y on negatiivinen myotomomentti y-suunnassa.

Kaavat (15.52) ja (15.54) esittavit kaksoiskartiomyotoehtoa (my, my, may)-avaruudessa.
Yleisessa tapauksessa myotdehto kirjoitetaan muotoon

f(mmmyamxy) =K. (1558)

Myd6tosdannon mukaan plastinen muodonmuutosvektori on mydtdpinnan normaalin
suuntainen eli

de, = A\=—. 15.59
Ep do ( )

Laatan tapauksessa saadaan vastaavasti plastinen kdyristyméavektori

of
dk, = \—— 15.60
K'p am7 ( )
missé,
Kzp My
Kp=| Ky |, m=| m, (15.61)
2K zyp Mgy

ovat plastinen kédyristyméavektori ja momenttivektori (momenttikomponentit on koottu
alekkain vektoriin).

Kuvassa 15.12 on esitetty vertailun vuoksi aiemmin johdettu Trescan my6toehto péaa-
momenttien tasossa.
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Jattamalla jaykkaplastisessa teoriassa indeksi p pois saadaan laatan tapauksessa plas-
tinen kiyristymévektori myotosdannosta

- af -
om
N A 8]‘1 15.62
Ry = am, (15.62)
264y of
L Omygy |
Kaksoiskartioehdon tapauksessa
Kz =A(Mpy — my)
Ky =AMpg —mg) 2, A>0, my > —nmy + nmyp, — m;y, (15.63)
2Ky =2AMgy
Kz =—=A(my,, +my)
by == XM, +mg) oy A> 0, my < —nmg A+ nmpg —my,. (15.64)

2Ky =2XMgy

Kaavojen (15.63) ja (15.64) perusteella todetaan, ettd kartioiden kérkid ja yhdysviivaa
lukuunottamatta péatee

Kaky = Koy, (15.65)

eli toinen péa#kdyristymé on nolla (kuva 15.13), ja paikallinen plastinen my6té tapahtuu
myo6toviivalla dl, jonka suunta on sama kuin leikkauksen, jossa

Mpa = Mq (tai my,, =mq). (15.66)

Havaintojen mukaan terdsbetonilaattaan syntyy murtotilanteessa myo6toviivojen tai
murtoviivojen rajaamia osia, jotka kiertyvét toistensa suhteen, kun laattaan on syntynyt
mekanismi.

15.4 Myotoviivateoriaa

Plastisuusteoriaa ei aina voida helposti soveltaa betonirakenteille niiden pienen rotaatio-
kapasiteetin (sitkeyden) vuoksi. Terdsbetonilaatat ovat lihes aina aliraudoitettuja (terés-
méérd harvoin yli 1%) ja siten ne ovat riittévin sitkeitd.

Kuvassa 15.14 on tasaisella kuormalla kuormitettu vapaasti tuettu neli6laatta. Kuor-
mituksen aikana laatan diagonaalille on tullut kuormitetun puolen vastakkaiselle sivulle
suuria halkeamia, ja kuormitetulla puolella betoni on murskaantunut vastaavista kohdis-
ta, joita nimitetddn myotoviivoiksi tai murtoviivoiksi. Kokeen aikana on mitattu taipumia
pisteistd A, B ja C. Keskipisteen taipuman kiyrédssi nahddan laatan jaykkyyden pienene-
minen, kun laatta alkaa halkeilla.

Pisteiden B ja C' taipumat tulevat ldhelle toisiaan suurilla kuorman arvoilla. Kuvan
15.16 laatan taipumaprofiili on ldhes suora viivalla, joka kulkee tuelta pisteiden B ja A
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A Kay

Y=

K2 Ry Ry K1

K1 + Ko
Kuva 15.13 Kaéyristymien Mohrin ympyré.

kautta. Havaintojen perusteella paétellddn laatan taipumapinnan koostuvan tasomaisista
osista murtoviivojen vilissa.

Mydtoviivateoriassa plastisten muodonmuutosten otaksutaan keskittyvin hyvin kape-
aan vyohykkeeseen (teoriassa viivalle). Rajatilassa laattaan syntyy yhden vapausasteen
mekanismi (kuten palkeissa ja kehissi). Laatta jakautuu my6toviivojen ja pyorahdysakse-
leiden rajaamiin osiin, jotka alkavat kiertyd rajakuorman arvolla.

Vapaasti tuetun nelilaatan myo6toviivakuvio on esitetty kuvassa 15.17. Merkitdédn, etta
osan ¢ kiertymé w; = wyg. Jos laatan keskipisteen E taipuma on w, niin
W
= L—/2
Viivat FA, EB, EC ja ED ovat kiertyméakseleiden jatkuvuusviivoja tai my6toviivoja.
Osien 7 ja j viélinen kiertyméero on w;;, joka voidaan médrittad kiertyméakuvion perusteella,
kuva 15.17. Esimerkiksi kolmioiden BCE ja ABFE kiertyméero on wsy, joka on BCE:n
kiertymé ABFE:n suhteen. Kuvan 15.17 perusteella

W21 = W32 = W43 = W14 = \/5&)1 = 2\/5% (1568)

(15.67)

W] = Wy = W3 = W4

Energian dissipaatio myotoviivalla EB on
Doy = warlaimy, (15.69)

missé lo1 on viivan KB pituus ja my, on isotrooppisen laatan mydtomomentti missd tahansa

leikkauksessa. Dissipaatio my6toviivoilla on

Wy =warlarmy, + waslzamy + waslazmy, + wisliamy

=1 2\/5% Y2 (15.70)

PR

=8mpw.



15.4. Mydétoviivateoriaa 277

a b

Kuva 15.14 Nivelellisesti tuettu nelilaatta, a) kuorman vastakkainen puoli, b) kuor-
mitettu sivu.

Tasaisen kuorman p(x,y) = po tapauksessa ulkoinen virtuaalinen tyé on kuorman intensi-
teetti kertaa taipumakuvion tilavuus eli

1 1
W, = §Awpo = §L2wp0. (15.71)
Asettamalla
W, =W, (15.72)
seuraa
m
= 24L—§, (15.73)

missé indeksi u tarkoittaa yldrajaa (upper bound).
Yleisessd tapauksessa (mielivaltainen jakautunut kuorma) ulkoinen virtuaalinen tyo on

W = /p($,y)w(w,y)d$dy, (15.74)
A

ja sisdinen virtuaalinen tyo on puolestaan

W= (my)ijlijwij, (15.75)

missé lasketaan yhteen dissipaation osuudet eri myotoviivoilta 7.

Mydtoviivamenetelméssé etsitdan yhden vapausasteen mekanismia, joka antaa pienim-
mén arvon rajakuormalle. Myo6toviivamenetelmé antaa plastisen rajakuorman yldraja-
arvon (vrt. kehien mekanismimenetelma).

Myd6toviivakuvioita koskevia sddntoja

1. Myotoviivat ovat (tavallisesti) suoria ja ne ovat pyorahdysakseleita.

2. Myotoviiva loppuu laatan reunaan.
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kuorma |
[kN/m?]

100

60

I
N

jaykkyys alkaa kasvaa kalvovoimien ansiosta

40

20

taipuma [mm]|

0 ' ' >

Kuva 15.15 Kuvan 15.14 laatan pisteiden A, B ja C taipumat.

3. Pyordhdysakselit yhtyvéit tuettuihin reunoihin, leikkaavat vapaat reunat ja kulkevat
pilaritukien kautta.

4. Vierekkiisten laatan osien pyorahdysakselit leikkaavat toisensa (mahdollisesti déret-
tomyydessi).

5. Mydtoviivat ovat positiivisia tai negatiivisia sen mukaan, miké on momentin merkki.

Mekanismin kinematiikkaa

Otetaan kiyttoon kuvan 15.18 merkinndt. Myotoviivojen muodostama mekanismi on taysin
médritty, kun tunnetaan kiertymisakselit laatan osille ja kiertymiskulmien (rotaatioiden)
suhteet. Mekanismin méaérittavien geometristen parametrien lukuméiré on

p=n+r-—1, (15.76)

missé n on osa-alueiden lukuméird, r on kiertymisakseleiden méarittdmiseen tarvittavien
parametrien lukumaéra.

Jokaisella myotdviivalla tai sen jatkeella sijaitse kaksi pistettéd, joiden kautta kulkee
joko

1. kahden vierekkiisen laatanosan kiertymisakselit tai
2. kaksi muuta myotoviivaa.

Esimerkiksi kuvassa 15.19f: pisteet F&H, F&H ja G&H.
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taipuma A
[mm)] )
89 |kN/m?]
20~
$30 [kN/m?]
$60 [kN/m?]
10—
$40 [kN/m?]
» 20 [kN/m?
B A
keskipiste

Kuva 15.16 Kuvan 15.14 laatan taipumaprofiilit.

Leikkauspisteet voidaan kuvitella solmuiksi ristikossa, jonka sauvoja ovat kiertymisak-
selit ja myotoviivat. Télloin kiertymisvektorit ovat solmuihin vaikuttavia voimia. Kierty-
misvektoreista voidaan muodostaa kiertymékuvio. Osan ¢ kiertyméa osan j suhteen on

Wij = —Wjj- (1577)

Esimerkiksi kuvan 15.20 laatan pisteessd E on voimassa vektorien yhteenlaskusdénnon
perusteella
w3z + w3 + woy = 0. (15.78)

Laatan osaa ¢ vastaa solmu i’ w-kuviossa. Siirtyminen w-kuviossa pisteestd i’ pisteeseen j’
vastaa osien ¢ ja j vélisen myo6toviivan tai kiertymisakselin ylittdmisté.

Laatan kahden vierekkiisen osan vilinen kiertymé voidaan maérittad myos tarkastele-
malla my6toviivan normaalin kiertyméd, kuva 15.21. Kuvassa 15.21

. o )
wg =909 ja w—L—1+L—2, (15.79)
missa 5 5 5
L, = Ttano + Toota — z(cota + tan ). (15.80)

Esimerkki 15.1 Madritetddn isotrooppisen, vapaasti tuetun suorakaidelaatan tasai-
sen kuorman yldraja-arvo.
Kuvan 15.22 vapaasti tuetulla suorakaidelaatalla on tasainen kuorma py. Otaksutaan,

ettd kulma EFDC on 7/4. Janan EF taipuma olkoon w. T&lléin

w

b/—2, Wy = W3 = Wyq = Wi, (1581)

w1 =

w
W21 = W39 = W43 = W14 = \/5(4]1 = 2\/53 (1582)



280 LUKU 15. Plastisuusteorian soveltaminen laattoihin

taipumaviivan tasa-arvokayré

[ .|
[ =
A B K
_A_ N T | \\
—
I wi I
I — myG6toviiva
| 1 :
|
1 Wy 1
I | 4 L 9 #—pyorihdys-
: : akseli
| w2y,
| 3 |
b _uh
Ve I ot S | @
D C
IS A iy
a—a
Wig
w-kuvio
w32
w21
Kuva 15.17 Nelidlaatan myotoviivakuvio, taipumapinta ja kiertymékuvio.
Janalla EF on nivelkiertymé& w
w13 = 2(,:.)1 = 45 (1583)
Kuvan 15.22 perusteella saadaan
W, =m, {4%(a b+ 2\/5% : 2\/§b}
(15.84)
a
=4m,, (1 + —) w,
b
ja
1 1,
Wy = po E(a — b)bw + gb w (15.85)
tai 1 1 1 1 1 1
— Tabw—2- = cbwb b —pazp2d &2
Wu—po{Qabw 2 3 2bw2b} p02b {b g}w. (15.86)
Asettamalla W, = W tulee
b
mp L a
Py = Sﬁl 15 (15.87)
3a
Jayldsti tuetun laatan tapauksessa, kun m, = m,,

W, = 4m, (1+ %) w -+ 4my (1+ %) w, (15.88)
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———————————— kiertymisakseli
——~ myotovuva

rer—rerererer~ pegatiivinen myo6toviiva

____________ vapaasti tuettu reuna

-~ jaykasti tuettu reuna

vapaa reumna

palkki
O pilari
Kuva 15.18 Mydtoviivateorian merkinnét.

missé jilkimmdainen termi tulee negatiivisilta myo6toviivoilta laatan reunalla. Kuvan
15.23 laatalle rajakuorman yldraja on siten kaksinkertainen vapaasti tuetun laatan
rajakuormaan verrattuna.

15.4.1 Sisdinen virtuaalinen ty6 komponenttimuodossa

Laatan osan ¢ kiertyessd myotoviivan osalla a tehty virtuaalinen ty6 on

D, =m, - w|

(15.89)
=Mgplqw COS 0y
Ortogonaalisesti raudoitetussa laatassa myotoviivan osalla [
LU (mpylir)i + (mp:vly)ja (15.90)

missé i ja j ovat x:n ja y:n suuntaiset yksikkovektorit. Esittadmélla rotaatiovektori kompo-
nenttimuodossa
W = Wyl + wyj (15.91)

saadaan
Dy = mpglywy + myylawsy, (15.92)

joka on sisdinen virtuaalinen tyo osassa ¢ myotoviivan osalla [.

Esimerkki 15.2 Vapaasti tuetulla ortotrooppisella terdsbetonisella suorakaidelaatalla
on tasainen kuorma p. Madritetidn plastisen rajakuorman ylaraja-arvo.

Merkitdan
w1 = w. (15.93)
Talloin

wo =wtana = Wi s (15.94)
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p=3-14+0=2 p=4-14+0=3 p=3—-14+0=2
A %
z z
N N
¢ { =TT ~
N --
7
k\
AN p=3—-14+1=3 p=2—-14+0=1 p=3—-1+2=4
TN
D N
\ \\ \\
AN
\ N

Kuva 15.19 Erilaisia my6toviivakuvioita.

missé )
tana = L (15.95)
Osan 1 kiertyessi on
Wei = mpyawi = mpyaw, (15.96)
ja
Wez = Wiy. (15.97)
Samalla tavalla lasketaan
b
Wsa = mpzbws = mpzb—uw, (15.98)
2x
ja sisdinen ty6 on siten
b2
WS = Q(Wsl + ng) = {mpra + mpw;} w. (1599)
Ulkoinen tyd on puolestaan
Wa=pd 202 Lapd 2o = p2 30— 20) (15.100)
u =P 2CL x 332 2f,u—p12 a T)w. .

Tyoyhtalostd Wy = W, seuraa

2 b2
Mpe— + mpy2a = pﬁ(?)a —21), (15.101)
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4/
wi3 /
Wiq
3 1
W32
w21
2/
A D
Kuva 15.20 Mydétoviivakuvio ja siithen liittyva kiertymékuvio.
L Lo
a
Ll E LQ
) L
~. | w
Kuva 15.21

Laatan osien vélinen kiertymaé.

misté ratkaistaan

12mpeb? + 2mypyax

== . 15.102
b2 x(3a —2x) (15.102)

Minimoidaan funktio p(x) x:n suhteen:

d 2 b2 e
Loy = o=y 1432l )LDl (15.103)
dx b2 My, a? My, 2

Télloin kuorman (yld)raja-arvoksi tulee

2
24mpy a” my,

2 p2
w b2 b2 mpy

2 - (15.104)
{ 14+3L Moy 1}

Jos mpy = myy ja a/b =2, niin

z=(V13 - 1)% ~ 0.3257a, tana ~ 0.76759, «~ 37.51° (15.105)
ja
2
u _ 0my/b” 14.140722. (15.106)
V13 -1 b

Kaavasta (15.87) seuraa, kun o = 45° ja a/b = 2, p* ~ 14.4m, /b*.
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A B 4/
~ @S ! w
| |
| |
I 1 :
|
4 | 3/ 1/
b I E F 2
| 3 |
| |
' A 450 I
———————————————————— w21
D C 2/
e -l
|‘ a ™
Kuva 15.22 Vapaasti tuettu suorakaidelaatta.
A B 4/
A
.
7
7
/
b 7 3/ 1
7
7
7
7
Z w21
D C 2/
lag |
™ l
a

Kuva 15.23 Jéaykésti kiinnitetty suorakaidelaatta.

Esimerkki 15.3 Tarkastellaan isotrooppisesti raudoitettua neliélaattaa, jolla on ta-
sainen kuorma p. Laatan kolme reunaa on vapaasti tuettu ja neljis on vapaa. Mddri-
tetddan rajekuorman yldraja-arvo mydétéviivamenetelmdlld.

Laatan osien 1, 2 ja 3 rotaatiot ovat

1 2
W1 = —, W2 = — = ws, (15107)

kun laatan suurin taipuma on w = 1. Sisdinen virtuaalinen tyo on nyt

1 2
W, = mpLE + 2m, L (15.108)

Za

missd ensimméinen termi on perdisin osasta 1 ja toinen osista 2 ja 3. Ulkoinen tyd on

1 Lz L1 zL/2 1
W= —p— +2p (L —2)== ot 15.1
W, 3p2+p{( x)22+ 5 3} (15.109)
missi jélleen 1. termi on periisin 1. osasta ja toinen osista 2 ja 3. Asettamalla W, = W,
saadaan tyOyhtilo
L 1 T
— 44| =pL* - —]. 15.110
mp (£a) =0 (5- ) (15.110)

Ratkaistaan tyoyhtilostd vaihteeksi vaadittava plastinen momentti

m, = pL? (15.111)
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Kuva 15.24 Laatan osan ¢ kiertyma.

Ehdosta dm/dx = 0 seuraa z/L =~ 0.65, ja vaadittava momentti on

_ pL?

= . 15.112
14.1 (15 )

mp

Esimerkki 15.4 Madritetadn jdykdsti kisnnitetyn ympyrdlaatan keskelld olevan pis-
tekuorman yldraja-arvo.

Positiivinen ja negatiivinen momenttikapasiteetti leikkauksessa a ovat

Mpa = Mpy COS> a + My, sin® (15.113)
o / 2 / 2
My = My, COS™ @+ My, sin® av. (15.114)
Viuhkamekanismissa
W =Wy =Wz =+ =w, =w, (15.115)
2
W21 = W3y = Wi = —W. (15.116)
n

Sisdinen tyo viuhkassa (1. termi) ja negatiivisella ympyramyotoviivalla (2. termi) on

2

2
W, = nmw—wwa + nmy,w—a = 21a(mp, + My, )w. (15.117)
n n

Ulkoinen tyd pistekuorman tapauksessa on yksinkertaisesti
W, = Fo, (15.118)
missd 6 = wa on keskipisteen taipuma. Asettamalla Wy = W, seuraa
F* =21(mp, + m;T). (15.119)

I
pr
laatan tapauksessa kuorman ylarajaksi saadaan F'* = 2mwm,,.

Jos mp, = m;,. = my, niin kuorman yldrajaksi saadaan ' = 4mm,,. Vapaasti tuetun
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Mpaly

Kuva 15.25 Rotaatiovektorin ja momenttikapasiteettivektorin komponentit.

Esimerkki 15.5 Lasketaan ympyrdlaatan tasaisen kuorman p ylaraja-arvo, kun tdssd
tapauksessa My, = My, ja My, = YMpy = YMy.

Sisdinen ty6 on sama kuin edellisessd esimerkissé, eli
Wy = 2ma(my, + ymp)w. (15.120)

Koska taipumapinta on kartio, saadaan ulkoisen tyon lausekkeeksi

1 1
W, = §p67ra2 = gpwagw. (15.121)

Virtuaalisen tyon yhtdlosta seuraa

w  6mp(l+v
e = el )

15.122
- (15.122)

Vapaasti tuetussa laatassa v = 0, ja rajakuorma on

6m
= a—;’ (15.123)

U

Jos reuna r = a on jaykisti tuettu, niin v = 1 ja rajakuormaksi tulee

12m
Pt =— (15.124)

Esimerkki 15.6 Madritetidn jaykdsti kiinnitetyn isotrooppisen neliélaatan rajokuor-
ma kuvan 15.29 mekanismilla.

Kuvan 15.29 parametri ¢ ja viuhkan side ovat parametri ¢ ja viuhkan sédde ovat

a/2

m. (15125)

c= gtan(45° —0) ja r=
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k—xﬂ x
B — —_—
: a e} !
! 1 : b/2
TA | : A
: 4 2 :
| |
: 3 I b/2
! |
> ~
l a
4 A—A
0 )

L/2 L/2
~N T | w2‘
|
' 1 ||z
! I
! I
L : | w4 @2

|
2 3 a

|
| |
! 1

w3
w31

Mpg
-
Mpy
W43
wWig

|

y=

Kuva 15.27 Kolmelta reunalta vapaasti tuettu ja yhdeltd reunalta vapaa, isotroop-

pinen laatta.

Merkitddn w = wi. Keskipisteen taipuman w avulla

2w
w=—
a

ja viuhkan kiertymé on
wooa

Wy = — = —w.
r 2r

(15.126)

(15.127)

Sisdinen ty6 neljissi viuhkassa, viivoilla 12, 23, 34, 45 jne. seki viivoilla 10, 30, 50 ja

70 on
a

Wy = 80r(m,, + ymy) 5

Sisdisen tyon lausekkeeksi tulee

Wy = dmpwa(l + v)[0 + tan(45° — 9)].

Ulkoinen tyd on

9 11la

1
W =35, 322

0
mr wgp + 4———20wgp

w + 4(2¢)(my + ymp)w.

(15.128)

(15.129)

(15.130)
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Kuva 15.28 Jaykésti tuettu ympyrilaatta, pistekuorma keskell.

eli 5 )

wa
w=D— 45° — T
Wu=0p : tan(45° — 0) + o2 (15° = 0)

Tyoyhtélostéd seuraa nyt

o= 24mp(1 4 7) 0 + tan(45° — 0)

a? 0
450 v
tan(45° —6) cos?(45° — 6)

24myp(1+7)
o2

=/(0)

3

missé

0 + tan(45° — 0)
v
cos?(45° — 0)

f(0) =
tan(45° — 0) +

_q 0(1 — sin 20)
o 20 + cos 20

Funktion f minimiarvo on
fmin &~ 0.9055, kun 6 ~0.25 eli 6~ 14.3°.

Talloin

24m,, my

p" = 0.9055 ~ 21.75

a? a?’
48m,,
a2

kun v =0,

P & 0.9055 ~ 43462 kun =1,
a

(15.131)

(15.132)

(15.133)

(15.134)

(15.135)

(15.136)
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y
~ \ >
’ 1 2/ 50
y 8 / N wcos(45 — 0) wsin(45 — )
! / I g
i ¢ A
- _4}5__—93 v .
! 32 g
{ !
K
\ 6 / ws | B
\ 5 ped w32
\ ~
—_ I
N\ ’\..—\..—\..’\..’\..H / —mp:—’}/mp
4
| a/2 | a/2 |
Kuva 15.29 Jaykésti tuettu neliclatta.
pilari A pilari
myp
o
4a— palkki o
L
—m,
AM palkki
My ———
K
L L
— M,

Kuva 15.30 Reunapalkein vahvistettu ja pilareilla tuettu laatta.

Esimerkki 15.7 Madritetidn kuvan 15.30 mukaisen reunapalkeilla vahvistetun ja pi-
larein tuetun neliélaatan tasaisen kuorman p raja-arvo.

a) Jos reunapalkit ovat tarpeeksi vahvat, niin laatta sortuu kuvan 15.31 mekanismin
mukaisesti ja talloin

v 24m
pt = sz. (15.137)
b) Kuvan 15.32 mekanismien tapauksessa
1 1 8M.
s =m,L (2 —— OM, (2 — | =4 A 15.1
Ws =m, < L/2)+ p< L/2> my + 7 (15.138)
L 1 pL?
w=pL 2. . 2="" 15.1
Wy =np 55 5 (15.139)
ja ehdosta Wy = W, seuraa
8my, 2M,
= 1 15.14
= (14 2. (15.140)
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Kuva 15.31 Laatan sortumismekanismi, kun reunapalkit ovat riittdvin vahvat.

tai

Kuva 15.32 Reunapalkein tuetun laatan mekanismeja.

missd m,, on laatan plastinen momentti ja M), on palkin plastinen momentti.

c¢) Kuvan 15.33 mekanismilla saadaan sisaisen tyon lauseke

vifos e 2) e o 2)

(15.141)
8M,
=4 P
my + T
ja ulkoisen tyon lauseke
L L 1 pL?
L =pe— = 4 =" 15.142
Wu=p5"3"3 2 (15.142)
Tyoyhtalostd Wy = W, ratkaistaan
8my, 2M,
v 1 ) 15.143
v =T (142 (15.143)

d) Kuvan 15.34 tapauksessa oikea palkki on heikompi ja tyolausekkeiksi saadaan

1 1 1

=myL (2 —— )+ M, (2 —— L=

We =my ( L/2>+ ( L/2)+m” z
=4m,, + M, | mpl (15.144)

L

M, L
=4 1 Ly —
p < + myL * 43:)
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d N a——Dbyorahdysakseli
,’ 1/2 B
N 12 >
. 1 L
N 1/2 .’

Kuva 15.33 Reunapalkein tuetun laatan mekanismi.

Kuva 15.34 Reunapalkein tuetun laatan mekanismi.

ja
Lz 1 L x 1 L 1

W, =p— = +p= .= .—. 2 L_p).2.2. D)
py o ztrg gz 2tploa) gy

Lz Lz L? Lz
= L g p= 15.145
g TP TPy TP ( )

)

Tyoyhtalostd seuraa kuvan 15.34 mekanismin tapauksessa

&np(1+ M, L>

(15.146)
Eri mekanismien antamat rajakuormat on esitetty kuvassa 15.35 suhteen M,/(m,L)
funktiona.

Mydtoviivamenetelmén ratkaisut ovat yldrajaratkaisuina epdvarmalla puolella. Mene-
telmédn siséltyy kuitenkin lisdvarmuutta, jota ei otettu huomioon. Terédsbetonilaatan rau-
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M, /(m, L)

| | | |
0.25 0.5 0.75 1.0

Kuva 15.35 Reunapalkein tuetun laatan rajakuorma mekanismeilla a, b, ¢ ja d.

Kuva 15.36 Holvivaikutus.

doituksen mydtolujittumisen ansiosta laatan plastinen momentti voi olla laskettua suurem-
pi.

Kuvan 15.15 kokeesta mitatun kuorma-siirtymé-kiyrén tangentin kulmakerroin piene-
nee ensin, mutta alkaa myohemmin kasvaa syntyvien kalvovoimien ansiosta.

Erityisesti, jos laatan reunat on tuettu jaykésti vaakasuunnassa, rajakuorma voi hol-
vautumisen takia kasvaa jopa 200%), kuva 15.36. Tété ilmioté ei kuitenkaan voida hyodyn-
taa kiytanndssa, koska holvautuminen kehittyy vasta suurilla taipuman arvoilla ja tukien
periksiantamattomuutta on vaikea arvioida. Se antaa kuitenkin lisivarmuutta my6toviiva-
menetelméan ratkaisuihin.

Myotoviivateoriaa voidaan soveltaa myds esim. terdsrakenteiden liitosten suunnittelus-
sa, kuva 15.37.

Kuvissa 15.38 ja 15.39 on esitetty lisdé esimerkkejd mekanismeista ja myotoviivakuviois-
ta, joilla voi johtaa ylarajaratkaisuja erilaisille laatoille tasaisen kuorman ja pistekuorman
tapauksessa.

15.5 Alarajaratkaisut

Alarajalauseen mukaan laatan kuorma on korkeintaan plastisen rajakuorman suuruinen,
jos laatan momentit toteuttavat tasapainoyhtélot eivitkd riko mydtoehtoa.
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Kuva 15.37 Liitoskohdan myo6toviivakuvioita.

Esimerkki 15.8 Tarkastellaan alarajaratkaisujen esimerkkindg vapaasti tuettua nelio-
laattaa, jota kuormittaa tasainen paine p.

Otaksutaan laattaan momenttijakaumat

21\ 2
Ma = my |1 — (;> , (15.147)
] -
2
my =my |1— <;y> , (15.148)
May = 0. (15.149)

Otaksutaan materiaalin noudattavan Trescan my6toehtoa, eli laatan rasitetuimmassa
kohdassa keskella
My =My < M. (15.150)

Sijoittamalla momenttien lausekkeet tasapainoyhtaloon

9?my 9?m, 9?m
o oy t o 7 (15150

saadaan Trescan myodtéehdon tapauksessa yhtilo

8my, 8my,
-t + —— =P (15.152)

mistd seuraa alarajaratkaisu (lower bound)

16
pl= 1 (15.153)

My = m, [1 - (%)T , (15.154)

Otaksumalla
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Kuva 15.38 Mydtoviivakuvioita, tasainen kuorma.

m, =m, [1 — (%y)j : (15.155)

My = —% <%x) (%’) (15.156)

ja sijoittamalla momentit tasapainoehtoon saadaan Trescan ehdon tapauksessa pa-
rempi alaraja

. 20m,

p=— (15.157)
Kayttamalla kimmoisen laatan keskipisteen momentteja
My = My = Mmax ~ 0.0479pa’® ja Mgy =0 (15.158)
saadaan Trescan ehdon perusteella
20.8m
1 _ P
p=—— (15.159)

Esimerkki 15.9 Tarkastellaan kuvan 15.41 vapaasti tuettua suworakaidelaattaa, jota
kuormittaa tasainen paine p.

Laattaan otaksutaan momentit

My = My [1 - (%{)21 : (15.160)

my = m, l1 - (%yﬂ , (15.161)
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Kuva 15.39 Mydétoviivakuvioita, tasainen tai pistekuorma.

2 2
Mgy = —7YMp <§) (%) ) (15.162)

missé vy on vakioparametri. Merkitdin
2z 2y
=— == 15.163
§=—jan=- ( )

My6toehdon tarkastamista varten lasketaan seuraavaksi laatan pddmomentit

Mgy + M My — M 2
mip =k <I2 y) My

(15.164)
-5 Y oo
a) Johansenin myo6toehdon mukaan
Imy| < my, (15.165)
[ma| < my, (15.166)
jolloin kaavan (15.164) perusteella vaaditaan, ettd
v<1 = valitaan ~=1. (15.167)
b) Trescan ehdon mukaan
max{|ma|, |mal, |m1 — ma|} < m,. (15.168)

Ehdot
[ma| < myp,  [ma| < my (15.169)
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Kuva 15.40 Vapaasti tuettu nelidlaatta, tasainen kuorma.

toteutuvat, jos (vrt. a-kohta)

v <1 (15.170)
Ehdon
2 2\ 2
+
My — ma| = 2m,9\/(5 . 1 ) — (1 —y2)e22 < my, (15.171)
tarkastamiseksi merkitdin
a=¢ ja B=17 (15.172)

ja haetaan funktion |m; — ms| dériarvot ehdoista

0 )
8_a|m1 —msa| =0 ja 8_5|m1 —mg| =0, (15.173)

joista seuraa
a=08 eli &= (15.174)

Myo6toehdon toteutumisen kannalta kriittinen piste on siten laatan lavistajalla &€ = 1.
Funktion |m; — mso| maksimi on

lmy — ma| = 276%m,, (15.175)
ja ehdosta
Im1 —ma| < my (15.176)
seuraa ) )
v < 3 valitaan = 3 (15.177)

c¢) Koska von Misesin my6toehtoa esittévi kiyréd sulkee sisdénsé Trescan ehdon moni-
kulmion, voidaan valita v = 1/2 myos von Misesin ehdon tapauksessa murtokuorman
alarajan saamiseksi. Sijoittamalla momentit (15.160), (15.161) ja (15.162) tasapaino-
yhtdloon (15.151) saadaan rajakuormalle alaraja-arvo

8m b b
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Kuva 15.41

Kuva 15.42

b/2

b/2

777777
Vapaasti tuettu suorakaidelaatta.
A2
My
Tresca
—my, 77;1

My

— von Mises
—m,

Johansen

Johansenin, Trescan ja von Misesin myotoehdot.

\E



