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ALKUSANAT

Taméd moniste on tarkoitettu tukiaineistoksi mekaniikan laboratorion perusmekaniikan
opetukseen erityisesti statiikan ja dynamiikan kursseihin. Monisteessa on esitetty ldhinna
kaavakokoelmatyyliin joitakin tarvittavia matemaattisia apuvilineitd. Niihin tutustuminen voi
helpottaa mekaniikan omaksumista, etenkin mikili lukija ei ole vield ehtinyt perehtyé riittavasti
varsinaisissa matematiikan opinnoissaan kyseisiin aiheisiin.

Monisteen kaavat on numeroitu turhan pitkien kaavanumeroiden vilttdmiseksi kunkin toisen
tason luvun sisilld aina yhdestd eteenpdin. Viitattaessa kyseisen luvun ulkopuoliseen kaavaan on
kaavanumero varustettu tdlloin lisdksi luvun otsikkonumerolla; esimerkiksi kaava (5.1.2) on
Iuvun 5.1 kaava (2).

Lihteisiin [Salonen 1998, Salonen 1999] ja [Salonen 1995] viitataan lyhyemmilld merkinn6illd
[Dyn] ja [Stat].

Kiitén laboratoriomme toimistosihteeri Tuula Donskoita puhtaaksikirjoituksesta ja kuvien laadin-
nasta, tekn.lis. Jouni Freundia kisikirjoitukseen liittyvisti huomautuksista ja tekn.lis. Risto
Huhtasta neuvoista kuvien laadinnassa.
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1 VEKTORILASKENTA

Seuraavassa esitetédn lyhyesti joitakin tirkeimpid vektoreihin liittyvid kisitteitd ja kaavoja ilman
todistuksia. Li#hde [Viisild] on alan mestarillinen suomenkielinen perusteos, jota on lainattu
tdssd voimallisesti.

1.1 VEKTORI

Vektori (vector) on suure, jolla on suuruus ja suunta ja joka noudattaa tiettyjd lakeja. Vektoria
merkitdin tissd kuten yleensd painetussa tekstisséd lihavalla kirjaimella. Késin kirjoitettaessa
kirjain varustetaan tavallisesti yldnuolella tai viivalla.

Vektorin A (kiisin kirjoitettacssa A tai A) esitys karteesisessa suorakulmaisessa xyz-
koordinaatistossa (kuva 1.1) on

A=Ai+Aj+Ak , (M

jossa i, j, k ovat koordinaattiakselien suuntaiset yksikkovektorit sekd
A, Ay, A, vastaavat skalaarikomponentit. Yksikkovektoreita pidetdidn

dimensiottomina.

Vektorin A suuruus eli tismillisemmin itseisarvo eli pituus
Kuva 1.1 Karteesinen  (magnitude, length)

suorakulmainen koordi- 5 5 5
naatisto. A|=A= A HAy +HA 2)

Komponentit ovat
A, = Acos(A,Q),
A, = Acos(4, ), 3)
Ay =Acos(A,k).

Vektorin A suuntainen yksikkévektori
iy
e=—.

Merkinnilld (A, B) tarkoitetaan tissd ja jatkossa vektorien A ja B vilistd kulmaa “lyhintd tietd
mitattuna” eli 0<(4,B)<z. Kulma mitataan tasossa, jonka vektorit virittdvit, kun ne on
saatettu yhdensuuntaissiirrolla alkamaan samasta pisteest.

(4)

1.2 VEKTORIEN SUMMA

Kahden vektorin A ja B summavektorin A + B miiritelmi selvidd kuvasta 1.2.
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Kuva 1.2 (a) “Kolmioséints”. (b) “Suunnikassidints”.

Kaavoja:

A+B=B+A (vaihdantalaki),
= (A, +B,)i+(A, +B,)j+(4,+B,)k, 1)
A+(B+C)=(A+B)+C (liitintilaki).

Vaihdanta- ja liitdntidlakien perusteella useampien vektorien summa voidaan muodostaa
yhdistdmilld yhteenlaskettavat mielivaltaisessa jirjestyksessd ja ryhmittdinkin. Esimerkkind
kiykoon kuvan 1.3 esittdma tapaus. Oheisissa kuvissa summavektori on varustettu poikkiviivalla.
Titd merkintdd kéytetddn joskus etenkin voimavektoreiden yhteydessd korostamaan sitd, ettd
summa ja yhteenlaskettavat ovat erikseen samanarvoiset eivitki siis "vaikuta" samanaikaisesti.

D
C
C B
D
A B A

Kuva 1.3 Vektorien A, B, C, D summan muodostaminen kahdessa eri jirjestyksessi.

Vektorin A vastavektori —A on vektori, joka on vektorin A pituinen mutta vastakkaissuuntainen
(kuva 1.4 (a)). Mekaniikassa vastavektori-kisite esiintyy jatkuvasti etenkin vapaakappalekuvi-

AW i} //
~AR-A) A
(a) (b)

Kuva 1.4 (a) Vektori ja vastavektori (lihavat tunnukset tai nuolet tunnusten yldpuolella).
(b) Vaihtoehtoinen esitystapa (laihat tunnukset).

oissa voiman ja vastavoiman lain yhteydessd. Tilloin on kuitenkin usein syytd luopua kiyt-
tdmistd lihavaa kirjasinta tai nuolimerkkii voimavektoreiden tunnusten yldpuolella ja kiyttda
pelkistddn laihoja tunnuksia ja antaa itse nuolen kuvata voiman vektoriluonnetta ja suuntaa
kuvan (b) tapaan. Jos nimittdin toimitaan kuvan (a) merkinndin, lopullisiin yhtdloihin saattaa



kokemuksen mukaan tulla helposti merkkivirheitd, kun vastavektorin suunta otetaan véérin
kahdesti huomioon ensin nuolen suuntana ja sitten vield miinusmerkkini.

Vektorien A ja B erotus A — B méiiritelldin vektorin A ja vektorin B vastavektorin —B summana.

1.3 LUVUN JA VEKTORIN TULO

Luvun (skalaarin) p ja vektorin A tulo pA = Ap on vektori (kuva 1.5), jonka itseisarvo on IplA ja
suunta sama kuin vektorilla A tai —A sen mukaan, onko p positiivinen tai negatiivinen. (Kuvassa
p on positiivinen ja > 1.)

Kaavoja:
PA=Ap
=pA,i+pA,j+pAk,
A/A X 'y z
p(qA) =(pg)A, (1)

p(A+B)=pA+pB,

(p+q)A=pA+qA.
Kuva 1.5 Vektorit A ja pA.

1.4 SKALAARITULO

Vektorien A ja B skalaaritulo eli pistetulo (scalar product, dot product) A- B on skalaari, jonka
arvo médritellddn kaavalla

A-B = ABcos(A,B). (1)

Skalaaritulo on nolla, jos tekijdvektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan tai jos ainakin toinen
niistd on nolla.

Skalaaritulo esiintyy mekaniikassa etenkin ty6n kisitteen yhteydessi.

Kaavoja:
A‘B=B-A
=A,B, +AB,+AB,,
(pA)- (¢B) = pq(A- B), 2

A (B+C)=A-B+A-C,
(B+C)-A=B-A+C-A.
A-A=A?, 3)
ii=1,jj=1,k k=1,

i~ j=j-i=0, “4)



J'k=k-j=0,
k-i=i-k=0.
Huomattakoon, etti

cos(4A,B) = % (5)

ja jos e on yksikkovektori,
Acos(A,e)=A-e (6)
jajos e ja e, ovat yksikkovektoreita

cos(e;,e;)=¢; " e, . (7

1.5 VEKTORIN KOMPONENTIT

Olkoon L yksikkovektorin e suuntaama suora (kuva 1.6). Vektorin A vektorikomponentti
(ortogonaaliprojektio) A; suoralla L saadaan kaavasta

AL =ALe, 1)
jossa

A =Acos(A,e)=A"e 2)

on vektorin A skalaarikomponentti suoralla L. Projektiopisteet
P’ ja Q’ saadaan vektorin A alku- ja loppupisteiden P ja Q
kautta kulkevien suoraa L vastaan kohtisuorassa olevien tasojen
ja suoran L leikkauspisteini.

Jos yksikkovektorin e suunta muutetaan vastakkaiseksi, vektori
A; ei muutu, mutta skalaari Aj vaihtaa merkkinsa.

Kuva 1.6 Vektorikomponentti.
Kaavat (1.1.3) ovat kaavan (2) erikoistapauksia; e — i, j, k.

Skalaaritulon (1.4.1) voidaan siis sanoa olevan arvoltaan yhtd kuin edellisen (jilkimméisen)
vektorin itseisarvo kertaa jilkimmaiisen (edellisen) vektorin skalaarikomponentti edellisen
(jdlkimmdisen) suunnalla.

1.6 OIKEAN KADEN SYSTEEMI

Kolmen vektorin A, B, C sanotaan muodostavan tidssi jirjestyksessd oikean kdden systeemin
(right-handed system) eli oikeakitisen systeemin, jos ne samasta pisteestd alkavina ovat
suunnatut samassa jirjestyksessd kuin oikean kédden peukalo, etusormi ja keskisormi. Tarkas-
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tellaan asiaa tdsméillisemmin kuvan 1.7 avulla.
Vektorit A ja B virittdvit tason 7. Asetetaan tasoa
vastaan kohtisuoraan suuntaan oikeakitinen ruuvi L.
Kierretdin vektoria A tasossa T lyhintd tietd kohti
vektoria B. Ruuvin etenemissuunta vastaavassa
kiertymissd méadrittdd normaalin suuntaisen yksikko-
vektorin e suunnan. Jos C-vektori osoittaa tason T
samalle puolelle kuin e-vektori, kyseessd on
oikeakitinen systeemi.

Kuva 1.7 Taso 7 ja oikeakitinen ruuvi L.

Kolmen vektorin systeemid eli ns. vektorikolmikkoa (vector triad), joka ei ole oikeakétinen,
nimitetdéin vasenkdtiseksi. Tdmd voidaan ilmaista my&s sanomalla, ettd kyseessd on oikean tai
vasemman kéden systeemi, mikili vastaavasti kuvan 1.7 kulma o on terdvi tai tylppi.

Tavallisesti xyz-koordinaatiston koordinaattiakselien suunnat valitaan siten, ettd kantavektorit i, j,
k muodostavat oikeakitisen systeemin.

1.7 VEKTORITULO

Vektorien A ja B vektoritulo eli ristitulo (vector product, cross product) A X B on vektori (kuva
1.8), jonka itseisarvo on tekijavektoreiden virittimén suunnikkaan pinta-ala AB sin(A,B) ja
suunta kohtisuorassa tekijavektoreiden virittimid tasoa vastaan siten, ettdi A,B ja AXB
muodostavat oikean kdden systeemin. Kaavana saadaan

Ax B =ABsin(A,B)e, (D

jossa e on vektorin A X B suuntainen yksikko-
kovektori.

Vektoritulo on nolla, jos tekijdvektorit ovat yhden-
suuntaiset tai jos ainakin toinen niisté on nolla.

Vektoritulo esiintyy mekaniikassa mm. momentin
késitteen yhteydessé.

Kuva 1.8 Vektoritulo.
Kaavoja:
AXB=—BxA,
(PA)x(qA) = (pg)(A x B),
Ax(B+C)=AxB+AXC, (2)
(B+C)xA=BxA+CxA,

AxA=0, (3)
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ixj=k, jxk=i, kxi=j,

ixi=0, jxj=0, kxk=0, //—k>
N

jxi=-k, kxj=—i, ixk=-j, 4
Oheinen ympyrimiinen kuvio helpottaa tulojen merkkien muistamista: jos tulon tekijét seuraavat
toisiaan samassa (eri) jdrjestyksessd kuin ympyrilld olevat nuolet, tulo on positiivinen
(negatiivinen).

Vektoritulon ns. determinanttiesitys, kun allaoleva kolmirivinen determinantti kehitetéiéin
ylimmén vaakarivin mukaan (ks. luku 2.8), on

i j ok
AxB=|A, A A,
B, B, B,

= (A,B, - B,A,)i+(A,B, ~ B,A,)j +(A,B, - B,A)k . (5)

Huomattakoon, ettd kaava (5) ja kaavat (4) ovat merkeiltidin oikeat vain, kun i, j, kK muodostavat
oikean kéden systeemin.

1.8 SKALAARIKOLMITULO

Kolmen vektorin A, B, C ns. skalaarikolmitulo (scalar triple product, mixed triple product) on
skalaari

AxXB-C. (D

Tissd lausekkeessa ei tarvita vilttdméttd sulkuja, koska ensin on muodostettava ristitulo ja sit-
ten vasta pistetulo; lauseketta A X (B-C) ei ole méiritelty, silld se olisi vektorin ja skalaarin
ristitulo.

Skalaarikolmitulon A X B-C itseisarvo on vekto-
reiden A, B, C virittimédn suuntaissirmion (kuva 1.9)
c tilavuus ja merkki on + tai — sen mukaan, muo-
AxB dostavatko A, B, C oikean vai vasemman kidden
& systeemin. Kyseessd on oikean- tai vasemman kéden
systeemi, mikéli vastaavasti kuvan kulma o on terdvi
tai tylppd. Skalaarikolmitulo hdvidd, jos kaksi
tekijivektoria ovat yhdensuuntaiset, koska vastaavan
A suuntaissdrmion tilavuus on tilldin nolla.

Kuva 1.9 Skalaarikolmitulo.

Kaavoja:
AXB-C=BxC-A=CxA-B (kiertosiintd) , (2)
AxB-C=A-BxC (vaihtosiints) . (3)

12



Skalaarikolmitulon determinanttiesitys on

A, A A
AxB-C=|B, B, B[, ©)
G, & @

kun vektorit i, j, kK muodostavat oikean kdden systeemin.

1.9 VEKTORIKOLMITULO

Kolmen vektorin A, B, C ns. vektorikolmitulo (vector triple product) on vektori

Ax(BxC) (1)
tai (ei sama kuin edellinen)

(AxB)xC. (2)
Kaavoja;

AX(BxC)=—(BxC)xA=(CxB)xA,

€)
AX(BxC)=(A-C)B—(A-B)C.

Viimeinen kaava eli ns. vektorikolmitulon kehityskaava osoittaa, ettd tulovektori on vektoreiden
B ja C virittimissd tasossa.

1.10 VEKTORIN DERIVAATTA

Tarkastellaan skalaarimuuttujan p vektoriarvoista funktiota A(p). Derivaatan maédrittely
tapahtuu aivan samaan tapaan kuin skalaarifunktiolle.

Kahteen lihekkdiseen muuttujan arvoon p ja p + Ap liittyy vektorin A muutos
AA=A(p+A4p)-A(p). M

Kerrotaan tdmi skalaarilla 1/Ap, jolloin saadaan termi AA/Ap ja annetaan muutoksen Ap
lahestyd nollaa. Niin syntyy erds vektori; merkitdin

—= lim —, (2)

A(p+A4p) o . . : :
jota nimitetddn vektorin A derivaataksi skalaarin p suhteen.
Ap  Derivaattaa voidaan havainnollistaa geometrisesti kuvan
Ap) AA 1.10 esittdimddn tapaan, jossa vektori A eri arvm}la p on
asetettu alkamaan samasta pisteestd O. Vektorin kirki
piirtdd suureen p muuttuessa tidlloin kdyrdn ja derivaatan
/ havaitaan olevan kussakin pisteessd kiyrdn tangentin
suuntainen tai nolla.
Kuva 1.10 Geometrinen havain-
nollistaminen.
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Tavanomaisia mekaniikan sovelluksia ovat tapaus A — paikkavektori r tai nopeusvektori v ja
p — aika ¢, jolloin derivaatta dr/d¢ =v on nopeus ja derivaaatta dv/dt¢ = a kiihtyvyys.

Kaavoja:

d(A+B):%+@
dp dp " dp’

d(gA) _dq d4

9h) 9 4,94 3
dp dp qdp (3)

d(A-B) _dA dB

———+=—'B+A-—
dp dp dp’

dAxB) dA dB

—dp —deB'FAXHE.

Edelldi A= A(p), B=B(p), q = q(p) ja viimeisessd kaavassa on muistettava siilyttdi tekijoiden
jérjestys.

Kun kiytetddn esitystd (1.1.1) eli téssi

A(p)=A,(p)i+A)(p)j+A,(Dk, 4)
derivaatta
dA
ad) ;s v j+ Ly (5)

dp dp dp dp

koska yksikkovektorit ovat vakioita suureen p suhteen.

1.11 GRADIENTTI

Fysiikassa kiytetddn usein nimitystd kenttd (field), kun jokin suure riippuu paikasta r (ja lisdksi
mahdollisesti ajasta 7). Karteesisessa suorakulmaisessa koordinaatistossa riippuvuus paikasta
ilmaistaan riippumattomien suureiden x, y, z avulla.

Esimerkkind ns. skalaarikentdstd voisi olla limpotilan T jakautuma tietyssi kappaleessa:
T=T(x,y,z1) (1)

ja ns. vektorikentdstd vaikkapa virtausnopeuden v jakautuma tietyssi virtausalueessa:
v=v(x,y,2,1). ()

Jos aika ¢ ei ole mukana muuttujaluettelossa, kentin sanotaan olevan stationaarinen eli pysyvi
(stationary, steady).

Partikkelimekaniikassa tirkein vektorikenttd on ns. voimakenttd (force field). Kun partikkeli
tuodaan kenttéén, partikkeliin vaikuttaa voima F(r,t). Tavanomaisin esimerkki on gravitaatio-
voimakenttd, jossa ei ole mukana aikariippuvuutta ja vakiopainovoimakentin tapauksessa ei
myJdskdidn paikkariippuvuutta.

Tietyn kentdn (*) muuttumisvoimakkuudesta paikan suhteen saadaan kuva laskemalla kussakin
pisteessé osittaisderivaattojen Jd(-)/dx, d(-)/dy ja d(-)/dz (ks. luku 5.2) arvot. Vektorianalyysissi

14



on osoittautunut hyodylliseksi ottaa tiettyjen skalaarikenttien — kédytetddn vaikka merkintdd
V =V(x,y,z) — yhteydessid kidyttoon niihin liitetty osittaisderivaattojen kombinaationa saatu

vektori

oy V. V.
gradV=VV—§z+Wj+E

jota nimitetddn kyseisen skalaarin gradientiksi (gradient). Oikeanpuoleinen gradientin esitys-
muoto pétee vain karteesisessa suorakulmaisessa koordinaatistossa; yleistd gradientin méérittelyd
ei kisitelld tidssi.

k, 3

Lauseke (3) saadaan muodollisesti aikaan mairittelemélld ns. nabla eli Hamiltonin operaattori

I
—l?ix--*-"@_'_k?;’

joka asetetaan kohdistumaan skalaariin V. Nablaoperaattorilla on tirked asema vektorianalyy-
sissd.

\ C))

Partikkelimekaniikassa gradientti tulee esille konservatiivisten voimakenttien yhteydessi.
Gradienttivektorin erds ominaisuus on, ettd se osoittaa kussakin pisteessd kyseisen skalaarikentéin
voimakkaimpaan muutossuuntaan ja on kohtisuorassa skalaarikentdin tdmin pisteen kautta
kulkevaa ns. tasa-arvopintaa (level surface) vastaan. Skalaarin V(x,y,z) tasa-arvopinta on pinta,

jolla funktiolla V on tietty vakioarvo.

Huomautettakoon, ettd funktio V saa riippua my0s ajasta kaavaa (3) sovellettaessa, jolloin
gradienttikenttiikin tulee aikariippuvaksi.

Esimerkki 1.1 Gradientti. Tarkastellaan ajasta riippumatonta kaksidimensioista skalaari-
kenttdd

V(x,y)=x2+y2+xy+x. (a)
Midritetdén kentén gradientti.

Tissé tapauksessa

v, v
VW=—Ii+—j, b
oty (b)
koska riippuvuus z-koordinaatista hiavidi. Saadaan
v _
e 2x+y+1,
(c)
v
—=2y+x
%
ja gradientti on siis
VW=Qx+y+Di+(x+2y)j. (d)

Esimerkiksi pisteessd (1,1)

15



VV(,1)=4i+3j.

(e)

Tasa-arvopinnoista tulee tissi tasa-arvokiyrid. Pisteessd (1,1) saadaan kaavasta (a) arvo

V=V, =4.

®

Titen pisteen (1,1) kautta kulkeva tasa-arvokéyri saadaan yhtdlon

vv(,l)

Kuva (a)

x2+y2+xy+x=4

ratkaisuina. Tasa-arvokdyrdn miérittdmi-
seksi tdmd voidaan ratkaista esimerkiksi
muuttujan y suhteen kiyttien apuna toisen
asteen yhtdlon (y:n suhteen) ratkaisukaavaa:

—xi[x2—4(x2+x—4)]”2
y= 2

e AR 1/2
_ x+(=3x 24,’c+16) . (h)

Antamalla sitten muuttujalle x eri arvoja
voidaan kyseinen tasa-arvokéyrd hahmottaa
ndkyviin (kuva (a)). Gradientti esimerkki-
pisteessd (1,1) néyttdd todellakin olevan

kohtisuorassa vastaavaa tasa-arvokidyrii vastaan.
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2 MATRIISILASKENTA

Matriisit muodostavat kiyttokelpoisen pikakirjoitusmuotoisen tavan kisitelld useita mekaniikassa
esiintyvid yhteyksid; statiikassa mm. lineaarisia yhtdléryhmid. Hyvé lihde on [Kiveli].

2.1 MATRIISI

Matriisi (matrix) on “suorakulmaisesti jérjestetty” kokoelma suureita, jotka noudattavat tiettyji
sovittuja yhdistelysaantoji.

dp G v Gy
y Gy ' G

[Al=| 7 "l (1)
apl apl sen apn

Suureet g;; ovat matriisin alkioita (element). Edellinen indeksi ilmaisee sen vaakarivin eli rivin
(row) ja jilkimmdiinen sen pystyrivin eli sarakkeen (column) numeron, jolla alkio sijaitsee.

Matriisia ei pidd sekoittaa sitd liheisesti ulkond6ltddn muistuttavaan determinanttiin; merkitdén
usein |A| tai det [A]. Determinantti on olio, jolla on tietty skalaariarvo (yleens).

Matriisin tyyppi eli dimensio eli kertaluku ilmaistaan tarvittaessa kirjoittamalla esityksen (1)
sijasta muoto

[A]. )
pXn
Jos p # n, matriisia sanotaan suorakaidematriisiksi ja jos p = n, neliomatriisiksi.

Matriisikaavojen havainnollistamiseksi # X 1-matriisi varustetaan tissd omalla merkinnilldén
L

{A}= a2 3)

a,

ja sitd nimitetdéin sarakematriisiksi, pystyvektoriksi tai usein lyhyesti hieman harhaanjohtavasti
vain vektoriksi.

2.2 MATRIISIEN YHTASUURUUS

Matriisit [A] ja [B] ovat yhti suuret, merkitdin

[A] = [5], 1)
mikéli niiden vastinalkiot ovat yhti suuret eli
aij = blj . (2)
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Téten yhtidsuuruus vaatii, ettd matriisit ovat samaa tyyppié.

2.3 MATRIISISUMMA

Matriisien [A] ja [B] summa on matriisi
[C]=[A]+[B],

jossa

Cij=aij+bij.

Tekijimatriisien tulee siis olla samaa tyyppid. Erotus médritelldiin vastaavasti.

Kaavoja:
[A]+[B]=[B]+[4],
[A]+([B]+[C]) = ([A] +[B]) +[C] = [4] +[B] +[C].

2.4 SKALAARILLA KERTOMINEN
Skalaarin & ja matriisin [A] fulo on matriisi
[B]= ofA] =[A]e
jossa
b.=aa;.
Kaavoja;
a([A]+[B]) = o[A]+a[B],
o([A][B]) = (e[ A]|[B] = [A](e] B]) = o A B].

(Matriisitulo médritelldéin seuraavassa.)

2.5 MATRIISITULO

Matriisien [A] ja [B] fulo on matriisi

[C]=1[A][B],

PXq  pXnhnxq

jossa

n
k=1
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Tulon tekijimatriisien tulee olla yhteensopivaa (conformable) tyyppiid siten, ettd edellisen
matriisin pystyrivien lukuméérin on oltava yhtd suuri kuin jdlkimméisen matriisin vaakarivien

lukumifird. Muistisddnnoksi yleisemmaisti tulosta kelpaa yhtilod

[D]=[A][B][C].

PXr  pXnnxqqxr

3)

Siis vierekkiisten tyyppi-indeksien tekijimatriisien vililld tulee olla samoja ja tulomatriisin

indeksit saadaan tekijdmatriisien ddrimmaisistd indekseisti.

Tulon [A] B] kisin laskemista ja laskuohjeen muistamista helpottaa oheinen kaavio:

[ by

b,

[ by

"

G ap Qi => c{j

4)

Matriisin [A] vaakarivin i kukin alkio kerrotaan matriisin [B] pystyrivin j vastaavalla alkiolla ja
tulot lasketaan yhteen, jolloin saadaan alkio ¢;j» joka sijoittuu matriisissa [C] nuolten osoittamaan

paikkaan.

Kaavoja:

([AIBIICT = [AN[B]C]) = [ALIBIC].
[A)([B]+[C]) =[A]lB] +[A]C].

Matriisitulon suhteen ei ole yleensi voimassa vaihdantalaki eli
[A]B] = [B][A]

vaikka kummankin puolen tulomatriisit olisivat samaa tyyppid.

Esimerkki 2.1 Matriisitulo. Lasketaan nelidmatriisien [A] ja [B] tulot, kun

2 3 0 120
[A]=|3 1 -1|, [B]=|2 1 4]|.
1o -1 3] ¥ 141

Saadaan

[B]=

S N =
=N
N

19

o)

(6)

(a)



2 3 08 7 12
[A]=[3 1 -1||5 3 3 |=[A]B] (b)
0 -1 32 11 -1

ja
> 3 0
[A]=(3 -1
= _1 3_
1 2 0][8 5 -2
[B]=|2 1 4 3 11 |=[B]A]. (©
0 4 1)12 3 -1]

Nihdidn, ettd vaikka [A] ja [B] ovat tissd symmetrisid (ks. myShemmin), tulot eivit ole
symmetrisii eivitkd yhtidsuuria.

2.6 MATRIISIN TRANSPONOINTI

Matriisin [A] transponoitu matriisi eli transpoosi

pxn
[B]=[A]", (1)
nXp pXn
jossa

Nelidmatriisin sanotaan olevan symmetrinen, mikili
[A]" =[4] 3)
eli

a,-j = aﬁ : (4)

Pystyvektorin (2.1.3) transpoosi

(A} =[aa,...a,] &)

on 1Xx n-matriisi, jota nimitetdén rivimatriisiksi tai usein myds vaakavektoriksi.

Kaavoja:
([A1+[B))" =[A]" +[B]",

([AXB)" =[B]"[A]", ©)
(A1)’ =141,
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(cofA)) =afA]".

On syyti korostaa, ettd tuloa transponoitaessa tekijimatriisien jérjestys siis muuttuu.

Esimerkki 2.2 Transponointi. Tarkastellaan nelidmatriisien tuloa
[4]=[LYAIL]", (a)
jossa [A] on symmetrinen.

Kaavan (a) tyyppinen tulo esiintyy usein mekaniikassa. Merkinnit viittaavat koordinaatiston
kierron yhteydessi syntyvidn [A]-matriisin muuntumiseen matriisiksi [A”]. Tistid
esimerkkind on mm. hitausmatriisin muuntuminen [Dyn, luku 7.1.2]. Osoitetaan, ettd jos
matriisi [A] on symmetrinen, my&s matriisi [A’] on symmetrinen.

Muodostetaan matriisin [A’] transpoosi:
(AT = (IL1") AT = [LYATT (L] =[LYALLT". b)

On kiiytetty hyviksi toista ja kolmatta kaavaa (6) ja tietoa matriisin [A] symmetrisyydesti.
Koska siis kaavojen (a) ja (b) perusteella [A’]T =[A’], myds matriisi [A’] on symmetrinen.

2.7 LAVISTAJA- JA YKSIKKOMATRIISI

Nimi ovat symmetrisid nelidmatriiseja. Ldvistdjd- eli diagonaalimatriisi (diagonal matrix) on
muotoa

(4, 0 0 0]
0 4, O 0
[A]=[0 0 X4 0 1)
|0 0 0 - 4,]
ja yksikkomatriisi (unit matrix) muotoa
[1 0 0 0]
010 0
[I]=[0 0 1 0[. 2)
0 0 0 - 1

Matriisille [A] ja yksikkomatriisille []
[A][1] = [1] [A] = [4] &)

pXanxn pXppxn pXn
eli yksikkomatriisilla kertominen ei muuta matriisin arvoa.

Jos kaava (3) kirjoitetaan ilman tyyppimerkint6ja, yksikkomatriisilla on siis eri koko eri puolilla
yhtélod, mikdli p # n.

21



(ofA])" =afA]"

On syytd korostaa, ettd tuloa transponoitaessa tekijdmatriisien jérjestys siis muuttuu.

Esimerkki 2.2 Transponointi. Tarkastellaan neliomatriisien tuloa

(4] =[L]ALLT, @
jossa [A] on symmetrinen.

Kaavan (a) tyyppinen tulo esiintyy usein mekaniikassa. Merkinnit viittaavat koordinaatiston
kierron yhteydessd syntyviin [A]-matriisin muuntumiseen matriisiksi [A’]. Téasté
esimerkkini on mm. hitausmatriisin muuntuminen [Dyn, luku 11.1.1]. Osoitetaan, etti jos
matriisi [A] on symmetrinen, myds matriisi [A’] on symmetrinen.

Muodostetaan matriisin [A’] transpoosi:
(A" = ([T AT LI =[LYAT L] =[LIATZ]" . (b)

On kdytetty hyviksi toista ja kolmatta kaavaa (6) ja tietoa matriisin [A] symmetrisyydest.
Koska siis kaavojen (a) ja (b) perusteella [A’ ] =[A’], myds matriisi [A’] on symmetrinen.

2.7 LAVISTAJA- JA YKSIKKOMATRIISI

Nimi ovat symmetrisid neliomatriiseja. Ldvistdjd- eli diagonaalimatriisi (diagonal matrix) on
muotoa

(4, 0 O 0
0 4 O 0
[A]=[ 0 0 4 0 ey
0 0 0 - A,]

ja yksikkomatriisi (unit matrix) muotoa

1 0 0 0
010 0

[7]=|0 0 1 0. )
00 0 - 1]

Matriisille [A] ja yksikkomatriisille [/]
[A][1] = [1] [A] = [A] 3)

pXnnXn  pXppXn  pXn
eli yksikkomatriisilla kertominen ei muuta matriisin arvoa.

Jos kaava (3) kirjoitetaan ilman tyyppimerkint6jd, yksikkomatriisilla on siis eri koko eri puolilla
yhtdlod, mikali p#n.
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2.8 DETERMINANTTI

Neliomatriisin [A] determinaniti (determinant) — merkitizin
nxn

a1 G2 G
Q1 Gp ' Iy
(D

any Gy 't Gy,

tai [A] tai [A] tai det[A] — on suure, jonka arvo saadaan mm. kehittimilli determinantti
mielivaltaisen pysty- tai vaakarivin X mukaan kaavoilla

n
det[A] = ZaikA,-k = alkAlk + a2kA2k +...
i=1

2)
n
dCt[A] = Zaijkj = aklA,d + aszkz +...
Jj=1
Termi Aj; on alkion a;; ns. komplementti:
Aj =)Dy, 3)

jossa Dy on determinantin alkion a; alideterminantti. Se on sen (n—1)x(n—1) matriisin
determinantti, joka saadaan poistamalla alkion a; sisiltivd pysty- ja vaakarivi. Lopuksi 2x2
matriisin determinantti lasketaan kaavasta

a b

J =ad-cb. 4

Kaavoja:
det{A]" = def[A],
det([A][B]) = det[A]det[B], (5)

nxnnxn

det(a[A]) = o det[A].

nxn

2.9 KAANTEISMATRIISI

Nelidmatriisin [A)] kddnteismatriisi (inverse matrix) [A]™! on matriisi, jolle
nxn nxn

[ATAT =[A]'[A]= 1] @

nxn

Kiénteismatriisin yleinen lauseke on
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(AT = SRS F @

A, Ay o Ay,
jossa on syytd huomata komplementtien Aj; sijoitus transponoituihin asemiin. Kéiinteismatriisi
on olemassa vain silloin, kun det[A]#0. Jos det[A]# 0, matriisin sanotaan olevan sddn-
nollinen (regular) ja jos det[A] =0, singulaarinen (singular).

Kaavoja:
-1 -1 -1
(A][B)™ =[B]"[A]
nxnnxn nxXn nxn
(A=A HT. 3)
Symmetrisen matriisin kéfinteismatriisi on symmetrinen. Livistdjamatriisille (2.7.1)
/A4 0 0
_ 0 1/4 0
[A]! = . @)
0 0 ter 1/ )'1
2.10 LINEAARINEN YHTALORYHMA
Luvussa 3 tarkasteltu lineaarinen yhtédléryhmi
axq + a9 Xy +..+ AnXy = bl .
drnXxq + ayrXg +...+ ArpX, = b2 5 (1)

Ap X1+ apyXy +..+ap,X, = b,
voidaan esittid ilmeisin matriisimerkinndin muodossa

[A]{X} = {B}. 2

pxn nxl  pxl

Matriisia [A] nimitetddn yhtdloryhmin kerroinmatriisiksi ja pystyvektoria {B} usein
vakiovektoriksi. Erityisesti, kun p = n saadaan

[Al{X}={B}. 3)

nxn nxl nx1

Tdmén ratkaisu syntyy muodollisesti kertomalla yhtdlén kumpikin puoli vasemmalta
kidnteismatriisilla [A]™:

[A]'[A}{X} =[A]'{B},
[11{x}=[A]"{B},
{x}=[A]"{B}. )
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Kéytdnnossd kitinteismatriisia ei kuitenkaan yleensd muodosteta vaadittavan suuren tydoméirin
vuoksi, vaan yhtdléryhmi ratkaistaan esimerkiksi Gaussin algoritmilla.

Yhtdloryhmilld (3) on kaavan (4) perusteella yksikiisitteinen ratkaisu, kun kerroinmatriisi on
sdaannollinen.

2.11 LINEAARINEN RIIPPUMATTOMUUS

Tarkastellaan pystyvektoreiden {A},, {A}, ,...{A},, muodostamaa joukkoa. Lauseketta
px1 px1 px1

al{A}1+a2{A}2+“‘+an{A}n, 1)

Jjossa kertoimet o ovat skalaareja, nimitetdin kyseisten vektoreiden lineaarikombinaatioksi
(linear combination).

Muodostetaan lineaarikombinaation avulla yhtilo

oy {Ah+ oy {A},+- +a, {A}, ={0}, )
px1 px1 pxl  pxi

ja pidetidn kertoimia o tuntemattomina. Toisin merkinndin saadaan my®s esitys

4y Gy, 4, || 0
a, a a, |la 0
21 22 2n 2
@ g S i 8 3)
apl apl apn o, 0
pXn nx1 px1

jossa kerroinmatriisin syntymistapa pystyvektoreista {A} on ilmeinen. Ns. triviaaliratkaisu
o, =0, a,=0, &, =0 on aina voimassa. Jos timi on ainoa ratkaisu, sanotaan etti kyseiset
vektorit ovat lineaarisesti riippumattomia (linearly independent). Jos sen sijaan on olemassa
jokin ratkaisu a,, o,,...,, siten, ettd ainakin yksi & on nollasta eroava, kyseisten vektoreiden
sanotaan olevan lineaarisesti riippuvia (linearly dependent). Jilkimmiisessi tapauksessa ainakin
jokin vektoreista voidaan ilmaista muiden lineaarikombinaationa. Jos esimerkiksi @, #0,
saadaan nimittédin selvisti

27} _% %
{Ah:_Z{A}Z o {A}, » {A},. 4)

1

Edelld on tarkasteltu pystyvektoreiden avulla esitettyji “lineaariavaruuden alkioita eli
vektoreita”, mutta kisittely voidaan toistaa yhtd hyvin my8s vaakavektoreiden avulla. Yhtilsn
(2) vastine olisi

Bi[BY+ B2 (Bl +---+ B, [B], = [0] )

Ixn 1xn 1xn 1xn

ja vaakavektorit [B] voisivat olla muodostetut esimerkiksi yhtilén (3) kerroinmatriisin
vaakariveistd. Matriisiyhtilon (5) transponointi tuottaa samanarvoisen yhtilon

Bi{B}h+ By {B},+--+B, {B}p ={0}, (6)

nx1 nx1 nx1 nxl1
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joten tarkastelu voidaan palauttaa niin haluttaessa pystyvektoreiden kisittelyyn.

Lineaaristen yhtiloiden kuten (2.10.1) yhteydessd puhutaan myos yhtildiden lineaarisesta
riippumattomuudesta tai riippuvuudesta. Tilld tarkoitetaan samaa kuin kyseisten kerroin-
matriisin vaakariveihin liittyvilld vastaavilla termeilli. Esimerkiksi statiikan tasapainoyht&loitd
synnytettdessi on juuri oleellista, ettd saadaan aikaan riittdvd médrd riippumattomia yhtiloitd.
Ratkaisun olemassaolon ja laadun selvittdmisessi tarvitaan apuna rangin késitettd.

2.12 RANGI

Suorakaidematriisin rangin (rank) eli ns. sédnnollisyysasteen méidritelmé voidaan esittdd mm.
seuraavasti. Jos matriisi sisdltdd kokoa r X r olevan neliomatriisin (saatu poistamalla vaaka-
ja/tai pystyriveji), jonka determinantti on nollasta eroava ja jos matriisin kaikkien suurempaa
kokoa olevien neliomatriisien determinantit ovat nollia, matriisin rangin sanotaan olevan r.

Eriitd tuloksia:

Rangi on pienempi tai yhtésuuri kuin pienempi luvuista p ja n.

Rangi ilmaisee matriisin lineaarisesti riippumattomien

vaakarivien (pystyrivien) lukuméirin. D
Neliomatriisi on sdéinnollinen, jos ja vain jos sen rangi on sama kuin

matriisin kertaluku.

Esimerkki 2.3 Rangi. Tarkastellaan voimaruuvin keskeisakselin madrittimiseen liittyvid
yhtiloryhmaii [Stat, yhtdlot (5.4.4)]

0 -F, F |{x pF, — (M),
F, 0 -=F [{yp={pF,—(My)y¢, (a)
—Fy F, z DE, — (M),

jossa x, y ja z ovat tuntemattomia. Mééritetiidn kerroinmatriisin rangi r.

Kehitetddin kerroinmatriisin determinantti kaavan (2.8.2) avulla vaikka ensimmé&isen
pystyrivin mukaan:

0 -F, F

y -F, F| |-F, F
F, 0 —sz—Fze oy_y OZ _If, =-F,(-FF)-F,(FF)=0. (b
X X
~F, F, 0

Kerroinmatriisi on titen singulaarinen ja rangin tiedetén siis olevan pienempi kuin 3.
Tarkastellaan sitten vaikka alkion ( ), =0 alideterminantin arvoa:

0 -F,
F, 0

x

=F’. ©)

x

Titen ainakin jos F, #0, on saatu tulos r=2. Yhtdlot ovat siis lineaarisesti riippuvia.
Néihddan mm., ettd
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F, 4 7
El=2"210 _E -F. 5. (d)

¥4 F X

-F, * | F, 10

2.13 LISAMERKINTOJA

Jos skalaari f on muuttujien x;,X5,...,x, funktio, niin tavanomaisen riippuvuuden kuvaamisen
f = f(x,%,...,X,) sijasta voidaan ensinnikin kirjoittaa lyhyemmin f = f({X}) ajattelemalla
muuttujat pystyvektorin {X} alkioiksi.

nx1

Usein kéytetéin my6s apuna merkintéd

oy
of

I M

— 4&2?

of{X}
o

\a'an

nx1

eli “skalaarin derivaatta pystyvektorin suhteen”. Toisin sanoen skalaarista synnytetddn
tietynlainen gradienttivektori (vrt. luku 1.11) listaamalla osittaisderivaatat uuden pystyvektorin
alkioiksi of /o, df / dx,,.... (Joskus kirjallisuudessa vastaavalla merkinndlld tarkoitetaankin

vaakavektoria.)

Tiami merkintitapa on kiitevi useissa eri yhteyksissi. Esimerkiksi funktion f({X}) kokonais-
differentiaali (5.3.1) voidaan kirjoittaa muotoon

T
i _ T o
df = (-——a {X}J d{x}=d{x} 51x] )
ja funktion f({X})stationaarisuusehdot (ks. luku 7) df /dx; =0, df /dx, =0,... ovat ytimekkiiisti
I _

Huomattakoon, etti skalaari voidaan tulkita 1x 1-matriisiksi. Skalaaria transponoitaessa sen arvo
ei muutu, joka seikka selittdd myos toista kaavaa (2.6.6) soveltamalla saadut lausekkeen (2) kaksi
eri muotoa.

2.14 LINEAARIMUOTO

Skalaari
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n
L({X }) =aqx; +axy ++a,x, = Za,-xi

i=1

={A}" {x}={x}"{4}, (1)
jossa
q X1
{4}= “2 , {X1}= x2 , @)
an x?l

on ns. (homogeeninen) lineaarimuoto eli lineaarinen muoto (linear form) muuttujien x suhteen.
Kertoimet g ovat tissid annettuja parametreja, jotka eivit siis riipu muuttujista x.

Todetaan helposti, ettd

oL _

S =4l ®

Esimerkki mekaniikassa esiintyvisti lineaarimuodoista on vaikka virtuaalisen tyon lauseke

OW=06q+0,0q; ++Q,0q, = {Q}Ta{CI} = 5{‘1}T{Q} ) )

jossa merkinnét ovat ldhteen [Stat, luku 9.2] mukaiset.

2.15 NELIOMUOTO

Skalaari

O({X}) = anxax + apx Xy + o + a1, X%, +
+ ar1Xa2Xq + Ay Xo Xy +o 4 Ay XX, +

+ a,1X,Xx + a,X,Xy +.o 4+ XXy

n n
T
=Y Y axx; = {X} [A}{X}, 1)
i=1j=1
jossa
Q1 G2 A, X
a @ b
[A]= 21 G2 2n , {X}= :2 ’ @)
nxn nxl1 .
Apl Qn Gy Xn

on ns. (homogeeninen) nelidmuoto eli kvadraattinen muoto (quadratic form) muuttujien x
suhteen. Neliomatriisin [A] alkiot ovat tdssi annettuja parametreja, jotka eiviit siis riipu
muuttujista x.
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Nelidmuodolle pitee yhteys

20
5l 2[Aj X}, 3)

kun [A] on symmetrinen. (Neliomuodon matriisi [A] voidaan aina valita symmetriseksi }i‘iman

. - H 2 . . 1 21 vanna
ylel.syyden menetystd. Jos aluksi esimerkiksi ajp # @y, @12""" = ay"™™ =(a15 +ay) f2.
Neliomuodon arvo ei muutu.)

Nelidmuoto esiintyy mekaniikassa mm. konservatiivisten systeemien potentiaalienergian lausek-
keissa.

Nelidmuoto Q (ja my6s sen symmetrinen matriisi) luokitellaan ja nimetiin usein seuraavasti.
Nelidmuoto on positiivisesti definiitti (positive definite), mikili Q = 0 kaikilla mahdollisilla
muutujien {X} arvoilla ja tdsmélleen nolla vain, kun {X}={0}. Nelidmuoto on positiivisesti
semidefiniitti (positive semidefinite), mikili Q 2 0 kaikilla mahdollisilla muuttujen {X} arvoilla
ja lisdksi nolla jollain arvolla {X} = {0}. Negatiivisesti definiitti ja negatiivisesti semidefiniitti
nelidmuoto ja matriisi médritelldin vastaavasti kuin edelld korvaamalla merkki > merkilld < .
Negatiivisesta muodosta piistdin haluttaessa positiiviseen muotoon tarkastelemalla funktion Q
sijasta funktiota — Q. Jos Q voi saada seki positiivisia etti negatiivisia arvoja, nelismuodon ja
sen martriisin sanotaan olevan indefiniitti (indefinite).

Esimerkki 2.4 Neliomuotoja. Seuraavassa annetaan eriitd hyvin pelkistettyji esimerkkeji
nelibmuodoista.

(1) Positiivisesti definiitti muoto:

T
X 2 0y a2 2
{xz} [O 1]{9‘2} e i

Q =0 vain arvoilla x; = x; =0. Muulloin Q > 0. Det [A] = 2; matriisi on sid#nnéllinen.

(2) Positiivisesti semidefiniitti muoto:

T
X 1 -1 X1 2
{xz} [‘1 lez} hh B+ = SO ®

Q = 0 kaikilla arvopareilla x; = x,. Muulloin Q > 0. Det [A] = 0; matriisi on singulaarinen,

(3) Indefiniitti muoto:

X TO 1 X1 —oxx (C)
Xy 1 0 X9 a o

Q > 0 esimerkiksi arvoilla x; > 0, x, >0 ja Q <0 taas arvoilla x; >0, x, <0. Det[A] = -1;
matriisi on tissd sddnnollinen.

(4) Negatiivisesti semidefiniitti muoto:

T
X1 -1 1 X1 2 2
{xz} [ . -l:l{xz} =—~x{ +2x0 — x5 =—(x - x,)° . (d)
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Det [A] = 0; matriisi on singulaarinen.

(5) Negatiivisesti definiitti muoto:

T
X -2 0]f{x
X2 0 -1 Xy

Det [A] = 2; matriisi on sddnndllinen.

e

Definiiteilld matriiseilla on laskennalliselta kannalta useita térkeitd ominaisuuksia. Suoraan
médritelmén perusteella on yleensi vaikea todeta — esimerkissid 2.4 se kily vield helposti — onko

matriisi definiitti. Eris yleinen keino testata timi perustuu seuraavaan lauseeseen:

Matriisi on positiivisesti definiitti, jos ja vain jos sen kaikki ensimmdiset pddalideterminantit

(principal first minors)

a1 42 - q
a1 a2
a117 yrany
1 ap
Ay Qya o Qyy
ovat positiivisia.

Esimerkki 2.5 Positiivisesti definiitti matriisi. Onko matriisi

2 -1 2
[A]=[-1 2 1
3x3 ) 1 6

positiivisesti definiitti?

Lasketaan lausekkeet (4):

2>0,
2 412350
=4—]1=5> ,
-1 2
2 -1 2
1 2 1]|=201)+1(=8)+2(=5)=4>0,
2 1 6

joten matriisi (a) on positiivisesti definiitti.
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3 LINEAARINEN YHTALORYHMA

3.1 YLEISTA
Tarkastellaan yhtilosysteemid
11X + a19Xy +...+ AQpXy = bl .

1% +a22x2 +..+ ArypXy = b2 .

(1)
Ap1X) + AppXy + . Ay X, = bp_

Téssé suureet g ja b ovat annettuja ja suureet x tuntemattomia. Kyseessd on ns. (algebrallinen)
lineaarinen yhtdloryhmd (linear system of equations). Yhtilsitd on p kpl ja tuntemattomia n kpl.
Tehtidviind on médrittidd tuntemattomien x arvot.

Statiikan tasapainoyhtilot ovat tavallisesti tyyppid (1). Tuntemattomina esiintyvit méagritettivit
voimat tai momentit. Staattisesti méirityissi tehtivissd lisiksi p = n eli tuntemattomia on yhti
paljon kuin yhtiloiti.

Yhtdloryhmé (1) saadaan — kuten on jo selostettu luvussa 2.10 — matriisimerkinndin muotoon

[Al{x}={B}. )

pXn nx1 pxl

3.2 RATKAISUN LAATU

Aihetta on kisitelty huolellisesti lihteessd [Kiveld]. Ensinnikin ratkaisuja voi olla joko ei
lainkaan, yksi tai ddretdon mddrd. Titi seikkaa on pyritty havainnollistamaan kuvassa 3.1
graafisesti

== &

(a) Kolme yhtilod; kaksi tuntematonta

(b) Kaksi yhtilod; kaksi tuntematonta

A e

(c) Kaksi yhtilo4; kolme tuntematonta

Kuva3.l (a)p=3,n=2. b)p=2,n=2. (c)p=2,n=3.

NN
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yksinkertaisten esimerkkien avulla. Vallitsevat yhtélot esittdvit tuntemattomien suureiden xp, X,
(x3) muodostamassa avaruudessa suoria (tasoja). Niiden mahdolliset yhteiset leikkauspisteet
ovat ratkaisuja. Ratkaisujen lukumiiird on merkitty kuhunkin osakuvaan. Karkeasti ja epétis-
millisesti voidaan yleisesti sanoa, ettd jos yhtéloitd on enemmén kuin tuntemattomia (p > n) on
todennikoistid, ettei ratkaisua ole (vrt. kuva (a)). Jos yhtiloitd on yhtd paljon kuin tuntemattomia
(» = n), saadaan todennikoisesti yksikisitteinen ratkaisu (vrt. kuva (b)). Jos yhtilditd on
vihemmin kuin tuntemattomia (p < n), ratkaisuja on todennikdisesti ddretdn médrd (vrt. kuva

(€)).

Tdsmillisesti voidaan esittdd mm. taulukon 3.1 kuvaamat tapaukset [Kiveld, s. 32]. Luku r on
kerroinmatriisin rangi. Staattisesti midrityissd tehtdvissd tulee siis pddtyd yhtdlosysteemiin,
joissa p =n ja jossa yhtilot ovat lineaarisesti riippumattomia, jolloin r = p = n ja saadaan
taulukon kuvaama yksikisitteinen ratkaisu. Taulukon tulos oo liittyy taas staattisesti
midrddmittomiin tapauksiin, jotka ilmaisevat matemaattisesti sen seikan, ettd kiytetty malli
on epdrealistinen, koska “luonnossa” ratkaisu tulee olemaan yksikésitteinen.

Taulukko 3.1 Ratkaisujen lukumddrd.

Jos niin ratkaisujen lukuméri
on
r=n
y //"' ] 1
r=p ja p=n
~a < hn
p<n

Jatkossa tissd luvussa tarkastellaan endi vain tirkeintd tapausta p = n eli yhtdloryhmid

[A{x}={B}. (1)
nxn nx1 nx1
Sen ratkaisu on taulukon 3.1 perusteella tai my6s kaavan (2.10.4) mukaan yksikisitteinen, mikili
det[A] # O eli kun kerroinmatriisi on sé@nnéllinen.

3.3 GAUSSIN ALGORITMI

Otsikon algoritmi eli Gaussin eliminaatio perustuu yhtdloryhmén yhtédldiden sopivien
yksinkertaisten peréttdisten lineaarikombinaatioiden muodostamiseen niin, ettd tuntemattomien
lukumdird syntyvissd uusissa yhtiloissd vihenee systemaattisesti, kunnes lopuksi viimeisessi
uudessa yhtidlossd on endd yksi tuntematon. Tidmin jidlkeen tuntemattomien arvojen
médrittiminen tapahtuu perittdisten sijoitusten avulla.

Usein pienid yhtdléryhmid voi ratkaista nopeammin vihemmin systemaattisesti, mutta
perusajatus on sama: muodostetaan yhtildiden lineaarikombinaatioita.

Statiikan tehtévissd syntyvit kerroinmatriisit ovat monasti ns. harvoja (sparse) eli ne siséltiviit
paljon nolla-alkioita. Kisin laskiessa voi tdlloin pddstd verrattain helposti ratkaisuun
suorittamalla eliminointeja tehtdvén fysiikan antaman tiedon mukaisessa jirjestyksessd. Niin on
usein asian laita esimerkiksi staattisesti méérittyjen ristikoiden sauvavoimien miérityksessi.
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Numeerisesti pystytdin nykyéin ratkaisemaan helposti yhtdléryhmii, joissa on useita satoja tai
muutamia tuhansia tuntemattomia ainakin tapauksissa, joissa kerroinmatriisi on kohtuullisen
harva.

Esimerkki 3.1 Gaussin algoritmi. Tarkastellaan yksinkertaista kolmen tuntemattoman
lineaarista yhtiloryhmaa

4x1+0x2—4x3=4,> 1 |
2x1+4x2+1x3=0, 2) _Z

Ixy—4x) +6x3 =11. )
Sen yhteyteen on jo merkitty ldhteen [Kiveld] esittdméain tapaan kaarinuolien avulla Gaussin
eliminaation ensimméinen vaihe. Merkinnit tarkoittavat, ettd ensimmaiinen yhtils on lisétty

kerrottuna vastaavasti luvuilla -1/2 ja -1/4 toiseen ja kolmanteen yhtdlo6n. Syntyy uusi,
alkuperdisen yhtiloryhmén kanssa samanarvoinen — siis saman ratkaisun antava — ryhma

4x1+0x, —4x3 =4,

4.7C2+3X3=—2,> 1

—4.X'2 +7X3 =10. (b)

Muuttuja x; on saatu niin eliminoitua kahdesta jilkimmaiisesté yhtdlostd. Yhtidloryhmiin (b)
yhteyteen on myds jo merkitty seuraava tarvittava operaatio, joka tuottaa uuden ryhmén

4x1 +0x2 —4x3 =4,
4%y +3x3=-2, (c)
].OX3 =8.

Tuntemattomien arvojen maéritys tapahtuu yhtilostd (c) seuraavien ilmeisten kaavojen
X3 = - (8)=0,8
>710 "

X, =i(—2—3x3)=—1,1, )

x = i(4+4x3 —0x,)=138

avulla.

Askeisten askelten lisidksi on joskus tarpeen suorittaa yhtiloiden ja/tai tuntemattomien
jarjestyksen vaihdoksia, jotta pédstdisiin eteenpdin.

Ilman Gaussin algoritmin suoraa kéyttod laskelmat voisivat edetd suunnilleen seuraavasti.
Ratkaistaan vaikka ensimmadisestd yhtélostd esimerkiksi muuttuja x) muissa lausuttuna:

xl=%(4—0x2 +4x3)=1+x;5. (e)

Tédma tulos sijoitetaan kahteen jalkimmaéiseen yhtdloon:
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2(1+X3)+4xZ+1.X3=0, (f)

(14 x3)— 4x, + 633 =11
eli

4x2 + 3X3 =-2 ,

8

—4JC2 + 7.7C3 =10.

Ensimmdisestd yhtélosté (g) saadaan vaikka
1

X3 = 5(—2 . 4XZ) . (h)
jonka sijoitus jalkimmaiiseen antaa

—4x, +-;—(—2—4x2)=10 ®
eli

Xg = _1,1 : (])
Tuntemattomat x5 ja x; saadaan timin jilkeen helposti yhtildistd (h) ja (e).

3.4 CRAMERIN SAANTO

Pienten yhtiloryhmien (3.2.1) yhteydessd voidaan myos kéyttdd hyviksi usein otsikon nimelld
kulkevaa ratkaisukaavaa

D
LS R N (1)

.x, 3y
1" p° 27p "D

Tissd D =det[A] ja Dy on aina sen matriisin determinantti, joka saadaan korvaamalla matriisin
[A] k:s sarake pystyvektorilla {B}. Cramerin s##ntd on hyddyllinen etenkin, jos kerroinmatriisin
ja vakiovektorin alkiot eivit ole pelkkid lukuja vaan tiettyjd lausekkeita.

Esimerkki 3.2 Cramerin sdidntd. Méidritetdin esimerkissé 3.1 késitellyn yhtidloryhmiéin

4 0 -4 || x 1 4
2 4 1 Rkxpr=<0 (a)
1 -4 6 |lx; 11

ratkaisu Cramerin sidinnon avulla.

Saadaan
4 0 -4
D=2 4 1—44 : 42 ) =4(28)-4(-12)=160 (b)
_146_—46 1 4|73 B
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4 0 -4

4 1 [0 -
= = = 1(16) = 288,
D=0 4 1 4‘_4 |, 1‘ 4(28) +11(16) ©
11 -4 6
4 4 -4
2 1| |4 4
D=2 0 1|=—4" '|-11 =—4(11)-11(12) = -176, @
16 |2 1
111 6
4 0 4
-2 4 o]=4" *le1l? O=sc12p+1106)=128 ©
Ds = 14T 2 4| o i
1 -4 11

Determinantit (b), (c), (d) ja (e) on kehitetty vastaavasti ensimmadisen vaakarivin sekd
ensimmadisen, toisen ja kolmannen pystyrivin mukaan, jolloin laskentaty6td on voitu hieman
vihentdi nolla-alkioiden avulla.

Ratkaisu on siis

X = —1,8,
160
~176

=20y,

2= 760 ®
128

=28 _os.

=760

3.5 SUPERPOSITIOPERIAATE

Ns. superpositioperiaate (principle of superposition) eli yhteenlaskuperiaate perustuu 18ysésti
sanottuna lineaarisiin systeemeihin liittyvdin ominaisuuteen, jonka mukaan vaste (response) eli
"seuraus” on suoraan verrannollinen herdtteeseen (excitation) eli "syyhyn".

Tarkastellaan esimerkkinid yhtdléryhmin (3.2.1) ratkaisuja {X},, {X},... annettujen vakio-
vektoreiden {B},, {B}, ... johdosta eli

[A}X}, ={B};.
[A]{X}z = {B}z ’ (1)

Tilloin ratkaisu vakiovektoreiden lineaarikombinaatiosta (ks. luku 2.11) muodostuvalle
vakiovektorille

{B}=0q{B}; + o {B}, +-- ()
on vastaava lineaarikombinaatio vastaavista erillisratkaisuista eli
{X}=oy{X}, + o {X}, +-- 3)

Tédmd nihdéin vilittomaisti oikeaksi matriisilaskusdédntdjen nojalla:
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[A{X} =[A)(on {X}; + aa{X}, +-) = ca[ A X}, + o[ A X, +--
= oy{B}, + 0, {B}, +---={B}. 4)
Askeisti tulosta voidaan pitii erdiind superpositioperiaatteen ilmentymiini eli lyhyesti:

Useiden heriitteiden yhteinen vaste saadaan laskemalla yhteen
erillisten heritteiden aiheuttamat vasteet. &)

Mekaniikassa superpositioperiaatetta sovelletaan mm. niin, ettd heritteini ovat kappaleen
ulkoiset voimat ja vasteina sisdiset voimat tai siirtymiéit.
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4 OMINAISARVOT JA -VEKTORIT

4.1 TAVALLINEN OMINAISARVOTEHTAVA

Ns. tavallinen (diskreetti) ominaisarvotehtdvd (eigenvalue problem) voidaan esittdd yhtélo-
ryhméni

apxy +apxy +ot gpx, = A,

AyXy +aypXy ++ ayuX, = Ay,

(1
QX + Xy + o+ ayx, = Ax,,
eli
hnd @
eli
([Al-A D {x}={o}. 3)

nxn nxn nxl nx1

On maddritettivd ne tuntemattoman skalaarin A arvot A;, ns. ominaisarvot (eigenvalue,
characteristic number, latent root) seki vastaavat pystyvektorin {X} arvot {X}, #{0}, ns.
ominaisvektorit (eigenvector, mode), joilla yhtdloéryhmé toteutuu.

Ominaisarvot saadaan periaatteessa skalaarin A suhteen astetta n olevan yhtdlon, ns.
karakteristisen yhtdlon

det([A]-A[I])=0 4
eli
a—A  ay v a,
a?l ay, N A e a?,, . 5)
Qn1 Gyt Gpy— A

juurina. Yhtilon vasenta puolta nimitetddn karakteristiseksi polynomiksi.

Kutakin ominaisarvoa A; vastaava ominaisvektori {X} ; médritetddn tdmén jilkeen yhtdloryhmén

([A]-A[1]){x}; = {0} ©6)

avulla. Ominaisvektorin alkioiden viliset suhteet ovat kiintedt; sen sijaan ominaisvektorin
itseisarvo voi olla mielivaltainen. Titen eris ominaisvektori {X}, saadaan ottamalla esimerkiksi
alkiolle x; jokin arvo ja ratkaisemalla loput alkiot x,,x3,...,x, systeemisté (3) jiljelle jidivin n-
1:td tuntematonta koskevan lineaarisen yhtdloryhmén avulla; hyljdtédn yksi yhtilo.

Tehtdvddn (2) littyvid ominaisarvoja ja ominaisvektoreita nimitetiin myos matriisin [A]
ominaisarvoiksi ja -vektoreiksi.
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Tavallinen ominaisarvotehtivé esiintyy mekaniikassa mm. pdivenymien, pidjinnitysten ja
pddhitausmomenttien [Dyn, luku #2-}1 médritysten yhteydessa.

A4 4.7,
Ominaisarvotehtédvin kisittely on kiytinnossi késin laskien yleensd liian tydldstd, kun n>= 2 ja
on sovellettava numeerisia menetelmid, joihin ei puututa tdssi.

Polynomiyhtdloiden ominaisuuksien perusteella havaitaan, ettd ominaisarvoja on n kappaletta
(joista osa voi olla moninkertaisia).

Erditd tuloksia;

Matriisi on sééinnollinen, jos ja vain jos mikdén sen ominaisarvoista

A; ei ole yhti suuri kuin nolla.

Kéinteismatriisin ominaisarvot ovat 1/ ;. ()
Symmetrisen (reaalisen) matriisin ominaisarvot ovat reaalisia.

Esimerkki 4.1 Ominaisarvot ja -vektorit. Miéritetddin esimerkissd 2.4 esiintyviin
positiivisesti semidefiniitin matriisin

1 -1
Al= a
W= 7] @
ominaisarvot ja vektorit.

Karakteristinen yhtilo (5) saa tdssd muodon

‘1—/1 -1

. l_;LI:(l—),)Z—l:O (b)

ja ratkaisut ovat
AM=0, A, =2. (c)

Huomataan, ettd ainakin yhden ominaisarvon tuleekin olla arvoltaan nolla, koska matriisi
[A] on singulaarinen.

Ensimméisen ominaisarvon tapauksessa yhtiloryhmi (6) on

[—11 —11}{2 }1 ) {g} | @

jonka esimerkiksi jdlkimméinen yhtilo
~1x, +1x, =0 (e

antaa valitsemalla vaikka x; =1 arvon x, =1. Téten ensimmiinen ominaisvektori

o= ®

Toisen ominaisarvon tapauksessa yhtdloryhmé (6) on
-1 -1](x 0
=1 )
-1 -1 X9 9 0
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jonka esimerkiksi jalkimméinen yhtilo
—1x +1x, =0 (h)

antaa valitsemalla vaikka x; =1 arvon x, =—1. Titen toinen ominaisvektori

o, =) )

Todetaan, ettd yhteys (4.2.5) pitee, silld tissé ([B]=[I])

COTU, =i, =0 1 =0 o

4.2 YLEISTETTY OMINAISARVOTEHTAVA

Esityksen (4.1.2) yleistyksend saadaan ns. yleistetty (diskreetti) ominaisarvotehtivd (generalized
eigenvalue problem)

[AKX} = A[BKX}, (1)
jossa myos [B] on nelibmatriisi. Kaavojen (4.1.4), (4.1.5) ja (4.1.6) vastineet ovat
det([A]-A[B])=0 )

eli

a =Abyy ap—Aby o a, —Aby,

ay; —Aby  ay —Aby, - ayy — Ay, ~0 3)

anl_;]'bnl anZ_Aan ann—Mnn
ja

([A]- A[B]){X}; = {0}. (4)

Yleistetty ominaisarvotehtdvid esiintyy mekaniikassa esimerkiksi ominaisvardhtelyjen [Dyn,
esim. 5.14] yhteydessa.

Kun [B]=[I], pdistidn takaisin tavalliseen ominaisarvotehtiviin. Edelld esitetty tavallista
ominaisarvotehtivid koskeva teksti pitee oleelliselta osin myos yleistetyn tehtdvin yhteydessa.

Jos [A] ja [ B] ovat symmetrisié ja jos liséksi [ B] on positiivisesti definiitti (yksikkomatriisi [1]
on symmetrinen ja positiivisesti definiitti), ominaisarvot ovat reaalisia. Tilloin on myos

voimassa ns. ortogonaalisuusehto matriisin [ B] suhteen:

i=12,..,n,

T B .
{X}i [B]{X}j_o’ P£J j=12,..,n. ©
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Voidaan osoittaa, ettd myds mahdolliseen moninkertaiseen ominaisarvoon liittyvét erilliset
ominaisvektorit toteuttavat yhtdlon (5).
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S DIFFERENTIAALI

5.1 YLEISTA

Tarkastellaan riippumattoman muuttujan x funktiota f(x). Funktion ns. differentiaali (differential)

_¥

df =—-dx (1)
on funktion derivaatan df /dx (laskettuna tietyssd pisteessi x;) ja argumentin muutoksen dx

(laskettuna pisteesti x lihtien) tulo. Askeinen miiritelmi vaatii, etti kyseinen funktio on niin
sddnnollinen, ettd silld on derivaatta. Differentiaalin muo-
f dostamista nimitetidin differentioimiseksi (differentiation).
Huomattakoon kuitenkin, ettd englanninkielisessi
I kirjallisuudessa nimitykselld "differentiation"” tarkoitetaan
Af | df Ax usein vain derivointia, jolle olisi kylldkin soveliaampaa

dx kiyttdd nimitystd "derivation".

Y

Jos merkinnilld dx tarkoitetaan mekaniikassa vallitsevan
kdytdnnon mukaan ns. “dédrettomin pientd” eli differen-
tiaalista eli infinitesimaalista muutosta, termi df esittdd
rajalla tarkasti funktion f arvon vastaavaa muutosta. Tami
ymmirrettineen havaintoon perustuen kuvaa 5.1 tarkas-
telemalla antamalla dérellisen muutoksen Ax pienentyd ja merkitsemilld Ax — dx.

xO X
Kuva 5.1 Differentiaali.

Pienten #érellisten muutosten yhteydessé yhteys (1) muuntuu likikaavaksi (ks. kuva 5.1)

¢ Ax . )

4=

5.2 OSITTAISDERIVAATTA

Tarkastellaan esimerkkini kolmen riippumattoman muuttujan x, y, z funktiota f(x,y,z). Funktion f
osittaisderivaatta (partial derivative) muuttujan x suhteen

i_ : f(x"‘Ax,y,Z)—f(x,y,Z)
T »

Osittaisderivaatat df /dy ja df /dz miiritellddn vastaavasti. Toisin sanoen osittaisderivaatta
lasketaan aivan samoin kuin tavallinen yhden muuttujan funktion derivaatta pitden vain muita
muuttujia kussakin derivoinnissa vakioina.

Pelkki osittaisderivaatan merkki ei aina vilttdmittd kerro kaikkea mistd on kysymys, silli lisdksi
on tiedettdvd, mitd suureita pidetdin kulloinkin riippumattomina muuttujina. Esimerkiksi
termodynamiikassa tdmi tulee korostetusti esille ja sielld derivaatta (1) kirjoitetaan usein
muotoon

(%)N . )

40



Téssd alhaalla esiintyvit tunnukset ilmaisevat riippumattomat muuttujat ja sulkeiden ulkopuoliset
tunnukset kertovat vakioina pidettédvit muuttujat.

Kun funktiot df /dx, Jf /dy, df/dz ovat miiritetyt, niitd voidaan jilleen derivoida osittain,
jolloin saadaan korkeamman kertaluvun derivaattoja kuten

1(1)59_21 i(i)sﬁ 3)
ax\ox) ox®’ oy\ox) oy’
Esimerkki 5.1 Osittaisderivaatta. Tarkastellaan muuttujien x ja y funktiota
fx,y)=3x2y+xsiny. (a)
Muodostetaan sen ensimmiéiset ja toiset osittaisderivaatat.
Saadaan
o .
— =6xy+siny,
E» Y y
(b)
i =3x% + xcos y
oy
ja
d(f\_d*f
—l=|2=5= 6 Y,
dx\dx) o
al (?f 3\ 2
—| =—|=—=——=6x+cosy,
y\ox) dyo
(©
J()_ o
—| =—|=—=—=6x+cosy,
ax\dy) " dyox d
d(of)_d%f ;
—( = |=—5-=-—xsiny
oy\dy g
Nihdadn, ettd
If_Pf @
xdy dyox
Tdmi on yleisesti paikkansa pitivi yhteys, eli ns. sekaderivaatoissa derivointijirjestys ei
vaikuta derivaatan arvoon.

5.3 KOKONAISDIFFERENTIAALI

Usean riippumattoman muuttujan x;,x,,...,X, funktion f(x;,%,,....x,) yhteydessi lausekkeen
(5.1.1) yleistyksend saadaan esitys
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_

& &
=5 dxy + -+ 2 dx

—dx +— .
1 &2 3Xn n

(D

Tdmi kulkee my6s nimelld differentiaali tai tavallisemmin kéytetddn nimitystd kokonaisdiffe-
rentiaali (total differential).

Likikaavana saadaan vastaavasti

f~iAxl+g;Ax2+-~+g Ax. 2

n

Mekaniikassa #skeisid kaavoja tarvitaan mm. todellisten differentiaalisten ja kuviteltujen
virtuaalisten siirtymien késittelyssi seké likikaavoina pienten todellisten siirtymien yhteydessi.
Tietyn partikkelin paikkavektori voi olla yleistettyjen koordinaattien ¢,q,...,q, funktio:

r =r(q,4,,....q,)- Tilloin partikkelin todelliselle differentiaaliselle siirtymille saadaan lauseke
(sovelletaan kaavaa (1), joka pitee vastaavana myos vektoriarvoiselle funktiolle)

or or or = or
dr =—dg +=—dgq, ++-+-—-—dq, = ) —dq; 3)
dgy aq; ), " Jzzl dq b g
ja kuvitellulle virtuaaliselle siirtymiille vastaavasti
-y + 5‘1 e Z (4)

aql aqn

Nimi kaavat siis kuvaavat, mitd partikkelille tapahtuu, kun argumenttien ¢y,43,...,q, arvot
saavat pienid (infinitesimaalisia) muutoksia. Todellisessa liikkeessd muutosten dg “syy” on ajan
muutos dt. Virtuaalisessa siirtymissd kuviteltujen muutosten dq syy on ajatuskoe. Funktio r ei
kuitenkaan pysty nikemiédn eroa nididen tapausten vililld ja reagoi arvojen muutoksiin samalla
tavalla. Oleellista on, ettd argumenttien muutokset esiintyvit kaavoissa lineaarisesti, mikd on
jatkokisittelyjen kannalta tirked helpotus, silld dérellisten muutosten suhteen néin ei yleensd ole
asian laita.

c9q b

Esimerkki 5.2 Differentiaalinen siirtymé. Tarkastellaan kuvan (a) esittimii kahden
vapausasteen systeemii ja erityisesti sauvan AB pistettd B. Sen paikkavektorin lauseke on

r(q,q) = xi+yj=(q, +Ising, )i —Icosq,J, (a)

jossa ¢ ja g, ovat valitut yleistetyt koordinaatit
y ja [ sauvan AB pituus. Midritetdiin muutoksista
dg, ja dq, johtuva differentiaalinen siirtymé dr.

- 4 | A Tarvittavat osittaisderivaatat ovat
2 X _ai =i
% . aql
(b)
or
q2 =lcosqyi+1Ising,j.
3612
B
Kuva (a)
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Huomattakoon, ettd yksikkovektorit i jaj ovat vakioita, joten niitd ei ole merkitty funktion r
muuttujaluetteloon.

Siirtymd médritetddn kaavan (3) avulla eli tdssi

dr= idql + idc12 =idq; +(Icosq,i +Ising, j)dg,
o Iy
=(dq; +1cosq,ydqy)i +1sing,dq, j = dxi + dyj (c)

eli siis vield

dx =dq; +/cosq,dg, ,

(d)
dy = Ising,dg, .

Niiden kaavojen sisdltd on helppo ymmartdd: muutos dg; aiheuttaa koko systeemin pienen
translaation ja muutos dg, sauvan pienen rotaation.

5.4 KETJUDERIVOINTI

Tarkastellaan funktiota f = f(x), jossa vield x=x(p). Kirjoitetaan f = f(x(p)) ja sanotaan,
ettd kyseessil on yhdistetty funktio (composite function). Tdmén funktion derivaatta muuttujan p

suhteen saadaan muodollisesti lausekkeesta (5.1.1) jakamalla se muutoksella dp:
d df dx
& _dfdx (1)
dp dxdp

Tédmi kaava kulkee nimelld yhdistetyn funktion derivoimissdinto eli ns. ketjuderivointi (chain
rule).

Yleisemmin jos kyseessd on funktio f(x,X,,...,X,), jossa x; = X1(P), Xy = X3(D),..e, X, = X, (D),
saadaan vastaavasti lausekkeen (5.3.1) perusteella tulos

i:i%.}. @c de +._.+ (2“ dxn

@)

Nditi kaavoja sovelletaan mekaniikassa hyvin usein siten, ettd muuttujan p roolina on aika ¢.

Midritetddn dskeisen sovelluksena partikkelin nopeuden lauseke, kun sen paikkavektori on
annettu muodossa r =r(q;,q;,...,q,). Nytsiis g, = ¢ (¢),..., joten nopeus

_dr_odrdg drdg . drdg,

Tdr dg; dt  dg, dt aq, dt
or or
S N L 3)
dg; ' Ogy o,
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6 SARJAKEHITELMIA

6.1 YKSIMUUTTUJA

Tarkastellaan riippumattoman muuttujan x riittdvén sidnnollistd funktiota f(x). Sen ns. Taylorin
kaava pisteessi x; on muotoa

2 (n-1)
Fx)=fo+ &) (x- xo)+l% (x=x0)* +.ot ! d_ Hf x-x)" ' +R,. (1)
dx Jo 21 dx? ), (n-DHH "V )

Piste x( on ns. kehityskeskus (expansion center) ja indeksi O viittaa siihen, ettd funktion f ja sen
derivaattojen arvot lasketaan pisteessi x=xy. R, on ns. jddnndstermi, jolle on esitetty
kirjallisuudessa erilaisia lausekkeita. Usein riittid muoto

R, =0(r"), @)

jossa h=Ix-xyl. Merkintd O(h") (sanotaan: suuruusluokkaa A" oleva termi) tarkoittaa

karkeasti, ettd kun s on tarpeeksi pieni, timi termi kiiyttiytyy oleellisesti kuten funktio Ch",
jossa C on vakio.

Jos lim R, =0, Taylorin kaavasta saadaan péittymiton tietylld vililld [x,,x] suppeneva sarja,

n—yoo
ns. Taylorin sarja
If ) 1(d%f 1(df 3
+—| —5 +— — —Xg) 4o 3
F@=fo+ (dx G-t g g7 | %0+ 2| 3 @) 3)
Jos kehityskeskuksena on erityisesti origo, saadaan
_ (9 d’f) 2
f(x)—f()"'(al} +5(dx_j0x +eo C))

ja syntyvii sarjakehitelmid nimitetdédn tidlloin usein Maclaurinin sarjaksi.

Esimerkki 6.1 Sarjakehitelmid. Méidritetddn funktioiden (1) sin x, (2) cos x ja (3) (1+ x)'c
Taylorin sarjakehitelmit, kun kehityskeskuksena on origo.
(1) Funktion f(x)=sinx derivaatat ovat
2 3 4 LRI 5
i =CosXx, % =-sinx, d—Ji =—COSX, % =iCOS X\, ﬂ =COoSX,. (a)
dx dx dx
Taylorin sarja on (xg =0)
. . 1. 2, 1 3
sinx =sin 0+ (cos0)x + 5(—sm 0)x“ + g(—cos 0)x” +
—(sm 0)x* + = (cos 0)x> +.. (b)

44



eli

sinx=x—-1—x3+Lx5—-~-. (©)
6 120

Voidaan osoittaa, ettd sarja suppenee kaikilla arvoilla | x | < oo,

(2) Funktion f(x) = cosx derivaatat ovat

2 3 4 5
d—f-=—sinx, jx—]zc:—cosx, jx—J;:sinx, ;—{=cosx, jx—§=—sinx,---. d
Taylorin sarja on (xy =0)
) 1 2 1, 3
cosx =cosO+ (—sin0)x + 5(— cosOQ)x“ + §(s1n 0)x” +
L (cos0)xt + L (sin0)x +-- (e)
m 0s0)x 5 sin0)x
eli
1 2 1 4
=1-x“4+—x" =,
cosx 5% T ®

Voidaan osoittaa, ettd sarja suppenee kaikilla arvoilla | x| < eo.
(3) Funktion f(x)=(01+ x)k derivaatat ovat

d g d? IPR & _
af=k(1+x)k L dx—£=k(k—1)(1+x)k - K’;:k(k—n(k—z)(ux)" 3o, (@)

Taylorin sarja on (x4 =0)
A+ =A+0)* + k1 +0)* x + %k(k D1+ 0242 4+ %k(k —D(k-2)1+0)* 3 +...

=1+kx+ﬂ@x2+£(_’<_"1.>_(.,’f_"£lx3+... (h)

1-2 1-2-3
Voidaan osoittaa, etti sarja suppenee kun |x| < 1.

Esimerkiksi funktioille 1/(1+ x) ja v1+ x saadaan kehitelmiit

ﬁ=(1+x)_l=l—x+x2—x3+--- @)
ja
«/1+x=(1+x)1/2=1+%x—%x2+%x3——--. )

Askeisessi esimerkissi johdettuja sini- ja kosinifunktioita koskevia kehitelmii kiytetdin usein
yksinkertaisimmillaan muodoissa
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sinx=x+0(0xP)=x,
(5)

cosx=1+0(|x|2)=1,

kun | x| on pieni. Mekaniikan sovelluksia ovat mm. differen-
tiaaligeometriset tarkastelut ja pienten siirtymien approksi-
maatiot. Likiarvojen (5) sisidltd on helppo ymmiirtdd geomet-
risesti kuvan 6.1 avulla, kun kulma x on pieni. Kuvan
perusteella on myds néhtévissd approksimaatio

Kuva 6.1 Suorakulmainen
kolmio.

tanx = x. (6)

6.2 USEITA MUUTTUJIA

Tarkastellaan aluksi kahden riippumattoman muuttujan x ja y funktiota f(x,y). Sen eris
Taylorin kaava pisteessd (xg,yp) on

1{ 9*
fxn=r +(%)0(x —xo)"'(%l)()’—}’o) + 5(5%0*]0@ —xo)2 +
2L ez xyy=yor+ H 2L - yor2 + 008 M
5x’..r.. 0 0 0 2 @2 0 0 .

On esitetty kaavan (6.1.1) vastine tapauksessa n = 3 ja nyt
12
h=[G-x) + -3 . @
Indeksi O viittaa jilleen siihen, ettd kyseisten suureiden arvot lasketaan pisteessd (xg,¥y).

Lauseke (1) on matriisimerkinnoin

F *f  9%f
s )_“{x—xo}'fa +1{X—XO}T &’ oy {x—xo}+0(h3) -
PR -y V[ T2-w) | P | - '
Wl doxr 0

Esiintyvin neliomuodon matriisin havaitaan olevan (ks. esimerkin 5.1 kaava (d)) symmetrinen.

Usean riippumattoman muuttujan xj,X,,...,Xx, funktion f ({X}) tapauksessa kaava (3) laajenee
muotoon

FEXD) = fo +AXYT 5T 2 (a0 YA+ 00, @

jossa kéytettyjen merkint6jen sisdlté on ilmeinen.

Taylorin kaavoista saadaan Taylorin sarjoja vastaavasti kuin yhden riippumattoman muuttujan
tapauksessa. Tissi ei kuitenkaan esitetd niiden yleisid muotoja.
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7 AARIARVO

7.1 YKSI MUUTTUJA

Tarkastellaan riippumattoman muuttujan x funktiota f(x) tietylld vililld [a,b]. Kuvassa 7.1 on
hahmoteltu eriis esimerkkitapaus funktion mahdollisesta kulusta.

f

™\

Kuva 7.1 Funktio f(x) vililli [a,b].

Funktiolla f(x) sanotaan olevan pisteessd x, suhteellinen eli lokaalinen eli paikallinen minimi,
mikdli f(x) 2 f(xy) pisteen x ldhiympdristossd. Jos merkin 2 sijasta voidaan kiyttdd merkkid
> pisteen x; aidossa (siis x; ei ole mukana) ympéristossi sanotaan, ettd kyseessd on oleellinen
eli aito (strict) paikallinen minimi. Termit paikallinen maksimi ja oleellinen paikallinen maksimi
midritellddn vastaavasti korvaamalla merkit > ja > merkeilld < ja <. Minimi- ja maksimiarvoista
kidytetddin yhteistd nimitystd ddriarvot (extremum value) ja vastaavia muuttajan x arvoja
nimitetddn d4riarvopisteiksi. Adriarvojen teoriaa tarvitaan mekaniikassa mm. konservatiivisten
systeemien stabiiliustarkasteluissa.

Kuvassa 7.1 dériarvopisteitd ovat 1, 2, 3, 4, 6 (ja sen ldhiympdristd) ja 7. Pisteissd 1, 3 ja 6
saavutetaan minimi, joista kaksi ensimmaiistd ovat oleellisia. Pisteissd 2, 4 ja 7 saavutetaan
oleellinen maksimi. Kuvan tapauksessa funktiolla on vililld [a,b] lisdksi pisteessd 3 ns.
absoluuttinen eli globaalinen minimi ja pisteessd 2 vastaava maksimi. Kun jatkossa puhutaan
ddriarvoista, niilld tarkoitetaan pelkéstddn paikallisia ksitteita.

Jos funktio on alueen sisdpisteiden mahdollisten dériarvokohtien ympiristdssd riittdvén siled,
ddriarvon olemassaolon vilttiméiton ehto on ns. stationaarisuusehto (stationary condition)

g =0, ey
dx
Ehdon toteuttavia muuttujan x arvoja nimitetddn vastaavasti stationaarisiksi pisteiksi. Kuvan
tapauksessa niitd ovat pisteet 3, 4, 5 ja 6. Pisteessi 5 ei saavuteta dériarvoa, joten ehto ei ole siis
vield riittdvd edes vilin sisdpisteissd. Kuitenkin jo pelkdstddn stationaariset pisteet, joissa
funktion muutosvoimakkuus on nolla, ovat usein tirkeiti.

Mahdollisen ddriarvon luonteen selvittdmiseksi stationaarisen pisteen x =x; ympéristossi
riittdvin sdfinnollinen funktio voidaan esittdd ensin Taylorin kaavan (tuku 6.1) avulla muodossa

2
f(x)=f +o+%(‘;x—fj (x—x0)> +0(H%). 2)
0
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Jos toinen derivaatta on nollasta eroava, lausekkeen nelidllinen termi vallitsee funktion
kdyttdytymistd pisteen x riittdvdn pienessd ympiristossd, koska jddnnOstermi on
suuruusluokaltaan kolmannen asteen termi (tai mahdollisesti korkeampi). Edellisen perusteella
saadaan tulos:

Jos stationaarisessa pisteessd

2
(d—%ﬁJ >0, )
dx 0
kyseessd on oleellinen minimi ja jos
2
(d——fzi] <0, 4
dx® Jg
kyseessi on oleellinen maksimi. Jos
d? f]
—| =0, ®)
2
(dx 0

on tutkittava Taylorin kehitelmidn korkeamman asteen termejd ennen kuin voidaan tehdd
pidtelmid. Pieni tarkastelu osoittaa, ettd jos ensimméinen nollasta eroava derivaatta pisteessd x;
on paritonta kertalukua, kyseessi ei ole ddriarvo. Jos taas tdmin derivaatan kertaluku on
parillinen, saadaan oleellinen minimi (maksimi), mikéli derivaatta on suurempi (pienempi) kuin
nolla.

7.2 USEITA MUUTTUJIA

Tarkastellaan kahden riippumattoman muuttujan x ja y funktiota f(x,y). Kisitteet dériarvo,
stationaariset pisteet yms. ovat yhden muuttujan tapauksen perusteella heti ymmérrettivissi.

Stationaarisuusehdot ovat nyt

=0,
(1)
=0.

¥ Y

Mahdollisen ddriarvon luonteen selvittimiseksi stationaarisen pisteen (xg,yp) ympéiristossi
voidaan kiyttdd esitystd (6.2.3):

i s
_ 1]x=Xp % ooy | [x—%)| . 3
f(x’y)—f0+0+2{y—y0} (92_}" ﬂ {y_yo}'*‘o(h)- )
dox ¥ |,

Lausekkeen neliomuoto kontrolloi funktion muuttumista stationaarisen pisteen vélittoméssi
liheisyydessd. Saadaan seuraavat tulokset:
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— Jos nelidmuoto on positiivisesti definiitti, kyseessd on oleellinen minimi.
— Jos nelidmuoto on negatiivisesti definiitti, kyseessd on oleellinen maksimi. 3)
— Jos neliomuoto on indefiniitti, kyseessi ei ole #diriarvo.
—  Jos nelibmuoto on semidefiniitti, on tutkittava Taylorin kehitelmén korkeam-
man asteen termeji ennen kuin voidaan tehdd padtelmid.

Esitetyt ehdot pitevit sellaisinaan myds useamman kuin kahden muuttujan tapauksessa.
Nelidmuodon mahdollisen positiivisen definiittiyden toteamiseksi voidaan kéyttdd apuna ehtoja
(2.15.4). Erityisesti kahden muuttujan tapauksessa ehdot ovat siis

/azf\

—r 0’ 4
\axz) > 4)

0

4 a?. 3\ 2 82 2

LT Jo\ ™ Jy oo J

Nimi ndyttivit aluksi muuttujien x ja y suhteen epidsymmetrisiltd, mutta niistd havaitaan
seuraavan myos vaatimus (92f/dy?), > 0.

Esimerkki 7.1 Airiarvo. Tarkastellaan esimerkissi 1.1 esitettyi funktiota
V) =x*+y  +xy+x (@)
ja etsitdéin sen mahdolliset stationaariset pisteet ja dériarvot.

Stationaarisuusehdot (1) ovat

=2x+y+1=0,
(b)

Kyseessd on siis tisséd lineaarinen yhtdloryhmi

oot 8

jonka ratkaisu on

2 1
X=-3> Yo=73- (d)

Titen tehtiviin liittyy vain yksi stationaarinen piste.

Lasketaan toiset derivaatat:

% % v
— =2, —5=2, —=1.
8x2 ayZ &X&y (C)

Ne ovat vakioita koko alueessa. Ehtojen (4) tarkastelu antaa tulokset
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2
8_‘2/ =2>0,
o 0
[ 52 2 21, )2
8‘2/ 8‘2/ - gy =2-2-1=3>0. ®
ox 0 oy 0 oxady
Titen kyseessd on ainakin oleellinen paikallinen minimi, jossa funktion arvo
22 ( 1)2 21 2 1
X0:¥o)=|—=| +|-=| —==—-==—=.
foaon=(-3) +(-3) -33-2--1 ®
Itse asiassa kyseessd on jopa absoluuttinen minimi, koska Taylorin kehitelmi (6.2.3)
X+ ' X+ 2
=l 1 =
Viny)=—s+044] 3 3 (h)
3 2|y, Lf L 24,1
3 3

esittdd tdssd jo ilman jainnostermid alkuperdistd funktiota ja neliomuoto kontrolloi siis
funktion muuttumista paitsi stationaarisen pisteen ldheisyydessd myos koko alueessa.
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8 DIFFERENTIAALIYHTALOT

Dynamiikan liikeyht#lot ovat differentiaaliyhtilitd, joten otsikon aiheen tirkeys mekaniikassa
on ilmeinen.

8.1 TAVALLINEN DIFFERENTIAALIYHTALO

Tarkastellaan riippumattoman muuttujan x funktiota y(x). Yhtdlod, joka koskee yhtd tai
useampaa funktion derivaatoista, nimitetddn differentiaaliyhtiloksi (differential equation).
Yleisesti voidaan kirjoittaa yhtdlo

dy d¥y 4"
F(x’y,ay,dx_g’.",dx?:}:o. (1)

Funktion F argumenttiluettelossa voi siis olla mukana derivaattojen liséksi itse funktio y ja
mahdollisesti suoraan myds muuttuja x annettujen funktioiden muodossa.

Korkein esiintyvd derivaatan kertaluku ilmaisee samoin itse differentiaaliyhtélon kertaluvun
(order). Jos riippumattomia muuttujia on vain yksi — kuten tissi — kyseessd on tavallinen
(ordinary) differentiaaliyhtilo; jos riippumattomia muuttujia on kaksi tai useampia, kyseessi on
osittaisdifferentiaaliyhtdlé (partial differential equation). Tédsséd tarkastellaan vain tavallisia
differentiaaliyhtiloité.

Partikkelimekaniikan liikeyhtdl6t ovat mm. juuri tavallisia differentiaaliyhtdloiti. Kontinuumi-
mekaniikan liike- ja tasapainoyhtilot ovat taas yleensi osittaisdifferentiaaliyhtiloitd.

Esimerkiksi yhtilo
dy xy
ac S =0 2
dx  x*- y2 @)

on ensimmdistd kertalukua ja yhtilo

2
m%+c%+ky—ﬁsin(wx)=0, 3

jossam, c, k, F ja w ovat vakioita, on toista kertalukua. Kummatkin esimerkkiyhtélst voidaan
saattaa niin haluttaessa helposti ns. eksplisiittiseen muotoon eli ratkaista korkeinta kertalukua
olevan derivaatan suhteen:

dy xy

_]=x2_y2> (4)
>y  cdy k_F

——2=—;——;y+;sm(wx). (5)
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Differentiaaliyhtdlo on lineaarinen, jos funktio ja sen derivaatat esiintyvit siind lineaarisesti (eli
ensimméisessd potenssissa); muussa tapauksessa differentiaaliyhtélo on epdlineaarinen. Yhtilo
(2) on epilineaarinen (y ei esiinny lineaarisesti) ja yhtilo (3) lineaarinen.

Yhtild (3) kuvaa ns. lineaarisen virihtelijidn differentiaaliyhtdlod, kun x =>¢ =aikaja y - x =
siirtymd tasapainoaseman suhteen. Tietty ongelma matematiikan ja mekaniikan esitysten
omaksumisen suhteen liittyykin vakiintuneiden tunnusten eri rooleihin eri yhteyksissi.

Tehtdviind on mddrittdd differentiaaliyhtdlon ratkaisu (solution) eli funktio y=y(x), joka
toteuttaa kyseisen yhtdlon. Yleinen ratkaisu sisdltdd ns. integroimisvakioita (n kpl, jossa n on
yhtdlon kertaluku). Tehtdvissd esiintyy tavallisesti ns. alkuehtoja (initial condition) tai ns.
reunaehtoja (boundary condition), joiden perusteella integroimisvakioiden arvot kiinnittyvit.
Tavallisesti jos riippumaton muuttuja on aika, puhutaan alkuehdoista ja jos taas kyseessd on
paikkamuuttuja, reunachdoista.

Huomattakoon, ettd differentiaaliyhtdloiden ratkaisu ei suinkaan onnistu kaikissa —
yksinkertaisiltakaan nidyttivissi — tapauksissa analyyttisesti, vaan usein on turvauduttava
numeerisiin menetelmiin.

8.2 ALKEISTAPAUS

Ensimmdisen kertaluvun differentiaaliyhtdl6 on pelkistetyimmilldin muotoa
dy
—=f(x), 1
i F(x) (1)
jossa f on siis ainoastaan x:n funktio. Ratkaisu on télldin yksinkertaisesti
y®) =] f@dx+C, @

jossa integraalimerkintd tarkoittaa funktion f(x) mitd hyvinsd integraalifunktiota (integral
function) eli mddrddmdtontd integraalia (indefinite integral) ja jossa C on integroimisvakio.
Derivoimalla lauseke (2) havaitaan integraalifunktion mééritelmén perusteella vilittomisti, ettd
yhtdlo (1) tosiaan toteutuu. Ratkaisu onnistuu analyyttisesti, mikéli siis integraalifunktio on
16ydettivissd analyyttisesti.

Jos annetaan ehto
Y(xp) =¥ 3)

eli ettd ratkaisun tulee kulkea xy-tason pisteen (xg,y,) kautta, lopullinen ratkaisu voidaan
kirjoittaa heti muotoon

Y=o+ fOdx 4

ilman ettd tdytyy erikseen mdidrittdd integroimisvakio. Nyt kyseessd on mddrdity integraali
(definite integral), joka on vield kisitettivd yldrajansa x funktioksi. Tdtd korostetaan usein
kirjoittamalla kaava (4) vaihtoehtoiseen muotoon kuten
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Y=y + [} faar, )

Integroimismuuttuja voidaan nimittdin korvata méiérdtyssd integraalissa milld hyvinsd
tunnuksella, koska timi ei vaikuta integraalin arvoon. Kyseessi on analoginen tapaus
summamerkinnin t_g a; kanssa. Summeerausindeksilld voi olla mikd hyvénsé tunnus ilman, etti
s¢ vaikuttaa summan arvoon. Esimerkiksi Elai =@ +a,+a;, mutta samoin
k§1ak =a +a, +a.

Huomattakoon, etti esimerkiksi toisen kertaluvun differentiaaliyhtélod

—=fx) (6)

voidaan késitelld ylld esitetylld tekniikalla askeleittain kirjoittamalla se muotoon

d(dy)_
dx(dx) £ @

ja méidrittdmalld ensin funktio dy/dx.

Esimerkki 8.1 Palkin leikkausvoima. Palkin leikkausvoimaa Q(x) koskeva differen-
tiaaliyhtilo on kaava [Stat (8.3.26)]

9Q_
-

jossa q(x) on palkkiin vaikuttavan poikittaisen kuormituksen intensiteetti ja x palkin
akselia pitkin mitattu paikkakoordinaatti. Madritetdéin leikkausvoiman lauseke ulokepalkille
(vasen piid jdykdsti kiinnitetty pisteessd x =0, oikeassa vapaassa pilissi x =/ vaikuttaa
poikittaisvoima P), jonka kuormitus on lineaarista muotoa

e

-q, (a)

jossa g on intensiteetin arvo palkin jaykésti kiinnitetyssid pi#ssd.
Tehtidvin vallitsevat yhtilot ovat siis differentiaaliyht4lo

2 - (-1+3a ©
ja reunaehto (leikkausvoima saa arvon P palkin vapaassa pi#issé)

Q)=P. (d)
Kaavan (2) mukaisesti

2

0(x) = j(—l +%)q0dx+c - [—x +%x7)q0 +C. )

Reunaehdon perusteella
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—l+l£2— +C=P ®
27 |10 ‘

josta C =P+ ¢qyl/2 ja timin sijoitus lausekkeeseen (e) antaa ratkaisun

1x2 1 1 2x  x*
Q(x)=(—x+57}10+P+5qol=P+5(l—T+l—2)6101- ®)

Vaihtoehtoinen, suorempi ratkaisutapa perustuu kaavan (4) tai (5) kdyttoon. Saadaan (kaava

&)

T x’ " 1x7?
Q(x)=P+j(—l+T)qodx'=P+| {—x’+— jqo
! !

271
1x> 1P 1, 2x x*
=P+ x4+l gy =P+ 1-Z24 gl h
(x 21 21)‘10 2( 1 lg]‘lo o

Kaavan (4) merkinndin saadaan vastaavasti

x X 2
O(x) = P+J(—1+%)q0dx =P+| [—x+15—Jq0
I !

21
1 x? 172 1 2x  x* .
=P+|—x+—-—+]l-——|gg=P+=|1-—+= |go!. i
(x 21 21]"0 2( ; 12)"" )
8.3 MUUTTUJIEN EROTTAMISKEINO
Jos ensimmdisen kertaluvun differentiaaliyhtilo
dy )
Flx,y,—|=0 |
(202 1)
tai sama eksplisiittisessd muodossa
dy
— = f(x, 2
& fy) 2
voidaan manipuloida muotoon
g(y)dy = h(x)dx 3)

(sanotaan, ettd muuttujat on erotettu), jossa siis g on vain y:n funktio ja 4 vain x:n funktio, niin
voidaan osoittaa, ettd differentiaaliyhtdlon yleinen ratkaisu on

[edy = [rndx+c. @
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Tdssd integraalit tarkoittavat funktioiden g(y) ja h(x) integraalifunktioita ja C on
integroimisvakio. Se voidaan méirittdd tyyppid (8.2.3) olevan ehdon avulla. Tdmin ehdon
toteuttava lopullinen ratkaisu saadaan suoraan miirittyjen integraalien muodossa olevasta
yhtéilostd

y X
[y = [ hGxydx &)

Yo X0
Téma kaava kirjoitetaan usein esimerkiksi muotoon (vrt. luku 8.2)
y X
[8(dy’ = [ rx"yar’, ©)
Yo *o0
kun halutaan jilleen korostaa, etté integraalit ovat yldrajojensa funktioita.

Todettakoon vield, ettd edelld késitellyssd yhtidlossd (8.2.1) voidaan muuttujat vilittomasti
erottaa:

1-dy = f(x)dx 7

(vakio 1 voidaan kisittdd minkd hyvinsd muuttujan kuten myos y:n funktioksi) ja kaavan (4)
erikoistapauksena saadaan tulos

jldy = j f(x)dx +C (8)
eli jdlleen
Y@= [ fedx+C. 9

Muuttujien erottamiskeino ei vaadi differentiaaliyhtilon lineaarisuutta ja sen kédyttomahdollisuus
kannattaa yleensd aina tarkistaa. Tarkemmin, jotta muuttujat voitaisiin erottaa, funktion f(x,y)
kaavassa (2) tiytyy olla tyyppid fi(x)f, (), jolloin pdddytidn kaavan (3) mukaiseen muotoon

—dy= fi(x)dr. (10)

L)

Esimerkiksi yhtdloon (8.1.4) ei siis voida ainakaan vilittdmésti soveltaa muuttujien
erottamiskeinoa.

Esimerkki 8.2 Partikkelin liike. Tarkastellaan partikkelin liikeyhtdlod (m, g ja o ovat
positiivisia vakioita)

m—s-=mg—0o— (a)

alkuehtojen
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x(0)=0, (b)
dx
@ 0)=vy (©

alaisena. Kyseessd on partikkelin suoraviivainen liike painovoiman ja lineaarisen
vastusvoiman alaisena. Suure x(z) ilmaisee partikkelin aseman ajan ¢ funktiona. Nyt siis ¢ on
riippumaton muuttuja ja x(¢) on médritettdvi funktio. Merkitsemilld v =dx/dt, jossa v on
partikkelin nopeus, saadaan ensimmiisen kertaluvun differentiaaliyht4l6

= e —ov d
” dt e @
ja alkuehto
v(0) =y, (e)

joka ilmaisee alkunopeuden ajan hetkelld ¢ = 0.

Pieni jirjestely tuottaa muuttujat erotettuna olevan muodon (3)

dv=dr. )

v 1 t - 1
'[ o dv Jdt, | ——ln[g——v)=|t,
v 8=—V 0 vo & mJo
m
g——V
S.1 [N WO ] IS i
" = &§——W
g—gv o o
B (et
&§~—% " .
m
ot
Nl
v=(v0—ﬁ]e m 418 (8)
o o

Saatu nopeuden lauseke voidaan kisittidi differentiaaliyhtdloksi

ot
E=(v0_m_8)e n e
dt a o

jota koskee alkuehto (b). Voidaan soveltaa heti vaikka ratkaisua (8.2.4), joka antaa

ot

t _ot ! _at
x=0+ (m_g) m 8l < _m(vo_m_g) w18,
0 a o ol @ a o
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ot

=_m(v0 _Tﬁ)e'Z +_n1(v0 _m_g)+m_g,
o o o o o

_at _ot
=m[l—c m}+m—g t—ﬂ[l—e m] . )
(04 o (04

Kun 7 kasvaa, ratkaisujen (g) ja (i) eksponenttitermit lihestyvit nollaa. Nopeudelle saadaan
raja-arvo v) = mg/o. Tissi tilassa partikkeliin vaikuttava vastusvoima ja painovoima ovat

yhtd suuret.

8.4 TOISEN KERTALUVUN LINEAARINEN VAKIOKERTOIMINEN
DIFFERENTIAALIYHTALO

Toisen kertaluvun lineaarinen differentiaaliyhtilo on yleisesti muotoa

d?y dy
ag(x)—+a(x)—+a,(x)y=f(x), 1
0()dx2 1()dx L (X)y = f(x) (1)
jossa kertoimet ay(#0), @, a, ja ns. oikea puoli eli hiiriofunktio f ovat annettuja
riippumattoman muuttujan x funktioita. Jos yhtilo on muotoa

2
ag (x)%+ al(x)% +ay(x)y =0 )

eli jos f(x)=0, sitd sanotaan homogeeniyhtdldksi (homogeneous equation).

Jos homogeeniyhtilolle on 16ydetty yksityisratkaisut (particular solution) y(l), y(z), mikd
hyvénsi niiden lineaarikombinaatio (luku 2.11)
y =03y +ay? 3)

on edelleen homogeeniyhtdlon ratkaisu. Lausekkeen (3) sijoitus yhtdloon (2) antaa nimittdin
d2y(1) dZy(Z) dy(l) dy(Z) n @)
q (X)((Xl “—&‘x‘i—— + 0 -—d—;-z— +a (%) o ? + 0y ? + a4 (X)(OCI)’ + 0y ) =

2,1) day® 2,(2) dy®

d
al(ao(x) diz +a1(x)?+a2(x)y(1)J+ az(ao(x)-ﬁi’T+al(x) &

+az(x)y(2)J=

a1'0+a2’0=0. (4)

Téami tirked tulos kulkee usein myos nimelld superpositioperiaate (siis hieman eri mielessd kuin
luvussa 3.5).

Voidaan osoittaa, ettd jos ratkaisut y ja y® ovat lineaarisesti riippumattomia (téssi se
tarkoittaa, ettd suhde y(l)/ y(z) ei ole tietty sama vakio kaikilla x:n arvoilla), ratkaisu (3) —
kirjoitetaan se nyt muotoon

yp = Ay + By (5)
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jossa kertoimet A ja B ovat merkitykseltddn integroimisvakioita — esittid homogeeniyhtélon
yleistd ratkaisua (general solution).

Edelleen voidaan osoittaa, ettd tdydellisen yhtdlon (1) yleinen ratkaisu saadaan muodosta
y(x) =y (x) + ¥ (%), (6)
jossa y,(x) on tdydellisen yhtilén jokin mielivaltainen yksityisratkaisu .

Témién jélkeen siirrytdén tarkastelemaan pelkistiddn vakiokertoimisia (kertoimet agy, a;, a, eivit
riipu muuttujasta x) lineaarisia differentiaaliyhtiloitd, jolloin dskeinen teoria pitee luonnollisesti
edelleen, mutta nyt funktioiden y, ja y, midrittiminen helpottuu oleellisesti. Voidaan edetd
tiysin standarditavalla. Yhtdlé (8.1.3) on tyyppiesimerkki toisen kertaluvun lineaarisesta
vakiokertoimisesta differentiaaliyhtéldsti.

Kirjoitetaan yhtdl6 (1) muotoon (jaetaan yhtild puolittain luvulla ay # 0, jolloin esiintyvien
tunnusten madrd hieman vihenee)

d2y dy
—=+a—=+by= . 7
a y = g(x) @)

Vastaava homogeeniyhtilo on

d’y d
dx—§+aax2+by=o. 8)

Homogeeniyhtdlon yksityisratkaisuja etsitdéin eksponenttifunktiotyyppiselld yritteelld (trial
solution)

y=e", ®

jossa r on vield mirddmiton vakio. Yritteen sijoitus yhtdloon (8) antaa

" +are™ +be™ =0,

rle
(r2 +ar+b)e’x =0. (10)

Toteutumisehtona saadaan toisen asteen yhtdld, ns. karakteristinen yhtdld (characteristic
equation)

r2+ar+b=0, (11)
jonka juuret ovat

na =S T, 2
Jos juuret ovat erillisid, on 16ydetty kaksi riippumatonta ratkaisua y{> = ¢"* ja y® =¢"* ja
homogeeniyhtilon yleinen ratkaisu on siis

¥, = Ae" + Be?* | (13)
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Tapauksessa a®/4—b<0 juuret ovat kompleksisia. Kdyttamailld apuna Eulerin kaavaa
e =cosg+ising, (14)

jossa i on imaginaariyksikko ja muodostamalla esityksen (3) mukaisesti sopivia ratkaisujen %,
e'?” lineaarikombinaatioita saadaan niin haluttaessa kaksi reaalista riippumatonta ratkaisua,
joiden mielivaltainen lineaarikombinaatio on siis homogeeniyhtilon yleinen reaalinen ratkaisu.

Tapauksessa a®/4 —b =0 saadaan kaksoisjuuri n, =—a/2. Sijoittamalla voidaan todeta, ettd
funktion e™%/%* lisiksi my0s funktio xe” %% on eris yksityisratkaisu ja homogeeniyhtdlon
yleinen ratkaisu on tédssé tapauksessa

a a
——x

——x
yp=Ae 2 +Bxe % . (15)

Tdydellisen yhtédlon (7) yksityisratkaisun Yp midrittimiseksi on kirjallisuudessa esitetty
periaatteessa yleinen menettelytapa. Jos kuitenkin oikea puoli on yksinkertaista tyyppid, ratkaisu
16ytyy helpoiten hyvilld maulla valitulla arvauksella kiyttden ns. mddrddmdttomien kertoimien
keinoa.

Esimerkki 8.3 Partikkelin liike. Kisitelldin esimerkin 8.2 probleema

mﬁ =mg—-o— (a)
dr? dr’

x(0)=0, (b)

dx

PR 0)=vq ()

vaihtoehtoisesti timin luvun teorian avulla.

Yhtélo (1) on lineaarinen ja vakiokertoiminen. Kirjoitetaan se yhtidlon (7) mukaiseen

muotoon
d%x o dx
s T d
a2 mdr ° @
Homogeeniyhtil on
& ﬁ d_x_ = (e)
d?  mdr
jayrite x =e¢” antaa karakteristisen yhtilon
r+ gr =0. ()

m

Tdmin juuret ovat =0, r,=—o/m ja vastaavien yksityisratkaisujen e =el =1,
¢ =¢ /™ havaitaan olevan lineaarisesti riippumattomia. Titen homogeeniyhtilon
yleinen ratkaisu
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2
xh(t)=A+Bc O

€y)

Tdydellisen yhtdlon (d) yksityisratkaisua haetaan méidrddmittomien kertoimien keinon
avulla. Koska oikea puoli on nollannen kertaluvun polynomi, arvataan polynomimuotoinen

yrite
x=C+Dt.

Sen sijoitus antaa yhtdlon

0+ZD=g,
m

(h)

®)

josta D=mg/a. Luku C voi olla mitd hyvinsd ja koska tdssi riittid jonkin ratkaisun

18ytyminen, asetetaan C =0, jolloin saadaan
mg
X, =—.
Pa
Téten yhtdlon (d) yleinen ratkaisu on kaavan (6) mukaisesti

ot

X=Xy +x,=A+Be " uiiong
o
Alkuehtoa (c¢) varten tarvitaan ensimméinen derivaatta:
dx ot
Yo plem 8
dt m o
Alkuehdot (b) ja (c) saavat muodot
A+B-1+0=0,

m o

eli

2 = 2
A=—y)——5>, B==—vy+—5>
o’ o? o 0 o?
ja sijoitus lausekkeeseen (k) tuottaa lopputuloksen

2 2 ot
m m m m “— m
x(t)=—v0——2g+ ——v0+—2g e m +—gt
o o o o o
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o _ot
=__mv°(1—e mJ+E t—m[l—e ’"] : ®)
o o| «

Témi on sama kuin esimerkin 8.2 lauseke (i).
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9 SEKALAISTA

9.1 VALTTAMATON EHTO JA RIITTAVA EHTO
Tarkastellaan otsikon termien merkitystd sekd muutakin aiheeseen liittyvia.
Olkoot P ja Q kaksi viitettd. Esimerkiksi

P: Kahdella suoralla on yhteinen piste, (1)
Q: Suorat ovat samassa tasossa. ()

Merkintd P = Q tarkoittaa: Jos P on tosi, my6s Q on tosi. Sanotaan: P implikoi Q:n eli P:std
seuraa Q. Jos P = Q, sanotaan my®ss, ettd Q on P:n vdlttdmdton ehto (necessary condition).
Edelleen, jos P = Q, sanotaan, ettd P on Q:n riittdvd ehto (sufficient condition).

Esimerkkitapauksessa (1) ja (2) nihdéén, etti P = Q, mutta sen sijaan Q #» P (Suorat voivat
olla yhdensuuntaiset ja siis samassa tasossa, mutta eivit silti leikkaa toisiaan.) Esimerkiksi
lauseen [Stat (7.3.11)] johdossa on

P: Kappale on tasapainossa 3)
Q F=0, M=0. (4)

Saatiin siis P = Q. Saman kohdan huomautuksen 7.3 vastaesimerkissi sen sijaan Q # P.

Merkinti P < Q tarkoittaa: P = Q ja Q = P. Sanotaan: Viitteet ovat yhtdpitdvid. Jos P < Q
sanotaan mydgs:

—  Qon P:n vidlttdmdton ja riittdvd ehto (tai yhtd hyvin P on Q:n ...) tai
— P ontosi silloin ja vain silloin, kun Q on tosi tai

— P ontosi aina ja vain, kun Q on tosi tai

— P ontosi, jos ja vain jos Q on tosi tai

—  Pontosi tdsmdlleen silloin, kun Q on tosi.

Jos on todistettava, ettd P < Q, tehdiddn tdmi joko

— osoittamalla, etti P=Q ja Q= P tai
— osoittamalla, ettd P = Q ja —P = —Q (tai yhtd hyvin Q= P, -Q = —P) tai
— osoittamalla, etti -Q = -P ja —P = -Q.

Esimerkiksi lauseessa [Stat (9.2.15)] on

P: Kappale on tasapainossa, &)
Q: Kappaleeseen vaikuttavien voimien tekemd virtuaalinen
tyd on nolla jokaisen virtuaalisen siirtymén suhteen. 6)

Lauseen sisiltd P <> Q johdetaan osoittamalla, ettd (1) P=Q ja (2) Q=P.

9.2 DIFFERENTIAALIGEOMETRISET JOHDOT

Mekaniikassa — ja tekniikassa yleensd — johdetaan ilmioitd kuvaavia differentiaaliyhtilsité hyvin
usein ns. differentiaaligeometrisella tavalla. Kohteeksi otetaan tdlloin tarkastelualueessa
mielivaltaisesti sijaitseva pieni alkio, johon sitten sovelletaan ilmiossd vallitsevia lakeja;
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statiikassa tasapainoyht#loitd. Kisittelyjen seuraamisessa voi aiheuttaa himmennystd se, ettd
johdot etenevit usein tiettyjd likiméairdistyksid kiyttéden ja kuitenkin lopputulos voi olla tdysin
eksakti (kyseisen teorian mielessd). Eriddni selitykseni tdhidn on seuraava seikka: Alkion koon
lihestyessid rajatta nollaa korkeamman kertaluvun pienet termit voidaan jattdd ilman virhettd
alemman kertaluvun pienten termien rinnalla pois.

Askeinen lause vaatii selvitystd ainakin terminologiansa suhteen. Tarkastellaan tissé
tarkoituksessa kuvan 9.1 esittdimii hyvin yksinkertaista puhtaasti geometrista esimerkkitehtivii.
Kéyrin yhtdlo on annettu napakoordinaatistossa muodossa

r=r(¢) (D

eli pisteen P etiisyys r origosta O riippuu tietylld tavalla kulmasta ¢, joka on siis tissd

riippumaton muuttuja. Tehtdvind on midrittdd suorien OA ja OB ja kaaren APB rajoittaman
sektoriaalisen alueen pinta-ala A. Tarkastellaan ensin pientd
tyypillistd sektoriaalista pinta-alkiota OPQO. Sen pinta-ala

AA = AA| + AA, 2)

jossa

AA; =lrrsin Aq{):lr2 sinAg, (3)
2 y)

Ay = l(2rsin M)Ar sin(ﬁ + M)
2 2 2 2

= 4

= rcos%Arsin—.
2 2

Osakolmiossa OPR ovat sivujen OP ja OR pituudet r ja viilinen
kulma A¢. Osakolmiossa RPQ ovat sivujen RP ja RQ pituudet
2rsin(A¢/2) ja Ar ja vilinen kulma m/2+A¢/2. Niiden
tietojen avulla on saatu pinta-alat AA; ja AA;. (On kiytetty
hyviksi kaavaa sin(m/2+a)= cosaja késittelyn yksinker-
taistamiseksi on vield otaksuttu, ettd kdyrd r = r(¢) on vililld PQ suora.)

Kuva 9.1 Pinta-alan méiéritti-
minen.

Seuraavaksi on tutkittava, miti tapahtuu, kun A¢ pienenee rajatta. Voidaan esimerkiksi soveltaa
approksimaatioita (6.1.5), jolloin

sinA¢g = A¢, sin%z%, cos%:l )

ja
1 2
AA| = Er A@, (6)
1
AA) = ErArAqb. Q)

Suure AA; on tdssd ns. ensimmdisen kertaluvun pieni termi eli ensimmiisen kertaluvun
differentiaali (first order differential) ja AA, vastaavasti ns. toisen kertaluvun pieni termi.
Nimitykset syntyvit siitd, ettd mielivaltaisen pienet suureet A¢ ja Ar esiintyviit nidissid
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lausekkeissa vastaavasti lineaarisesti ja nelidllisesti. Terminologian yleistys yleisempiin
tapauksiin on ilmeinen.

Kisitellyssd esimerkkitapauksessa nihddin heti todellakin, ettd suhde

—==—=0, (8)

kun A¢ — O jolloin siis myds Ar — 0.

Kun tarkasteluissa annetaan alkion koon rajatta pienentyd, merkinndissé on tapana suorittaa askel
A — d. Esimerkiksi kaava (2) muuntuu siis rajalla muotoon

dA=dA, = —;—rzd¢ : ©)

Matemaattisesti tdsméllisempi johto osoittaisi, ettd tulos (9) on tdysin eksakti. Rutinoitunut
differentiaaligeometrian kiyttdjd synnyttdd lausekkeen (9) vilittomésti kuvaa 9.1 katsomalla,
suorittamalla mielessdén askelen A¢ — d¢ ja laskemalla pinta-alan ajattelemalla esimerkiksi
hyvin kapeaa tasakylkistd kolmiota, jonka korkeus = r ja kanta vaikka pienen ympyrinkaaren PR
avulla approksimoituna = rd¢.

Kysytty pinta-ala saadaan tdten madréittynd integraalina

. L
A=[dA= Ej% r2(@)de . (10)

Huomattakoon, ettd tavallisimmin napakoordinaatistoa kiytet-
tiessd toimitaan edellisestd kisittelystd poiketen kuvan 9.2
rd¢ A\ esittimin tyypillisen pinta-alkion avulla. Tdmén alkion pinta-alan
dg " 7 lauseke on

dr
dA=rdrd¢. (11)

Vaikka tdssd on kidytetty samaa tunnusta dA kuin kaavassa (9),
¢ kyseessd on siis nyt toisen kertaluvun differentiaalinen suure.
Lauseke (11) saadaan differentiaaligeometrisesti laskemalla
Kuva 9.2 Pinta-alkio. suorakaiteen, jonka sivujen pituudet ovat dr ja rd¢, pinta-ala.

Esimerkki 9.1 Normaalivoima. Kuva (a) esittid x-akselin suuntaista sauvaa tai lankaa,
johon vaikuttaa akselin suuntainen jakautunut kuormitus, jonka intensiteetti on
q(x)([q]=N/m). Miiritetdin sauvassa vaikuttavaa normaalivoimaa N(x) (tai toisin
merkinnéin, langassa vaikuttavaa lankavoimaa S(x)) koskeva differentiaaliyhtilo.

g0 —=— VKK

% 409
/ - > - .
7, = Noa— —— —» Ny+AN
1 . —_— -
%/ : Xo Ax
Kuva (a) Kuva (b)
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Tarkastellaan sauvan pienen alkion vapaakappalekuviota (kuva (b)). Alkion vasemman
péin kohdalla vallitsevat suureiden arvot on varustettu indeksilld 0. Kun riippumaton
muuttuja saa muutoksen Ax, saa normaalivoiman arvo vastaavasti muutoksen AN.
Jakautuneen kuormituksen resultantin arvo alkion alueella kertyy integraalista
xo+Ax
AF = g(x)dx . (a)

X0

Alkion vaakasuuntainen tasapainoyhtild on siis

— —Ny+Ny+AN+AF =0 (b)
eli jakamalla vield suureella Ax:

AN AF

& A &
Tavallisimmin johto vieddidn eteenpiin kiiyttiden approksimaatiota

q(x) = gy = vakio (d)
alkion alueella, jolloin

AF = qpAx . (e)
Tédmiin sijoitus yhtdloon (c) ja askel A — d tuottaa vallitsevan eksaktin differentiaaliyhtdlon

&§”=wu» ®

(Indeksi O on jétetty tdssd vaiheessa tarpeettomana pois.)

Tarkastellaan, mitid seuraa, jos késittelyd yritetddn tarkentaa ottamalla mukaan funktion
q(x) Taylorin sarjan seuraava termi (gg = (dg/dx)g):

q(x) = qg + gy (x —xp) . (8)

Tdmihin merkitsee, ettd kuormitusintensiteetin otaksutaan muuttuvan lineaarisesti alkion
alueella (kuva (b)). Sijoitus kaavaan (a) antaa pienen laskelman jilkeen

1,
AF = gyAx + EqO(Ax)z (h)
ja yhtdlo (c) saa muodon
AN 1
—=—qy ——qp4x. i
] qo > 90 ()

Yhtilon oikealla puolella ovat rinnakkain “nollannen” ja ensimméisen kertaluvun pieni
termi ja askeleessa A — d jilkimmiinen katoaa. Pdddytiin siis edelleen yhtdloon (f), joten
johdon tarkennusyritys aiheutti itse asiassa vain turhaa laskentatyoti.

Yhtilon (f) tdysin moitteeton johto — johon ei yleensd kuitenkaan vaivauduta — tapahtuu
parhaiten soveltamalla integraalilaskennan viiliarvolausetta integraaliin (a). Saadaan

AF = g(§)Ax, @

jossa & €[xg,x + Ax]. Yhtild (c) on nyt
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AN

v —-q(§). (k)

Kun sitten Ax — 0, piste & ldhestyy pistettii x; ja saadaan yhtilo (f).

Miiritetdin normaalivoiman lauseke vield erityisesti kuvan (a) esittiméssd tapauksessa ja
kun kuormitusintensiteetti muuttuu lineaarisesti:

X

q(x)= T )
Tissd gy on siis suureen g arvo pisteessd x =I. Titen probleema on matemaattisesti
differentiaaliyhtilo

dN X

—— g m

o D .
reunachtoineen

N()=0. (n)

Reunaehto seuraa siité, ettd kuvan (a) perusteella normaalivoiman arvon tulee hivitd sauvan
oikeassa pédssd, koska sielli ei vaikuta mitéin ulkoista voimaa.

Ratkaisu on (luku 8.2)
1 x?
N(X)=5(1—7)qol (O)

9.3 TAULUKOITA

Téhin kohtaan on liitetty viisi taulukkoa, jotka esiintyvit myos ldhteessd [Stat]. Niistd neljd
koskee erilaisia keskioitd ja yksi jakautuneita kuormituksia. Taulukot on numeroitu paitsi timén
monisteen jaottelun myos (suluissa) lihteen [Stat] jaottelun mukaan.
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Taulukko 9.1 (3.5) Kappaleiden tilavuuskeskidité

Kappale Koordinaatit Vv
Suora ympyrikartio
x xc=0
- 1,
Yc= = ma‘h
Ne--"~ 3
C 1 B
a = 4
y
Puolipallo
X
xc=0
2,3
= —na
Yc 3
ZC = —a
4
Xc=—2a
=3
yc=0 L2
2
1
Zc=—1
=2
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Taulukko 9.2 (3.6) Avaruuspintojen pintakeskiditi

Pinta Koordinaatit S
Puolipallon pinta
X
xc = O
Y= 27ra2
7
)
-
CTrn
1
Yc = — mal
2
1
==/
e 2
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Taulukko 9.3 (3.7) Tasopintojen pintakeskiditi

Alue Xc Yc A
Kolmio
y lt— h “_-
1 1
/ h Z(a+b) Ly Lan
$ C 3 3 2
/ |
4 a X
=+
Ympyrinsektori
y
2sin & . 0 2
R C T 3a xa
a
(a) Puoliympyri (b) Neljinnes- (a) 4 .
ympyré . —-a 1 2
y 2
. (b)
C.1.7"Cy 4 4 . 1 4
I‘_ a4 -ra— a...l X ;r a 3” 4 na
(a) Parabolinen alue (b) Edellisen (a) .
puolikas 2
=h —ah
y 0 5 3
b
T DY ® ., 2
naanas 3* 5 3¢
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Taulukko 9.4 (3.8) Tasokiyrien viivakeskititi

|<— a = a>|

=

Kiyri Xc Yc .l
Ympyrinkaari
y sina
/ L o ol 0 20a
o x
\ =
(a) Puoliympyrinkaari (b) Neljan- | (@) 5
nesympyrinkaari 0 —a na
y
(b)
o / 1
ﬂ C b —a 2 a "2' na
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Taulukko 9.5 (5.2) Viivakuormituksia

Kuormitustyyppi q F Xc
1
, 2
1 do o 0! 2
Al Y p" ' ;'
)]
4 X 1 2
ad . el
| ] o > 490 31
3) X
- (1 —_l)ql 1 ( + )l EMI_& l
T % x g 3 q+q,
q +_l q2
@)
4o X2 1 ! 3 I
&)
i 90 4% (= 2 1,
b
©)
CTT T . X 2 1
| e 7! 2!

q = kuormitusintensiteetti; [g] = N/m, F = resultantin arvo, [ = kuormitusalueen pituus,

x = etdisyys kuormitusalueen vasemmasta reunasta, x-= voimakeskion etiisyys
kuormitusalueen vasemmasta reunasta.
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