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1. PERUSKASITTEITA

Sauvaksi nimitetddn rakenne-elementtid, jonka pituus on suuri verrattuna poikkisuuntaisiin
mittoihin. Sauvarakenteessa sauvat liitetddn toisiinsa jaykasti, monoliittisesti tai nivelellisesti,
joskus myos osittain jaykasti, kuitenkin aina niin ettd muodostuva rakenne, keh, jatkuva
palkki tai ristikko, pystyy kantamaan kuormia luotettavasti ja ilman liian suuria
muodonmuutoksia. Sauva on tietenkin kolmiulotteinen kappale, mutta sen lujuusopillisesta
toimintatavasta johtuen sitd kuvataan rakenteiden mekaniikassa viivalla, jolla on tietyt
jaykkyys- ja lujuusominaisuudet. Viiva esittdd sauvan akselia, joka voi olla suora tai kaareva.
Jos rakenteen sauvat ja kuormat ovat samassa tasossa, puhutaan tasorakenteesta, esim.
tasokehd tai jatkuva palkki. Jos sauvat muodostavat kolmiulotteisen systeemin, puhutaan
kolmidimensioisesta tai -ulotteisesta rakenteesta tai avaruuskehdstd. Arina on kehd, jonka
sauvat ovat samassa tasossa, mutta kuormat vaikuttavat kohtisuoraan taté tasoa vastaan.

Sauvarakenteet ovat erittdin tavallisia rakenteita talon- ja sillanrakennustekniikassa.
Rakennemallin, ts. viivamaisen systeemin, jota sitten rakenteiden mekaniikan keinoin
tutkitaan, muodostaminen todellisesta rakenteesta vaatii taitoa arvioida rakenteen toimintaa
eli yhdell& sanalla sanottuna insindoritaitoa. Rakennemalli ei saa olla lilan monimutkainen,
koska se tekee analysoinnista tarpeettoman vaikean, eika liian yksinkertainen, koska se voi
johtaa epataloudelliseen rakenteeseen. Sen tulee ottaa huomioon olennaiset piirteet rakenteen
mekaanisessa toiminnassa ja olla rakenteen merkitystd vastaava. Kuorman kantamisen
kannalta primadriset rakenteet on mallinnettava huolella, sekund&érirakenteissa voidaan
tyytya yksinkertaisempiin malleihin.

Sauvarakenteen ratkaiseminen tarkoittaa sen jannitystilan ja siirtymien maarittdmista tietyn
kuormituksen alaisena. Kuormitukset aiheutuvat rakenteen omasta painosta, hy6tykuormista,
tuulesta, lumesta, ldmpdtilan muutoksista, tukien siirtymistd, jne. Jannitysten tai
jannitysresultanttien  kuten taivutusmomentin, normaalivoiman ja leikkausvoiman,
madrittdminen on tarpeen rakenteen kestdvyyden arvioimiseksi. Siirtymien maarittdminen
tdhtdd myods rakenteen kadyttotarkoituksen varmistamiseen. Suuret siirtymét voivat muuttaa
rakenteen kuormankantamisominaisuuksia, rikkoa rakenneosien vélisia liitoksia tai olla
esteettisesti tai psykologisesti epamiellyttavia.

Rakenteiden ratkaisumenetelmat jaetaan perinteisesti kahteen ryhmaén: voimamenetelma ja
siirtymamenetelma. Edellisessd tuntemattomiksi suureiksi, jotka tehtdvassa pyritadn
ratkaisemaan, valitaan voimasuureita (tukireaktio, taivutusmomentti, leikkausvoima,
normaalivoima) ja jalkimmaéisessa siirtymasuureita (siirtymd, kiertymd, vaantokulma).
Voimamenetelméssa  perusrakennetta  nimitetddn  staattisesti maaratyksi  ja
siirtyméamenetelmé&ssé vastaavasti kinemaattisesti maaratyksi.
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1.1 Staattisen maaraamattomyyden kertaluku

Rakennetta, jonka tukireaktiot ja leikkausrasitukset (jannitysresultantit) voidaan maarittaa
pelkéstadn tasapainoehtoja kayttden, kutsutaan staattisesti maaratyksi (statically
determinate, isostatic) rakenteeksi. Muussa tapauksessa sitd kutsutaan staattisesti
maaraamattomaksi eli hyperstaattiseksi (statically indeterminate, hyperstatic) rakenteeksi.
Rakenne on ulkoisesti staattisesti maaratty, jos sen tukireaktiot voidaan madrittaa
tasapainoehtoja kayttden. Muussa tapauksessa se on ulkoisesti staattisesti maaraamaton.

Staattisesti maardamattdman rakenteen ns. staattisesti maaratty perusmuoto on systeemi,
joka saadaan aikaan vapauttamalla tukia ja muodostamalla rakenteen osien vélille nivelia tai
katkaisuja siten, ettd rakenteesta tulee lopulta staattisesti maaréatty.

Ns. staattisesti maaraamattomilla suureilla tarkoitetaan niitd vapautettuihin tukiin liittyvia
tukivoimia ja tukimomentteja, niveliin liittyvié taivutusmomentteja sek& katkaisuihin liittyvia
leikkausrasituksia, joiden vaikutuksesta tuille, niveliin ja katkaisuihin syntyvat siirtymat ja
kiertymat sekd siirtymé- ja Kiertymderot saadaan estetyiksi. Staattisesti maaraamattoman
rakenteen ratkaiseminen voimamenetelméll& ké&sittdd ndiden tuntemattomien méaérittamisen.

Rakenteen staattisen maaraamattomyyden kertaluku méaéritell&an yleisesti kaavalla

n,=n-p, (1.1)

missa n on staattisesti maaratyn perusmuodon tukiin sek& siihen muodostettuihin niveliin ja
katkaisuihin vaikuttavien tuntemattomien voimasuureiden lukumaard ja p on rakenteelle
kaytettdvissa olevien riippumattomien tasapainoyhtéldiden lukuméaara.

Staattisesti maaratyssa rakenteessa n=p eli n,=0. Liséksi edellytetdan, ettd syntyva
yhtaloryhmé on ratkaistavissa.

1.11 Tasosauvarakenne

Tasosauvarakenteella ymmarretddn tdssd sauvarakennetta, jonka sauvat sijaitsevat
samassa tasossa ja jota kuormittaa t&ssd tasossa vaikuttava tasovoimasysteemi.
Tasosauvarakenteen staattisen madaraamattomyyden kertaluvulle voidaan esittd4 kaava

n,=t+3r-c-3, (1.2)

missa t yksiarvoisten tukien (rajoitteiden) lukumaard, r suljettujen renkaiden lukumaaré ja c
liitosten vapausasteiden lukumadrd. Seuraavassa tarkastellaan kaavaan (1.2) liityvié kasitteita
ja esitetdan kuinka se on saatu.

Liitoksen vapausasteiden lukumaara:
Liitoksen vapausasteiden lukumé&érd ¢ on sen sallimien liikemahdollisuksien lukumaaré.

Yleisin sauvarakenteiden liitos on nivel. Kahden rakenteen osan vélisen nivelen
vapausasteiden lukumaéra c =1, koska nivel sallii rakenteen osien vélisen kiertyman. Kolmen
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rakenteen osan valisen nivelen vapaus-asteiden lukumadra c=2, jne. Kuva 1.1
havainnollistaa asiaa, kun sauvoja on neljé ja ¢ = 3. Muunlaisiakin liitoksia esiintyy.

(@) (b)

| _
\

Kuva 1.1: Nivel kehdrakenteen nurkassa: (a) neljaan sauvaan liittyvé nivel,
jonka c =3, (b) vastaavat yksivapausasteiset nivelet

Kuvassa 1.2 on kolme liitosta. Kuvan (a) liitos on kahden sauvan vélinen nivel, joten c=1,
kuvan (b) liitos on kolmen sauvan valinen nivel, joten ¢c=2 ja kuvan (c) liitos sallii kahden
sauvan valisen vaakasiirtyman ja kiertyman, joten ¢ = 2.

(b)

Kuva 1.2: Liitoksia.

Kaavan (1.2) perustelua:

Seuraavassa selvitetddn péépiirtein, kuinka kaava (1.2) on saatu. Tarkastelu ei ole tdmén
monisteen sisallon ymmartdmisen kannalta keskeistd, joten lukija voi alkuvaiheessa huoletta
hypatata sen yli. Tarkastelun ymmartdminen on helpompaa, kun lukija on siséistanut tdmén
tasosauvarakenteita kasittelevan luvun.

Kaavan (1.1) mukaan staattisen maaraamattomyyden kertaluku on n, =n—p, miss&é n on
tuntemattomien lukumaaréd ja p on yhtéldiden lukumaérd. Tuntemattomia ovat tukivoimat,
joiden lukumddré on t. Jos rakenteessa on suljettuja renkaita, tuntemattomien lukumaaré
kasvaa. Tavoitteena ndet on, ettd rakenteen jokaisen sauvan leikkausrasitukset voidaan
maarittaa tasapainotarkasteluilla.

Tarkastellaan kuvan 1.3a mukaista tasokehdd, jossa on suljettu rengas. Jos rengas ajatellaan
katkaistuksi pisteestd C, vaikuttaa siinad leikkausrasitukset N., Q. ja M., jotka estavat
leikkaukseen liittyvien sauvojen pdiden liikkeen toisiinsa ndhden (kuva 1.3b) ja joiden arvot
ovat tuntemattomia. N&in tukireaktioiden t=4 lisdksi probleemaan on tullut 3 uutta
tuntematonta.
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Kuva 1.3: Tasokehd, jossa on suljettu rengas.

Tarkastellaan sitten tilannetta sen jalkeen kuin tuntemattomat A, A, B,, B, N., Q. ja

M. on saatu ratkaistua. (Koska tuntemattomia on n=7 kpl ja tasapainoyhtéloita p=3 kpl,

ratkaisua ei ole saatu statiikan keinoin. Kyseessé on staattisesti madradmaton rakenne, jolle
n=n-p=7-3=4.) Nyt meidan tulisi voida madarittdaa rakenteen kunkin sauvan

leikkausrasitukset mielivaltaisessa pisteessd P. Sijaitkoon tdmd piste esimerkiksi kuvassa
1.3Db esitetyssa kohdassa. Ajatellaan rakenne leikatuksi kahtia kohdasta P ja tarkastellaan sen
vasemman puolen vapaakappalekuviota (kuva 1.3c) . Tdhan kappaleeseen vaikuttaa kolme
tuntematonta: leikkausrasitukset N, Q ja M ja sille voidaan muodostaa kolme
tasapainoyht&l6d. N&in yhtaloitd on yhtd paljon kuin tuntemattomia ja leikkausrasitukset
pisteessa P saadaan madritetyksi. Vastaavalla menettelylld péadstddn tulokseen, oli
tarkasteltava piste P missé tahansa rakenteessa. Havaitaan siis, ettd jokaista rakenteen
suljettua rengasta kohti tulee siihen 3 lisdtuntematonta.
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Nain tuntemattomien lukuméaaraksi saadaan
n=t+3r. (1.3)

Jos rakenteen liitokset ovat litkkumattomia, sitd voidaan tarkastella kuten jaykkaa kappaletta
ja tasapainoyhtaldiden lukumé&arg (tasotapaus) on 3. Jos rakenteessa on liitoksia, joilla on
liilkemahdollisuuksia eli vapausasteita tilanne muuttuu. Jokaista liitoksen vapausastetta kohti
rakenteelle voidaan kirjoittaa yksi lisdtasapainoyhtélo. Tatd havainnollistetaan kuvan 1.4a
kehé&n tapauksessa.
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Kuva 1.4: Tasokehd, jossa on nivel.

Kuvassa 1.4b on kehdn VKK. Sille voidaan kirjoittaa 3 tasapainoyhtél6d. Jos keha katkaistaan
nivelen C kohdalta, saadaan esimerkiksi sen vasemman puoleiselle osalle kuvan 1.4c
mukainen VKK. Sille voidaan taas kirjoittaa 3 tasapainoyhtélod. Ko. VKK:ssa on kuitenkin

kaksi uutta tuntematonta: nivelvoimat C, ja Cy. Muodostamalla momenttitasapainoyhtal®

nivelpisteen C suhteen uudet tuntemattomat eivat kuitenkaan tule mukaan lisdyhtal6on. Nain
olemme saaneet yhden lisdyhtalon alkuperdisten tuntemattomien - keh&n tukireaktioiden
madrittamiseksi.  (Lukijalle saattaa herdtd ajatus, ettd kehdn oikean puolen
momenttitasapainoyhtéldstd nivelen C suhteen saataisiin toinen kayttokelpoinen lisdyhtalo.
Né&in ei kuitenkaan kdy, koska ndin saatu yhtald osoittautuu olevan lineaarisesti riippuva
nivelpisteen C suhteen kirjoitetun keh&n momenttitasapainoyhtélon ja sen vasemman puolen
momenttitasapainoyht&lon kanssa.)

Né&in saamme lopulta yhtéléiden lukumaéraksi
p=3+c, (1.4)

missa siis ¢ on koko rakenteen liitosten vapausasteiden lukumaaréa. Sijoittamalla tulokset (1.3)
ja (1.4) yhtaloon (- 1.1) saadaan lopullinen tulos (1.2).
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Tarkastellaan lopuksi tasosauvarakenteen ulkoista ja sisdistd staattista maarddméattomyytta.
Ulkoisen staattisen maaraamattomyyden Kkertaluku on tasapainoyhtéldiden lisaksi
tarvittavien yhtéldiden lukuméara rakenteen tukireaktioiden méaarittdmiseksi. Tasorakenteelle
saadaan kaava

Ng, =t—Cy—3, (1.5)

missd c, on avointen osien liitosten vapausasteiden lukumé&ara. Sisdisen staattisen
maaraamattomyyden kertaluku on rakenteen staattisen madradmattomyyden ja sen

ulkoisen staattisen maarddméattomyyden kertalukujen erotus. Tasorakenteelle saadaan kaava
Ngs = 3r —Cs, (1.6)

missa cg on suljettujen renkaiden liitosten vapausasteiden lukumaara.

1.12 Avaruussauvarakenne

Avaruussauvarakenteen staattisen maaraamattomyyden kertaluvulle saadaan vastaavaan
tapaan kaava

Ing=t+6r—c—6| (1.7)

Kaava (1.7) on samantyyppinen kuin tasokehédrakenteen kaava (1.2). Suljettujen renkaiden
poistamiseksi tarvittavien katkaisujen lukumaaran r kertoimeksi tulee nyt 6, koska jokaisessa
katkaisussa on 6 jannitysresultanttia. My6s kaavan viimeiseksi termiksi tulee 6, koska
kolmidimensioisessa tapauksessa on kaytettdvissa kuusi riippumatonta tasapainoyhtaloa.

Kolmidimensiosten sauvarakenteiden liitoksista tarkastellaan tdssa sarana- ja pallonivelta.
nivelid. Sarananivel mahdollistaa kiertymisen tietyn akselin ympdri ja sen vapausasteiden
lukumé&arda on 1. Pallonivel mahdollistaa kiertymisen kolmen akselin ympéri ja sen
vapausasteiden lukumééra on 3.

Avaruussauvarakenteen ulkoisen staattisen maaradmattomyyden kertaluku on

Ng, =t—C, —6. (1.8)

ja sisaisen staattisen maaraamattomyyden kertaluku on

Ngs = 6r —C;. (1.9)
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Kuva 1.5: Tasoristikko: (a) tuet (b) tukireaktiot

1.13 Tasoristikko

Tasoristikon tapauksessa staattisen méaardamattomyyden kertaluku saadaan seuraavasti (kuva
1.5). Ristikossa tuntemattomina ovat sauvavoimat ja tukireaktiot. N&in tuntemattomien
lukumé&ard on s+t , missa s on sauvojen lukumé&éra ja t on yksiarvoisten tukien lukumaaré.
Tasoristikon jokaisessa nivelessa voidaan Kkirjoittaa kaksi tasapainoyhtaléd, joten
tasapainoyhtéldiden lukumé&ara on 2k, misséa k on nivelten lukumaaré. Tasoristikon staattisen
maaraamattomyyden kertaluku (tuntemattomien lukumaarédn ja tasapainoyhtaléiden
lukum@é&ran erotus) on

@19

Kuvan 1.5 tapauksessa saadaan n;=10+5-2.6=3. Tasoristikon ulkoisen ja sisaisen
staattisen maaraamattomyyden kertaluvut ovat

n,=t-3 jang=n,—ng. (1.11)

1.14 Avaruusristikko

Avaruusristikon staattisen maaraamattomyyden kertaluvut ovat vastaavasti

n, =s+t-3Kk, (1.12)
ja
n,=t-6,jang=n,—ng. (1.13)
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Esimerkki 1.1: Madritetd&n oheisen tasoristikon staattisen maaradmattomyyden kerta-luvut.
(Ristedvat diagonaalisauvat paasevat vapaasti lilkkkumaan toistensa suhteen.)

Saadaan:

s=15 k=8, t=4,
n,=s+t-2k=15+4-2-8=3,
n,=t-3=4-3=1,
ng=n,—ny, =3-1=2.

Esimerkki 1.2: Mé&éritetd&n oheisen tasokehén staattisen maaradméattomyyden kerta-luvut.

oL D

Saadaan:

t=6,r=1,c=2c¢,=1¢c, =1
ng=t+3r-c-3=6+3-1-2-3=4,
n,=t-c,-3=6-1-3=2,
n,=3r-c,=3-1=2.
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Esimerkki 1.3: Maéritetddn oheisen avaruuskehan staattisen madaraamattomyyden kertaluku.

Saadaan:

t=15 r=3, ¢=0,
n,=t+6r-c-6=15+6-3-0-6=27.
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1.2 Alkuvenyma ja alkukayristyma
1.21 Alkuvenymé

Tarkastellaan sauvaa, joka saa aksiaalisen venymé&n muusta syystd kuin ulkoisen
kuormituksen johdosta. Téllaista venymaa merkitdan tassa &, ja kutsutaan alkuvenymaéksi.
Alkuvenymd on siis kuormittamattoman sauvan vapaa venyma. Jos lineaarisesti

kimmoista sauvaa vedetddn tai puristetaan, se saa alkuvenyman lisaksi myos
normaalivoimasta N aiheutuvan venyman

=—, 1.13
N EA ( )

misséd EA on sauvan aksiaalijaykkyys. Kokonaisvenyma & on siten

N o gl (1.14)

E=6y+& = 7y

Alkuvenyma voi aiheutua esimerkiksi lamp@étilan tai kosteuden muutoksesta. Myos keskeisen
jalkijannittdmisen vaikutuksesta aiheutuva venyma voidaan ymmartda alkuvenymaksi.

Tarkastellaan ensin sauvaa, joka saa tasaisen lampdtilan muutoksen T(x). Tasaisella
lampotilan muutoksella tarkoitetaan tdssd palkin poikkileikkauksessa vakiota l&mpdtilan
muutosta. Otaksutaan, etta sauva on homogeeninen, jolloin pituuden lampétilakerroin o on
vakio. Sauvan alkuvenyma eli lampdétilan muutoksesta aiheutuva venyma on nyt

£,(X) = & (X) =, T(X). (1.15)

Tarkastellaan sitten homogeenista sauvaa, jota jalkijannitetddn keskeisesti voimalla P.
Sauvan alkuvenyma eli jannittamisesta aiheutuva venyma on nyt

£,(X) = £, (X) = —%(X). (1.16)

1.22 Alkukayristyma

Tarkastellaan sauvaa, joka saa kéyristymén muusta syystd kuin ulkoisen kuormituksen
johdosta. Tallaista kayristymaa merkitaan tassa x,(x) ja kutsutaan alkukayristyméksi.
Alkukéyristymé on siis kuormittamattoman sauvan vapaa kayristymd. Jos lineaarisesti

kimoista sauvaa taivutetaan, se saa alkukdyristyman lisdksi my0s taivutusmentista M
aiheutuvan kdyristyman

Ky =— 1.17
" =g 117)

Rak-54.111 Rakenteiden mekaniikka B, luennot osa | 11



missé El on sauvan taivutusjaykkyys. Kokonaiskayristymé x on siten

M
K = Ky, +K0=E+K'O. (1.18)

Alkukéyristyma voi aiheutua esimerkiksi l&mpdtilan tai kosteuden muutoksesta. Myds
epakeskeisen jalkijannittdmisen vaikutuksesta aiheutuva kayristyma voidaan ymmartad
alkukayristymaksi.

Tarkastellaan ensin sauvaa, joka saa epatasaisen lampotilan muutoksen T(X,y).

Epétasaisella lampétilan muutoksella tarkoitetaan tdssa lampétilan muutosta, joka vaihtelee
palkin korkeussuunnassa y (vrt. kuva 1.6). Otaksutaan, ettd palkki on homogeeninen, jolloin

pituuden lampotilakerroin ¢ on vakio.

T AT
I<—>:<—>|
|
I
h L, T(Y)
z | X
R ==+ = = = |+——
h To :
h 7 |
|
ST
y [ —

Kuva 1.6 L&mpadtilan muutoksen jakauma T(y) sauvan korkeussuunnassa

Otaksutaan, ettd palkin positiivinen pinta (alapinta) saa I&mpdétilan muutoksen T7(X) ja
negatiivinen pinta (ylapinta) saa lampotilan muutoksen T (x). Otaksutaan edelleen, ettd

lampatilan muutos jakautuu palkin korkeussuunnassa lineaarisesti. Tdma otaksuma edellyttaé
sen lisaksi, ettd palkin poikkileikkaus on homogeeninen, myds sen, ettd lammaon virtaus on
stationaarista. Seuraavassa tarkastelussa mahdollinen riippuvuus koordinaatista x jatetadéan
selkeyden vuoksi merkitsemattd. Lampdtilan muutoksen lineaariselle jakaumalle T(y)

palkin poikkisuunnassa saadaan (kuva 1.6).

AT
T(y)=T, +Ty, (1.19)
missa

T, NI +h T ;hT AT =TT~ (1.20)
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ovat lampdtilan muutos palkin akselin kohdalla sekd ala- ja ylapinnan lampétilan
muutosten erotus. Lampdtilan muutoksesta aiheutuva venyma &, (y) on nyt

e =aT(y)=aT, +%y (1.21)
eli
&(y)=¢& +x7Y, (1.22)
missé

& =Ty, ki :% (1.23)

ovat lampdétilan muutoksesta aiheutuvat palkin akselin venymé ja ké&yristymé&. Nama ovat
toisaalta kuormittamattoman sauvan venyma ja kéyristyméd eli siis alkuvenyma ja
alkuk&yristymd. Ndain saamme lampdtilan muutoksesta aiheutuville alkuvenymalle ja
alkukayristymalle kaavat

=& =0Ty, Ky=ki=——. (1.24)

Kuva 1.7: Jannepalkin kuormittamattoman poikkileikkauksen (N =0, M =0) jannitys-
resultantit

Tarkastellaan jannitetyn betonirakenteen sauvaa. Olkoon j&nnevoima P ja jénteen
epékeskisyys (janneterdsten pintakeskion y-koordinaatti kohdassa x) e(x). Palkin
poikkileikkauksessa (kuva 1.7) vaikuttavat normaalivoima ja taivutusmomentti ovat
N=P+N, ja M=Pe+ M., misss N. ja M, ovat betonipoikkileikkauksen normaali-

jannityksista o, (y) aiheutuvat normaalivoima ja taivutusmomentti. Kuormittamattoman
sauvan (N =0 ja M =0) tapauksessa saadaan siis N.=-P ja M.=-Pe. Poikki-
leikkauksen betonisen osan normaalijannitykselle saadaan siis

N M P Pe
ou(y)=—F+—Fy=——"—-—y (1.25)

AL AL
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missa A, ja |. ovat poikkileikkauksen betonisen osan pinta-ala ja jayhyysmomentti (kuva

1.8). Palkin venymalle &, (y) saadaan nyt

on(y) P Pe y
EC ECAE ECIC ,

&y (y) =

missa E. on betonin kimmomoduuli el

&(y) =& +KpY

missa

Kuva 1.8: Jannepalkin poikkileikkaus

(1.26)

(1.27)

(1.28)

ovat jannevoimasta aiheutuvat sauvan akselin venyma ja kéayristyma. Nama ovat toisaalta
kuormittamattoman sauvan venyma ja kayristyma eli siis alkuvenymé ja alkukayristyma.
Né&in saimme jannevoimasta aiheutuville alkuvenymaélle ja alkuk&yristymalle kaavat

I _ Pe
E=&p=———, Ky=Kp=——

El'’

missé betoniin liittyvat alaindeksit ¢ on jatetty pois.
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1.3 Kaareva sauva

Tarkastellaan esimerkkind kaarevaa tasosauvaa, jonka deformoitumattomaan akseliin yhtyva
pituuskoordinaatti on s ja akselia vastaan kohtisuora koordinaatti on y (vrt. kuva 1.9). Olkoon
R(s) akselin kaarevuussdde pisteessd s. Kaytetdan tarkastelussa apuna napakoordinaatistoa,
jonka napapiste yhtyy akselin kaarevuuskeskipisteeseen O. Sauvan yleisen pisteen (r,6)

venymalle g, ja liukumalle y,, voidaan kirjoittaa

lou, u ou, 1lou u,
g == Mo U Oy IO Uy 1.30
Yoo 1 """ ar Tree x (1.30)

(vrt. Rak-54.104 Kontinuumimekaniikan perusteet luentomoniste, kaava (5.8-11)), missé
siirtymékomponentit u, ja u, yhtyvat sauvan normaalin ja akselin suuntiin. Ottamalla

huomioon, ettd r =R+ Yy ja r-déd =ds saadaan naista

au,,+ u _ou, ou, U,

r

oy, =M M Uy 1.31
% =% R+y Vio &y & R+y (1:31)

Tehdé&an siirtymakomponenteille u, ja u, tyypillinen palkkiteorian mukainen otaksuma (vrt.
RM A)

U (S, ) =u(s) = 9(s)y, u,(s,y)=V(s), (1.32)

jolloin venymén ja liukuman lausekkeet (1.31) saavat muodon

6.(5.9) =08+~ _ sy,
Ry (1.33)
- _ ’ _U(S)—(/)(S)y .
7/sy (S' y) - (0(5) +V (S) R +—y .

Kuva 1.9: Kaareva tasosauva
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Tassa vaiheessa vaihdettiin myos venyman ja liukuman merkinndiksi &, ja y,,, koska

koordinaattien s,y ja r,6 suunnat yhtyvat. Tavanomaiset rakennustekniikassa esiintyvét
kaarevat sauvat ovat hoikkia, jolloin

%<<1:> R+y=R (1.34)

Téssa tapauksessa venyman ja liukuman lausekkeet (1.33) yksinkertaistuvat muotoon

v(s) u(s)

&(s,y)=u'(s) TR P'(8)Y, 74 (s,y)=—p(s)+V'(s) R (1.35)
Tama tulos voidaan esittdd muodossa
&(s,y)=¢(8)+x(s)y, 74(s,¥)=7(s), (1.36)
missé
g(s)=u'(s) +&RS) (1.37)
on sauvan akselin venyma,
Kk(s)=—¢'(s) (1.38)
on sauvan kayristyma,
y7(8)=3(s)—p(s) (1.39)
on liukumakulma,
3(s) =V'(s) —L:) (1.40)

on sauvan akselin kiertyma ja ¢(x) on sauvan normaalin Kiertyma.

Kaavasta (1.36) havaitaan, ettd venyma & jakautuu sauvan poikkisuunnassa (y-suunnassa)

lineaarisesti ja liukuma y,, on vakio. Lausekkeita (1.36)-(1.40) vastaavat suoran sauvan

lausekkeet ovat

& (% Y) =) +x(X)Y, 7, y)=y(X), (1.41)

£(xX) =u'(x) (1.42)
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K(X) = —¢'(X) (1.43)
7(X) =9(x) - o(x) (1.44)
ja
J(x) =V'(x) (1.45)
(vrt. RM A).

Lausekkeet (1.36) ja (1.41) ovat taysin analogisia. Erona on vain se, ettd suoran ja kaarevan
sauvan akseliin yhtyvad koordinaattia on totuttu merkitsemé&én vastaavasti x:11a ja s:114. Sen
sijaan akselin venyman &(x) ja akselin kiertymén 3(x) lausekkeet eroavat kaarevalla ja

suoralla sauvalla toisistaan. Tama lausekkeiden (1.36) ja (1.41) analogia johtaa siihen, etta
luvussa 2 suorille sauvoille johdettavat sisdisen virtuaalisen tyon lausekkeet tulevat myds
olemaan taysin analogisia kaarevan sauvan vastaavien lausekkeiden kanssa. Tastd seuraa se,
ettd seuraavassa (luvut 2 ja 3) kasiteltavét yksikkévoimanenetelmén ja siihen pohjautuvan
yleisen voimamenetelman yhtéalot soveltuvat yhtélailla suorille kuin kaareville sauvoille,
kunhan vain korvaamme saaduissa kaavoissa koordinaatin x koordinaatilla s.

1.4 Yleistetty jousi

Yleistetylla jousella (kuva 1.10) ymmarretd&n tassé joko jousta tai kierrejousta. Se kytkee
toisiinsa yleistetyn venyman A (siirtyméero tai kiertyméero) ja yleistetyn jousivoiman J
(voima tai momentti) siten, ettd niill&4 on funktionaalinen riippuvuus A = A(J). Tavallisimmin
tdma riippuvuus on lineaarinen

A :%+AO (1.46)

missa k on jousivakio ja A, on jousen alkuvenyma.

a b
(@) H/A\ (b) . )
- A

\ ‘\ '\\ r-° _l,’ «\—\-/:/5’
o \I v k o \_/

J k J

4_._/\/\/—o—> J (o—@—o)J

I_IH

Kuva 1.10: Yleistetty jousi: (a) jousi ja (b) kierrejousi
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2. SHHIRTYMASUUREIDEN MAARITTAMINEN YKSIK-
KOVOIMAMENETELMALLA

2.1 Yksikkdévoimamenetelman periaate

Tarkastellaan staattisesti maarattyd sauvarakennetta, jonka kuormitus on annettu.
Tavoitteena on maarittaa rakenteen pisteeseen A liittyva yleistetty siirtyma o, . Sovelletaan
virtuaalisen tyon periaatetta siten, ettd staattisesti sallituksi (toteuttaa tasapainoehdot ja
mekaaniset reunaehdot) virtuaaliseksi (eli kuvitelluksi) voimatilaksi otetaan &, :ta

vastaavan, ykkdsen suuruisen yleistetyn voiman F,=1 aiheuttama voimatila ja

kinemaattisesti sallituksi (toteuttaa yhteensopivuusehdot ja geometriset reunaehdot)
siirtymatilaksi rakenteen todellisesta kuormituksesta aiheutuva siirtymatila.

Yleistetyn voiman F, tekema ulkoinen virtuaalinen tyd on talloin
Wext = IEAé‘A (21)
Sauvarakenteen siséisen virtuaalisen tyon W,

-« lauseke riippuu rakennetyypisté ja se johdetaan
joillekin yksinkertaisille rakennetyypeille jéljempéna.

Virtuaalisen tydn periaatteen mukaan tasapainossa olevassa rakenteessa Virtuaalinen
kokonaisty0 haviaa, ts.

wW=W

ext

+W,, =0. (2.2)

Rakenteen virtuaalinen voimatila muodostuu siis ulkoisesta yleistetystd voimasta F, =1 ja
siitd aiheutuvista virtuaalisista jannitysresultanteista, joita ovat esimerkiksi ristikon sauvojen
virtuaaliset sauvavoimat S, aksiaalisesti kuormitetun sauvan virtuaalinen normaalivoima

N(x), taivutetun palkin virtuaalinen taivutusmomentti M (x) tai védnnetyn palkin

virtuaalinen vaantémomentti M, (x). Naitd jannitysresultantteja pidetaan tassa tunnettuina,
koska ne voidaan (staattisesti maaratyn rakenteen tapauksessa) maarittad etukateen.

Rakenteen todellinen siirtymatila muodostuu rakenteen ulkoisesta kuormituksesta aiheutuvista
siirtymista, joita vastaava pisteen A yleistetty siirtyma on siis J,, ja jannitysresultantteja
vastaavista todellisista muodonmuutossuureista, joita ovat esimerkiksi ristikon sauvojen
pituuden muutokset AL;, aksiaalisesti kuormitetun sauvan venyma &(x), taivutetun palkin
kayristymé x(x) ja vaannetyn sauvan vaantyma €(x). Naitd muodonmuutossuureita pidetaén

tassé tunnettuina, koska ne voidaan (staattisesti méardtyn rakenteen tapauksessa) maarittad
etukateen.

Virtuaalisen ty0on periaatteesta (2.2) ja yhtélostd (2.1) seuraa yksikkdévoimamenetelmén
kaava
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Sp=-W

int?

(2.3)

H{);I'u

missa W,, on yksikkévoiman F,=1 aiheuttamaa virtuaalista voimatilaa ja todellista

siirtymatilaa vastaava sisdinen virtuaalinen tyd. Tastd yhtélostd seuraa suoraan etsitylle
yleistetylle siirtymélle &, tulos

Sy =-W

int *

(2.4)

Yhtalo (2.3) muodostaa lahtokohdan staattisesti méaaréttyjen sauvarakenteiden siirtymien
madarittdmiseksi yksikkdvoimamenetelmélla.

Seuraavassa johdamme vedon tai puristuksen alaisen sauvan, taivutuksen alaisen palkin,

leikkauksen alaisen (Timoshenko) palkin, vaannetyn sauvan sekd yleistetyn jousen sisdisen
virtuaalisen tyon W, lausekkeet. Mekaanisen kuormituksen liséksi tarkastelemme ns.

alkumuodonmuutoksen vaikutusta.

2.2 Sisdisen virtuaalisen tyon lausekkeita

2.21 Vedon tai puristuksen rasittama sauva

Tarkastellaan vedon tai puristuksen rasittamaa suoraa sauvaa.

u u+u'|dx

Q]l

l |
I |
lodx
I |

Kuva 2.1: Sauva-alkion normaalivoiman N tekema sisainen virtuaalinen ty®

Kuvassa 2.1 on sauva-alkio, jota kuormittaa virtuaalinen normaalivoima N ja joka on
tasapainossa. Virtuaalisen tyon periaate sauva-alkiolle kuuluu

dW =dw,, +dwW,, =0, (2.5)
josta saadaan sen sisdiselle virtuaaliselle tyolle

dw,, =-dW,,, =—[N(u+u'dx) — Nu] = —Nu'dx = —N &dx.. (2.6)

Integroimalla sauvan pituuden yli saadaan sauvan siséiselle virtuaaliselle ty6lle lauseke

L
W = [ Nedx| 2.7)
0
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Kaava (2.7) on mahdollisimman yleinen muoto. Sita johdettaessa ei ole kaytetty lainkaan
hyvaksi sauvan materiaalilakia, joten se on voimassa my0s fysikaalisesti epdlineaariselle
sauvalle. Poikkileikkaukseltaan muuttuvan sauvan késittely on myds mahdollista.

Homogeeninen, lineaarisesti kimmoinen sauva: Seuraavassa rajoitutaan sauvaan, jonka

materiaali on homogeenista ja lineaarisesti kimmoista. Sauva poikkileikkaus voi kuitenkin
vaihdella. Sijoittamalla sauvan venyman ja normaalivoiman yhteys

N
5254‘80 (28)

lausekkeeseen (2.7) saadaan sauvan siséiselle virtuaaliselle tyolle tulos

W =W +W2 (2.9)
missé
5 N(X)N(x) 5
WN = [ =222 gy W =—| N(X)g, (X)dX. 2.10
= e Sl LICRIC (2.10)

ovat normaalivoiman ja alkuvenymén osuudet sauvan virtuaalisesta tydstd. Jos sauva on
tasajaykka, ts. EA = vakio, edelliselle saadaan

15
W = —— [ N(x)N (x)dx. 2.11
= gal NN (2.11)
2.22 Taivutuksen rasittama palkki

Tarkastellaan taivutuksen rasittamaa palkkia.

I / '
— +@'dx

’,& //\@ 4

]

'R
/
o /
w(
—w
X X :

| d

Kuva 2.2: Palkkialkion taivutusmomentin M tekema sisdinen virtuaalinen ty®

Kuvassa 2.2 on palkkialkio, jota kuormittaa virtuaalinen taivutusmomentti M ja joka on
tasapainossa. Virtuaalisen tyon periaatteen perusteella palkkialkion sisdiselle virtuaaliselle
tyolle saadaan
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AW, =—dW,,, =-M(p+'dx)+ Mp]= Mp'dx=—Mxdx.  (2.12)

Integroimalla palkin pituuden yli saadaan palkin siséiselle virtuaaliselle tyolle lauseke

L
Wi =—[ Mxdx. (2.13)
0

Kaava (2.13) on mahdollisimman yleinen muoto. Sitd johdettaessa ei ole kéytetty lainkaan
hyvaksi palkin materiaalilakia, joten se on voimassa myo6s fysikaalisesti epalineaariselle
palkille. Poikkileikkaukseltaan muuttuvan palkin kasittely on myds mahdollista.

Homogeeninen, lineaarisesti kimmoinen palkki: Seuraavassa rajoitutaan palkkiin, jonka

materiaali on homogeenista ja lineaarisesti kimmoista. Palkin poikkileikkaus voi kuitenkin
vaihdella. Sijoittamalla palkin k&yristyman taivutusmomentin yhteys

K'Z%-FKO. (2.14)

kaavaan (2.13), saadaan palkin sisdiselle virtuaaliselle ty6lle tulos

Wy =W+ W (2.15)
missé
"M ()M (x) "=
M _ Ko — _
Wint = _-([T(X) dX, Wint = .(‘]‘M (X)KO(X)dX, (216)

ovat normaalivoiman ja alkukéyristyman osuudet sauvan virtuaalisesta tyosta. Jos palkki on
lisdksi tasajaykka, ts. EI = vakio, edelliselle saadaan

int

v Lo
Wit = {M(X)M(x)dx. (2.17)

Huomautus: Samanaikaisesti kuin palkki saa alkuk&yristymén se saa usein myds
alkuvenymén (vrt. kohta 1.2), jolloin myés virtuaalinen normaalivoima N tekee virtuaalista
tyotd. Tamé sauvan akselin alkuvenymaan liittyva virtuaalinen ty6 on

int

W5 = —.T N (X)&, (x)dx . (2.18)

Jos kuitenkin ollaan kiinnostuneita tyypillisistd palkin yleistetyistd siirtymistd, kuten
esimerkiksi taipumista ja kiertymists, “yksikkévoimasta” F, =1 aiheutuva virtuaalinen

normaalivoima N(x) havidd ja sauvan akselin venymaén liittyva virtuaalinen tyé W on
nolla.
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2.23 Palkin leikkausvoiman tekema virtuaalinen ty0

Teknisessa taivutusteoriassa (Bernoulli-Euler teoriassa) otaksutaan, ettd palkin leik-
kausmuodonmuutos y,, haviaa. Taman vuoksi virtuaalinen leikkausvoima Q ei tee tyota.

Timoshenko-palkkiteoriassa sen sijaan palkin leikkausmuodonmuutos otetaan huomioon ja
sitd edustaa liukumakulma y(x) . Talldin virtuaalinen leikkausvoima Q(x) tekee tyota.

=

: dx :
!%!

Kuva 2.6 Palkkialkion leikkausvoiman Q tekema sisdinen virtuaalinen ty®

Kuvassa 2.6 on palkkialkio, joka saa leikkausmuodonmuutoksen », jota kuormittaa

virtuaalinen leikkausvoima Q ja joka on tasapainossa. Virtuaalisen tyén periaatteen
perusteella palkkialkion sisdiselle virtuaaliselle ty6lle saadaan

dW,,, = ~dW,,, = ~[Q(v + ydx) - Qu] = ~Qydx. (2.19)

Integroimalla palkin pituuden yli saadaan palkin virtuaalisen leikkausvoiman Q tekemalle
sisdiselle virtuaaliselle tyolle lauseke

W, = nydx (2.20)

Kaava (2.20) on mahdollisimman yleinen muoto, jota johdettaessa ei ole vielad kaytetty
hyvaksi palkin materiaalilakia.

Sauvan ollessa homogeeninen ja lineaarisesti kimmoinen liukumakulmalla ja
leikkausvoimalla on yhteys

7=4é%, (2.21)

missd G on liukumoduuli ja £ on poikkileikkauksen siirtymékerroin. Sauvan leikkauksesta
aiheutuva siséisen virtuaalisen tyon lauseke (2.20) saa tdssa tapauksessa muodon

Q(X)Q(X)
j S ToAN) GAX) (2.22)

|nt

Jos sauva on liséksi tasajaykka, ts. GA = vakio , saadaan
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o ¢ fm
Wit =25 j Q()Q(x)dx. 2.23)

Poikkileikkauksen siirtymékerroin voidaan maéarittaa kaavasta

A+
?ZI—Z

SU)” 4 2.24
oy 224

— <

<

missé A, I, S(y) ja b(y) ovat poikkipinnan ala, jadyhyysmomentti, staattinen momentti

(osapoikkipintasuure) ja leveys sekd Yy~ ja Yy* ovat poikkipinnan yli- ja alareunan y-
koordinaatit (vrt. RMA).

Huomautus: Timoshenko palkissa voi esiintya myods alkuliukumakulma y,, jolloin
liukumakulman ja leikkausvoiman yhteys on

Q

== 1y,.
7§GA Yo

Koska alkuliukumakulma on kéytdnnossé harvinaisempi kasite, jatetaan se tassé yhteydessa
tarkastelun ulkopuolelle.

2.24 Vaannon rasittama sauva

Tarkastellaan vaannon rasittamaa suoraa sauvaa.

M, <= —» M,
o1 dx |9 +ppdx

|
€I

Kuva 2.7: Sauva-alkion vaantomomentin M, tekemé sisdinen virtuaalinen tyo

Kuvassa 2.7 on sauva-alkio, jota kuormittaa virtuaalinen vaantémomentti M, ja joka on

tasapainossa. Virtuaalisen tyon periaatteen perusteella sauva-alkion sisdiselle virtuaaliselle
tyolle saadaan

dWint = _dWext = _[Mt ((Dt + ¢t'dx) - M#’t] = _Mt ;dX = —MtHdX, (2-25)

missd & on sauvan vaantyma. Integroimalla sauvan pituuden yli saadaan sauvan siséiselle
virtuaaliselle ty6lle lauseke

L
W, =—[ M Odx|. (2.26)
0
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Kaava (2.26) on mahdollisimman yleinen muoto. Sitd johdettaessa ei ole vield kéytetty
hyvaksi sauvan materiaalilakia. Poikkileikkaukseltaan muuttuvan sauvan késittely on myos
mahdollista.

Homogeeninen, lineaarisesti kimmoinen sauva: Seuraavassa rajoitutaan sauvaan, jonka
materiaali on homogeenista ja lineaarisesti kimmoista. Sauva poikkileikkaus voi kuitenkin
vaihdella. Sauvan vaantyman ja vaantémomentin yhteys on

M,
Gl,

0= (2.27)

Sijoittamalla tdamé vaantymén lauseke kaavaan (2.26), saadaan sauvan vaantdmomentista
aiheutuvalle siséiselle virtuaaliselle tydlle tulos

_ (MM ()
j Gl o (2.28)

Jos sauva on liséksi tasajaykka, ts. Gl, = vakio, saadaan

M, __iL =
Wt = !Mt(x)Mt(x)dx. (2.29)

int
t

Huomautus: Véannetyssa sauvassa voi esiintyd myos alkuvaantyma 6, jolloin vaantyman ja
vaantdmomentin yhteys on

=—-+6,.
Gl,

Koska alkuvdadntyméd on k&ytdnndssa harvinaisempi késite, jatetddn se tdssa yhteydessa
tarkastelun ulkopuolelle.
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2.25 Yleistetty jousi

Tarkastellaan yleistettya jousta.

(a) (b)
\H/A\ k /A
/ I\ r -9 ,’-«\/:ﬁf
o~ N K ¥ - ‘_ :‘
J k J
‘_“_J\/NF‘_*’ j(%—&i}i)j_
I%I

Kuva 2.8: Yleistetty jousi: (a) jousi ja (b) kierrejousi

Kuvassa 2.8 on yleistetty jousi, jota kuormittaa virtuaalinen yleistetty jousivoima J_, jonka

todellinen yleistetty venyma on A ja joka on tasapainossa. Virtuaalisen ty0n periaatteen
perusteella jousen siséiselle virtuaaliselle tyolle saadaan

WA =_JA. (2.30)

int —

Lineaarisesti Kimmoinen yleistetty jousi: Sijoittamalla jousen yleistetyn venyman lauseke

J
A== 231
” (2.31)

sisdisen virtuaalisen tyon lausekkeeseen (2.30) saadaan

37
Wiy ===~ (2.32)

Huomautus: Yleistetyssd jousessa voi esiintyd myos jousen alkuvenymd A,, jolloin jousen
venyman ja jousivoiman yhteys on

A=%+AO.

Koska jousen alkuvenyma on kéytanndssé harvinaisempi késite, jatetadan se tdssa yhteydessa
tarkastelun ulkopuolelle.
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2.3 Integraalien maarittdminen yksikkdvoimamenetelmassa

Yksikkdvoimamenetelmdssa joudutaan tavanomaisesti laskemaan viiva-integraaleja, jotka
ovat muotoa

N (X)N (X) M (X)M (x) .
I EA) dx, j EI(X) dx, jne. (2.33)

Koordinaatti x on sauvan akseliin yhtyva koordinaatti ja integrointi suoritetaan sauvan tai sen
osan pituuden yli. Jos sauvat ovat tasajaykkiad ts. El=vakio, kuten usein on asianlaita,
integraalit ovat muotoa

1 (o 1 - :
— | N(X)N(X)dx, — | M(X)M (x)dx, jne. 2.34
S TNOONGOdX, = [M (M (x)dx, ] (2.34)
Merkitaan lausekkeiden (2.33) integroimistehtdvaa jatkossa lyhyesti
[Foox, (2.35)

missa

_ NOIN(x)
~ EA(X)

_ MMM (x)

P El(x)

. F(¥) , jne. (2.36)

ja lausekkeissa (2.34) esiintyvaa integroimistehtdvaa vastaavasti
j F(x)f (x)dx. (2.37)
missé
FO)F(X)=NOON(X), FX)f(x)=ME)M(x), jne. (2.38)
Integrointi voidaan suorittaa usealla vaihtoehtoisella tavalla, joita on esitetty seuraavassa.
Analyyttinen integrointi. Integrointi kannattaa suorittaa analyyttisesti, mikéli integrandissa

esiintyvien suureiden analyyttiset lausekkeet voidaan helposti muodostaa ja integrointi on
kohtuullisella ty6lla mahdollista.

Taulukoiden kéayttd. Seuraavalla sivulla on esitetty jf_-f dx -taulukot, jotka on laadittu

nimenomaan yksikkévoimamenetelméad varten. Niiden kéytté on hyvin helppoa ja
kaytannollistd. Taulukkoa voidaan soveltaa kullakin sellaisella sauvan osalla, jolla f(x) on
korkeintaan lineaarinen ja f(x) on korkeintaan kvadraattinen (paraabeli) polynomi.
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Taulukko 2.1: Integraalien J'f_f dx maaritystaulukko®.

_ f
f— T 3 _ T,
. 1| el | 1 e
f
1Tt |- |- e
|:|| 2o S (o D
|[«—>|
I | - | - -
f°|> Effo § ofo gflfo _(2f0+ fl)fO
|[«—>|
f | - | - I - I - -
4 : T, Lt LT, Il
|[«<—>]
| - I - | - | -
il L R TGS N IS ACTAR A S ACRE IO N B AT AR
| T (fy +21)]
fi2
2 - | - I - [
@ Elf f1/2 5 f0 f1/2 § f1 f1/2 g(fo"' fl) fl/Z
l«<—|
fi
f I - | - - I -
0 | Ef(fo+4f1/z) gfo(fo"'Zfl/z) §f1f112 g[fofo"‘z(fo"' f)f,.]
l«<—>]
f
| ! g f (4 f1/2 + f1) 5 fo f1/2 E f1(2 f1/2 + fl) E[Z( fo + fl) f1/2 + f1 fl]
l[<——>|
f
| - | - | - | = -
fo f1 E f(fo +4f1/2 + fl) E fo(fo +2f1/2) E f1(2 f1/2 + fl) E[fo f0 +2( f0 + fl) f1/2
|é| + flfl]
fd IF? | - | - | r2 77,7
Jiax 3l 30 S+ Rh )

Taulukon 2.1 kaavat on helppo johtaa kaavan (2.41) avulla. Tarkastellaan esimerkiksi neljannen rivin ja
neljannen  sarakkeen tapausta, jossa sekd f(x) etta f(x) ovat lineaarisia. Talloin on
f,,=(f,+ )12, f,,=(f,+1)/2.Sijoittamalla ndmé tulokset kaavaan (2.41) saadaan taulukon tulos.
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Numeerinen integrointi. Numeerisia integrointimenetelmid on kehitetty useita. Niista
voidaan mainita mm. puolisuunnikassaantd, Simpsonin kaava ja Gauss-Legendren
kvadratuuri (vrt. M. Mékeld, O. Nevanlinna ja J. Virkkunen: Numeerinen matematiikka).
Téssa yhteydessa kasitelladn ainoastaan Simpsonin kaavaa. Integroimisvali | (sauvan pituus
tai sen osa) jaetaan tasavalein parilliseen maaraan n jakovéleja. Talloin Simpsonin kaava on

|
[F(dx ~ %(F0 +AF, +2F, +4F, + .+ 2F, ,+4F, +F,),|  (2.39)
0

missaAx=1/n ja F =F(iAx). Kaava on likimédaréaiskaava, jonka tarkkuus paranee, kun

jakovélien lukumééaréaé n lisataan. Mikéli integroitava funktio on polynomi, jonka asteluku on
kolme tai alempi, Simpsonin kaava antaa tarkan tuloksen. Yksikkdvoimamenetelmén
sovelluksissa on néin usein laita, jolloin voidaan ottaa kayttéén Simpsonin kaava kahta
jakovélia kayttaen

j‘F(x)dx ~ IE(FOJF4F1+F2) (2.40)

Sovellettuna tuloon f - f saadaan

|
JTOOT (0= (T, fy 4T+ T (2.41)
0

missa alaindeksit 0, 1/2 ja 1 viittaavat vastaavasti integroimisvalin vasempaan paahan,
keskipisteeseen ja oikeaan p&ahdn. Tama kaava tarjoaa katevén ja systemaattisen tavan

integroida tarkasti ja ilman taulukoita. Edellytyksena on, ettd f(x):nja f(x):n astelukujen
summa on korkeintaan 3.
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2.4 Yksikkdvoimamenetelman kaavoja tyypillisille rakenteille

2.41 Ristikko

Tarkastellaan ensin ristikkoa, joka voi olla joko taso- tai avaruusristikko. Ristikko on suorista
sauvoista muodostuva rakenne, jossa sauvat liittyvat toisiinsa nivelten valitykselld ja kuormat
kohdistuvat pelkastddn niveliin. Ristikon sauvoissa esiintyy taman vuoksi vain
vakiosuuruinen normaalivoima, jota kutsutaan sauvavoimaksi ja merkitdan symbolilla S, .
Tavallisesti ristikon sauvat ovat lisaksi tasajaykkia (materiaali on homogeenista ja poikkileikkaus ei
vaihtele), jolloin myds sauvan venyma ¢, = vakio.

Ristikkosauvan i siséisen virtuaalisen tyon lauseke saadaan lausekkeesta (2.7) sijoittamalla
siihen N(x) =S, = vakio ja & =& = vakio, jolloin saadaan

W,

inti

L
S5 [ dx=-Se L, (2.42)
0

Summaamalla ristikon sauvojen yli saadaan koko ristikon sisdiselle virtuaaliselle tyolle
lauseke

W, = Zn:Wint,i = _Zn: §igi L (2.43)
=

i=1

missd n on ristikon sauvojen lukumaard. Sijoittamalla tdma tulos yht&loon (2.3) saadaan
yksikkdvoimamenetelman kaavaksi ristikolle

F.o,=.5Sel (2.44)

Kaava (2.44) on mahdollisimman yleinen muoto. Sitd johdettaessa ei kdytetty lainkaan
hyvaksi sauvojen materiaalilakia, joten se on voimassa myos fysikaalisesti epalineaarisille
ristikoille.

Ristikon virtuaalinen voimatila muodostuu siis kuvitellusta yleistetysta voimasta F, =1 ja
siita aiheutuvista sauvavoimista S; ja todellinen siirtymatila ristikon kuormituksesta
aiheutuvasta yleistetysté siirtymasta o, ja sauvojen venymista ¢, . Kaavaa (2.44) kéaytettaessé
joudutaan siis laskemaan kuvitellusta yksikkévoimasta F, =1 aiheutuvat sauvavoimat S; ja
sauvojen todellisesta kuormituksesta aiheutuvat venymét ¢ . Jalkimmaiset saadaan
maarittamalla ensin todellisesta kuormituksesta aiheutuvat sauvavoimat S; ja sitten, kun

sauvojen materiaalilakiin perustuva kunkin sauvan venyma sauvavoima riippuvuus
& =¢&(S;) tunnetaan, sauvojen venymat ¢, .
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Lineaarisesti kimmoinen ristikko: Tarkastellaan ristikkoa, jonka sauvat ovat lineaarisesti
kimmoisia, aksiaalisen jaykkyyden ollessa (EA);, ja saavat alkuvenymén g,. Sauvan i

venymélle saadaan

Si
& = E +é&y, (2.45)

Sijoittamalla tdmé& lausekkeeseen (2.44) saadaan yksikkdvoimamenetelmén kaavaksi
lineaarisesti kimmoiselle ristikolle

C SISILI C
Fyo,= Z(E ) +2.S:€0 (2.46)
=1 i=1

Kaavaa (2.46) kaytettdessd joudutaan laskemaan kuvitellusta yksikkévoimasta Fp =1
aiheutuvat sauvavoimat S; ja ristikon todellisesta kuormituksesta aiheutuvat sauvavoimat S

Huomautus: Jos ristikkoon liittyy jousia, tulee niista kustakin kaavan (2.46) oikean puoleen
jousivoimaan vastaava lisatermi JJ /k , jolloin kaava saa muodon

SSL ¢ JJ
543 S g, (2.47)
Z (E ) Z1 ’ jouset k

Huomautus: Ristikoihin liittyy usein my0s painottomiksi otaksuttuja vetotankoja tai koysia,
jotka toimivat ainoastaan vedettyind. Ne voidaan kasitella kuten muutkin ristikon sauvat,
kuhan pidetaan mieless, etta niiden sauvavoimille tulee olla voimassa S; > 0.
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Esimerkki 2.1: Méaaritetddn oheisen ristikon nivelen B vaaka- ja pystysiirtymat (a) kuormasta
P ja (b) kun sauva AB saa lamp6tilan muutoksen T. Sauvojen jaykkyys EA ja pituuden
lampotilakerroin o, ovat vakiot.

7

7

A
|

Ratkaisu:

Kuormitus F, =1: Kuormitus F, =1:

% _ ://%: :
A T FH =1
|
|

| a
|

llfvzl

Madritetadn tavanomaiseen tapaan todelliset sauvavoimatS; ulkoisesta kuormasta P seké

virtuaaliset sauvavoimat S; yksikkovoimista F,, =1 ja F, =1. (Laskelmia ei téss4 suoriteta.)
Tulokset on esitetty oheisessa taulukossa:

i [ L S |S(F=1|S (R =1]|SSL (F, =) | SSL (R =1

1] a P 1 -1 —Pa Pa

2 a P 0 -1 0 Pa

3 | a2 | PV2 0 V2 0 2Pa+/2
> —Pa 2(1++/2)Pa

(@) Soveltamalla yksikkévoimamenetelmaé saadaan
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1 3
=S 1 S5 :2(1+\/E)Pa
i=1

Pa
V& =23 = v =2 I)EA

(b) Sauvojen alkuvenymat:
En=0rT, &p =65 =0

Soveltamalla yksikkévoimamenetelméé saadaan

0
X 3 3% 3 3
Foo, =Y iiESAi\)"i Sl =Y 8e L =1-a;T-a = &, =o;Ta
i=1 i i=1 i=1 E——

- 3 _
R &, :ZS.gOiLiz—l-aTT-a = o, =—a,Ta

Lampotilan muutos T
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2.42 Palkki

Tarkastellaan palkkia, joka voi koostua yhdestd tai useammasta osasauvasta. Teknista
taivutusteoriaa noudattavan (Bernoulli-Euler) palkin sisdinen virtuaalinen ty0 kaavan (2.13)

mukainen W,; . Sijoittamalla tdma lauseke kaavaan (2.3) ja saadaan yksikkovoimamenetelman
kaavaksi
N L _
Fudpy= 2. [Mxdx (2.48)
sauvat o

Kaava (2.48) on mahdollisimman yleinen muoto, joka on voimassa myds fysikaalisesti
epélineaarisille palkeille.

Lineaarisesti kimmoisen Bernoulli-Euler palkin tapauksessa palkin siséinen virtuaalinen tyo

muodostuu kaavan (2.16) mukaisista taivutuksen ja alkukayristymén osuuksista W,y ja W,y ,
jolloin yksikkévoimamenetelmén kaava saa muodon
=
Fod,=> (j dx +j|v|;<0dx) . (2.49)
sauvat

Jos kysymyksessd on Timoshenko-palkki, virtuaaliseen tyohon tulee leikkausmuodon-
muutosta vastaava kaavan (2.22) lisatermi W3, jolloin yksikkévoimamenetelman kaava saa
muodon

E:aA =y (J. dx+I§QQ dx+'|'M/c0dx) (2.50)

sauvat

Kéytannossa hyvin usein kysymykseen tulee teknistd taivutusteoriaa noudattava palkki, jolla
ei ole alkukayristymaa. Yksikkovoimamenetelman kaava on télldin yksinkertaisesti

1
Fo6,= Z J MM dx (2.51)

sauvat El

Huomautus: Jos palkkiin siséltyy myds yleistettyja jousia, tulee niistd kustakin kaavan
oikeaan puoleen jousivoimaa vastaava lisatermi, jolloin esimerkiksi kaava (2.49) saa muodon

S5, = Z(j dx+j M x,dx) + JkJ (2.52)

sauvat jouset

);ru}.a

Rak-54.111 Rakenteiden mekaniikka B, luennot osa | 33



Esimerkki 2.2: Kuvan (a) palkin kayristyma-taivutusmomenttiriippuvuutta kuvataan kuvan
(b) mukaisella paraabelilla, jonka kulmakerroin origossa on 1/El ja joka kulkee pisteen

(x,,M,) kautta. Riippuvuus on muotoa

xk=M(a+bM),

missa

azjﬂ b:_i{fi_i_,
El M, M, EI

I on palkin jayhyysmomentti ja E on materiaalin alkukimmokerroin. Ma&arité
yksikkdvoimamenetelmalld palkin keskipisteen C kuorma-taipumariippuvuus ja piirrd sen
kuvaaja, kun x, =3M,/El .

(b)
M
/Y S
(a) lp ° |
|
El
A B i
8 C Ay |
G L L B [
= = |
| 2 | 2 | :
|
|
' K
Ky
Ratkaisu:
Virtuaalinen taivutusmomenttikuvio M (x) :
llf =1
A B
N c Ay
| 2 | 2
. . |
A C R
X
2 2
v 1 M =2(L-x), S<x<L
M 4 : ’
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Todellinen taivutusmomenttikuvio M (x) :

L L
2 e 2y
A C R
X
i M(x)zﬂ, OstL,
2 2
PL M(x)=E(L—x), LSXSL.
M 1 2 2
Todellinen kéyristymakuvio:
L L
2 - CH
A R
X
Px Px
k(X)=—1(@+b—), 0<x
‘ () ==~ >)
P(L-x) P(L-x) L
_— X)=——[a+b————=], =<
K ibr ) x(X) > L )

Soveltamalla yksikkdvoimamenetelm&é saadaan

L/2

T}
>
I
o t—\r
<
A
o
x
I
N
O ey
<
A
o
x

L/2

_j(ax +b—)o|x_E

o—\
><
o
>
~

PL3 3PL
=S (arh=5)

Kun x, =3M,/El saadaan
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3 3
v = PE (asp3PLy_ PL , 3PL,
48 16’ 48El  8M,

eli dimensiottomassa muodossa

EIVCZZ PL 1, 3PLy
M,L> 48M, "  8M,

Kuorma-taipumakayra:

PL Elv,
M, | M/L?
0 0

1,0 |0,029
2,0 10,073
3,0 10,133
4,0 |0,208
50 {0,299
6,0 | 0,406

Elv,
M, L?
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Esimerkki 2.3: Madrita oheisen palkin kiertyma pisteessa C (a) tasaisesta kuormasta q ja (b)
kun palkin alapinta tukien A ja B valill4 saa lampdétilan muutoksen T. Palkki on tasajaykka,
sen korkeus on h, taivutusjaykkyys on EI ja pituuden lampétilakerroin on «; .

Ratkaisu:

Yksikkémomentin M =1 kuormittama palkki:

(@) Madritetddn palkin todellinen taivutusmomentti M (x) ulkoisesta kuormasta q seka
virtuaalinen taivutusmomentti M (x) yksikkomomentista M, =1. (Laskelmia ei tassa
suoriteta.) Ohessa ovat tulokseksi saadut taivutusmomenttikuviot.

M -kuvio:
-1
A 4 C
B
| 2a | a |
| |
M -kuvio:
qa’ qa®
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Soveltamalla integraalitaulukkoa saadaan

o =22 o B B 9 g S 18
= A OO+ (O S (DI 4=

(b) Palkin AB alkuk&yristymélle saadaan

Ohessa ovat palkin M -kuvio ja «,-kuvio.

M -kuvio:
-1
A 4 C
B
| 2a | a |
| |
K,-kuvio
Am——D C
J’_
o, T
h

Soveltamalla yksikkdvoimamenetelmén kaavaa (2.54) saadaan:

0

c(oc Z (J

sauvat

dx +I M x,dx) = j M x,dx

Soveltamalla integraalitaulukkoa saadaan

o;Ta
=h
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Lasketaan lopuksi (a) kohta vertailun vuoksi Simsonin kaavaa:

M -kuvio:

=i{@[o 0+ 4(—l qa N >]+ 21 1)(—q""> ap %

1 ga’
7% e
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Esimerkki 2.4: Oheisen ulokepalkin poikkileikkaus on suorakaide, jonka korkeus vaihtelee
parabolisesti kaavan

X2
() =h(d+7).
mukaisesti, missd h, on palkin korkeus ulokkeen péaassa. Palkin oma paino pituutta kohti on
2

g(x) = ybh(x) = go<1+%) ,

missa g, = ybh, on sen arvo ulokkeen péaéssa, » on tilavuuspaino ja b on leveys. Pakin
jayhyysmomentti on

_bh(x)’
12

X2 4

| B

=1,00+

missd 1, =bh’/12 on sen arvo ulokkeen padssa. Maarit4 palkin omasta painosta aiheutuva
taipuma ulokkeen p&assa A, kun kimmomoduuli on E.

90 1o

Al QB
L
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Ratkaisu:

Todellinen taivutusmomentti M (x) :

du

l<>1

AL [ PLUC
1 g(u)du

X) M(x)+Jx‘g(u)(x—u)du 0

= M(x)= —.:[g(u)(x—u)du :—gojx'(1+£)(x—u)du =—gO.I(x+Llj_—zx—u —urz)du

ut o u? X2 XL gl Xy, LoX,
- X——— = = [(2)+=(=
312 2 4L2) AT 2 12L2) 2 [(L) 6(L) ]

=-0,

0

Virtuaalinen taivutusmomentti M (x) :
F, =1
A i

X

)§ I\ﬁ(x)+|?:-x=0 = M(x)=-x

Yksikkovoimamenetelma:

>'|'||}H

M ()M (x) o= M ()M (x)
5, = ! 2100 dx+j|v|(x)zco(x)dx :>5A=.O[T(X)dx

Koska El riippuu muuttujasta x ja on nimittdjéssd, integrandi on rationaalilauseke ja varsin
hankala integroida tarkasti. Taman vuoksi k&ytetddn numeerista integrointia Simsonin
kaavalla. Merkitaan

MOOM (0 _ g,L° (L D )
El(x)  EI, 2(“?)3

F(x) =

jolloin
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L
5, :jF(x)dXz%(Fo+4F1+2F2+---+4Fn1+Fn).
0

Otetaan n=4:
i | x,/L | Kerroin | El,
gL'
0 0 1 0
1| 0,25 4 0,00678
21 05 2 0,03467
3| 0,75 4 0,06221
4 1 1 0,07291
Lol
AT34E

4
—0,03485 %L
El

0

0

Otetaan n=8:
I | x,/L | Kerroin | El,
90L4 i
0 0 1 0
110,125 4 0,00095
21 0,25 2 0,00678
310,375 4 0,01888
41 05 2 0,03467
510,625 4 0,05012
6| 0,75 2 0,06221
710,875 4 0,06973
8 1 1 0,07291
Lol

AT38E

Todetaan, ettd saatiin aika tarkka tulos jo kayttden neljaa jakovélia (n=4).

0

90L4
-0,083895 =0, 03496?

0

0
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2.43 Tasokehd ja kaari

Tarkastellaan seuraavaksi lineaarisesti kimmoista tasokeh&d, jonka sauvat noudattavat
teknistd taivutusteoriaa (GA=o). Rakenteen sisdinen virtuaalinen tyd muodostuu sen

sauvojen virtuaalisen normaalivoiman, taivutusmomentin, alkuvenyman ja alkuk&yristyman
osuuksista W\, WN, W% ja W . Yksikkévoimamenetelman kaavaksi saadaan tallgin

int ? int ? int

>'|'||}.~

S, = Z(j d+j dx+jMKodx+jNgodx). (2.53)

sauvat

Monissa tapauksissa kehérakenteissa voidaan tehdé otaksuma, ettd sauvat ovat aksiaalisesti
jaykkia (EA=o0). Tama merkitsee sitd, lausekkeen (2.53) ensimmainen integraalitermi

voidaan pudottaa pois, jolloin yksikkévoimamenetelmén kaava on

>'|'||}H

Sp= (J'—dx+J'Mz<0dx+J.Ngde) . (2.54)

sauvat g

Kéytannodssa hyvin usein kysymykseen tulee teknisté taivutusteoriaa noudattava kehd, jolla ei
ole alkuvenymda eikd alkukdyristymad. Yksikkdvoimamenetelman kaava on talléin
yksinkertaisesti

> MM
Fody=> j?dx. (2.55)
sauvat g

Huomautus: Y14 olevat kaavat soveltuvat sellaisenaan myos tasokaareen. Ainoana erona on
vain se, ettd kaaren akseliin yhtyvéaa koordinaattia on talldin totuttu merkitsemaéan symbolilla
S.

Huomautus: Jos keh&an tai kaareen palkkiin sisaltyy myos yleistettyja jousia, tulee niisté
kustakin kaavan oikeaan puoleen jousivoimaa vastaava lisatermi, jolloin esimerkiksi kaava
(2.54) saa muodon

5A=Z(j dx+j|v|;<0dx+j|\|godx)+ ‘]k‘] (2.56)

sauvat jouset

>'r||}p
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Esimerkki 2.5: Oheista puoliympyrdan muotoista kaarta kuormittaa pistekuorma P sen

lakipisteessa B ja kaaren taivutusjaykkyys on El . Mé&érita tukipisteen C vaakasiirtyma.

Ratkaisu:

Virtuaalinen taivutusmomentti M :

Todellinen taivutusmomentti M :

Vali AB:

P Pa
X> M —Ea(l—cos¢):0 =M :7(1—cos¢)

P a(l—cosg)
2
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Vili BC:

)§ -M +§a[1—cos(7r—¢)]=0 = M =%(1+cos¢)

a[l—cos(180°—¢)] P
2
Yksikkdvoimamenetelma (kaari ds — dx):
= MM tMM 1
Foo.=|—1ds = o, = =—
¢ I El ¢ I El El !

0 0

@]

Vaihdetaan integrointimuuttujaksi ¢ . Jos koordinaattia s mitataan pisteesta A lahtien, saadaan
s=a¢, ds=ad¢ ja ¢ =s/a. Saadaan

5, =ijMMad¢ =%j MMd ¢

7l2

:—[J asing- —(1 cos¢g)dg + J' asing- —(1+cos¢)d¢]
2EI [_[ (sin ¢——sm 2¢)d¢+ﬁ.[2(sm ¢+ =sin 2¢)d¢]
ZPS [”|/2( CoS¢+= cosz¢)+”|/2( cos¢——cosz¢)]

_ Pa’

2B
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2.43 Vaannon ja kaksiakselisen taivutuksen rasittama sauvarakenne

Seuraavaksi tarkastellaan sauvarakennetta, jota rasittaa vaantd ja kaksiakselinen taivutus.
Rajoitumme lineaarisesti kimmoiseen tapaukseen. Otaksumme, ettd rakenne noudattaa
teknista taivutusteoriaa (GA=), se on aksiaalisesti jaykkd (EA=o0) ja saa muodon-

muutoksia ainoastaan ulkoisesta, mekaanisesta kuormituksesta.

Tarkasteltavan rakenteen sisdisen virtuaalinen tyé muodostuu sen sauvojen virtuaalisen
vaantomomentin sekd taivutusmomenttien osuuksista. Jos virtuaaliset taivutusmomentit

poikkileikkauksen padjayhyyskoordinaatistossa ovat My ja M, sekd vastaavat todelliset
kayristymdt ovat x, ja x,, naiden osuudet sauvan sisdisestd virtuaalisesta ty0sta saadaan
vastaavaan tapaan kuin tasosauvarakenteella (vrt. kaava (2.13)). N&in saadaan

int

L L
Wy =—[ Mk, dx, Wi =—[ M, x,dx. (2.57)
0 0

Sijoittamalla néihin yhtal6ihin k&yristymien ja taivutusmomenttien yhteydet

K, =—=, Kk, =—2%, (2.58)

saadaan taivutusmomenttien osuudeksi lineaarisesti kimmoisen, homogeenisen sauvan
sisdisesta virtuaalisesta tydstéa

FM,M <M ,M
= LY dx, W =-[—2—2dx 2.59
|m £ EI int J. EIZ ( )
Rakenteen sisdinen virtuaalinen tyd on nyt
= D (Wit + W + Wik, (2.60)

sauvat

Sijoittamalla tdma lauseke kaavaan (2.3) ja kayttamalla hyvéksi edelld siséiselle virtuaaliselle
tyolle johdettuja lausekkeita lausekkeet (2.59) mukaan lukien saadaan yksikkévoima-
menetelman kaavaksi

>T||}H

5, = z(j tdx+j ydx+j : de) (2.61)

sauvat o y z

Tama on yksikkdvoimamenetelmén yhtdld0 homogeenisistd, lineaarisesti kimmoisista
sauvoista koostuvalle vaannetylle ja kaksiakselisesti taivutetulle sauvarakenteelle, joka
noudattaa teknista taivutusteoriaa.
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2.44 Arinarakenne

Tyypillinen sauvarakenne, jossa esiintyy taivutusrasitusten lisdksi vaantorasituksia, on arina.
Se on kehd, jonka sauvat ovat samassa tasossa (usein vaakataso) ja kuormat vaikuttavat
kohtisuoraan tata tasoa vastaan (alaspéin).

Jos arinan sauvojen poikkileikkaukset ovat pystyakselin suhteen symmetrisid, voidaan
kunkin sauvan sauvakoordinaatisto valita siten, ettd y-akseli on alaspdin ja X,z-taso on
vaakataso. Arinan kuormituksesta ei tassd tapauksessa aiheudu sen sauvoihin mydsk&an
taivutusmomenttia M, . Nain kaavasta (2.61) saadaan edelleen

— LN M MM
FA(SA:z(j th tdx+j = 2 dx) (2.62)
sauvat t 0 z

Tama on yksikkévoimamenetelman yhtalo arinalle, jonka sauvat ovat pystytason suhteen
symmetrisia.
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3. YLEINEN VOIMAMENETELMA

3.1 Voimamenetelman yhtalot

Tarkastellaan n kertaa staattisesti maaraamatonta, lineaarisesti kimmoista rakennetta (vrt.
kuva 3.1 (a), jossa n=3), jolle on valittu staattisesti maaratty perusmuoto (kuva (b))
poistamalla rakenteen yksiarvoisia tukia ja/tai lisaédmalla siihen nivelia ja/tai katkaisuja. N&in
rakenteeseen on syntynyt n vapausastetta. Merkitd&n néitd vapausasteita vastaavia yleistettyja
siirtymia d;, i =1,...,n ja yleistettyja voimia X;, i=1,...,n (kuva (b)). Ndéma voimasuureet
ovat rakenteen staattisesti maaradmattomat suureet, jotka ovat tuntemattomia. Niiden arvot
maaraytyvat alkuperaisen rakenteen ao. vapausasteisiin liittyvistd yhteensopivuusehdoista
o = 5,, i=1,...,n. Suureet 5 ovat annettuja yleistettyjé siirtymid, jotka tavallisimmin ovat
nollia (kuva (b)). Kuitenkin, jos esimerkiksi rakenteen tuki on painunut 1mm ja ao.

tukireaktio X; on staattisesti maaradmattomana suureena, on ; = —-1Imm.

Merkitdan J;q:lla staattisesti maaratyn perusmuodon vapausasteen i yleistettya siirtymaa

ulkoisesta kuormituksesta (mukaan lukien mahdollinen alkuvenyma ja alkukéyristyma) (vrt.
kuva (c)). Merkitaan edelleen &j;:lla staattisesti maaratyn perusmuodon vapausasteen i

yleistettya siirtymad vapausasteen j yleistetysta voimasta X;=1 (vrt. kuvat (d)-(f)).

Staattisesti madratyn perusmuodon vapausasteen i Yyleistetylle siirtymalle ulkoisesta
kuormituksesta ja staattisesti maaraamattémista suureista  X;, j=1,...,n saadaan

soveltamalla yhteenlaskuperiaatetta tulos

5i =5i0 +5i1Xl+~--+5ian. (31)

Taman yleistetyn siirtyman tulee toteuttaa yhteensopivuusehto o; = 3i , joten saadaan yhtalo

S

5i0+5i1X1+---+5ian :§i . (32)

Kutakin vapausastetta i =1,---,n kohti voidaan kirjoittaa samanlainen yhtéld, joten saadaan
yhté&loryhma

510 + 511X1+' "+5ln Xn = 51

A

520+521x1+-:.+52nxn=52 ’ (3.3)
Sno +5n1x1+-:-+5nn Xy =5,

joka on matriisimuodossa

011 012 O || X4 31—510

5:21 5:22 5?n X:Z _ 52 520. (3.4)
S Snz - S | Xn 3n_.5n0
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(@)

(b) l 8, =—1mm -0 5,=0

(c)
__l__ Uil y _ -~ oy

— )
(d)
(e)
)]
X3 = 1 -
-7 \ 33

s —do o] —F)

Kuva 3.1: Voimamenetelmén periaate.

Yhtéloryhmé (3.4) on lineaarinen yhtaloryhmé, josta staattisesti mé&arddmattomat suureet
X;i1=1---,n voidaan ratkaista. Taman voimamenetelman yhtaloryhman kerroinmatriisia

kutsutaan joustomatriisiksi.
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3.2 Yhtaléryhman muodostaminen

Voimamenetelméan yhtéloryhmén (3.4) kerroinmatriisissa ja vakiovektorissa esiintyvat
yleistetyt siirtymat o6y, i=1,...,n,j=0,...,n voidaan mukavimmin laskea yksikko-
voimamenetelmaa kayttden. Siirtyma o;, oli staattisesti madratyn perusmuodon vapausasteen
I yleistetty siirtyma ulkoisesta kuormituksesta. Siirtyma &;; (j>1) oli siis staattisesti
madratyn perusmuodon vapausasteen i yleistetty siirtymé ykkdsen suuruisesta vapausasteen j
yleistetystd voimasta X;=1. Seuraavassa esitetadn siirtymien Sij i=1...nj=0,..,n

laskukaavat ristikon, palkm, kehén ja kaaren sek& kaksiakselisesti taivutetun sauvarakenteen
tapauksessa.

3.21 Ristikko

Ristikon tapauksessa sovelletaan yksikkévoimamenetelman kaavaa (2.46), misséd sauvaan
viittaava summausindeksid merkitéan (i:n sijasta) k:lla ja sauvojen lukumaérad merkitdan (n:n
sijasta) m:1l&. Merkitaan yksikkOvoimasta X; =1 staattisesti maaratyn perusmuodon sauvaan

k aiheutuvaa virtuaalista sauvavoimaa SL:IIé ja ulkoisesta kuormituksesta aiheutuvaa

todellista sauvavoimaa S :lla. Yleistetylle siirtymalle &;, saadaan nain tulos

SiSPL. i
Z[ (EA), +Siac kil (3.5)

Merkitaan viela yksikkovoimasta X; =1 aiheutuvaa todellista sauvavoimaa Skj:llé.
Yleistetylle siirtymalle &j; saadaan tulos

M S Sp L
1 (EA)k

(3.6)

Huomautus: Jos ristikkoon liittyy jousia, tulee kaavojen (3.5) ja (3.6) oikeisiin puoliin
kutakin jousta kohti jousivoimaa vastaavat lisatermit J,J,/k ja J;J;/k, jolloin kaavat saavat

muodon

SiSPL i 3o n S'S)L, 3,
—Z[ +S&a ]+ J; Z z o
( EA) k jouset k k=1 ( EA) k jouset k

3.22 Palkki

Teknista taivutusteoriaa (Bernoulli-Euler) noudattavan palkin tapauksessa sovelletaan
yksikkdvoimamenetelman kaavaa (2.49). Yleistetyille siirtymille &4 ja &; saadaan tulokset

8o = Z(j 0dx+j|v|;<0dx) 5; = medx. (3.7)

sauvat o sauvat El
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Timoshenko-palkkiteoriaa noudattavan palkin tapauksessa sovelletaan yksikkdvoimamene-
telman kaavaa (2.50). Yleistetyille siirtymille &4 ja &; saadaan tulokset

5, _z(j °dx ngQOdeMKodx) 5 —Z(I +jg%dx).(3.8)

sauvat sauvat

Kaavoissa (3.7) ja (3.8) M;(x), ja Q(x) ovat staattisesti madratyn perusmuodon
taivutusmomentti ja leikkausvoima, kun staattisesti maaraamattomalla suureella X; on arvo
1, M,(x) ja Q,(x) ovat vastaavat suureet ulkoisesta kuormituksesta seké x,(x) on sauvan
alkukayristyma.

Huomautus: Jos palkkiin liittyy yleistettyja jousia, tulee kaavojen (3.7) ja (3.8) oikeisiin
puoliin kutakin jousta koti jousivoimaa vastaavat lisatermit J,J,/k ja J;J;/k, jolloin

esimerkiksi kaavat (3.7) saavat muodon

J;J

) —Z(J °dx+jMK0dx)+Z k°, 5-2]— Z%

sauvat jouset sauvat jouset

3.23 Tasokeha tai kaari

Tasokehdn, jonka sauvat noudattavat teknistd taivutusteoriaa (GA =), tapauksessa
sovelletaan yksikkévoimamenetelman kaavaa (2.53). Yleistetyille siirtymille &;p ja d

saadaan tulokset

=3 (j jMiMOdHIN.g dx+JL'M.1cdx)dx

sauvat 0 EI 0 e 0 o , (3 9)
J MJ |

Zt(l dx+j dx).

Jos kehédn sauvat voidaan otaksua aksiaalisesti jaykiksi (EA=o0), sovelletaan yksikko-
voimamenetelman kaavaa (2.54). Yleistetyille siirtymille 6, ja &; saadaan tulokset

M M L MIM
0, —Sa;w(zl; odx+_[N 80dX+IM r,dx)dx, &, _sa;w!TjdX' (3.10)

Kaavoissa (3.9) ja (3.10) N,(x), ja M,(x) ovat staattisesti madratyn perusmuodon
normaalivoima ja taivutusmomentti, kun staattisesti madradmattomalla suureella X; on arvo
1, Ny(x) ja Q,(x) ovat vastaavat suureet ulkoisesta kuormituksesta sekéd &,(x) sauvan
akselin alkuvenyma ja x,(x) on sauvan alkukayristyma.

Huomautus: Jos keh&én tai kaareen liittyy yleisettyja jousia, tulee kaavojen (3.9) ja (3.10)
oikeisiin puoliin kutakin jousta kohti jousivoimaa vastaavat lisatermitJ;J, /k ja J;J;/k.
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3.24 Vaannon ja kaksiakselisen taivutuksen rasittama sauvarakenne

Otaksumme, ettd rakenne noudattaa teknisté taivutusteoriaa (GA =), se on aksiaalisesti
jaykkd (EA=w) ja saa muodonmuutoksia ainoastaan ulkoisesta, mekaanisesta

kuormituksesta. Soveltamalla yksikkdvoimamenetelmén kaavaa (2.61) saadaan yleistetyille
siirtymille 6;y ja & tulokset

L

5——2]@ wd jMEYde+jMEYwdn,

sauvat 0 y 0 z

M " (3.11)
Zq ij“ Mmj' 2 d).

sauvat o E I

Jos kysymyksessé on arina, jonka sauvojen poikkileikkaukset ovat pystyakselin suhteen
symmetrisia, lausekkeiden (3.11) toiset integraalitermit jadavat pois ja yleistetyille siirtymille
Jjo Ja o, saadaan tulokset

L

5—2@ wqugwm,5—zq Mmj'Mwm (3.12)

sauvat 0 z sauvat o z
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3.3 Voimasuureiden laskeminen

Kun staattisesti maaradmattomat suureet X;, i=1,...,n on yhtaléryhman (3.4) ratkaisuna

saatu, halutut voimasuureet voidaan madrittdd yhteenlaskuperiaatetta soveltaen.
Esimerkiksi pakin tai kehan tapauksessa saadaan

N(X) =Ny (X)+ N, (X)X, +---+ N, (X)X,
Q(X) =Q(x) +Q (X)X, +---+Q, (X)X,
M(X)=My(X)+ M, (X)X, +---+M_ (X)X, ¢, (3.13)
J=J,+J, X +---+J X,
R=R,+R X, +---+R X,

missd R merkitsee tukireaktiota ja muiden suureiden merkitys on ilmeinen. Ristikon ja
kaksiakselisesti taivutetun sauvarakenteen tapauksessa saadaan vastaavanlaiset kaavat.

3.4 Siirtymasuureiden laskeminen

My6s  staattisesti ~ madradmattoman  rakenteen  siirtymdt  voidaan =~ madrittaa
yksikkévoimamenetelmélla. Maéritettdesséd vapausasteen A yleistettyd siirtymad o, ao.

yleistetyn yksikkévoiman F, =1 aiheuttama virtuaalinen voimatila, esimerkiksi N(x),

M(x) ja J voidaan maarittaa jollekin rakenteen staattisesti maaratylle perusmuodolle
eikd kyseiselle staattisesti méaardadmattomalle rakenteelle. Taméa helpottaa huomattavasti
laskelmia. Asia voidaan perustella seuraavaan tapaan: Ajatellaan, etta rakenne on ratkaistu ko.
staattisesti méaérattyd perusmuotoa kayttden. Kun staattisesti mdardaméattomat suureet
X;, i=1,...,n nyt tunnetaan, voidaan ne ymmartad staattisesti méaarattyyn perusmuotoon
vaikuttaviksi ulkoisiksi kuormiksi. Probleema voidaan ndin ymmartdd ko. staattisesti
maaratyn perusmuodon siirtymien maarittdmistehtavaksi.
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Esimerkki 3.1: Madritetddn oheisen tasokehan taivutusmomenttikuvio ja pisteen C
pystysiirtymé&. Sauvat ovat aksiaalisesti jaykkid (EA = o) ja niiden taivutusjaykkyys on EI .

T T

Staattisesti méaratty perusmuoto (SMPM) ja sen taivutusmomenttikuviot:

SMPM: M, -kuvio:
aZ
qa’ .2
: 2 - ‘7
_’H | _________ B é
] | —
L1l I I
|l | A
al. I a ga |
| | s |
— | I
—l | |
—| | |
A J v A
— a |
X, |
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SMPM'n siirtymét ulkoisesta kuormituksesta:

23 i 2 a8y - By acay- By 28

sauvato 8 El
4
S0t X [MMax=1 20 (__ _laat
sauvato El 2 4 El

Joustomatriisin alkiot:

2 MZdX——— a)’+a(-a)’]=—

1= E,g;ﬂ! 5 )’ +a(-a)’] 3 E]
1 1a’

8 =0n =, S;uva:t.!M M, dx_a Sala)=-2o

1 F 1 a 1a®
5, =— M2dx=—>.a? ==—
2 El Zt! 2 El 3 3 El

(Kaytettiin integraalitaulukoita.)

Yhtaloryhma ja sen ratkaisu:
5ga* 4a° 1a°
——t+——X,———X, =0
0, =0+ X +6,X,=0 N 8El 3ElI ' 2EI °?
8, =0y + 0, X, +5,X, =0 lga* 12°, 1@°

+——X
4El 2ElI ' 3El?

%Xl—%xzz—gqa Xlz—gqa
1 1 1 3
—=X;+=X,==0a X,=—0a
2 1 3 2 4q 2 28q

Taivutusmomenttikuvio:
M (X) = MO(X)+ Ml(x)xl + Mz(x)xz

Pisteen C taipuma'
2 2 4
1 a/2( ga__ ,d0a )(_E):_ s o

Egéc—E jMde_

1
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Esimerkki 3.2: Maéritd oheisen tasokehdn vakiosuuruisesta ldmpdtilan muutoksesta T
aiheutuvat normaalivoima- ja taivutusmomenttikuviot. Sauvat ovat aksiaalisesti jaykki&
(EA =) seké niiden taivutusjaykkyys El ja pituuden lampétilakerroin o, ovat vakioita.
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SMPM:n siirtymét:

aT T

HH
=> (J. M, dx+jN & dx+J'M K, dx) aTTIldx o, Ta

sauvat

M/ 4 a

511—ZJ' ldx_—(a a2+ 2. a’)=——

ety El 3 3 El

Lampétilan muutos T

A
7

Yhtalo ja ratkaisu:
6,=6,,+6,X,=0
Sy ogTa  3EleT

- X = ——= —_—
Yos,  49d® 4 &
3 El
Normaalivoima- ja taivutusmomenttikuviot:
N (X) = Ny (X) + X,N, (x) = - 3E'“T N, (x)
3 Ela T
M (x) = M (x)+ XM, (x) =— aZT M, (x)
M-kuvio:
_3ElogT

4 a

I

I

I
_3ElT | |l 3 Ely
4 a : 4 @’

I

I

I

A

N-kuvio:
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Esimerkki 3.3: Oheisen palkin alapinnan lampétila saa muutoksen T ylapinnan lampdtilan
pysyessd ennallaan. Maaritd taivutusmomentti tuella A ja kiertym& tuella B. Palkin
taivutusjaykkyys on El ja pituuden lampatilakerroin on ¢ .

- h
wea A T =0
pA T =0 A
v T4
| a |J/;
| |
SMPM: M, -kuvio
7 AN B A=——————= B
|
| X, V:
| a | 2 |
1 i | |
Huom.: M, =0
SMPM:n siirtymat:
ap AT
h
t - a. T ¢ o T1 1o, Ta’
:I o )X =—" X = L Kaa=g Th
0 0

M/ 1 a 1a’
Oy = J dx=— —-a’=>—
El El 3 3 El
Staattlsestl maardédmattdman suureen maaritys:

0, 3Ela. T
6,=0,+6,X,=0 = Xl:_é_m:_TaT
11
Taivutusmomentti:
0
VPR 3Ela. T 3Ela. T 3Ela. T
M (X) = My (x) + M (X)X, = - 2hT M,(x), M, TaT-a=—2—hT
3Ele, T
A ' B
| a |
— |
M (x)
-1
o )Mle
A a |
|
1
il 17 T by 3EIaT T 1a.Ta
M — | MMdx +—— | Mdx =—= - L e P A e il
B%E'! h! ()( p )ty A=y
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Esimerkki 3.4: Oheisen kolmitukisen palkin oikea tuki C saa painuman A.. Maarita
taivutusmomenttikuvio ja pisteen C kiertymd. Palkin taivutusjaykkyys on El.

— 1,- 1.1 3 EIA 1 3 EIA 5A
M. @ =— | MMdx = ¢, = —[Za(-D)(-=—=S)+Za(-)(-=—=<)]==——=<.
o 0e = 0o =g AN =)+ SS9 =
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Esimerkki 3.5: Oheinen palkki on vasemmasta péastdan A jaykésti kiinnitetty ja oikeasta
paastdan B jousella tuettu. Palkin taivutusjaykkyys on El ja jousivakiolla on arvo k = ?;El/a3 :
Madrité taivutusmomentti tuella A.

|

|

|

|

|

|

|

|

~ |

§va-'
X

SMPM:

| a |
| |
M, -kuvio:
A B G
—_——— 3 __9a
W 0 2
2
LCH
8
M, -kuvio:
A B

|

+1
a 2 _E(_%) 3
510=ileModx+—J13°=i3-1-qa j_a 27 S@
El 5 k EI3 8 3El 24 El
a3
%
a 2 -
511=ij.Mfdx+‘]—1=i3-12+ a :gi
ElY k EI3 3El 3El
a3
5 ga’
S5, 24 El 5
5, =6 +6,%, =0 = x1=_5_1lj=_2§1_aﬂz_£qaa
3 El
S o
M,=X,=——q0a".
a=Xi =74
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Esimerkki 3.6: Oheinen arina on péastd A jaykasti Kiinnitetty ja paasta C tuettu pallo-
nivelelld, joka péésee kitkattomasti liukumaan vaakatasossa. Maarita
vaantdmomentti tuella A, kun GI, =4/5-El,.

A A

IR _/ L | g=vakio

& .|

C
! L !
Staattisesti maaratty perusmuoto (SMPM):
A
S g
il /
5 (LT - L
L ¢
| X]_
Véaantomomentti My, Taivutusmomentti M,
2
gL
Mpo=——"—
tAO >
7
LA
I
||
2 |
I
B

Vaantomomentti My

A
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Saadaan:
(Kaytetdan integrointitaulukkoa.)

M

510_ZJ.( Mzo)d

sauvat

-5 Z jl\/ltll\/lmolmE > JMZlMZde

t sauvat 7 sauvat g
1 12
st 9 )+—{— L[(——qL2)+2( _qu)]

ok L[(—$>+2(—%)]}

1ot 7 L a5, 7L

2Gl, 12El, 2 4 12" El,
29 L

L
5, = j(MﬂMﬂ+ MIZEIMH) x_—z J'Mudx+ = Iledx
0

sauvat Glt t sauvat z sauvat o
3 3 3
:_|_.|_2+i(£|_2+£|_2):L EL:(E E)L
Gl, El, '3 3 Gl, 3El, 4 3 EI,
B
12 El,
o 29
S+ Xy =0 = X;=—-20=""
10 oM 1 5y 46
Véaantomomentille tuella A saadaan nyt:
gL> 29 3 5 )
MtA:MtA0+letAl:_ 2 +4—6qLL:2—qL z0:].30(:“_
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4. MOMENTTIMENETELMA JA KULMANMUUTOS-
MENETELMA

4.1 Keskeiset voima- ja siirtymasuureet

@ M(X) M(x)

v y
Kuva 4.1:Positiiviset suunnat: (a) taivutusmomentti (b) sauvanpadmomentit

Seuraavassa kaésiteltdvissa momenttimenetelmassa ja kulmanmuutosmenetelméssa
keskeiset voimasuureet ovat ns. sauvanpaamomentit. Sauvanpaamomenttien My, ja My

positiiviset suunnat on esitetty kuvassa 4.1 (b). Kuvassa 4.1 (a) on vertailun vuoksi esitetty
taivutusmomentin M(x) positiiviset suunnat. N&hdaan, ett4

Mg, = M(0), My =-M(L)] (4.1)

Sauvanpaamomenttien liséksi kdytetadn myos ns. sauvanpaanormaalivoimia Nq, ja No;
seka sauvanpaaleikkausvoima Qp, ja Q,;. Néiden voimasuureiden positiiviset suunnat
madritell&&n tavanomaiseen tapaan, ts.

N, = N (0), N, = N (L),
Q12 ZQ(O)a Qzl :Q(L)

Momentti- ja kulmanmuutosmenetelmissa esiintyvat keskeiset siirtymésuureet ovat ns.
sauvanpaakiertymat ¢, ja ¢,1. Liséksi kdytetdan ns. sauvanpaataipumia v, ja Vo.

(Jalkimmaisissa kéaytetddn usein vain ensimmaistd, ko. sauvan paatd vastaavaa alaindeksia.)
Néiden siirtymésuureiden positiiviset suunnat on esitetty kuvassa 4.2.

SEa—

2 Va1 + +

Kuva 4.2: Sauvanpaakiertymien ja -taipumien positiiviset suunnat
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Kolmas keskeinen siirtymésuure sauvanpaakiertymien lisdksi on ns. sauvakiertyma
W1y = Wo1, Jolla ymmarretdan sauvan paiden 1 ja 2 valisen janan kiertymaa. Se maaritellaan

kaavalla (vrt. kuva 4.3)

Vo = Vi,

: 4.2)

Vi =Wy =

Kuva 4.3: Sauvan deformaatio

Momenttimenetelmdssé sauvojen otaksutaan noudattavan teknistd taivutusteoriaa (y =0,
GA =) ja olevan aksiaalisesti jaykkia (EA = ).

4.2 Momenttimenetelméan yhtalot

Tarkastellaan sauvaa, jota kuormittaa ulkoinen kuormitus q(x), P, jne. seka
sauvanpaamomentit M, ja M,, ja joka deformoituu kuvan 4.3 mukaisesti. Pyritaan
maarittdmadn sauvanpaékiertymien ¢, ja ¢,, lausekkeet ilmaistuina sauvanpddmomenttien
ja sauvakiertyman y,, avulla. Probleema on mukava ratkaista kayristymapintamenetelmaa
(momenttipintamenetelmé&a) kayttéen.

Sauvan deformaatio muodostuu jaykén kappaleen siirtymastd, jossa sauvan pééat ja

siirtyvat loppuasemiinsa sekd puhtaasta taivutuksesta (vrt. kuva 4.3). Koska jaykén kappaleen
siirtymasta ei aiheudu rasituksia, voidaan se sauvan leikkausrasituksia méaéritettdessa jattaa
huomiotta ja tarkastella vapaasti tuettua palkkia (kuva 4.4), jota kuormittaa ulkoinen

kuormitus ja sauvanpdamomentit M, ja M,,.

Kuva 4.4: Vapaasti tuettu palkki

Merkitéan tarkasteltavan vapaasti tuetun palkin taivutusmomenttia ulkoisesta kuormituksesta
M,(x). Se on erilaisissa kuormitustapauksissa helppo madarittaa. Palkin sauvanpaa-

momenteista aiheutuva taivutusmomenttijakauma on helppo péatell4d. Tama taivutusmomentin
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arvot sauvan paissa ovat M, ja —-M, ja se jakautuu niiden valilla lineaarisesti.

Taivutusmomentti molemmista kuormitustapauksista saadaan yhteenlaskuperiaatteella ja sille
saadaan

X X
M(x) = Mlz(l_t)_let"'Mo(X)-v

Palkin kdyristymé on siten

M) - Moo g %) Ma X Mo,

w(x) = El L El

missé x,(x) on palkin alkukdyristymd. Seuraavassa tarkastelussa palkin ei tarvitse olla

tasajaykkd (EIl =vakio), vaan taivutusjaykkyys voi vaihdella pitkin palkin pituutta ts.
El = EI(x) . Tata riippuvuutta ei kuitenkaan ole seuraavassa johdossa merkitty nakyviin.

Sovelletaan kdyristymdpintamenetelman yhtaloita valilla —. Kayristymépinnan pinta-
alaksi A, ja momentiksi M,, pisteen |2| suhteen saadaan

X dx+ j[M()

=f;<(x)dx=|v|1JE 1——)dx MZJ + i, (X)]dx,

El L

_ JL.K(X)(;(: —X)dx

L

v L e aee Mo FE X Xyan FMo®) | i X
= LM [ D) 0 M [ @ P [EE P o (01—

0

Tarkastellaan nyt kuvan 4.3 palkkia. Soveltamalla ensin kayristymdapintamenetelman toista
yhtél64 saadaan

L

-V
v, —V12+(P12(X2 X)-M, = @,= /\l/_ll = 12:/\/112‘“//12 =

L
o()

oo =M g @ - [ 2 - Oy j e (01 )

-[EIL

ja sitten kayristymdpintamenetelmén ensimmadista yhtélod saadaan

=0, — Aiz

! X2 S 1 x . X
= Mlz'([a(l_t) dx_MZl!EE(l_E)dX Vi, +I[ +KO(X)](1__)dX
51 X L L M ( )
—Mlzlg(l—t)dHMZJEL K= e (0l =

0 0
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M, (x)
|

E

1 X Pl ox i
P =M, jEI LA My 2 v, =T

Saadut kiertymien lausekkeet voidaan esittdd muodossa

_ 0
@, =My, = BLoMy +y, + gy,

_ 0
P =AMy = By My, + w7 +

jossa suureita

-
El

L (1—*) ( )
_J. X, Oy =
El(X) El( )

XX
LLX
()

——dx B =P = J.

kutsutaan momenttimenetelmén sauvavakioiksi, suureita

o, = [a- 2l

o _ (X My(x)
VLV EIN(X) I [

+ro(X)]dx, = L El(x)

+ i, (X)]dx

momenttimenetelméan kuormitustermeiksi.

Tulos (4.3) esitetdan usein myds yhdella kaavalla

_ 0 - -
;i _aijMij _:Biiji Ty ta, 1# ),

+K0(X)]%dx.

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

missé i ja j ovat sauvan pdiden numerot siten, ettd i on tarkasteltavan pd&n numero ja j on

vastakkaisen paan numero.

Tasajdykén sauvan ( El = vakio) tapauksessa, sauvavakioille saadaan

1 Ll
a12=—j(1——>d I£(1—§)2d§=5£(1—2§+§2)d§— |(§§

)

_ L
_3EI
1 3
20— L [p2ge- L& L
J()dx |£§d§_E|<|)3_3E|’
15 x.x, L Lt . L1 &
Pro =ﬂ21=§£(1—I)Idx=E£(1—cf)§d§=5£(§—§ Me=g 1655
__L
_BEI
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(Edellisissa kaavoissa vaihdettiin integrointimuuttujaksi &= x/ L, jolloindx = Ld¢ ja
integroimisrajoiksi tuli 0 ja 1.)

Tasajaykan sauvan tapauksessa ( EI = vakio ), momenttimenetelméan sauvavakiot ovat siis

L

L
A1y =01 =70 P2 = P ~BEl (4.7)

Momenttimenetelmén yhtéalot tasajaykélle sauvalle voidaan ndin esittdd muodossa

:LMi_ L
3EI " G6EI

?; Mji+1//ij+ai?, i# J. (4.8)

Taulukossa 4.1 on esitetty momenttimenetelman kuormitustermeja tasajaykalle sauvalle
(El = vakio) tavallisimmissa kuormitustapauksissa.

Seuraavassa tarkastellaan momenttimenetelmédn sauvavakioiden ja kuormitustermien
fysikaalista merkitysta. Tarkastellaan péistdan vapaasti tuettua palkkia Iﬂm Talloin

v, =V, =y; =0. Kuormitetaan ensin palkkia sen paasta El ykkosen suuruisella
sauvanpaamomentilla. Tallsin M; =1, M; =0 ja ai‘;zag:o. Kaavasta (4.6) seuraa
@; =y (vrt. kuva 4.53). Kuormitetaan sitten palkkia sen paasta ykkdsen suuruisella
sauvanpaamomentilla. Tallsin M; =0, M; =1 ja «; =a; =0. Kaavasta (4.6) seuraa
@; =—p; (vrt. kuva 4.5b). Kuormitetaan lopuksi palkkia ulkoisella kuormituksella ja/tai
annetaan sille alkukayristyma. Talloin M; =0, M; =0 ja ai? #0. Kaavasta (4.6) seuraa
@; = (vrt. kuva 4.5).

By
(b) i L]

© 0 q(x) _I_P_m

Kuva 4.5: Sauvavakioiden ja kuormitustermien fysikaalinen merkitys:
0

(a) sauvavakiot ¢, (b) sauvavakio f; (c) ja kuormitustermit «; .
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Sauvavakioille «; ja g; seka kuormitustermille ai‘j’ saadaan ndin seuraavat fysikaaliset

tulkinnat: Sauvavakio «j; on vapaasti tuetun palkin paan ]ﬂ kiertyma samassa paassa ]ﬂ
vaikuttavasta ykkdsen suuruisesta momentista M;; =1. Sauvavakio g on vapaasti

tuetun palkin p&éan |ﬂ kiertyma vastakkaisessa paassa m vaikuttavasta ykkosen

suuruisesta momentista M ;; =1 (kuitenkin siten, etta sen positiivinen suunta momentin

suuntaan ndhden vastakkainen). Kuormitustermi a% on vapaasti tuetun palkin paan El

kiertyma palkilla vaikuttavasta ulkoisesta kuormituksesta ja/tai alkukayristymasta.

Seuraavissa  esimerkeissd  tarkastellaan ~ momenttimenetelmdn  sauvavakioiden ja
kuormitustermien maarittadmista.
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Esimerkki 4.1: Johda tasajdykan palkin (El =vakio) momenttimenetelman
kuormitustermien arvot, kun sitd kuormittaa pistekuorma F pisteessd, jonka etdisyydet sauvan

paisté ovat a ja b.

Ratkaisu:

Vapaasti tuetun palkin tukireaktiolle paassa 1| saadaan helposti
b
=—F
R L
ja taivutusmomentille

M,(X)=RXx= Fbl, kun x < a,

M,(X)=RXx-F(x—a)= —Fx F(x—a)= Fa(l——) kun x> a.
Kuormitustermeille saadaan

o) =ij(1—5)|v|o(x)dx =i[|:bi(1—i)idx+ FaJL' (1—5)2dx]

=—[bj(«: )dzva | (- 26460 = [b|(5——5—>+a|<§ 48]
1 a a*® a° Fab
zﬁ[b(ﬁ_fH (E_E 2 3 LB)]_ﬁ( L)

&, = —ifﬁ M, (x)dx = —i[Fbi (l)zdx +Faj5(1—%)dx]

[be§d§+Faf(§ @)= | Sra | €-2)
FL 1 a? Fab
e G a1 g (L

Né&hdaén, etté saatiin sama tulos kuin taulukossa 4.1 (N:o 7).
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Esimerkki 4.2: Johda momenttimenetelman kuormitustermien arvot, kun sauva saa
vakiosuuruisen alkukayristyman (x, = vakio ). Saadaan

K, = vakio

Ratkaisu:
L L 2
0 X X Kol
afy =ko[(1-D)dx=rg [(x—2—) =22=,
E[ L 0 2L 2
0 X X Kol
a21 = _KO_(';IdX:_KO (l)zz —%.

Né&hdaan, etté saatiin sama tulos kuin taulukossa 4.1 (N:o 11).
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Esimerkki 4.3: Maaritd momenttimenetelmén sauvavakiot ja kuormitustermit kuvan E4.3
jaykkyydeltddn muuttuvalle sauvalle, jota kuormittaa pistekuorma P palkin keskelld. Palkin
taivutusjdykkyydelld on lauseke

4El,
1+31
L

El(x) =

I
m
G
—
|| [N]
>

L
2

Kuva E4.3: Taivutusjdykkyydeltddn muuttuva pistekuorman kuormittama sauva.
Ratkaisu:

Sauvavakioille saadaan aluksi

LAY
a12=jo - ~ZEn j (1——) (1+3= )dx

(5)2

ORI X
=l e T 4R I( a3t )dx
-9

U g LY XX

B ﬁ21_J.0 El X_4E|0J.° @ L)L(1+3L)dX.

Vaihdetaan integrointimuuttujaksi £=x/L (= dx = Ld¢&), jolloin saadaan

%2 = 15 J(l o1+ 3§)d§—4EI [o+2-522 43¢
L & 5 15 3 7L
_4EI0(|)(§ 35 é)_4EI0( "2 3+4)_48EI0’

2 _ L 2 o3
_jog (1+3§)d§-ﬁjo(§ +3£%)d¢

L L& _13L
4EIO(|)(3 45) 4E|0(3 4) 48El,’
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L
P12 =Por = J(l A+ a5ds = [[(e+28 -3¢

4El,

Ll(f 1 2 3, 5L

4El, o 2 35 4§)Z4EIO(E 374 " a8El,

Taivutusmomentille M (x) saadaan helposti

Mo(x):gx, OSXS%,

Mo(x)zg(L—x), %SXS L,

joten kuormitustermeille saadaan

L/2
a?ZZJ'OL(l_%)%dx ol [I (1- ) (1+3 )dX+L'[2(1_I) 1+32 )dx

M L/2 X X
—Ogx = {j( 2y (1+3> )dx+j (1——)—(1+3—)dx]
o, UL L

ja integrointimuuttujien vaihdon jalkeen

2
=g j (¢+267 -3 dxc+ j (L+£-587+3804

3

pL> V2 £ & 53 4
8EIO[(|)(2 —Cf 5 )+1/|2(§+7—§§ +z§ )]
PPi2 3 153115 3 3RZ

8El, 8 24 64 2 3 4 2 8 24 64" 64 El,

2
=g j GRES j (¢+267 -3

PL® b2 & £ 2.5 3.
= =+ —
8Elo[$( 259 |< 28-26]
__PP1,8.1231 2 8 1P
8Elp 24 64 2 3 4 8 24 64 256 El
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4.3 Kulmanmuutosmenetelman yhtal6t

Momenttimenetelmén yhtalot (4.3)

0
P12 =12 M1p = B1o M1 + 1o + a1,

0
@Y1 =anMa = BoyMpp +yp +ay

ilmaisevat sauvanpaakiertymat @1, ja @, lineaarisina lausekkeina sauvanpadamomenteista
M, ja M, sekd sauvakiertyméastad y1, = ;.

Kulmanmuutosmenetelmé&a varten tarvitsemme vastaavasti yhtél6t, joissa sauvanpadmomentit
My, ja My, ilmaistaan lineaarisina lausekkeina sauvanpadkiertymistd ¢, ja ¢, Seké

sauvakiertymasta w1, = w»1. Ne saadaan helposti lahtemalla liikkeelle momenttimenetelmén
yhtéloistd. Esitetddn ne aluksi matriisimuodossa

{(012}:{0512 _ﬂ12:|{M12}+ W1p +ags
on) |[-Ba an |[Ma] |yy+ad

Ratkaisemalla tasté yhtalosta sauvanpadmomenttien muodostama pystyvektori ja saadaan

1
{Mlz}:{ aip —512} {(012}_ W1p+at
Mo [-Ba axn 02 |wat+ad

Tassa kaavassa esiintyvélle kdanteismatriisille on voimassa

{0512 —[7’12}4:&[0521 [7’12}
P Ay DB ap

missa

a —
D= det[ 12 ,312} = a0~ P12 (4.9)
—Pa1 Ay

Sauvanp&dadmomenttien muodostamalle pystyvektorille saadaan nyt

{Mlz}:i[aﬂ ,312} {?12}_ Wiz +als
Mat) D|far o] 021) |(wa+ad
1 {0‘21 ﬁ12H¢’12}_ 1 {0521%2 + BioW o1 + a2 +/”120!(2)1}

. n 0 0
D Bau a2 |(921) D |apwin+Buwa+apas+pBrais

Ottamalla viela huomioon yhteys 1, =, Saadaan
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{Mlz}: 1 [0421 ﬂuH%z}_i{(“zlJrﬂlz)V/u + 005, +,3120581}

~ 0 0
My D|{fxn a12]|921) D (a1p + Bo1)Wor +appay + fag,

eli auki kirjoitettuna

0 0
Mo o2, P enthp, ——_ andiptfo,
2= Prot——Pun—— <~ Vi )
D D D D
0 0
Mo 212 P eptfau, oyt fao
2=~ Pat——QPro—— - Va .
D D D D

Né&in olemme muodostaneet kulmanmuutosmenetelméan perusyhtalét

My = 812012 +P12021 = Crow1 + MKy, (4.10)
My = @101 +021015 — Cory o1 + MKy;.
eli
Mij = aijQij +bij(0ji —Cijl//ij + MKij’ i # j (411)
missa
ai i

_ _ 7y _
aij —F, b” —F, Cij = aij +bij (412)
ovat kulmanmuutosmenetelméan sauvavakiot ja

0 0
aiai + Bio

MKij e (e D:Bu ji (4.13)

ovat kulmanmuutosmenetelméan kuormitustermit. Kaavat (4.12) ja (4.13) ilmaisevat myds,
kuinka kulmanmuutosmenetelmdn sauvavakiot ja kuormitustermit voidaan méaérittaa,

momenttimenetelman sauvavakioiden ja kuormitustermien avulla.

Kulmanmuutosmenetelméssd esitetddan vield erityinen perusyhtéld sauvalle,

jonka

jommankumman paan sauvanpaamomentti on nolla. Asia ilmaistaan seuraavassa hieman
epatdsmallisesti sanomalla, ettd sauvan p&dssd on nivel. Kéytdnndssad sauvan paa on
tallainen, jos se on vapaasti tai nivelellisesti tuettu tai se liittyy nivelen valitykselld
rakenteeseen. Jos kuitenkin tuentaan tai liitokseen liittyy Kkierrejousi, ei tatd erityistad
perusyhtélod voida kayttdd. Tallainen erityinen perusyhtald ei ole valttdmaton, mutta sen

avulla voidaan lyhentaa laskelmia kun laskelmat suoritetaan késin.
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Johdetaan nyt kulmanmuutosmenetelman yhtélo tapauksessa, jossa sauvan ]ﬂ—m péaassé

nivel (tarkemmin M; =0). Lahtemalla momenttimenetelman yhtaldsta saadaan
0
'V 0
@iy = aij Mjj = Bij Mji + yjj + ajj -

Ratkaisemalla tasta sauvanpadmomentti M;; saadaan

0
1 1 aij

Né&in olemme muodostaneet kulmanmuutosmenetelmén yhtalén, kun sauvan pééssa j on
nivel:

0 0 0
Mjj = a&jjij — Cijwi; + MKj. (4.14)

Vastaavat sauvavakiot ovat

1

ja kuormitustermi on

0

aji

MKg = -—L. (4.16)
aij

Kaavat (4.15 ja (4.16) ilmaisevat myds, kuinka ndmé& sauvavakiot ja kuormitustermit voidaan
madrittdd momenttimenetelman sauvavakioiden ja kuormitustermien avulla.

Seuraavassa johdetaan kulmanmuutosmenetelmén sauvavakiot, kun sauva on tasajaykka
(EI =vakio). Lisaksi sievennetddn kuormitustermien lausekkeita vastaavasti. Determinantin
D arvoksi saadaan

L L L L 1
3El 3EI  6EI 6El  12(El)?

D =apan—Piofn =

jataman jalkeen sauvavakioille a;;, by ja ¢j
_ @ L 12(El)* _4El b _ B L 12(El)* _2El o —a +h = SE
"D 3l * L' " D el L L' VWYL

seki sauvavakioille aj jac)
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w

0_co_ 1 _3El

Yoy L

Kuormitustermien MKj; ja MKiﬂ-J lausekkeet saadaan muotoon

0 0

a s+ G L o 12(EI) 2El 0. .0
MK =~ "D ! JI=—(3EI ajj + 6E| aji) —— (@ajj +aji)
ja

0

0 ajj 3El 0

MKI] =——”:—T0[ij .

aj; __ L -

Tasajaykan palkin tapauksessa ( El = vakio) kulmanmuutosmenetelman sauvavakioiksi
saatiin siis

aij:—, b'=—, CijZT, aijZCijT (417)

ja kuormitustermien lausekkeet yksinkertaistuivat muotoon

2El 3El
MKI] =—T(2a8+a?,), MK'?Z_TaS (418)

Kulmanmuutosmenetelmén yhtalot tasajaykalle sauvalle voidaan ndin esittdd muodossa

4El 2El 6El
M; = L @y + L @5 — L vy + MKy, i (4.19)

ja kun péaassa j on nivel

3El 3El
M;; :T(Dij _T‘//ij + MKi?' (4.20)

Taulukoissa 4.1 ja 4.2 on esitetty kulmanmuutosmenetelmén kuormitustermeja tasajaykalle
sauvalle (El = vakio) tavallisimmissa kuormitustapauksissa.

Lopuksi tarkastellaan kulmanmuutosmenetelmdn sauvavakioiden ja kuormitustermien
fysikaalista merkitysta. Tarkastellaan ensin péaistaan jaykasti kiinnitettyd palkkia mm

Annetaan  péalle ]ﬂ ykkdsen suuruisen  pakkokiertyma (kuva 4.6a), jolloin
Vi=V,;=¢,=y; =0 ja ¢ =1. Kaavasta (4.11) seuraa M; =a; (vrt. kuva 4.6a). Annetaan

paalle m ykkosen suuruisen pakkokiertymd (kuva 4.6b), jolloin v, =v,=¢ =y; =0 ja

@; =1. Kaavasta (4.11) seuraa M; =b; (vrt. kuva 4.6b). Pakotetaan sauvan paiden valille
ykkosen suuruista  sauvakiertymda vastaava korkeusero (kuva 4.6c). Talloin
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@; =9¢; =0, y; =1. Kaavasta (4.11) seuraa M;; =—c; (vrt. kuva 4.6c). Kuormitetaan palkkia

ulkoisella kuormituksella ja/tai annetaan sille alkuk&yristymd (kuva 4.6d). Talloin
@; =¢; =v; =0 ja MK; # 0. Kaavasta (4.11) seuraa M = MK;; (vrt. kuva 4.6d).

(@)

//E?\ e

Kuva 4.6: Kulmanmuutosmenetelméan sauvavakioiden a;;
termin MKj; fysikaalinen merkitys.

by ja cjj seka kuormitus-

Ij’

Sauvavakioille a;, b; ja c; seka kuormitustermille MK;; saadaan nain seuraavat fysikaaliset
tulkinnat: Sauvavakio a; on jaykasti kiinnitetyn palkin paahan m aiheutetusta ykkosen
suuruisesta kiertymasta ¢, =1 samaan paahan m syntyva sauvanpaamomentti.
Sauvavakio b; on palkin paahan aiheutetusta ykkosen suuruisesta Kiertymasta
@; =1 vastakkaiseen paahan |1| syntyva sauvanpaa momentti. Sauvavakio c; on

palkkiin aiheutetusta ykkdsen suuruisesta sauvakiertymasta y; =1 paahan m syntyva
sauvanpaamomentti (miinusmerkkisend). Kuormitustermi MK on palkin ulkoisesta

kuormituksesta ja/tai alkukayristymasta palkin paahan m syntyvéa sauvanpaamomentti.
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Tarkastellaan sitten p&asta ]I] jaykasti Kkiinnitettya ja péasta m nivelellisesti tuettua

palkkia. Annetaan pdéille m ykkosen suuruisen pakkokiertymd (kuva 4.7a), jolloin
V=V, =y; =0 ja ¢; =1. Kaavasta (4.14) seuraa M, :aij.’ (vrt. kuva 4.7a). Aiheutetaan

sauvan paiden valille ykkosen suuruista sauvakiertymaa vastaava korkeusero (kuva 4.7b).
Talloin ¢; =0 jay; =1. Kaavasta (4.14) seuraa M, =—c§ (vrt. kuva 4.7b). Kuormitetaan

palkkia ulkoisella kuormituksella ja/tai annetaan sille alkuk&yristyma (kuva 4.7c). Talléin
¢, =w; =0 ja MK} = 0. Kaavasta (4.14) seuraa M, = MK} (vrt. kuva 4.7¢).

BTN

(©)

q(x) _l N|veI
W M

Kuva 4.7: Kulmanmuutosmenetelméan sauvavakioiden a ja ¢ 0 seka kuormitus-

termien MKi? fysikaalinen merkitys.

Sauvavakioille a; ja cf seka kuormitustermille MK} saadaan vastaavasti seuraavat
fysikaaliset tulkinnat: Sauvavakio afj’ on paasta |1| jaykasti kiinnitetyn ja paasta
nivelellisesti tuetun palkin p&ahan m aiheutetusta ykkosen suuruisesta kiertymasta
@; =1 samaan paahan Iﬂ syntyva sauvanpaamomentti. Sauvavakio c¢; on samanlaiseen

palkkiin aiheutetusta ykkdsen suuruisesta sauvakiertymasta y; =1 palkin paahan El
syntyva sauvanpaamomentti (miinusmerkkisend). Kuormitustermi MK; on palkkiin

ulkoisesta kuormituksesta ja/tai alkuk&yristymastd palkin p&ahan El syntyva
sauvanpaamomentti.

Seuraavissa esimerkeissa tarkastellaan kulmanmuutosmenetelmén sauvavakioiden ja
kuormitustermien méaarittdmisté.
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Esimerkki 4.4: Johda tasajaykdn palkin (El =vakio) kulmanmuutosmenetelman
kuormitustermien arvot, kun sitd kuormittaa pistekuorma F pisteessd, jonka etéisyydet sauvan
péistd ovat a ja b. Tarkastele kuvien (a), (b) ja (c) tapaukset.

Kéaytetddn hyvéksi esimerkissa 4.1 saatuja momenttimenetelmén kuormitustermeja

Fab Fab
aloz Zﬁ(b'F L) s G{gl = —6—(a+ L) .

Kuvan (a) sauva:

Kaavoista (4.21) saadaan

MK, :—2%(205102 +al) =—2%%[2(b+ L)-a-L]= —F%bz,
MK, = —%(20531 +ad)= —Z—EI%[—Z(a+ L)+b+L]= Fi;b.
Kuvien (b) ja (c) sauvat:

Kaavoista (4.21) saadaan

MKS, = —%afz - —%%(m L)=— ';if (b+L),

MKZ, = —3%0531 - —3%[—%(% L)]= zif’ @+L).

Né&hdaéan, etté saatiin sama tulos kuin taulukoissa 4.1 ja 4.2 (N:0 7).
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Esimerkki 4.5: Johda kulmanmuutosmenetelman kuormitustermien arvot, kun sauva saa

vakiosuuruisen alkukayristyman (x, = vakio ). Tarkastele kuvien (a), (b) ja (c) tapaukset.

(a)
% K, = vakio

(b)
i K, = vakio

Ratkaisu:

Kéaytetddn hyvéksi esimerkissa 4.2 saatuja momenttimenetelmén kuormitustermeja

Kuvan (a) sauva:

Kaavoista (4.21) saadaan

MK, =—2 50 2at + ) =22 (222 - 0) - i,
2El 2EI KL K, L
MK21:__(2a§1 12)__ (22 2 ) Elx,

L 2
Kuvien (b) ja (c) sauvat:
Kaavoista (4.21) saadaan
3El 3El x,L 3
MK == e == =3
M2, =—3EL 5o =—E(— KO gEIKO.

N&hdadn, ettd saatiin sama tulos kuin taulukoissa 4.1 ja 4.2 (N:o0 11).
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Esimerkki 4.6: Méaérita kulmanmuutosmenetelman sauvavakiot ja kuormitustermit kuvien
E4.6 jaykkyydeltadn muuttuville sauvalle, joita kuormittaa pistekuorma P palkin keskella.
Palkin taivutusjaykkyydelld on lauseke

El(x) = 4Elo
1432
L
@ =7 5
B |

4E|0%/ _Elo
L

) =7 lp

%

4E|0%_/ £E|o

N |
N |

© =" 5
y |
4El, .

L L
2 2

Nivel |

Kuva E4.6: Taivutusjaykkyydeltddn muuttuva pistekuorman kuormittama sauva.

Ratkaisu:
Kéaytetddn hyvéksi esimerkissa 4.3 saatuja momenttimenetelmén sauvavakioita

7L 13L SL

a. = , a :—, = =
' 48EI, 2 48El, P = Py 48EI,

ja kuormitustermeja

o 3P , 11 P

Op=——, Oy=——""—".
¥ B4El," * 256 El,
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Kuvan (a) sauva:

Kaavasta (4.8) saadaan

L sk 5L, 1L

D=a,a, — = : - '
wu~Puln = 4eE1ager, ‘asE1,) 384 EI

Kaavoista (4.11) saadaan

_a, _ 13L 384El; 104 El, _a, 7L 3B4El; 56EI,
D 48El, 11 L 11 L' “ D 48El, 11 * 11 L'
B, 5L 3B4EI; 40El,
b, =b, =—*= : 2 "1
D 48El, 11 ° 11 L
_a, +p _104El, 40El, I44EL
2 =0 e T T T T L 2T
Kaavoista (4.12) saadaan

2

56 El, | 40 El, 96 Ely

+h, =——0 .
211 L 11 L 11L

1 0 oy 384EIZ 13L 3 PL® 5L 11 PL?
MK,, = —— (a0, + frpay) =— — + (=
2 D( 2022+ fratn) 11 L® "48El, 64 El, 48EI, ( 256 EIO)]
G
352
1 384 EIZ 7L 11 P, 5L 3 PL?
MK, = —— (a,am + Bua) = — 0 (- + —
2 D( 00+ fntho) 11 L* “48El, ( 256 EIO) 48El, 64 EIO]
~1p
352

Kuvien (b) ja (c) sauvat:

Kaavoista (4.14) saadaan

=C,=—= ,
a, =Cp % 7L
1 48EI
a‘glzcglz_z 13L0.
Qy

Kaavoista (4.15) saadaan

af 3 PLABEL, 9

MKS = - =22 = =——PL,
Y @, 64El, 7L 28

MK :_a_glz_(_ 11 PL2)48EIO _33 5
2y, 256 EI,” 13L 208
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Taulukko 4.1: Kulmanmuutosmenetelman ja momenttimenetelman kuormitustermeja
tasajaykalle palkille.

Kiinnitysmomentit:

Sauvanpaakiertymat:

N:o Kuormitus (‘*‘&3] I i ) -
H i <k___.b-
MK MK, o -y
1 2 2 3 3
I | MK Mk =S| -l e g
: 12 12 24E| 24E|
| |
2 s/2 s/2 . .
lHé}H| MK, :_12L2 [12ab® +s*(L-3b)]| =—ZZEIL[4a(b+ L)-s’]
a ., b MK, = _12a%h+s?(L—-3a)] | & =-——2% [ab(a+L)—s?
i < | 2 12L2[ ( )l 5 24E|L[ ( )—s]
3 q 2 2 3 3
NP LV o B0 o 5oL
96 96 192EI 192EI
L2 L2
4 @5 g |eBs|| MK =——[P-a’@2L-a)] | o =—[U-a’@2L-a)]
e T e 2 24!
q s 2 0 q 3 2
L MK, =—I[L -a“(2L-a =————[L'-a"(2L-a
| | 2 12|_[ ( )] % =26 [ ( )]
5 7q,. L°
G MK, = —(J 4 B2 o _ (G, Moy b
o T =503 % =5 360 Bl
3
| L | MK, = (b4 oy 2 L
30 20 = (350" 25 B
6 2 2
w2 Fue | owk=—FE mk =P o=tk o FL
. | | 8 8 16EI 16EI
7 Fab? o_ Fab
= __ % a, =——(b+L
. i b | MK, =-—3 e TR
Fa’b o__Fab
_ - Pl
| L | MK, == % ==eg @b
8 (n-1)-F FLn?-1 FL> n*-1
T F P M= “ =28 n
F F_F
Iaiaiaialaig| MK :Enz—l ao:_FLZ n? -1
— 12 n * 24El n
| =na |
9 n-F FL 2n? +1 FL? 2n? +1
ac - 2 MK =2 % = ZgEi
SF F_F_F F3 n n
Bl doleBsle s | By S| _FL2n%+1 o FL? 2n+1
MK, = — o =
24 n 48EI n
| L=n-a |
10 2
|l s b MK =M—b(2—32) ol ML 3b——1
| | 1 1 ( 2
(I\ " L L 6El = L
| L | MK, :%(2—3%) a :ﬁ(ga_z_l
- 6EI © L2
1 Alkukayristyma MK, =-Elx,, MK, = Elx,

Kk, =vakio
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Taulukko 4.2: Kulmanmuutosmenetelman kuormitustermejé tasajaykalle palkille,
jonka toisessa paassa on nivel.

, Nivel oikeassa paassa:

Nivel vasemmassa paéssa:

Kuormius | My oy ol
N:o (\] % § hD .
MK
' : mk? = -9 mke = 35
(T 1T T g
| L |
2 s/2 s/2
IH&@|
[T MK =~ 3 (422 1 gan —s?) | MK = qas > (4b +8ab—s?)
a ) b 8L
I
L |
3 q 2 2
—— Mk =29k
64 64
L2 L2
4
<85 q <& q q
e MO e, | MIKE = =[P -a%(2L-a)] | MK =—H[1° -a* (2L -a)]
8L 8L
| L |
5
q,
O Dm]mm]]ﬂl MKO— (q1 7C|2) _(7q1 q2)
15 120 120 15
| L |
6 3 3
F MK? = —=FL MK? == FL
| L/2 l L/2 | 1 16 2776
-
F
e S| b |
| \ | MKf: Fab MK§ Fab
[ L
8 (n-1)-F
= A ™~ 2 )
F F_F_F_F _ B
Ialalanalauél MKf:—%nnl Mng%nnl
Y v v vy
! L=n-a |
9 n-F
a I - ~ a " ,
SF_F_F _F F3 FL 2n% +1 FL 2n% +1
2 2 o__ ‘Tt T o_r=41 7=
R S e et e MK =-T6 MK, =5
! L=n-a |
10
| a | b 2 2
| | | b M a
M MK :—(1 35 MK ==-(1-3 75
! L |
1 Alkukayristyma s 3 , 3
i, =vakio MK, :_EEIKO MK; =EE|K0
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4.4 Sivusiirtyvyyden kertaluku

Momenttimenetelmdan ja kulmanmuutosmenetelmadin liittyy oleellisesti késite
sivusiirtyvyys tai lyhyemmin siirtyvyys. Kehérakennetta sanotaan sivusiir-
tymattomaksi, jos sen “nurkat” (sauvan péat ja niiden yhtymakohdat) eivéat péase
siirtymé&an. Muussa tapauksessa rakenne on sivusiirtyva. Rakenteen sivusiirtyvyyden
kertaluku on sen nurkkien riippumattomien siirtyméavapausasteiden lukumaara.
Kehéarakenteen sivusiirtyvyyttd voidaan havainnollistaa ajattelemalla sen sauvat
korvatuiksi jaykilla nivelsauvoilla (ristikkosauvoilla) ja tutkimalla ndin syntyneen nivel-
mekanismin kinematiikkaa. Sivusiirtyvyyden kertaluku ng on nivelmekanismin

rilppumattomien vapausasteiden (yleistettyjen siirtymien) lukumé&aré.

Tasokehan kuhunkin nurkkaan El liittyy kaksi siirtymévapausastetta nimittain siirtyma-
komponentit u; ja v;. Nurkkien siirtymakomponentteja on siten yhteensd 2k

kappaletta, missa k on nurkkien (=nivelmekanismin nivelten) lukumaard. Kukin
yksiarvoinen tuenta vahentdd yhden siirtymdvapausasteen, joten tuennoista aiheutuva
siirtymévapausasteiden vahennys on yht& suuri kuin yksiarvoisten tukien lukumé&ar t.
Koska sauvat otaksutaan aksiaalisesti jaykiksi (EA =), jéljella olevia nurkkien
siirtymdvapausasteita sitoo yksi rajoiteyhtdld kutakin sauvaa kohti. Jos sauvojen
lukumé&arédd merkitddn symbolilla s, tasokehdrakenteen sivusiirtyvyyden kertaluvulle
saadaan ndin kaava

n; =2k —t—s| (4.21)

Vertaamalla téta tasoristikon staattisen maaraamattomyyden kertaluvun n, kaavaan
(1.10) ndhdaan, ettd ng =-—n, eli tasokehan sivusiirtyvyyden kertaluku on yhta suuri

kuin vastaavan tasoristikon staattisen maaraamattémyyden kertaluvun vastaluku.

Kuvassa 4.8 on esimerkkeja palkin ja kuvassa 4.9 tasokehan sivusiirtyvyyden
kertaluvun madrittdmisesta.
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Palkki: Nivelmekanismi:

AL il
A A A A A
V2 7 Z 7
ng; =2k—-t-s=2-3-4-2=0 = Sivusiirtymaton.
(b)
AL %
_ A A
77 V.
i 7
ng; =2k-t-s=2.3-3-2=1
(©)
2\ 2] 3] %%! [2] [3]
/\
T 7,
ng =2k-t-s=2.3-3-2=1
(d)
i ?,
A
v 7%

n,=2k-t-s=2.4-3-3=2

Kuva 4.8: Esimerkkeja palkin sivusiirtyvyyden kertaluvun madrittdmisesta
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Keha: Nivelmekanismi:

(@)

ng =2k-t-s=2-3-4-2=0 = Sivusiirtymaton.

(b)
g =2k -t-s=2-4-3-3=2
(©)

ng =2k-t-s=2-5-4-4=2

(d) e

) A D A
. W 7 oy )

N, =2k-t-s=2-11-5-13=4

Kuva 4.9: Esimerkkeja tasokehdn sivusiirtyvyyden kertaluvun maéarittdmisesté
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Kaava (4.21) sivusiirtyvyyden kertaluvun madrittdmiseksi ei kuitenkaan ole
yleispateva. Esimerkiksi kuvan 4.10 tapauksessa saataisiin

N, =2k—-t-s=2-5-6-4=0,

eli sivusiirtyvyyden kertaluvuksi tulisi 0. Sen oikea arvo on kuitenkin 1. T&mé voidaan
selittdd seuraavasti. Tuennat estavat nurkkien , ja siirtymét. Nurkkaan
liittyvat 3 (aksiaalisesti jaykkad) sauvaa estéva siirtymét u, ja v,. Taman lisaksi
vaakasuora sauva — estda vaakasiirtyman u,. Pystysiirtyma v, jaa kuitenkin
jéljelle, joten kehan sivusiirtyvyyden kertaluvuksi tulee olla n; =1.

Kehé: Nivelmekanismi:

W [ %
R }
V3 Vy Vs
7%

Kuva 4.10: Nelisauvainen keha

Jatkossa kay ilmi, ettd sivusiirtyvan kehdn riippumattomiksi siirtymavapausasteiksi on
tarkoituksenmukaista valita ns. riippumattomat sauvakiertymdt ja niiden
madrittdminen muodostaa osan siirtyvdn keh&n ratkaisuprosessia. Téaten kehan
siirtyvyyden Kkertaluku (=riippumattomien sauvakiertymien lukumaard) maaraytyy
tdsmallisemmin osana ratkaisuprosessia.
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4.5 Sivusiirtymattomien rakenteiden ratkaiseminen momentti- ja
kulmanmuutosmenetelmalla

4.51 Sivusiirtymattomyys

Jos rakenne on sivusiirtymaton, ts. sivusiirtyvyyden kertaluku ng on nolla, kaikkien
sauvojen  sauvanpaasiirtymille patee v; =0. Talloin  kaikkien  sauvojen
sauvakiertymat wj; = (v;; —vji)/ L haviavat. Momenttimenetelman perusyhtalét (4.6)
ovat talloin

0 . .

@iy = aijMjj = BijMji + g, 1# ]

ja kulmanmuutosmenetelman perusyhtélot (4.11) ja (4.14) vastaavasti
M = ajje;; +bj0ji + MKy, 1= ], tai My = ajje; + MKij, i#].
4.52 Muodostettavat yhtalot

Yhtélot siirtyméattoman kehdn ratkaisemiseksi saadaan (a) muodostamalla kehan
nurkille sauvanpaamomenttien M;; valisia tasapainoyhtaldita, (b) muodostamalla

kehdn nurkille sauvanpaakiertymien ¢y valisia yhteensopivuusehtoja seka (c)

kirjoittamalla kehdn sauvoille momenttimenetelméan tai kulmanmuutosmenetelmén
perusyhtaloita.

) M32CM$ O My (

Kuva 4.11: Sauvan nurkan tasapainoyhtélén muodostaminen
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Kuvan 4.11 esimerkki valaisee kehdn nurkan tasapainoyhtalén syntymista. Nurkka
ajatellaan irrotetuksi siihen liittyvistd sauvoista, jolloin sen momenttitasapaino-
yhtaloksi tulee

M31 +M32 +M34 + M35 = Msi

missd M, on mahdollinen nurkkaan |3| kohdistuva ulkoinen momentti. (Jos nurkkaan
liittyy sauvojen lisaksi kierrejousi, jonka jousimomentti on M, , nurkan momentti-

tasapainoyhtaloksi tulee My, + M, + My, + My + M, = M,.)

Kuvan 4.12 esimerkki valaisee kehdn nurkan sauvanpéékiertymien valisten
yhteensopivuusehtojen syntymistd. Yhteensopivuusehdoiksi nurkassa |3| saadaan

P31 = P32 =P34 = P35 = P3,

missd ¢4 nurkan kiertyma. (Jos nurkkaan liittyy sauvojen lisaksi kierrejousi, myos sen
kiertymalle saadaan ehto ¢ ; = ¢3.)

Kuva 4.12: Sauvan nurkan yhteensopivuusehtojen muodostaminen (siirtymat
liioitellun suuria)
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4.53 Taivutusmomentti- ja leikkausvoima- ja normaalivoimakuvioiden
maarittaminen

Kun kehdprobleema on ratkaistu momenttimenetelmalld, kunkin sauvan |ﬂ—
sauvanpaamomentit M;; tunnetaan. Myés kulmanmuutosmenetelmassd ne voidaan

ko. perusyhtaldiden avulla helposti laskea. Seuraavassa kaavaillaan lyhyesti, kuinka
sauvan taivutusmomentti- leikkausvoima- ja normaalivoimakuviot voidaan tdman
jalkeen méaarittaa.

Tarkastelemalla sauvan vapaakappalekuviota (kuva 4.13) voidaan sen sauvanpééleik-
kausvoimat Q; ja Qj madrittaa helposti kirjoittamalla momenttitasapainoehdot paiden

m ja |I| suhteen. Kun n&mé tunnetaan, meilld on sauva, jonka leikkausvoima- ja

taivutusmomenttikuviot voidaan madrittdd tavanomaiseen tapaan. Sauvanpaa-
normaalivoimien Nj ja Nj; maarittaminen ei yleisessa tapauksessa onnistu pelkkia

sauvojen tasapainoehtoja kayttden, vaan joudutaan my0s muodostamaan nurkkien
tasapainoehtoja. Kun kunkin sauvan sauvanpainormaalivoimat on saatu maéritetyksi,
sauvojen normaalivoimakuviot saadaan myds tavanomaiseen tapaan.

LY P
N.jAIJ T_EI__W__zléf{X)_\ - N
N ml/Mji :
Qji

Kuva 4.13: Sauvan vapaakappalekuvio

Jos médritettdvana on pelkkd taivutusmomentti M(x), voidaan my6s menetelld
seuraavasti. Ajatellaan sen koostuvan kahdesta osasta: (a) sauvanpaamomenttien My,
ja My, kuormittaman vapaastituetun palkin taivutusmomentista

X

My () = MO)L-1) + ML) = Mip(@-1)~ My 7

ja (b) ulkoisen kuormituksen kuormittaman vapaastituetun palkin taivutusmomentista
Mg (x) . Sauvan taivutusmomentti on siis ndiden summa ts.

M(x) = M12(1—%)— M21%+ Mo (X).

Kuva 4.14 havainnollistaa tilannetta. N&hd&éan, ettd taivutusmomentti saadaan
kaytannossa piirtamalla sauvanpaissé olevien taivutusmomentin arvojen M(0) = My, ja

M(L) =—-M,; kautta suora (ns. sulkuviiva), joka kuvaa taivutusmomenttia My, (X) .

Siihen lis4tdén sitten ulkoisen kuormituksen kuormittaman vapaastituetun palkin
taivutusmomenttikuvio Mg (x).
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M (x)

Kuva 4.14: Taivutusmomenttikuvion maarittdminen momentti- ja kulmanmuutos-
menetelmissa.
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Esimerkki 4.7: Ratkaistaan oheinen kehd momenttimenetelméll& ja piirretdan
normaalivoima-, leikkausvoima- ja taivutusmomenttikuviot.

EEEREEEREER

L
2

|’J2 2

Siirtyvyyden kertaluku: n; =2k —-t—-s=2-3-4-2=0 = siirtymaton.

Tasapainoehdot:

Nurkka : M,, =0 (nivel)
Nurkka [2} M, +M,, =0 = M, =-M,, (a)
Nurkka [3} M, +M, =0 = M, =-M,,

v (D,
My

Y hteensopivuusehdot:

Nurkka [2]: ¢,, = @5,
Nurkka : Pz = @,

Momenttimenetelman yhtal6t (yhteensopivuusehdoissa esiintyville kiertymille):

Sauva — :

P/L
0 [l
L L = L L q L
= M, —— M, +y, +a% =—M, ———M,, -
(021 3E| 21 6E| 12 WZl 21 3E| 21 6E| 12 24E|
L L PL®

=M, —M, ———
3EI # BEI “ 24El
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Sauva — :
0

L L —= L L PL?
M, ‘H//zs‘*‘ags =

= M.,.— —M,, - M,, +
Y2 =358 2 626 6EI % 12E1 % 16.2El
2
gL
6E| 12EI 32E| @
0
L L - L L pL2
= M., — M, + s, +ag, =——M,, — M, —
P2 =3 op] 2 g gy BT Ve T % T gp Ve T e Ma T g o

LS VI S VR
6EI % 12EI > 32El

Kierrejousen yhtalo:

M, L
qz) :—:—M d
’ k 4El ° (@)

Sijoittamalla kiertymien lausekkeet (c) ja (d) yhteensopivuusehtoihin (b) ja ottamalla
huomioon tasapainoehdoista saadut momenttien Mj,, M,; ja M; lausekkeet (a)

saadaan

—Mys 0

L —— L — PL? L L PL?
_M21__M12_ = 237 M32+—
3El 6El 24El 6EI 12ElI 32El

L L PL2 L &

— M. —— - =
6EI % 12EI 2 32EI 4El '’

=
1 1 7
M, ——M,, =——PL
2 2 12°% 96
1 5 1
M, +—-M., =—PL
12 2 12 % 32

Ratkaisemalla yhtaloryhma, saadaan sauvanpddmomenteille M,; ja M3, tulokset

Mos = _4 PL=-0,138PL, M3, = el PL =0,047PL.
29 —_— 232

Edelleen saadaan M,; = —Mj3 = 0,138PL.
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Madritetdan sauvanpaéleikkausvoimat ja sauvanpaanormaalivoimat:

Q23
M3 P
e |2 N
23 N23 ‘—6 m——— = 32
szl— Q3 i | l M3,
L L
: — L= | Q3
N21 | 2 | 2 :
| |
Nos
7T\ M2y Sauvanpadleikkausvoimat:
_:92_1" S 1-2
2 auva 1-2:
! 0138PL p
1| — ~~ L
| D QL+ My +qL-—=0 = Q, =-0,638P,
N 2
P ) oL R
q:I _>: L 2> Q12L+ MZl —qLEZO = Q12:0,362P.
™l
:: Sauva 2-3:
L ~0,138PL  0,047PL L
—DJ————— é} Q32L+ M23 + M32 +P-—=0
Q2 2
1 = Qj, =-0,409P,

N1, -0,138PL  0,047PL
—— — L
-?D Q23L+ M23 + M32 +P‘E=O
= Q23 = O,591P
Sauvanpéanormaalivoimat:
Nurkka :
-0,638P
——
—> N23— Q21 =0 = N23=—0,638P,
0,591P

L Ny + Qp =0 = Ny =-0591P.

Sauva — :

l N, =Ny, =0 = Nj, =-0591P.

Sauva —:

—-0,638P
——
- - N23 +N32 =0 = N32 2—0,638P.
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Nyt, kun kaikki sauvanp&anormaalivoimat, sauvanpééleikkausvoimat ja sauvanpaa-
momentit tunnetaan, on normaalivoima-, leikkausvoima- ja taivutusmomenttikuviot
helppo mééritta4 kayttden hyvaksi sauvojen vapaakappalekuvioita.

N-kuvio:
-0,638P
——
2
i 7
I
|
-0591P | — |
I
I
I
I
I
an Q-kuvio:
7
-0,638P
M-kuvio:
-0,138PL

~0,047PL
~0a38pL[2]] - M

= RN 7
\ : \’/ i
| -0,010PL

0,158PL
0,0560PL

0,0593PL
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Esimerkki 4.8: Ratkaistaan oheinen kehd kulmanmuutosmenetelmélla ja piirretdan
taivutusmomenttikuvio.

EEEREEEREER

L
2

|’J2 2

Siirtyvyyden kertaluku: n; =2k -t-s=2-3-4-2=0 = siirtymaton.
Tasapainoehdot:

Nurkka [L} M, =0 (nivel)
Nurkka [2]: M, + M, =0 (a)
Nurkka : My, +M; =0

I‘) Mas Mgzc
N\
My,

Y hteensopivuusehdot:

NUI’kka (021 = ¢23 = ¢2 (b)
Nurkka : P =Py =

Kulmanmuutosmenetelmén yhtalot (tasapainoehdoissa esiintyville momenteille):

Sauva — :

P/L

0 -~
3ElI 3ElI — 3ElI q L2
M21:T§021_TV/21+MK21:T¢21+T (c1)
R
L 27 )
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Sauva — :

4.2EIl
L Pp3 +

_ 4.2EI
L

8El 4El

=, +
L D3

8El
Tfﬂaz +

6-2El ——
Eaie—

L

6. 2El ——
—

2-2El
L

2-2El
L

M,, = + MK,

%7 L

4El

T(st +

M,, D35 Doz — +MK;, =

Kierrejousen yhtélo:

4E|
M, =k, :T(PJ

- P4

PL
8 (@
PL
8
(d)

Sijoittamalla momenttien lausekkeet (c) ja (d) tasapainoehtoihin (a) ja ottamalla

huomioon yhteensopivuusehdot (b) saadaan

3EI~~ PL 8EI~- 4EI-~ PL

T¢21+ 3 +— L Pp3 + L — P — 8 —=0
8El ~~ 4El~~ PL 4El~
T(ﬂsz T¢23+?+T¢J:O

=

11EI 4EI

I

4El  12EI  PL

LT T g

Ratkaisemalla yhtaloryhma, saadaan nurkkakiertymille ¢, ja @5 tulokset

11 PL?

928 EI

1P
232 El '

¥2 = 3=

Sijoittamalla lausekkeisiin (c) ja (d) saadaan sauvanpaamomenteille ja jousimomentille

3EISL PL 3EI 1 P PL 4
My =——0y S ot o =5gPL

L 8 L 232E 8 29
. _8ElCS 41 PL gEI 1 P 4EI 11 PLZ)_&
BT T e T e T T T o e L V028 B
. _8ElZn 4EI SN L _8EI 11 PU) 4EI 1 PL PL_
=T P T e e T T T e BT 232 1 8

2

v 4Bl (ALPLC a1

L 928 El’ 232

N&hdadn, ett4 saadut momentit toteuttavat tasapainoehdot (a).

Rak-54.111 Rakenteiden mekaniikka B, luennot osa |

4

29

11
232

98



Nyt voidaan taivutusmomenttikuvio piirtd4d. Tasaisen kuorman q = P /L kuormitta-
man vapaastituetun palkin taivutusmomentin arvoille palkin neljannespisteissa saadaan
helposti (ei méaritetd tassd) arvot

M, Ly L)_%PL 0,094PL, M(- Ly~ 8L_0125PL

ja palkin keskipisteessé olevan pistekuorman P kuormittaman vapaastituetun palkin
taivutusmomentin arvolle kuorman kohdalla saadaan

MLy =P _oo5pL.
2’ 4

Lisddmélld ndmé& oordinaatat vastaaviin sulkuviivan oordinaattaarvoihin (merkitty
kuvaan) sadaan taivutusmomentin arvot ko. pisteissd maaritetyksi ja oheinen
taivutusmomenttikuvio piirretyksi.

M-kuvion konstruointi:

-0,138PL

. __—0,093PL
TT=-——___ —0,047PL
-0138PL [2]| - L 7'[.

|
\ | +
—0104PL ¢ | _0,010PL
\ 0,158PL 0,25PL
|
-0,069 F’L‘\\— 0,056PL 0.094PL
\ :+

0,059PL

-0,035PL ‘,\_

\
\

0,25PL
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4.4 Sivusiirtyvyyden kertaluku

Momenttimenetelmdan ja kulmanmuutosmenetelmadin liittyy oleellisesti késite
sivusiirtyvyys tai lyhyemmin siirtyvyys. Kehérakennetta sanotaan sivusiir-
tymattomaksi, jos sen “nurkat” (sauvan péat ja niiden yhtymakohdat) eivéat péase
siirtymé&an. Muussa tapauksessa rakenne on sivusiirtyva. Rakenteen sivusiirtyvyyden
kertaluku on sen nurkkien riippumattomien siirtyméavapausasteiden lukumaara.
Kehéarakenteen sivusiirtyvyyttd voidaan havainnollistaa ajattelemalla sen sauvat
korvatuiksi jaykilla nivelsauvoilla (ristikkosauvoilla) ja tutkimalla ndin syntyneen nivel-
mekanismin kinematiikkaa. Sivusiirtyvyyden kertaluku ng on nivelmekanismin

rilppumattomien vapausasteiden (yleistettyjen siirtymien) lukumé&aré.

Tasokehan kuhunkin nurkkaan El liittyy kaksi siirtymévapausastetta nimittain siirtyma-
komponentit u; ja v;. Nurkkien siirtymakomponentteja on siten yhteensd 2k

kappaletta, missa k on nurkkien (=nivelmekanismin nivelten) lukumaard. Kukin
yksiarvoinen tuenta vahentdd yhden siirtymdvapausasteen, joten tuennoista aiheutuva
siirtymévapausasteiden vahennys on yht& suuri kuin yksiarvoisten tukien lukumé&ar t.
Koska sauvat otaksutaan aksiaalisesti jaykiksi (EA =), jéljella olevia nurkkien
siirtymdvapausasteita sitoo yksi rajoiteyhtdld kutakin sauvaa kohti. Jos sauvojen
lukumé&arédd merkitddn symbolilla s, tasokehdrakenteen sivusiirtyvyyden kertaluvulle
saadaan ndin kaava

n; =2k —t—s| (4.21)

Vertaamalla téta tasoristikon staattisen maaraamattomyyden kertaluvun n, kaavaan
(1.10) ndhdaan, ettd ng =-—n, eli tasokehan sivusiirtyvyyden kertaluku on yhta suuri

kuin vastaavan tasoristikon staattisen maaraamattémyyden kertaluvun vastaluku.

Kuvassa 4.8 on esimerkkeja palkin ja kuvassa 4.9 tasokehan sivusiirtyvyyden
kertaluvun madrittdmisesta.
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Palkki: Nivelmekanismi:

AL il
A A A A A
V2 7 Z 7
ng; =2k—-t-s=2-3-4-2=0 = Sivusiirtymaton.
(b)
AL %
_ A A
77 V.
i 7
ng; =2k-t-s=2.3-3-2=1
(©)
2\ 2] 3] %%! [2] [3]
/\
T 7,
ng =2k-t-s=2.3-3-2=1
(d)
i ?,
A
v 7%

n,=2k-t-s=2.4-3-3=2

Kuva 4.8: Esimerkkeja palkin sivusiirtyvyyden kertaluvun madrittdmisesta
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Keha: Nivelmekanismi:

(@)

ng =2k-t-s=2-3-4-2=0 = Sivusiirtymaton.

(b)
g =2k -t-s=2-4-3-3=2
(©)

ng =2k-t-s=2-5-4-4=2

(d) e

) A D A
. W 7 oy )

N, =2k-t-s=2-11-5-13=4

Kuva 4.9: Esimerkkeja tasokehdn sivusiirtyvyyden kertaluvun maéarittdmisesté
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Kaava (4.21) sivusiirtyvyyden kertaluvun madrittdmiseksi ei kuitenkaan ole
yleispateva. Esimerkiksi kuvan 4.10 tapauksessa saataisiin

N, =2k—-t-s=2-5-6-4=0,

eli sivusiirtyvyyden kertaluvuksi tulisi 0. Sen oikea arvo on kuitenkin 1. T&mé voidaan
selittdd seuraavasti. Tuennat estavat nurkkien , ja siirtymét. Nurkkaan
liittyvat 3 (aksiaalisesti jaykkad) sauvaa estéva siirtymét u, ja v,. Taman lisaksi
vaakasuora sauva — estda vaakasiirtyman u,. Pystysiirtyma v, jaa kuitenkin
jéljelle, joten kehan sivusiirtyvyyden kertaluvuksi tulee olla n; =1.

Kehé: Nivelmekanismi:

W [ %
R }
V3 Vy Vs
7%

Kuva 4.10: Nelisauvainen keha

Jatkossa kay ilmi, ettd sivusiirtyvan kehdn riippumattomiksi siirtymavapausasteiksi on
tarkoituksenmukaista valita ns. riippumattomat sauvakiertymdt ja niiden
madrittdminen muodostaa osan siirtyvdn keh&n ratkaisuprosessia. Téaten kehan
siirtyvyyden Kkertaluku (=riippumattomien sauvakiertymien lukumaard) maaraytyy
tdsmallisemmin osana ratkaisuprosessia.

Rak-54.111 Rakenteiden mekaniikka B, luennot osa | 88



4.5 Sivusiirtymattomien rakenteiden ratkaiseminen momentti- ja
kulmanmuutosmenetelmalla

4.51 Sivusiirtymattomyys

Jos rakenne on sivusiirtymaton, ts. sivusiirtyvyyden kertaluku ng on nolla, kaikkien
sauvojen  sauvanpaasiirtymille patee v; =0. Talloin  kaikkien  sauvojen
sauvakiertymat wj; = (v;; —vji)/ L haviavat. Momenttimenetelman perusyhtalét (4.6)
ovat talloin

0 . .

@iy = aijMjj = BijMji + g, 1# ]

ja kulmanmuutosmenetelman perusyhtélot (4.11) ja (4.14) vastaavasti
M = ajje;; +bj0ji + MKy, 1= ], tai My = ajje; + MKij, i#].
4.52 Muodostettavat yhtalot

Yhtélot siirtyméattoman kehdn ratkaisemiseksi saadaan (a) muodostamalla kehan
nurkille sauvanpaamomenttien M;; valisia tasapainoyhtaldita, (b) muodostamalla

kehdn nurkille sauvanpaakiertymien ¢y valisia yhteensopivuusehtoja seka (c)

kirjoittamalla kehdn sauvoille momenttimenetelméan tai kulmanmuutosmenetelmén
perusyhtaloita.

) M32CM$ O My (

Kuva 4.11: Sauvan nurkan tasapainoyhtélén muodostaminen
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Kuvan 4.11 esimerkki valaisee kehdn nurkan tasapainoyhtalén syntymista. Nurkka
ajatellaan irrotetuksi siihen liittyvistd sauvoista, jolloin sen momenttitasapaino-
yhtaloksi tulee

M31 +M32 +M34 + M35 = Msi

missd M, on mahdollinen nurkkaan |3| kohdistuva ulkoinen momentti. (Jos nurkkaan
liittyy sauvojen lisaksi kierrejousi, jonka jousimomentti on M, , nurkan momentti-

tasapainoyhtaloksi tulee My, + M, + My, + My + M, = M,.)

Kuvan 4.12 esimerkki valaisee kehdn nurkan sauvanpéékiertymien valisten
yhteensopivuusehtojen syntymistd. Yhteensopivuusehdoiksi nurkassa |3| saadaan

P31 = P32 =P34 = P35 = P3,

missd ¢4 nurkan kiertyma. (Jos nurkkaan liittyy sauvojen lisaksi kierrejousi, myos sen
kiertymalle saadaan ehto ¢ ; = ¢3.)

Kuva 4.12: Sauvan nurkan yhteensopivuusehtojen muodostaminen (siirtymat
liioitellun suuria)
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4.53 Taivutusmomentti- ja leikkausvoima- ja normaalivoimakuvioiden
maarittaminen

Kun kehdprobleema on ratkaistu momenttimenetelmalld, kunkin sauvan |ﬂ—
sauvanpaamomentit M;; tunnetaan. Myés kulmanmuutosmenetelmassd ne voidaan

ko. perusyhtaldiden avulla helposti laskea. Seuraavassa kaavaillaan lyhyesti, kuinka
sauvan taivutusmomentti- leikkausvoima- ja normaalivoimakuviot voidaan tdman
jalkeen méaarittaa.

Tarkastelemalla sauvan vapaakappalekuviota (kuva 4.13) voidaan sen sauvanpééleik-
kausvoimat Q; ja Qj madrittaa helposti kirjoittamalla momenttitasapainoehdot paiden

m ja |I| suhteen. Kun n&mé tunnetaan, meilld on sauva, jonka leikkausvoima- ja

taivutusmomenttikuviot voidaan madrittdd tavanomaiseen tapaan. Sauvanpaa-
normaalivoimien Nj ja Nj; maarittaminen ei yleisessa tapauksessa onnistu pelkkia

sauvojen tasapainoehtoja kayttden, vaan joudutaan my0s muodostamaan nurkkien
tasapainoehtoja. Kun kunkin sauvan sauvanpainormaalivoimat on saatu maéritetyksi,
sauvojen normaalivoimakuviot saadaan myds tavanomaiseen tapaan.

LY P
N.jAIJ T_EI__W__zléf{X)_\ - N
N ml/Mji :
Qji

Kuva 4.13: Sauvan vapaakappalekuvio

Jos médritettdvana on pelkkd taivutusmomentti M(x), voidaan my6s menetelld
seuraavasti. Ajatellaan sen koostuvan kahdesta osasta: (a) sauvanpaamomenttien My,
ja My, kuormittaman vapaastituetun palkin taivutusmomentista

X

My () = MO)L-1) + ML) = Mip(@-1)~ My 7

ja (b) ulkoisen kuormituksen kuormittaman vapaastituetun palkin taivutusmomentista
Mg (x) . Sauvan taivutusmomentti on siis ndiden summa ts.

M(x) = M12(1—%)— M21%+ Mo (X).

Kuva 4.14 havainnollistaa tilannetta. N&hd&éan, ettd taivutusmomentti saadaan
kaytannossa piirtamalla sauvanpaissé olevien taivutusmomentin arvojen M(0) = My, ja

M(L) =—-M,; kautta suora (ns. sulkuviiva), joka kuvaa taivutusmomenttia My, (X) .

Siihen lis4tdén sitten ulkoisen kuormituksen kuormittaman vapaastituetun palkin
taivutusmomenttikuvio Mg (x).
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M (x)

Kuva 4.14: Taivutusmomenttikuvion maarittdminen momentti- ja kulmanmuutos-
menetelmissa.
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Esimerkki 4.7: Ratkaistaan oheinen kehd momenttimenetelméll& ja piirretdan
normaalivoima-, leikkausvoima- ja taivutusmomenttikuviot.

EEEREEEREER

L
2

|’J2 2

Siirtyvyyden kertaluku: n; =2k —-t—-s=2-3-4-2=0 = siirtymaton.

Tasapainoehdot:

Nurkka : M,, =0 (nivel)
Nurkka [2} M, +M,, =0 = M, =-M,, (a)
Nurkka [3} M, +M, =0 = M, =-M,,

v (D,
My

Y hteensopivuusehdot:

Nurkka [2]: ¢,, = @5,
Nurkka : Pz = @,

Momenttimenetelman yhtal6t (yhteensopivuusehdoissa esiintyville kiertymille):

Sauva — :

P/L
0 [l
L L = L L q L
= M, —— M, +y, +a% =—M, ———M,, -
(021 3E| 21 6E| 12 WZl 21 3E| 21 6E| 12 24E|
L L PL®

=M, —M, ———
3EI # BEI “ 24El
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Sauva — :
0

L L —= L L PL?
M, ‘H//zs‘*‘ags =

= M.,.— —M,, - M,, +
Y2 =358 2 626 6EI % 12E1 % 16.2El
2
gL
6E| 12EI 32E| @
0
L L - L L pL2
= M., — M, + s, +ag, =——M,, — M, —
P2 =3 op] 2 g gy BT Ve T % T gp Ve T e Ma T g o

LS VI S VR
6EI % 12EI > 32El

Kierrejousen yhtalo:

M, L
qz) :—:—M d
’ k 4El ° (@)

Sijoittamalla kiertymien lausekkeet (c) ja (d) yhteensopivuusehtoihin (b) ja ottamalla
huomioon tasapainoehdoista saadut momenttien Mj,, M,; ja M; lausekkeet (a)

saadaan

—Mys 0

L —— L — PL? L L PL?
_M21__M12_ = 237 M32+—
3El 6El 24El 6EI 12ElI 32El

L L PL2 L &

— M. —— - =
6EI % 12EI 2 32EI 4El '’

=
1 1 7
M, ——M,, =——PL
2 2 12°% 96
1 5 1
M, +—-M., =—PL
12 2 12 % 32

Ratkaisemalla yhtaloryhma, saadaan sauvanpddmomenteille M,; ja M3, tulokset

Mos = _4 PL=-0,138PL, M3, = el PL =0,047PL.
29 —_— 232

Edelleen saadaan M,; = —Mj3 = 0,138PL.
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Madritetdan sauvanpaéleikkausvoimat ja sauvanpaanormaalivoimat:

Q23
M3 P
e |2 N
23 N23 ‘—6 m——— = 32
szl— Q3 i | l M3,
L L
: — L= | Q3
N21 | 2 | 2 :
| |
Nos
7T\ M2y Sauvanpadleikkausvoimat:
_:92_1" S 1-2
2 auva 1-2:
! 0138PL p
1| — ~~ L
| D QL+ My +qL-—=0 = Q, =-0,638P,
N 2
P ) oL R
q:I _>: L 2> Q12L+ MZl —qLEZO = Q12:0,362P.
™l
:: Sauva 2-3:
L ~0,138PL  0,047PL L
—DJ————— é} Q32L+ M23 + M32 +P-—=0
Q2 2
1 = Qj, =-0,409P,

N1, -0,138PL  0,047PL
—— — L
-?D Q23L+ M23 + M32 +P‘E=O
= Q23 = O,591P
Sauvanpéanormaalivoimat:
Nurkka :
-0,638P
——
—> N23— Q21 =0 = N23=—0,638P,
0,591P

L Ny + Qp =0 = Ny =-0591P.

Sauva — :

l N, =Ny, =0 = Nj, =-0591P.

Sauva —:

—-0,638P
——
- - N23 +N32 =0 = N32 2—0,638P.
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Nyt, kun kaikki sauvanp&anormaalivoimat, sauvanpééleikkausvoimat ja sauvanpaa-
momentit tunnetaan, on normaalivoima-, leikkausvoima- ja taivutusmomenttikuviot
helppo mééritta4 kayttden hyvaksi sauvojen vapaakappalekuvioita.

N-kuvio:
-0,638P
——
2
i 7
I
|
-0591P | — |
I
I
I
I
I
an Q-kuvio:
7
-0,638P
M-kuvio:
-0,138PL

~0,047PL
~0a38pL[2]] - M

= RN 7
\ : \’/ i
| -0,010PL

0,158PL
0,0560PL

0,0593PL
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Esimerkki 4.8: Ratkaistaan oheinen kehd kulmanmuutosmenetelmélla ja piirretdan
taivutusmomenttikuvio.

EEEREEEREER

L
2

|’J2 2

Siirtyvyyden kertaluku: n; =2k -t-s=2-3-4-2=0 = siirtymaton.
Tasapainoehdot:

Nurkka [L} M, =0 (nivel)
Nurkka [2]: M, + M, =0 (a)
Nurkka : My, +M; =0

I‘) Mas Mgzc
N\
My,

Y hteensopivuusehdot:

NUI’kka (021 = ¢23 = ¢2 (b)
Nurkka : P =Py =

Kulmanmuutosmenetelmén yhtalot (tasapainoehdoissa esiintyville momenteille):

Sauva — :

P/L

0 -~
3ElI 3ElI — 3ElI q L2
M21:T§021_TV/21+MK21:T¢21+T (c1)
R
L 27 )
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Sauva — :

4.2EIl
L Pp3 +

_ 4.2EI
L

8El 4El

=, +
L D3

8El
Tfﬂaz +

6-2El ——
Eaie—

L

6. 2El ——
—

2-2El
L

2-2El
L

M,, = + MK,

%7 L

4El

T(st +

M,, D35 Doz — +MK;, =

Kierrejousen yhtélo:

4E|
M, =k, :T(PJ

- P4

PL
8 (@
PL
8
(d)

Sijoittamalla momenttien lausekkeet (c) ja (d) tasapainoehtoihin (a) ja ottamalla

huomioon yhteensopivuusehdot (b) saadaan

3EI~~ PL 8EI~- 4EI-~ PL

T¢21+ 3 +— L Pp3 + L — P — 8 —=0
8El ~~ 4El~~ PL 4El~
T(ﬂsz T¢23+?+T¢J:O

=

11EI 4EI

I

4El  12EI  PL

LT T g

Ratkaisemalla yhtaloryhma, saadaan nurkkakiertymille ¢, ja @5 tulokset

11 PL?

928 EI

1P
232 El '

¥2 = 3=

Sijoittamalla lausekkeisiin (c) ja (d) saadaan sauvanpaamomenteille ja jousimomentille

3EISL PL 3EI 1 P PL 4
My =——0y S ot o =5gPL

L 8 L 232E 8 29
. _8ElCS 41 PL gEI 1 P 4EI 11 PLZ)_&
BT T e T e T T T o e L V028 B
. _8ElZn 4EI SN L _8EI 11 PU) 4EI 1 PL PL_
=T P T e e T T T e BT 232 1 8

2

v 4Bl (ALPLC a1

L 928 El’ 232

N&hdadn, ett4 saadut momentit toteuttavat tasapainoehdot (a).
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Nyt voidaan taivutusmomenttikuvio piirtd4d. Tasaisen kuorman q = P /L kuormitta-
man vapaastituetun palkin taivutusmomentin arvoille palkin neljannespisteissa saadaan
helposti (ei méaritetd tassd) arvot

M, Ly L)_%PL 0,094PL, M(- Ly~ 8L_0125PL

ja palkin keskipisteessé olevan pistekuorman P kuormittaman vapaastituetun palkin
taivutusmomentin arvolle kuorman kohdalla saadaan

MLy =P _oo5pL.
2’ 4

Lisddmélld ndmé& oordinaatat vastaaviin sulkuviivan oordinaattaarvoihin (merkitty
kuvaan) sadaan taivutusmomentin arvot ko. pisteissd maaritetyksi ja oheinen
taivutusmomenttikuvio piirretyksi.

M-kuvion konstruointi:

-0,138PL

. __—0,093PL
TT=-——___ —0,047PL
-0138PL [2]| - L 7'[.

|
\ | +
—0104PL ¢ | _0,010PL
\ 0,158PL 0,25PL
|
-0,069 F’L‘\\— 0,056PL 0.094PL
\ :+

0,059PL

-0,035PL ‘,\_

\
\

0,25PL
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4.6 Sivusiirtyvien rakenteiden ratkaiseminen

4.61 Aksiaalisesti jadykan sauvan kinematiikkaa

Tarkastellaan kuvan 4.15 aksiaalisesti jaykkaa ( EA =0 ) suoraa sauvaa ]ﬂ—m jolla ei ole
alkuvenymaa (ts.e, =0) ja jonka pituus L ei nain ollen muutu. Maaritetdan yhtalot sen
paiden siirtymien u;, u;, v, ja v;sekd sauvakiertyman y; valille. Kuvan 4.15 perusteella
saadaan

j 1

Leosa +u; =u; + Lcos(a +y;),

Lsina +v; =V, + Lsin(a +y;)

ja edelleen soveltamalla trigonometristen funktioiden yhteenlaskukaavoja

u; —U; = Lcos(a +y;) — Lcosa
= L(cosacosy; —sinasiny;) —Lcosa,
v, =V, =Lsin(a +y;) - Lsina

= L(sinacosy; +cosasiny; ) - Lsina.

Otaksumalla sauvakiertyma y; niin pieneksi, etta voidaan Kkirjoittaa cosy; ~1 ja
siny;, = ;;, saadaan edelleen

Yi

—

Kuva 4.15: Aksiaalisesti jaykén, venymattdman suoran sauvan kinematiikkaa
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u; —u, =-Lsinay;,
Vv, -V, = Lcosay;.

Kuvan 4.15 perusteella saadaan lopulta

u; —Uu; :_(yj _yi)Wij’

v,V = (X = X)W, (4.21)

Kuva 4.16: Aksiaalisesti jayké&n sauvan péiden siirtymét ja sauvakiertyma.

Kuva 4.16 on kaavojen (4.21) kaytt6a selventava kuva. Siind on esitetty koordinaattien x ja 'y,
siirtymien u;, u;, v; ja v; sekd sauvakiertyman y; positiiviset suunnat.

Tarkastellaan vield aksiaalisesti jaykk&& (EA=o0) suoraa sauvaa m—m joka saa

vakiosuuruisen® alkuvenyman &o. Talloin sauva saa pituudenmuutoksen AL =g,L ja
sauvan uusi pituus on L+ AL = L1+ &,).

Madritetddn myos téssa tapauksessa kaavoja (4.21) vastaavat yhtalot sauvan péiden siirtymien
U, U;, v; ja v, seka sauvakiertyman y; valille. Kuvan 4.17 perusteella saadaan

Leosa +u; =u; + L(1+ &) cos(a + vy ),

Lsina +v; =V, + L1+ &) sin(a + ;)

ja edelleen soveltamalla trigonometristen funktioiden yhteenlaskukaavoja

u; —U; = L+ &y)cos(a + ;) — Lcosa

= L1+ ¢ )(cosa cosy;; —sinasiny;) — Lcosa,

! Tarkasteluun voidaan sisallyttdd myds alkuvenymé g, (x) , joka ei ole vakio, korvaamalla &,
alkuvenyman keskimaaraisella arvolla &,, joka saadaan kaavalla

a:ﬂ%umﬂu.
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v, =V, =LA+ ¢g))sin(a +y;) - Lsina

= L[+ ¢&)(sinacosy; +cosasiny; ) - Lsina.

Otaksumalla y; taas niin pieneksi, ettd voidaan Kirjoittaa cosy; ~1 ja siny; ~y;;, seka
otaksumalla sauvan alkuvenyma ykkdsen rinnalla pieneksi ts. &, <<1 saadaan edelleen

u; —u, =-Lsinay; + &L cosa,
V; —V; = Lcosay; + g Lsina.

Kuvan 4.17 perusteella saadaan lopulta

UJ- —U; =—(y,~ —yi)l//i,- +(Xj _Xi)£0’,

Vi =V = (Xi =X )l//ij +(yj - yi)go, (4'22)

Kaava (4.22) on kaavan (4.21) yleistys tapaukseen, jossa sauvoilla voi olla alkuvenymié.

Yi

L1+¢,)

Kuva 4.17: Aksiaalisesti jaykan suoran sauvan kinematiikkaa, kun sauva saa
alkuvenymén

Kaavat (4.21) ja (4.22) ovat erittdin kayttokelpoisia aksiaalisesti jaykista, venyméattomista
sauvoista koostuvan siirtyvan kehdrakenteen analysoinnissa. Niitd kayttamalla yhdessé tuki-
ja yhteensopivuusehtojen kanssa voidaan aluksi muodostaa rakenteen nurkkien siirtymien
sek& sen sauvojen sauvakiertymien valisid rajoiteyhtaloita. Ndiden yhtéldiden ansiosta vain
pieni osa rakenteen nurkkien siirtymistd ja sauvakiertymistd voidaan valita rakenteen
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nurkkien siirtymaétilaa kuvaaviksi riippumattomiksi vapausasteiksi. Naiksi vapausasteiksi on

tarkoituksenmukaista  valita  pelk&std&dn sauvakiertymid, joita kutsutaan jatkossa
rilppumattomiksi  sauvakiertymiksi. Rakenteen nurkkien siirtyméat sekd muut
sauvakiertymét voidaan lausua néiden riippumattomien sauvakiertymien lineaarisina
lausekkeina.

4.62 Sivusiirtyvan rakenteen siirtymatilan esittdminen riippumattomien sauva-
kiertymien avulla

4.621 Palkki

(a) Geometrinen tarkastelu: Tarkastellaan esimerkkind kuvan 4.18a kahdesta osasauvasta
koostuvaa palkkia, jonka sivusiirtyvyyden kertaluku on ng; =2k -t-s=2-3-3-2=1.

Palkilla on siten 1 riippumaton sauvakiertyma.

(a) Palkki: (b) Nivelmekanismi:

9yl __L =

q
s Vi, =Y v, YVu T

Kuva 4.18: Kaksisauvaisen, kaksitukisen palkin sivusiirtyvyyden kertaluvun maarittdminen

Valitaan riippumattomaksi sauvakiertyméksi sauvan — sauvakiertymé y,, ja merkitdan
sita. symbolilla . Kuvan 4.18b perusteella saadaan® toisaalta v, =Ly ja toisaalta
Vv, =L, (-w,;) = -L,y,,, Vertaamalla taipuman v, lausekkeita saadaan ,, =—-Lw/L,. Nyt

voimme ilmaista kaikki palkin siirtymétilan kuvaavat siirtymé&suureet riippumattoman
sauvakiertymén avulla seuraavasti:

Vi =¥, V/zsz_%‘//v Vv, =Ly
2

Tarkastellaan kuvan 4.19a kolmesta osasauvasta koostuvaa palkkia, jonka sivusiirtyvyyden
kertaluku on ng; =2k-t-s=2-4-3-3=2. Riippumattomia sauvakertymid tulee siis

olemaan 2 kpl.

(a) Palkki: (b) Nivelmekanismi:
I T T T N < N
A - A s

%y// ! V2 l//|| v l//34 %}}é

Kuva 4.19: Kolmisauvaisen, kaksitukisen palkin sivusiirtyvyyden kertaluvun maarittdminen

2 Tehdaan samanlainen yksinkertaistus, kuin kaavoja (4.21) ja (4.23) johdettaessa. Koska y on
pieni cosy =1 ja siny =~y , joten v, = L,Siny = Ly .
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Valitaan riippumattomiksi sauvakiertymiksi sauvojen — ja — sauvakiertymat y,,
ja y,, sekd merkitdén niitd symboleilla y, ja w, . Kuvan 4.19b perusteella saadaan
v, =Ly,, v; =V, + Ly, =Ly, + Ly, ja toisaalta taipumalle v, saadaan v, =L, (-y,,).
Vertaamalla taipuman v, lausekkeita saadaan w,, =-Ly, /L, —Ly, /L,. Nyt voimme

ilmaista  kaikki  palkin  siirtymatilan  kuvaavat siirtymasuureet riippumattomien
sauvakiertymien avulla seuraavasti:

L L
Vi =W Was =V V/34:_E‘//| _EZWM' Vo =Ly Ve = Ly + Ly

(b) Kinemaattinen ketju: Palkin taipumien v; ja v, sekd sauvakiertyman y, valille saadaan
kaavan (4.21) (tai (4.22)) alemmasta yhtalosta

Vi =V = (% = X)wy (4.23)

Probleema voidaan my0s ratkaista muodostamalla kinemaattinen ketju palkin tukien valille
kaavaa (4.23) soveltamalla ja ottamalla huomioon tukiehdot. Tarkastellaan kuvan 4.19a
palkkia. Valitaan riippumattomiksi sauvakiertymiksi ., =y, ja w, =y, sekd

muodostetaan kinemaattinen ketju:

0 ¥
- ——
Sauva ': v, -V =Ly, =V, =Ly,
Y

——
Sauva ': ViV, =Ly, = V=V, + Ly, =Ly + Ly,
Sauva ': Vo=V =Ly = V=V Ly, = Ly + Ly + Ly, =0

(Viimeinen yhtasuuruusmerkki saatiin soveltamalla nurkan tukiehtoa v, =0.) Nain

saadaan

L L
Ly, + Ly +Lys, =0 = vy, :_E‘/ﬁ _i‘//n

ja tarkastelu etenee kuten edellé.

Y leistetaan kasittelya tarkastelemalla kuvan 4.20 palkkia, jonka sivusiirtyvyyden kertaluku on
ng =2k—-t-s=2-6-4-5=3.

%Ll Lz L3L4 L5 @
| JAN

A
7 7,

Kuva 4.20: Viisisauvainen, kolmitukinen palkki.
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Kirjoitetaan kinemaattinen ketju tukien |1 ja |4| vélille ja huomioidaan tukiehdot:
0
)

Sauva ': V-V =Ly, = Vv, =Ly,

Sauva ': Vs—V, =Ly = Vo=V + Lo = Ly, + Ly,
Sauva [3H4]: v, vy = Lyrgy = vy =y + Ly = Ly, + Ly + Ly, =0

Sauvakiertymille y,,, v,; Ja v, saatiin siis yhtalo

Ly, + Loyas + Ly, = 0.

Néistd kaksi voidaan valita riippumattomiksi ja kolmas ratkaista tasta yhtalostd. Valitaan
W, =V, jJa ¥, =, , jolloin saadaan

L, L
Vi le//l I_3‘//"

Kirjoitetaan kinemaattinen ketju tukien 4] ja @ vélille:

0
——

Sauva ': Ve =V, =L = Vs =Ly

Sauva '@: Ve =Vs = Lswgs = Vs =V + Ly s = Lywus + L =0

Sauvakiertymille v, ja y., saatiin siis yhtalo

Lwus + Lswes = 0.

Néistd toinen voidaan valita riippumattomiksi ja toinen ratkaista tastd yhtalostd. Valitaan
W, =W, Jolloin saadaan

L

Vse = _L_:‘//m :

Nyt voimme ilmaista kaikki palkin siirtymatilan kuvaavat siirtymasuureet riippumattomien
sauvakiertymien avulla seuraavasti: Sauvakiertymat

W =W, Wo =Wy, W ——il// —i(// Wi =Wy, W _—il//
2=V V=W Ve = | oy Was =Wis Ves = m
LT L

ja taipumat

Vo =Ly Vo =Ly ALy Ve = Ly
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4.622 Kehd, joka muodostuu vaaka- ja pystysuuntaisista sauvoista

Jos kehé&ssd on vain vaaka- ja pystysuuntaisia sauvoja, sen riippumattomien sauvakiertymien
madrittdminen on usein varsin helppo tehtdva. Jos keh&a rasittaa vain mekaaninen kuormitus
(¢, =0), saavat kunkin vaakasauvan nurkat saman vaakasiirtymén ja kunkin pysty-

sauvan nurkat saman pystysiirtyman.

(a) Keha: (b) Nivelmekanismi:
=>lu
AN ! JAVAN
”52 I‘//63 7
@I
Z

Kuva 4.21: Palkista ja kahdesta pilarista muodostuva keh&

Tarkastellaan aluksi kuvan 4.21a kehda. Sen sivusiirtyvyyden kertaluku on ng =2k —t—s

=2-6-6-5=1. Nahdaan helposti, ettd nivelmekanismin (kuva 4.20b) ainoa siirtyma-
mahdollisuus on vaakapalkin vaakasiirtymé u, joka on sen kaikissa nurkissa yhté suuri. Talle

siirtymalle saadaan tarkastelemalla sauvaa — u=hy, ja sauvaa —@ U =h,py,
joten pystysauvojen sauvakiertymille saadaan yhteys hw,, =hy,. Valitsemalla
riijppumattomaksi sauvakiertymaksi ,. =y, saadaan y,, =(h/h,)y.  Ndain kehén
sauvakiertymille ja nollasta eroaville nurkkien siirtymille saadaan

h
Wio =W =Way =0, Wos =W, Wy ==y, U =Uy=U;=U, =hy

h2
(a) Keha: (b) Nivelmekanismi:
— | Uy,
h3
h2
h
/B % %

Kuva 4.22: Kerroskeha
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Tarkastellaan toiseksi kuvan 4.22a kerroskehdd. Sen sivusiirtyvyyden kertaluku on
ng; =2k —t—s =2-11-6-13 =3. Kunkin vaakapalkin nurkilla on sama vaakasiirtymd, joita

merkitaan tassa u,, u, ja u,, kuvan 4.22b mukaisesti. Koska pilarien korkeudet kussakin

kerroksessa ovat yhtasuuret, ovat sauvakiertymét kunkin kerroksen pilareissa myds yhtasuuret
ja ne otetaan riippumattomiksi sauvakiertymiksi v, , v, ja v, . Ndin voidaan Kirjoittaa

u =hy,, u, =u, +hy, =hy, +hy,, u, =u, +h3‘//||| =hy, +hy, +h3‘//|||-

Nyt siis ensimmaisen, toisen ja kolmannen kerroksen pilarien sauvakiertymat ovat ,, v, ja
w,, Sekédensimmaisen, toisen ja kolmannen vaakapalkin nurkkien vaakasiirtymat ovat

u =hy,, u, =hy, +hy,, u, =hy, +hy, +hy,.

(a) Keha: (b) Nivelmekanismi:
_ @ | Uy, ~
b I
h, > |
v | |
I
h
2 |
N I
h
M
% JA\
T

Kuva 4.23: Kerroskehd, jossa uloke ja siirtyva niveltuki
Tarkastellaan kolmanneksi kuvan 4.23a kehdi. Sen sivusiirtyvyyden Kkertaluku on
ng =2k-t—-s=2-10-3-12=5. Kunkin vaakapalkin nurkilla on nytkin sama

vaakasiirtyma u,, u, ja u,, .Jos sauvojen —, —@ ja @—@ sauvakiertymat otetaan
riippumattomiksi ja merkitédan v, , v, ja v, , voidaan kirjoittaa

u =hy,, u, =u, +hy, =hy, +hy,, u, =u, +u, +hy,, =hy, +hy, +hy,,.

My0s sauvojen — ja — sauvakiertymilla on arvo y, ja sauvan —
sauvakiertymélld on arvo w,, . Nurkka |2| péaasee siirtymadn vapaasti vaakasuunnassa, joten

sen vaakasiirtymé u, on riippumaton ja sauvan — sauvakiertymd voidaan ottaa
riippumattomaksi ja merkitd y,, =y, . Kuvan 4.23b perusteella voidaan Kkirjoittaa

u, —u, =h(-y, ), josta saadaan nurkan |2| vaakasiirtymalle u, =u, —hy,, =h (v, —v,).
Sauva — padsee siirtyméan vapaasti pystysuunnassa, joten sen pystysiirtyma v on
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rilppumaton ja yhteinen nurkille ja . Valitsemalla sauvojen — ja —
yhtésuuri sauvakiertymé riippumattomaksi ja merkitsemalla sita v, , voidaan Kirjoittaa

v = by, . Koottu tulos nollasta eroaville sauvakiertymille ja nurkkien siirtymille on

Vi =Wy Woa =Wy VWas =VWar =W¥Wsg =VWis Voo =¥Wr10 =Wiir Vas =¥ =¥y
U, :hl(l//l _le)’ U; =U, =Ug :hll//l' Ug =U; = Ug :hll//I +h2'//||1
Uy =Uy, =hy, +hy, +hyy,, v =V, =by,.

4.623 Keh4, jossa vinoja sauvoja

Jos kehdssa on vinoja sauvoja, sen riippumattomien sauvakiertymien madrittdminen ja
siirtymatilan esittdminen ndiden avulla on mukavin suorittaa muodostamalla kinemaattinen
ketju kehédn tukien vélille kaavaa (4.22) (tai (4.23)) soveltamalla ja ottamalla huomioon
tukiehdot.

Esimerkki 4.9: Maéritetddn kuvan E4.5a aksiaalisesti jaykistd sauvoista koostuvan kehdn
siirtymaétila riippumattomien sauvakiertymien avulla lausuttuna.

(a) Keha: (b) Nivelmekanismi:

0,2L

Kuva E4.9: Kehd, jossa yksi vino sauva

Sivusiirtyvyyden kertaluku:
ng =2k—-t—-s=2-4-4-3=1 = 1 riippumaton sauvakiertyma.

Muodostetaan kinemaattinen ketju ja huomioidaan tukiehdot:

-0,8L

/_J%
(yz - yl)‘»”lz = U, = 0’8LW12

0

2
u, —U, =—
Sauva -:
r-(’)—\ ——
V, =V = (% = X) v, = v, =0
08Lyy, “0,2L
——

Sauva _: u, — Ouz = _(ya - yz)l//23 = U, =0,8Ly,,+0,2Ly,,

L
— —_—

Vi =V, = (% = X,) ¥y = V3 = Ly,
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0,8Ly15+0,2yp53 L
—— —_——

- U, ==Yy = Va)¥as = U, =0,8Ly, +0,2Ly,, — Ly, =0
L

u
Sauva —: *

Y

Va3 0
-~ —A—
-V,

4 = (X, = %3) Wy =V, =Ly, =0

Saatiin yhtalot:

{O, 8Ly, +0.2Ly; — Ly, =0
Ly =0

Valitaan riippumattomaksi sauvakiertyméksi y,, =y, jolloin muille sauvakiertymille
saadaan

{_012‘//23 +yy =08y N {‘/’23 =0
Wy =0 Wy = 0,8y

Sauvakiertymat ja siirtymat riippumattoman sauvakiertymén avulla lausuttuina ovat nyt:

Wi, =V, Wy =0, ¥y =08y, u, =0,8Ly, v, =0, u, =0,8Ly, v; =0.

Kuva E4.9 (b) havainnollistaa tulosta.
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Esimerkki 4.10: Méaéritetdén oheisen kehan siirtymatila riippumattomien sauva-
kiertymien avulla lausuttuna.

|
|
|
[4] : [6]
___________ Joe
i
|
|
i
|
__________ S |
7 7

Sivusiirtyvyyden kertaluku:
ng =2k—-t—-s=2.7-6-6=2 = Kaksi riippumatonta sauvakiertymaa

Muodostetaan kinemaattinen ketju tukien [1] ja |2| valilla ja huomioidaan tukiehdot:

. CI
Uy =t ==Y, — = u, =4a
Sauva —: 4 1 (y04 y1)W14 4 Wi
o 9
V4_v1 :(X4_X1)l//14 = V4 =0
4ayyy, —2a
u, (%~ va) d4ay,, +2a
u.—u, =-— _ — U =
Sauva[4]-[5]: ¢ ° ¢ Eys Ya)Vas 5 Wy, + 22y,
st
Vg =V, = (X5 —X4)l//45 =V :4al//45

2a
—

Sauva _@: Us —Us == (Vs = Y5 )Wee = Ug =4ayy, +2ay,, — 2ay,,

2a
/_/%

Ve — Vs = (X5 = X5) Weg =V, =4ay,s +2ay,,

4a
f_/%

Uy =Us ==Y, = Ye)¥e = U, =4ay,, +2ay,; —2ay,, —4ay,, =0
/_JO%
V, =V =(X, = X)Ws, = V, =4ay, +2ay, =0

Sauva @ — ;
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Sauvakiertymien valille saatiin yhtalot:

201 W5 —Wes — 20 =0

(a)
2045 + W5 =0

Muodostetaan kinemaattinen ketju tukien 2| ja [3| valilla ja huomioidaan tukiehdot:

0 —4a
= —

U —U, =—(¥s — = Uy =4a
Sauva —@; 6 "2 (yoe Ya)Was 6 Vs
FRE S
Vo=V, = (X = X,) ¥y = Vg =0
0

4
u, —u, =—(y, — = u, =4a
Sauva@—: 7 oe ():; Yo ) Wer 7 Ve

~~ —
V, Ve = (5 = X)Wer = V; =4y
S S
Sauva [6]-[7]: U; — U, =—()2/z—y7)%3 = u, =4ay,, —4ay,, =0
—N—
Vi =V = (% =X )yg = V3 =4y, +2ap;, =0

Sauvakiertymien vélille saatiin yhtalot:

{‘//26_1//37 =0 (b)
2y vy =0

Kuuden sauvakiertyman valille saatiin siis nelja yhtaloa. Nain kaksi sauvakiertyméa voidaan
valita riippumattomiksi ja muut sauvakiertymét méaérittdd niiden avulla. Valitaan ndiksi
Wi, =V, Ja ¥, =y, , jolloin kahdesta ensimmaisesté yhtalosta (a) saadaan:

2
{‘//45 W =20y, —wy) N Vs = _g(% “va)

2y, + =0 4
Vs T Vs Wsezg(l/jl_l/jll)

ja kahdesta jalkimmaéisesta (b) saadaan

0 Vs =¥

Vi =Wy =
20, +Wy; =0 - AT
Ver TW¥Wa Ve = 2

Kaikki sauvakiertymét koottuna ovat nyt

2 4 1
Via =¥, Vs :_§(W| —Wu) Wss =§(W| —Wu) W =V Ve Z_Ean Wy =¥y -
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Nurkkien siirtymakomponenteille saadaan:

4
Us = 4ay,, +2ay/ =§a(21//, +yy),

8
V; =4ay,, :_ga(‘/ﬁ W)

Us = 4ay,,
u, =4ay,,
{w =-2ay,

Seuraavat kuvat demonstroivat riippumattomia sauvakiertymié vastaavia siirtyméamuotoja. Ne
on saatu panemallaensin |, =1ja v, =0 jasitten v, =0ja yw =1

[oo]

Rak-54.111 Rakenteiden mekaniikka B, luennot osa | 112



4.63 Siirtymayhtaldiden muodostaminen

Kehédn ollessa siirtyvd, sen sauvojen sauvakiertymat eivat hdvid. Ne ilmaistaan edelld
kuvatulla tavalla riippumattomien sauvakiertymien avulla, ja tulevat ndin mukaan
momenttimenetelmédn  ja  kulmanmuutosmenetelmén  yhtélgihin.  Ndain  nurkkien
yhteensopivuus- ja momenttitasapainoehtoihin sekd momentti- tai kulmanmuutosmenetelman
yhtéldihin perustuvaan yhtaléryhméan tulee tuntemattomiksi sauvanpadmomenttien tai -
kiertymien lisdksi myds riippumattomat sauvakiertymat. N&in tuntemattomia on enemman
kuin yht&loité. Jotta probleema voitaisiin ratkaista, tarvitaan siis sama méaéaré lisdyhtaloita kun
probleemassa on riippumattomia sauvakiertymid. Na&itd yhtdloitd Kkutsutaan tassa
siirtymayhtaloiksi.

Siirtymayhtalét ovat tasapainoyhtélditd, jotka voidaan saada aikaan (a) muodostamalla
sopivia nurkkien, yksittdisten sauvojen ja/tai sopivasti irtileikattujen keh&n osien
tasapainoehtoja tai (b) kéyttdmalla sopivasti virtuaalisen ty0n periaatetta. Seuraavassa
tarkastellaan yksityiskohtaisemmin néit4d menettelytapoja.

(a) Siirtymayhtaldéiden muodostaminen tasapainoehtojen avulla

Koska momentti- ja kulmanmuutosmenetelmdssé nurkkien tasapainoehdot on jo kaytetty,
lisdyhtalot pyritddn saamaan aikaan nurkkien voimatasapainoehdoista ja sauvojen
tasapainoehdoista.  Tavoitteena on saada yhtdlot, joissa esiintyy pelkastaan
sauvanpaamomentteja. Taman vuoksi alkuperdisistd yhtéldista, pyritddn ensiksi
eliminoimaan sauvanpaanormaalivoimat ja sen jalkeen sauvanpadleikkausvoimat. Erityisesti
sauvanpadnormaalivoimien eliminointi voi olla ty0lastd. Sauvanpé&aleikkausvoimien
ilmaiseminen sauvanpaamomenttien avulla on helpompaa, koska sauvanpaaleikkausvoima

Qjj saadaan aina Kirjoittamalla sauvan ]ﬂ —m momenttitasapainoyhtéld paéan| j| suhteen.

Kétevé tapa muodostaa yhtél6itd, joihin ei tule mukaan sauvanpaanormaalivoimia (tai niiden
lukumééradd voidaan vadhentdd) on erédanlainen leikkausmenetelmé, jossa muodostetaan
sopivasti irtileikattujen kehan osien tasapainoehtoja. Leikkaaminen suoritetaan sauvan paiden
ja nurkkien liitoskohdista, jolloin leikkauksiin ja&vat voimasuureet ovat sauvanpaa-
normaalivoimia, -leikkausvoimia ja -momentteja. Leikkaamalla keh& sopivasti ja
muodostamalla voimatasapainoehto sopivaan suuntaan tai momenttitasapainoehto sopivan
pisteen suhteen saadaan usein suoraan yht&ld, jossa ei esiinny sauvanp&anormaalivoimia.
lImaisemalla  tdssd  yhtdlossa  esiintyvat  sauvanpéaleikkausvoimat ko.  sauvan
sauvanpadmomenttien avulla saadaan lopullinen, pelkdstddn sauvanpadmomentteja sisaltava
yhtalo.

(b) Siirtymayhtaldiden muodostaminen virtuaalisen tyon periaatteella.

Erittdin kétevd tapa muodostaa siirtymayhtélot on kayttad virtuaalisen tyon periaatetta
seuraavasti. Otetaan virtuaalisiksi siirtymatiloiksi vuorotellen kutakin riippumatonta
sauvakiertymdd vastaavat nivelmekanismin  siirtymatilat.  Ajattelemme  siis
virtuaalirakenteen sauvojen olevan jaykkid ja liittyvat toisiinsa nivelten vélityksella.
Antamalla yhdelle riippumattomalle sauvakiertymalle arvo 1 ja muille arvot O saadaan ko.
sauvakiertyméa vastaava virtuaalinen siirtymétila méaaritetyksi (vrt. esimerkki 4.10).
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Tarkastellaan aluksi nivelta El johon liittyvét kaksi sauvaa m—m ja m— saavat
virtuaaliset sauvakiertymat w;; ja wy (kuva 4.24). Nivelen i virtuaaliselle kiertymaerolle
Ag; saadaan

Api =Vij Vi -

]

N
Vi tm o
1 T_=c\
\‘Q/
i

Kuva 4.24: Virtuaalinen kulmanmuutos nivelessa Iﬂ

Jos todellinen taivutusmomentti nivelen kohdalla on M;, sen tekema sisainen virtuaalinen tyo
on

Wint)i = —M;iAQ; = —M; (Wi - ¥ik) -

Toisaalta taivutusmomentin M; ja sauvojen j—i ja i—k sauvanpddmomenttien yhteydet
ovat

MiZ—M Mi:Mik'

ij»
Yhdistdméll& edelliset lausekkeet, nivelen i sisdiselle virtuaaliselle ty6lle saadaan lauseke

Wint)i = Mijwij + My Wi

Kuva 4.25: Nurkka, johon liittyy nelja sauvaa.
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Tarkastellaan sitten kuvan 4.25 nurkkaa ]I] johon liittyy neljd sauvaa. Sauvojen ]ﬂ—m

m— , Jne. osuudet nivelen virtuaalisesta tyosta ovat M;;w;, My iy, jne., joten saadaan
Wint)i = Mw7ij + My Wi + My + MinWin,.

Voimme luonnollisesti yleistda taméan tuloksen. Nain saamme nurkan m sisdiselle
virtuaaliselle ty6lle lopullisen kaavan

Wine)i = X Mywij,
i

missd summaus k&y yli nurkkaan i liittyvien sauvojen vastakkaisten péaiden numeroiden j.

Taltd pohjalta saamme lopputulokseksi: Koko rakenteen sisdinen virtuaalinen tyo W,
saadaan kertomalla rakenteen kaikkien sauvanpdiden sauvanpaamomentit M;
vastaavilla virtuaalisilla sauvanpadakiertymilla ; ja laskemalla tulokset yhteen.

Kaavan muodossa lopputulos on

Wiy = 2 M (4.24)
ij

missé summaus kay yli rakenteen kaikkien sauvanpdiden.

Kaava (4.24) kéyttden voidaan valittuihin virtuaalisiin siirtymatiloihin liittyvét rakenteen
sisdiset virtuaaliset tyot W, helposti maarittaa.

Kirjoittamalla kutakin riippumatonta sauvakiertyméaa vastaavat virtuaalisen tyon yhtélot

W =Wyt +Wey =0, (4.25)

saadaan siirtyméayhtalot luontevasti muodostettua. Menettelyn etuna on myds se, ettd yhtalot
tulevat suoraan sauvanpaamomenteissa ilmaistuina, joten vélivaiheet jaavat lyhyiksi ja
virhemahdollisuus véhenee.

Sauvanp&&dmomenttien avulla lausutut siirtyméyhtalét voidaan momenttimenetelméssa lisata
sellaisenaan  lopulliseen  yhtéléryhmaan. Kulmanmuutosmenetelméssd  lopulliset
siirtymayhtélét saadaan, kun niissd esiintyvat sauvanpaamomentit on ensin lausuttu
kulmanmuutosmenetelman yhtéloitd kayttden sauvanpadkiertymien ja riippumattomien
sauvakiertymien avulla.

Rak-54.111 Rakenteiden mekaniikka B, luennot osa | 115



4.64 Esimerkkeja siirtymayhtaléiden muodostamisesta

Esimerkki 4.11: Mé&éritetd&n oheisen kehdn sirtyméayhtalot.

(a) Leikkausmenetelma:

0@
Q7§—l_ Qg6 ‘\P

—> P-Qy5-Qgs =0

~ o Q86 M
h i i 5)Q75h+M57—0:>Q75=—%
| |
- : 4:_@ 6)Q86h+ M68+M86 =0
M M
Meg; M68\l/ = Qg :‘%
p
— P+P-Qg —Qs5 —Qg3 =0
lrrrrrrrrrrrrrrrr 1lel
Q41\l/4 QBZ\V Q63\l/4
/T\ L\ /T\ Mz, Megs M
— Qu 7 Qs /T\ Qs 1) Quh+My; =0 = Q41:_%
| ! |
! i i i 2) Q52h+M52=0:>Q52=—%
<!— <I— Me3
* * ‘ :D Q63h+M63=0:>Q63:_T
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Saadaan:

M7 N Mgg + Mgg
h h
M
4, Ms, N Mes
h h h

P+ :03 M57+M68+M86+Ph:0,

2P +

=0 = M41+ M52+M63+2Ph:0.

(b) Virtuaalisen tyon periaate:

Kysymyksessa on kerroskehd. Jos kerrosten pilarien sauvakiertymat otetaan riippumattomiksi,

saadaan vaakapalkkien vaakasiirtymille ja sauvakiertymille:

up =hy, uy =h(y, +yy),
Wia =W =V =V |, V571 =Ves =V, W45 =Vs6 = We7 =0.

Virtuaalinen siirtymatila ¢, =1, y, =0:

U =hU=h viu=vn=vs=Vs =¥z =V =1 mut=0.

o

X A N B
Wint = My wi1a + Mg1wag + Mos ¥ o5 + Msawsy + Mgy 36 + Mgawgs
= My + Msp + Mg3

W_, = PT, + PU,, =2Ph

WEV\_/int +V\_/8Xt =0 > M41+ M52 + M63+2Ph=0.

Virtuaalinen siirtymatila w7, =0, ¢, =1:

=0, 0y =h, ys7 =w75=We =¥ge =1 muut =0.

<l

0
— ——

Wint = Ms7y57 + Mysw 75 + Mgggg + Mgy gg = Mgy + Mgg + Mgg.
W_, = PT, + PQ,, = Ph.

N.,=0 = Mg, + Mg+ Mg +Ph=0.
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Esimerkki 4.12: Mééritetdén oheisen kehan siirtymayhtélot.

(a) Leikkausmenetelma:

A
Q
I\
N
AN
| N\
| AN
| N 4ax/§
| AN
| N
6a | N\
| >
| - /
|
' Msg
Qu<T-
M1

A) Qu1-6a+Qsg 472 = My; — Mg — P-6a =0

M M
Sauva —: Q41'4a+ Ml4 + M41 :O fr— Q4l:_%
a
M M
Sauva [5]—[6]: Qg -2a+/2 + Mgg + Mgs =0 = Qcg = _Mss * Mes
2a+2
= 3M14 +5M41+6M56 +4M65 +12Pa:0 (a)

Rak-54.111 Rakenteiden mekaniikka B, luennot osa | 118



2
2 1
- P_Q41_Q62_EQ73+£N73=0 1
. 1 ) Q76
Qg+ Q-2 Nyg =0
Q75+\/§Q73+\/g 73 N76.€|=\
\!

Saadaan leikkausvoimien avulla lausuttu yhtalo:

V5 1
~Qu1-Qe2 —— Qra+5Qre +P=0

M M
Sauva _: Q41.4a+ Ml4+ M41:O = Q4l:—%
Mo + M
Sauva @_: QGZ -da + M26+ MGZ =0 = QGZ :—%
Mgz + Myg

Sauva —: Q73-2a\/§+ M3, + M73=0 = Q3 :_W
a

v 76
g-4a
Sauva —@: Q7 -4a+ Mg; + Mg +q-4a-2a=0
Mgz + Mzs
= =-———-2a
Qs 22 q

= My + My + Mog + Mgy + M37 + M73—%M67 —%Mm +4Pa—4qa2 =0. (b)

Rak-54.111 Rakenteiden mekaniikka B, luennot osa | 119



(b) Virtuaalisen tyon periaate:

Tehtavén 4.10 tuloksena saatiin esimerkkikehdlle mm. seuraavat siirtymien lausekkeet

Uy =4ay,,
VG =O,
V7 ==2ay .,

sek& seuraavat sauvakiertymen lausekkeet

Via =¥,

2
Vs =§(—l//| ¥,

4
¥ 56 =§(l//| -¥n)

Yo =¥,
1
‘/’67“5‘/’“1

V3r=V¥Vn-

Virtuaalinen siirtymatila ¢, =1, w,, =0:
U4 :4a, \76 :0, \77 :O.

2 _

—_ — — — — 4
Vie=¥n=1 V=V =73 Vs = Ve =3 muut = 0.

Wint = M1y + Mggy g + Mysy a5 + Msgwsy + Msglysg + Mgswgs
2 2 4 4

= My + Mgy — = Mys — 2 Mgy + = Mgg + =+ M.
14 41 3 45 3 54 3 56 3 65
W, = PU, +q-4a-~6 V7 _4pq,
VVEVVint"'VVext:0
— 3Myy +3My; —2Mys —2Mg, +4Mgg +4Mgg +12Pa = 0. ©)

(Tamé yhtalo vastaa yhtaloé (a), vaikkakaan se ei ole aivan saman nakdinen. Vahentdmalla
yhtaloiden (a) ja (c) vasemmat puolet saadaan lauseke

2(Myg + My5 + Mgy + Mgg),

joka haviaa nurkkien 4 ja 5 momenttitasapainoehtojen My, + Mys =0 ja Mgy + Mgg =0
perusteella.)
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Virtuaalinen siirtymatila ¢, =0, w, =1:

U4 =0, _6 :0, _7 =—2a.

_ _ 2 _ _ 4 _ _ _ _ 1 _ _
Vis=Was=—, Vs =Wes=—7: Wos =W¥We2 =L Wer =W =—7, War=¥r3=1

3 3 2
— 2 2 4 4 1 1
Wipt = =My + = Mgy ——= Mgg == Mgg + Mog + Mgy == Mgy —= Mg + M3, + M
int = 5 Va5 ¥ Msa =5 Vse =5 Vles 26 62 =5 V6T T 5 V76 37 73
_ Vg + V-
WextzPU4+q~4a~%=—4qa2.

VVEVvint +Vvext =0

(d)

(Tamé yhtal6 on yhtaldiden (a) ja (b) lineaarikombinaatio: Kertomalla yhtalon (b) vasen puoli
kolmella ja vahentamalld siitd yht&lon (a) vasen puoli, saadaan lauseke:

—2My1 +2Mgy —4Mgg —4Mgs + 3Mog +3My,
—g Mg, —g Msg +3Mg; +3M5 —12ga2.
Ottamalla huomioon nurkan 4 momenttitasapainoehto M4, + M5 =0, siita tulee yhtalon (d)

vasen puoli.)
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Esimerkki 4.13: Muodostetaan yhtaloryhma oheisen kehan ratkaisemiseksi
momenttimenetelmalla.

4 El = vakio \

2a

Sivusiirtyvyyden kertaluku: n; =2k -t-s=2-4-4-3=1.

Nurkkasiirtymét ja sauvakiertymat riippumattoman sauvakiertyman avulla:

i -2a
2= U ==Y, = Vv, = U, =2ay,

Sauva — : “

I"Q‘\ ——
Vo =V = (X, = X)),

a

=V, =ayy,
2
Uy = Uy =—=(¥s = = u;=2a
Sauva —; 8 T2 (y23 Yo W 3 Vi,
_a
V3 _V2 = (X3 - XZ)V/ZS s V3 — anZ + 23.!//23
2a
(Ya—Ys3) = u, =2ay,, —2ay,, =0
u, —u, =— _ v _ _ _
sauwval[3l4]:{ " s~ YoV 4 1 "
s
Ve =V = (X =)y = V,=ay, +2ay, +ay, =0

Wi, — W3 =0

Saatiin yhtalopari: {
Wiy + 2055 + /5 =0

2a

Valitsemalla riippumattomaksi sauvakiertyméksi y,, =y, saadaan sauvakiertymille ja

nollasta eroaville siirtymakomponenteille

Vi =V, W ==V, Wy =W, U, =28y, v, =ay, U, =2ay, V; =-ay.
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Momenttitasapainoehdot:

|V|12=0,
Mo+ My =0 = My =—Mys,
Mgy + M3y =0 = Mgy =—Mg,,
M43:O.

Y hteensopivuusehot:

P21 = P23
P32 =P34

Momenttimenetelman yhtalot:

M 9 v A
@21 =0 Moy = o1 My +wip + a1y = —an My +y,
Poz = A3Moz = Sog Mgy + o3 + @93 = @p3Maz + BozMay — v + a3,
P30 =03y Mgy = Sao Moz + W +agp =—azy Mgy — 3o Myz —y + a3,
0 vy Q9

——

— 0
P34 =A3aM3q = Baa Myz +yas +a3p =g Mas + v,

Sijoitetaan (d) yhteensopivuusehtoihin (c) =

021 = P23 = (A1 +23)Mas + Bog Mgy — 2y = —aps,

03 = Paa = BaaMog +(agp + @) Mog + 2y = a3y,
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Siirtymayhtéld virtuaalisen tyon periaatteella:

Ajateltu
nivel

UZ =2a, — J—

o Vi =¥ =1

N b 1

— J = =4

m, = 2a, ‘/123 Visz ;

_ WV3gs =Wz =1L

V,=-a 34 34

0 “My 1 -1 -M34 -1 1 0
—— —— —

— — — —= — = =
Wi =My, + My 05 + My 0, + Moy g, + My, i + My 7, = —2M,, +2M,.

. =P-T,+1,2P-V, = 2Pa,

=

W =W +Weyg =0 = My — Mgy — Pa=0.

Yhtaloryhma:

0
(a1 +ayg) Moz + BrsMgy =2y = —a s,

0
BaaMas +(agy +@3q) Mo + 2y = a3y,
M23 - M34 = Pa
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Sauvavakiot:;

(04 = = —a\/g

21 34 3E| )
a =a = 2_3-

23 — &322 — 3E| )

2a a

Paz =P3 = SEl ~ 3El

0 o 06P/a(2a)’ Pa®
= =TI

Sijoittamalla saadaan:

a Pa
8 (B Mon t -2 Moy — 20 =022
3E| = (V5 2Mz; 3 YT El

a Pal
2 My, + V5 +2)Ma, +20 =02
3El 28 3EI( Mg +2y = El

Kertomalla kolmas yhtal6 puolittain -2:1la saadaan matriisimuodossa

| P

i(£ H A o 0278
3E Mys El

a i£+§) 2 Mgyt = _02—Pa .
3El El 3 3 El
-2 2 0 4 —2Pa

Tastd ndhdadn, ettd yhtaloryhman kerroinmatriisi on symmetrinen. Tdma on momentti- ja

kulmanmuutosmenetelmien yleinen ominaisuus. Symmetrisyyden toteamista voidaan kéyttaa
tarkistuskeinona.
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4.7 Crossin momentintasausmenetelma

Crossin momentintasausmenetelmd on havainnollinen tapa ratkaista jatkuvia palkkeja ja
tasokehid iteratiivisesti. Se perustuu kulmanmuutosmenetelman yhtaldihin. Vaikka
menetelm&& voidaan kayttdd myos sivusiirtyvien kehien analysointiin, rajoitumme tdssa vain
siirtymattomiin rakenteisiin. Tarkastellaan kuvan 4.26 tasokeh&é.

Kuva 4.26: Tasokeha.

~]
=%

l |||||||||||||||||||||||||||@
7 o

S

Kuva 4.27: Tasokehd, jonka nurkkien kiertyminen on estetty.

Ajatellaan aluksi kehan nurkkien kiertyminen kuvan 4.27 mukaisesti estetyksi. Tall6in ¢; =0

kaikilla ij ja kulmanmuutosmenetelmén perusyhtaloistd (4.13) ja (4.17) (siirtyméton kehé:
w; =0) seuraa sauvanpaamomenteille

M, = MK,

ij?

M, = MK{, (paassa j nivel)}

ij?

(4.26)
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Merkitaan nurkkaan i liittyvien sauvojen sauvanpdamomenttien summaa M :114, ts.

M; :ZMij : (4.27)

Nurkan i momenttitasapainoehdon mukaan tulisi olla M, =0. Rakenteella, jonka nurkkien

Kiertyminen on estetty, tdmd sauvanpddmomenttien tasapainoehto ei ole voimassa, vaan
M, =T,, missa T, #0 nurkan kiertymisen estavé tukireaktiomomentti. Ajatellaan sitten, etta

yksi nurkka i vapautetaan, jolloin tukireaktio hdviaa ja momentti M, voidaan ymmartaa
nurkkaa i rasittavaksi kuormaksi. Tarkastellaan tilannetta esimerkiksi nurkassa 5.

S

N N BN
7

A

Kuva 4.28: Nurkan 5 vapauttaminen.

Nurkan 5 vapauttamisesta johtuvat muutokset siihen liittyvien sauvojen sauvapdamo-
mentteihin saadaan tarkastelemalla kuvan 4.28 ulkoisen momentin M, kuormittamaa kehda.

Kulmanmuutosmenetelmén perusyhtéldista (4.13) ja (4.17) saadaan aluksi

Mg, = gz%v M2 =0,

Mg, = 85,05, M s = D505,
Mg = ass9s, M = D505,
Mg, = a9, M 75 =Dy,

(4.28)

missa ¢, on nurkan 5 kiertyma. Nurkan momenttitasapainoehdosta (kuva 4.29) seuraa
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E ML, +M, =0
j

ds

= (a§2+a54+a56+a57)(05+M5 =0 (4.29)

_ 5
= =

d5
Mg,
/M
Mé4< > Még
N
Ms,
Kuva 4.29: Nurkan 5 VKK.

missd suuretta d, =ag,+a,+a,+a, kutsutaan nurkan 5 nurkkajaykkyydeksi.
Sijoittamalla tdmé tulos lausekkeisiin (4.27) saadaan

Mg, = — s, My, My =0,
Mé4:_,u54M51 MX5:745M5’4’

! " r (430)
Mgs = —15sM5, M5 = 76sM e,
Mg, = —tts;Ms, M = y7sMe,
missa
ag a a
Hs, _d_z’ Hsy _d_4’ Hsg =f1 Hs7 =2t
5 b5 b5 b5 (431)
Y25 =0, 7/45_&1 y65:ﬂ7 Vs -
54 56 57

Ensimmainen kaavaryhma (4.30) ilmaisee, kuinka momenttikuorman M. vaikutus jaetaan
nurkkaan 5 liittyvien sauvojen kesken sauvanpddmomenttien  lisdyksiksi, ns.
jakomomenteiksi M¢;. Taman vuoksi Kkertoimia s;; kutsutaan jakoluvuiksi. Toinen
kaavaryhma (4.30) ilmaisee, kuinka momenttikuorman M, vaikutus lisaksi siirretdan

nurkkaan 5 liittyvien sauvojen vastakkaisten pdiden j sauvanpadmomenttien lisdyksiksi ns.
siirtomomenteiksi M ;. Tdman vuoksi kertoimia y;; kutsutaan siirtoluvuiksi.
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Laskennan vaiheet ovat pdadpiirtein seuraavat: Madritetddn aluksi jako- ja siirtoluvut
kaavoilla

0

a. a.
7 =d—” tai =d—”, kun sauvan paassa j on nivel,

b‘ i (4.32)
Vi =L tai 75 =0, kun sauvan padassa on nivel.

i

Madritetaan lahtdmomentit: M; = MK tai M; = MKi?,
epatasapainomomentit M, kaavalla (4.27). Aloitusnurkaksi valitaan nurkka, jonka |Mi| on

suurin. Suoritetaan tasaus:
e jako: Mj =—; M,

kun padssa j on nivel. Lasketaan

i " (4.33)
e siirto: M =y ;M.

Lis&tadn saadut jako- ja siirtomomentit ao. sauvanpaamomentteihin ja lasketaan ao. nurkissa
uudet epatasapainomomentit M. Valitaan seuraava tasausnurkka (|Mi| suurin) ja suoritetaan

uusi tasaus, jne. Jatketaan, kunnes epatasapainomomentit M, ovat riittdvéan pienia.
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Esimerkki 4.14: Maaritetdan oheisen kehan taivutusmomenttikuvio Crossin momen-
tintasausmenetelmalla

Nurkkajaykkyydet:
d, =a, +a,, =8El

10°N/m

0
d,=a,+a, +a, =11El

Jako- ja siirtoluvut:

a
31— d_331 =05
=205
Hag d, ,
Ly =28~ 0,3636
d,
Ly =222 20,3636
d4
aO
L = 25 20,2727
d,
Alkumomentit:
2 2 2
wi, - _10°1
12 12
MK, = +83,33
Muut MK;; =0
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Vi3 —%=0,5
Vs =%=0,5
Va4 —zi;:O,S
Vou —2—220,5
Vss =0
=-83,33
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Laskelma:

0,3636 : 0,2727 0—>

/0363

+83,33

-30,30 0
+24,62 0 -22,72
-8,95 -30,30 -6,71
+1,12 -8,95 -0,31
-0,41 -0,41 -0,01
+0,05 0.5 -002 -29,75
-0.02 LI -39,68 =M
+69,43 =M
42
=M,
;

0 0

+24,62 -15,15

+1,12 -4,48

+0,05 -0,20

+25,79 -0,01

=M, -19,84

—51,6
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5. SAUVARAKENTEIDEN SIIRTYMAMENETELMA JA
ELEMENTTIMENETELMA

Tasséd luvussa Kkasitelld&dn suorista sauvoista koostuvan sauvarakenteen analysoimista
siirtymamenetelmalld. Siirtymémenetelman yhtélot formuloidaan muotoon, jossa kaytetddn
elementtimenetelmén systematiikkaa ja formalismia. Luvussa tarkastellaan myos
elementtimenetelmén soveltamista kimmoisten sauvarakenteiden staattiseen analyysiin.
N&hdaan, ettd vaikka elementtimenetelmd on likimenetelmd, sen soveltaminen tasajaykista
sauvoista  koostuvaan  sauvarakenteeseen  johtaa identtisiin  yht&loihin  tarkan
siirtymamenetelman yhtéldiden kanssa.

Kulmanmuutosmenetelmé oli siirtymamenetelmd, jossa kehdrakenteen sauvat otaksuttiin
aksiaalisesti jaykiksi (EA =o0) ja jossa tuntemattomina siirtymasuureina olivat kiertymat ja
riippumattomat sauvakiertymat. Kun tassa kasiteltdvad siirtymamenetelmdd sovelletaan
kehérakenteisiin, sauvojen aksiaaliset muodonmuutokset otetaan huomioon (EA# ) ja
tuntemattomiksi siirtyméasuureiksi valitaan sauvanpaasiirtymat ja sauvanpaakiertymaét.

Tassa esitettavd siirtymamenetelma ei kuitenkaan rajoitu pelkéstddn tasokehdrakenteisiin
kuten kulmanmuutosmenetelmd. Se on itse asiassa yhtendinen menettelytapa, johon voidaan
sisallyttdd monenlaisia rakenneosia eli elementtejd. Tallaisiksi elementeiksi otetaan t&ssa
jouset, palkit, ristikkosauvat ja kehdsauvat. Systeemiin voidaan helposti lisatd myos
muunlaisia elementtejd, kuten esimerkiksi kimmoisella alustalla olevat palkit tai vaikkapa
kaaret. Vaikka tdssd kasitellddn pé&dasiassa tasorakenteita, yleistys avaruusrakenteisiin on
suoraviivaista.

5.1 Suoran sauvan peruskuormitustapaukset

5.11 Sauvanpaiden voima- ja siirtymasuureet

(@)

Kuva 5.1: Sauvanpdiden (a) siirtyma- ja (b) voimasuureet tasotapauksessa

Sauvan péiden siirtymésuureet tasotapauksessa on esitetty kuvassa 5.1 (a). Ne ovat
sauvanpaasiirtymat  u;,v; (i=12) ja sauvanpadkiertymat ¢; (i=12). Vastaavat
voimasuureet on esitetty kuvassa 5.1 (b). Ne ovat sauvanpadvoimat U;,V; (i=12) ja
sauvanpadmomentit M; (i =1,2) . Sauvanpdavoimat U;,V; (i =1,2) poikkeavat momentti- ja
kulmanmuutosmenetelmien  yhteydessd  kéytetyistd  sauvanp&anormaalivoimista ja
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sauvanpéaaleikkausvoimista N;,Q; (i =1,2) siind, etta niiden positiiviset suunnat yhtyvat nyt
sauvanpadsiirtymien positiivisiin suuntiin. N&din sauvan péiden siirtymd- ja voimasuureita
voidaan haluttaessa kuvata samanlaisilla nuolilla (kuva 5.1). Jatkossa ryhdyt&ankin
kéyttdmaan nimitystd vapausaste, johon liittyy sek& voima, ettd siirtymasuure. Puhumme
siirtyma ja kiertymévapausasteista. Edellisiin liittyvét siirtyma- ja voimasuureet ovat siirtymia
ja voimia seka jalkimmaisiin liittyvat ovat kKiertymié ja momentteja.

Sauvanpéiden voimasuureiden ja jannitysresultanttien véliset yhteydet tasotapauksessa ovat:

{Ulz—N(O), {vﬁ—Q(O), {M1=M(0)1 (5.1)

UZZN(L)! VZZQ(L)! MZZ_M(I—)'

Sauvan péiden siirtymasuureet kolmidimensioisessa tapauksessa on esitetty kuvassa 5.2 (a).
Ne ovat sauvanpaasiirtymat u;,v;,w; (i =12) ja sauvanpaakiertymat ¢y, @yi, @4, (i=12).
Vastaavat voimasuureet on esitetty kuvassa 5.2 (b). Ne ovat sauvanpadvoimat

Ui,Vi,W; (i =12) jasauvanpédamomentit My, My, My (i=12).

(a) ul'(Dtl (b) Ul’ Mtl

W, @1
Wl’ le

Uy, My,
V2, @y VZ’MYZ

Uy,

Kuva 5.2: Sauvanpaiden (a) siirtymé- ja (b) voimasuureet kolmidimensioisessa
tapauksessa.

Sauvanpéiden voimasuureiden ja jannitysresultanttien véliset yhteydet kolmidimensioisessa
tapauksessa ovat:

{ul =—N(0), {Vl =-Q,(0), {Wl =-Q,(0),

UZ = N(L)! V2 :Qy(L)1 W2 :Qz(l—)i (5 2)
My =-M,(0), [My,=-M,(0), (M, =M,(0), '
{Mtht(L), M,, =M (L), {sz—Mz(L)-

Seuraavassa médritetddn sauvanpdiden voima- ja siirtymdasuureiden valiset yhteydet
suoran sauvan peruskuormitustapauksille, jotka ovat aksiaalinen kuormitus, vaanté ja
taivutus.
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Ul 1 p(X), 80()() 2 U2
e D
U L | Uy
I

Kuva 5.3: Aksiaalisesti kuormitettu sauva
5.12 Aksiaalisesti kuormitettu sauva

Tarkastellaan kuvan 5.3 aksiaalisesti kuormitettua sauvaa. Sauvan kuormitus muodostuu
sauvanpaavoimista U; ja U,, jakautuneesta kuormituksesta p(x) ja pistekuormista P, P,,
jne. Sauva voi lisaksi saada alkuvenymadn gq(x). Otaksutaan, ettd sauva on tasajaykka

(EA=vakio). Tdama otaksuma on tehty pedagogisista syista. Jaykkyydeltddn muuttuvien
sauvojen kasittely ei ajatuksellisesti poikkea téssé esitettavastéa.

Kuva 5.4: Sauvan 1-2 osan X-2 vapaakappalekuvio

Sauvan normaalivoiman N(x) voidaan ymmartad olevan alkupéastaan 1 kiinnitetyn sauvan
normaalivoima (vrt. kuva 5.4). Se koostuu sauvaa rasittavan ulkoisen kuorman aiheuttamasta
normaalivoimasta N°(x) ja sauvanpainvoiman U, aiheuttamasta normaalivoimasta, jonka

suuruus on U, , joten

N(x)=U, +N°(x). (5.3)
Sauvanpaavoimalle U, = —N(0) saadaan téasta

U,=-U,-N°0)=-U,+U; (5.4)

missa U} =-N°(0) on alkupaastaan Kiinnitetyn sauvan sauvanpaavoima U, ulkoisesta
kuormituksesta. Sauvan venymalle saadaan

N (x)
EA

+50(x):§+m+go(x), (5.5)

£(x) = EA

missé &,(x) on sauvan alkuvenyma.

Maéritetadn sauvanpdén 2 siirtymé u, laskemalla yhteen sauvanpéan 1 siirtyma u, ja sauvan
pituuden muutos. Saadaan
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N OX() + &, (x)]dx

L L
uz:ul+AL:u1+.[g(x)dx=ul+J'[&+
0 s EA

=U, +

UL 1 .o A
— | N°(x)dx x)dx
EA+EA£ () +£so<)

Kaytettiin yhteytta (5.5). Ratkaisemalla tastd sauvanpéavoima U, saadaan

EA EA 1% , EAF
U, =—="u+ =20, - j N (x)dx == j £, (). (5.62)

Sijoittamalla tulos (5.6a) lausekkeeseen (5.4) saadaan sauvanpadvoimalle U, lauseke

_EA  EA o 1% . EA
Uy ==t = + U] +I£N (x)dx+T£go(x)dx (5.6h)

Yhdistamalla lausekkeet (5.6) saadaan tulos

Ul :Eul —EUZ +UK1,
I_EA LEA (6.7)
U2 = —Tul +TU2 +UK2,

eli matriisimuodossa

U, EA EAlfu] (UK

_ L L
__E E + , (5.8)

missa kuormitustermit UK, ja UK, ovat

L

L
UK, =uf+1j|\|°(x)dx+§jgo(x)dx
LO L 0
1t EAL 59)
—_— 0 ——
UK, = L!N ()= jgo(x)dx

0

Esitetddn yhtaloryhmén (5.7) vield muodossa

Ul _[S -S][u] [UK (510)
U,/ [-S S ||luy| |UK, [ '

missa on kéytetty lyhennysmerkintéa
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s=—. (5.11)

Taulukossa 5.1 on esitetty aksiaalisesti kuormitetun, tasajadykédn (EA =vakio) sauvan
kuormitustermeja UK, ja UK, tyypillisille kuormitustapauksille. Seuraavissa esimerkeissa
johdetaan joitakin niista.

Esimerkki 5.1: Maéritetadn kuormitustermit UK, ja UK,, kun kuormituksena on
etdisyyksilld a ja b sauvan pdista 1 ja 2 sijaitseva aksiaalinen pistekuorma P. Alkuvenymaa ei
ole.

Ratkaisu:

Normaalivoima N°(x) on paastian 1 Kiinnitetyn sauvan normaalivoima ulkoisesta
kuormituksesta P, ja sille saadaan helposti

N°(x)=P, kun0<x<a,
N°(x)=0, kuna< x<L.

Sauvanpadvoimalle U, saadaan
U)=-N°0)=-P

Kuormitustermeille saadaan

L a
UKl=U1°+£JN°(x)dx=—P+£J‘de:—P+E:——b
L) L L L
17 1%
UK, == | N°(x)dx=——| Pdx =
=[N 0de=—]

0

_Pa
L
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Esimerkki 5.2: Ulkoisena mekaanisena kuormituksena on pelkastaan jakautunut aksiaalinen
kuorma p(x). Sievennetdan kuormitustermien UK, ja UK, lausekkeita (5.9) téassa

tapauksessa.

Ratkaisu:

|
l u
|
!
Normaalivoimalle N°(x) saadaan helposti lauseke
L
N°(x) = [ p(u)du
Sauvanpaavoimalle U, saadaan
L
U7 ==N°(0) =] p(x)dx
0
Kuormitustermeille saadaan

16 EA| ; 16t EA |
—o 0 - = il
UK, =U, + L-([N (x)dx + C .([go(x)dx_ _([p(x)dx+ '—I[! p(u)dudx + C J;go(x)dx
L

- _%I(L— X) p(x)dx+%j8o(x)dx

0

1} EA 15 EA
UK, =~ N0k 2= [ (de =~ ] [ pu)dude + =, ()
L

1% EA
= —Ej Xp(x)dx +Tjgo(x)dx
0

0

Kéytettiin hyvaksi osittaisintegrointia seuraavasti:

O ey
X ey

p(u)dudx = JL'le' p(u)dudx = T[XJL' p(u)du]+ JL' xp(x)dx = JL' Xp(x)dx

Rak-54.111 Rakenteiden mekaniikka B, luennot osa | 137



Esimerkki 5.3: Madritetddn kuormitustermit puolisuunnikaskuormalle
X
p(x) = p1+(p2 - pl)t )

kun sauvan saa my0s alkuvenyman &, = vakio.

Integroimalla saadaan

1

EA

L
X X
UKy = = [ (1=5)[py + (p2 = py)—Jdx+ ==&, [ dx
0 L L L

O —r

L 2
X X
= =JTp1+ (P2 =20 = (P2 — 1) 71+ A
0

2 X3

L X
=—(|)[p1X+(p2 —Zpl)z—(pz - pl)¥]+ EAgg

:—(2p12p2)L+EAgO,

L

—

I‘x X EA L
UK, = —E[I[pl +(py - pl)t]dx—Tao_([dX

L X X2
= —[[py—+(p; - p1) 5 ldx - EAq
0 L L2

L X2 X3
= —|[p1=—+(p2 - P1)—]- EA
(|)[p1 oL (P2 — P1) 3L2] o
z_(pl +§p2)L_ EAs,
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Taulukko 5.1: Sauvarakenteiden siirtymamenetelmén kuormitustermit tasajaykalle sauvalle;
aksiaalinen kuormitus

No Aksiaalinen kuormitus: —3 S
UK, = UK,
! P uk, =—P- Uk, =Pt
| 1T o 27 9
| L |
2 $/2 s/2
le—>l<—>| UK _ psb
p 17 L !
| 1 |
3 p
/\,\ UK, :_p_Ll UK, __p_L
— e 4 4
| L/2 | L/2 |
4
B P s UK, =2 (L-a),
=5 > > >_> P
| L | UK, _—E(L—a)
S ) P, UK, = 2Pt Py
i 6
B=eaoa . ) o
! L | UKZ — pl pZ L
6
6 L/i2 __ L/2 P P
I | P I UK:L:—E, UKZ :—E
=
7
PRI 2 UK, =2,
P L
—
L , UK, =8
| | L
9 Alkuvenyma: UK, = EAg,, UK, = -EAg,
&, = vakio
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5.13 Vaannetty sauva

Tarkastellaan kuvan 5.5 véaantékuormituksen kuormittamaa sauvaa. Sauvan kuormitus
muodostuu sauvanpaamomenteista My, ja M;,, jakautuneesta vaantavasta momentista m(x)

Ja vaantdvista pistemomenteista T,, T,, jne. Sauva voi lisdksi saada alkuvaantyman &, (x) .
Otaksutaan, etta sauva on tasajaykké (Gl, = vakio).

M, 0 1 m(x), 6o (x) 2 Mp,op
g ——— = 2 — 2 B
I T, L T,

Kuva 5.5: Véaannetty sauva

| ______ -] — —> M,,

Kuva 5.6: Sauvan 1-2 osan X-2 vapaakappalekuvio

Sauvan vaantdmomentin M, (x) voidaan ymmartaa olevan alkupaastaan 1 kiinnitetyn sauvan
vaantdémomentti (vrt. kuva 5.6). Se koostuu sauvaa rasittavan ulkoisen kuorman aiheuttamasta
vaantomomentista M/ (x) ja sauvanpadmomentin M,, aiheuttamasta vaantémomentista,

jonka suuruus on M,, , joten

M, (X) =M, +M2(x), (5.12)
Sauvanpaamomentille M, = —-M, (0) saadaan tasta

M, =-M,-M2(0)=-M,, +M,. (5.13)

missa M =—M?(0) on alkupééastaan kiinnitetyn sauvan sauvanpaamomentti M,, ulkoisesta
kuormituksesta. Sauvan vaantymalle saadaan

M) - M M)

a(x) = =
& Gl, Gl, Gl,

+6,(x), (5.14)

missa 6,(x) on sauvan alkuvaantyma.

Maéritetaan sauvanpaan 2 vaantokulma ¢,, laskemalla yhteen sauvanpaan 1 vaantokulma ¢,
ja sauvan vaantokulman muutos. Saadaan

Rak-54.111 Rakenteiden mekaniikka B, luennot osa | 140



0
Moo, Me®) | g oo
Gl, Gl

L L
Do =Py tAQ =0, +IH(X)dX =@y +_[[
0 0

M,,L
Gl,

L L
=@+ +ij|v|t°(x)dx+j90(x)dx
Glt 0 0

Kaytettiin yhteytta (5.14). Ratkaisemalla tasta sauvanpaamomentti M, saadaan

Gl Gl 1% Gl &
MtZ = _Tt¢t1 +Tt¢t2 _IE[MtO(X)dX_Tt_([eo (X)dX. (5'15a)

Sijoittamalla tulos (5.15a) lausekkeeseen (5.13) saadaan sauvanpaamomentille M,, lauseke

Gl Gl 1¢ Gl, |
My th(Ptl _Tt¢t2 +Mg +E_!.Mt0(x)dx+Tt.!.90 (x)dx.
(5.15b)

Yhdistamalla lausekkeet (5.15) saadaan tulos:

Gl Gl
My = Tt%l _Tt(DtZ + MKy,
(5.16)
Gl, Gl
My, = T Put T Pet MK;2,

eli matriisimuodossa

Mu ﬂ _ﬂ Pu MKy
-| L L
| Gl Gl * ! (5.17)
Mtz L L e MK,
missa kuormitustermien MKy, ja MK, lausekkeet ovat
L GI L
MK, =M +%JMt°(x)dx+T‘j90(x)dx
° ° (5.18)

15 Gl, §
MK, = _IIM‘ (x)dx—Tjeo(x)dx
0 0

Esitetdan yhtaloryhmén (5.17) viel& muodossa

M T T MK

MR s i
M2 -T T Jlow MK¢,

missé on kéytetty lyhennysmerkint&a
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T="2t, (5.20)

Huomautus: Symboli T on téssé lyhennysmerkintd, eik& ulkoinen vaantdva pistemomentti,
kuten seuraavassa esimerkissa ja muualla tassa luvussa.

Taulukossa 5.2 on esitetty vaannetyn, tasajaykan (Gl, = vakio) sauvan kuormitustermeja
MK,, ja MK,, tyypillisille kuormitustapauksille. Seuraavissa esimerkeissa johdetaan joitakin
niista.

Esimerkki 5.4: Madritetdaan kuormitustermit MK, ja MK, kun kuormituksena on

etdisyyksilld a ja b sauvan pdista 1 ja 2 sijaitseva vaantava pistemomentti T. Alkuvaantymaa
ei ole.

Ratkaisu:

Vviantomomentti MC(x) on paastadn 1 kiinnitetyn sauvan vaantdmomentti ulkoisesta
kuormituksesta T, ja sille saadaan helposti

M?(x)=0, kun 0< x<a,
M(x)=T, kuna<x<L.

Sauvanpadmomentille M, saadaan
Mg =-M2(0)=-T
Kuormitustermeille saadaan

L a
MK,, = M3+if|\/lt°(x)dx=—T +£J'dez_-|— +E=__b
L3 Lo L L

L a
MK,, = —%j M2 (x)dx = —%dex __Ta
0

0
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Esimerkki 5.5: Ulkoisena mekaanisena kuormituksena on pelkéstdén jakautunut vaantava
momentti m(x). Sievennetdaan kuormitustermien MK, ja MK, lausekkeita (5.18) téssa

tapauksessa.

Ratkaisu:
1 M?(x) m(u)du 5
|____________=_3_=_'z|_—'=hq
I X | X : I I
: u ! | I du :
| L |

Vaantomomentille M (x) saadaan helposti lauseke
L
MO (x) = j m(u)du
Sauvanpaamomentille M,; saadaan
L
MS =-M?(0) = —J'm(x)dx
0
Kuormitustermeille saadaan
L L L LL L
MK, =M} +%j Mt°(x)dx+G—LAjeo(x)dx = —jm(x)dx+%jjm(u)dudx+G—LAjeo(x)dx
0 0 0 0 x 0

. 1§ GA |
= Jne.:-d(L-x)p(x)dx+T£90(x)dx

L L LL L
MK, = —%j Mf(x)dx+G—LAjeo(x)dx - —%”m(u)dudHG—LAjeo(x)dx ~ jne.
0 0 0 x 0

L L
= —%jxm(x)dme—ﬁjeo(x)dx
0 0

Sovellettiin osittaisintegrointia, kuten esimerkissa 5.2.
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Esimerkki 5.6: Maaritetdan kuormitustermit puolisuunnikaskuormalle
X
m(x) =my +(m; - ml)ti

kun sauva saa liséksi alkuvaantyman 6, = vakio.

Ratkaisu:
Vastaavanlainen integrointi kuin esimerkissa 5.3 johtaa tulokseen

~(@my +my)L

~(mg +2my) L
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Taulukko 5.2: Sauvarakenteiden siirtymamenetelmén kuormitustermit tasajaykalle sauvalle;

vaanto
No Véantava kuormitus: -3 S
MK, MK,,
1 m
MK, =M vk, =M
2 2
L .
| |
2 s/2 sl2
l«—>l<—>| MK . — msh
m 11 L !
o = )
a__ b MK,, = - 122
DR [t
3 m
MK, =M Mk, = -ME
4 4
| L/2 | L/2 |
4 a a m
PN m PN MKy === (L-a),
!-bb—»—»—»t»—»—»-»—»l MKtz _—%(L—a)
5 2m +m
m, m, MK, =— 1; 2|,
B e e e o
| 2 | MK, =-———=L
6
6 L/2
| i'I' = ! MKy, = T’MKIZ_ L
=
7 a Tb
| | b MK, =-—,
T L
= Ta
| L | MK, =—=
9 Alkuvaantyma: MK, =GA¥g,, MK,, = -GAg,
6, = vakio
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5.14 Taivutettu sauva
Sovelletaan kulmanmuutosmenetelman ( EI =vakio) yhtaloita

4El 2El 6El

M; = L @y + L P~ L vy + MKj. (5.21)
Saadaan aluksi
4E| 2El 6El
My =——@1+——0, ———y + MKy,
L L L (5.22)

M, - 2Bl 4Bl BEL '

2 L ?1 L @2 2 4 2
missa
W= V2 [Vl . (5.23)

on sauvan sauvakiertyma ja kuormitustermien toiset alaindeksit on jatetty pois. Sijoittamalla
sauvakiertyman lauseke (5.23) lausekkeeseen (5.22) saadaan edelleen

_ 6EI 4EI 6El 2El

Ml L2 V1+ L »1— L2 V2+ L ¢2+MK1,
(5.24)

M _6E|V +2E| _6E|V +4E| L MK

2L21 L(Pl L22 L(/’z 2:

Sauvanpaavoimien V, ja V, voidaan ymmaértdd muodostuvan vapaasti tuetun palkin

sauvanpaavoimista V,” ja V,) sekd sauvanpadamomenteista M, ja M, aiheutuvista
sauvanpadvoimista

VlM :M, VZM Z_M, (5.25)
L L
joten
V=V v —ve Mt My
" L y (5.26)
+
V, =V +V" =V —1?2.

Sijoittamalla  sauvanpd&@momenttien  lausekkeet  (5.24)  sauvanpaaleikkausvoimien
lausekkeisiin (5.26) saadaan
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6El

Vi

12EI 6El 12El
= L3 V1+ L2 (01_ L3
_12E| 6EI 12ElI

vV,

Vv, = E v, — E ¢+

missa

VK, =V, +—MK11MK2 ,

MK, + MK,

VK, =V - -

Kirjoittamalla lausekkeet (5.24) ja (5.27) matriisimuotoon saadaan

L3

V, —

+ B o, +VK,,

B o, +VK,,

Vi ] [ 12El  6EI 12EI  6El (V1 VKy
13 12 N E 12
M, 6El 4E| _ GEI 2El o1 MK,
| L 12 L
| 12El 6ElI  12El 6El
Vv, BEERE 3 2 ||v2 VK;
6El 2El _6EI 4EI
M,| | L? L L2 L e, MK,
Kéyttamalla lyhennysmerkintdja
A:4EI,B:2EI,C:12EI, ZGE
yhtélo (5.29) saa vield muodon
A D C -D Cl{vy VK,
Ml _ C A —C B ¢1 MKl
V,[ |-D -C D -Cl|v, VK,
M2 C B —C A ¢2 MK2

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

Taulukossa 5.3 on esitetty taivutetun, tasajaykéan (El = vakio) palkin kuormitustermeja MK,
MK,, VK, ja VK, tyypillisille kuormitustapauksille. Seuraavissa esimerkeissa johdetaan

joitakin niista.
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Esimerkki 5.7: Johda tasajaykan palkin ( El = vakio) kuormitustermien VK, ja VK, , kun sita
kuormittaa pistekuorma F pisteess, jonka etéisyydet sauvan paistd ovat a ja b.

Ratkaisu:

Kuormitustermit MK, ja MK, on ratkaistu jo tehtdvassa 4.4a. Niille saatiin.

Fab? Fa’b
MK, ==~ MK, ==~

Vapaasti tuetun palkin sauvanpaévoimille V,° ja V,) saadaan helposti

A :_F_b, VA Z_E .
L L

Kuormitustermeille saadaan

MK,+MK,  Fb Fab® Fa’ Fb a(a b)

VK =W e T ]
2 2

vk, =ve MK +MK, __Fa Fab Fab ___[ _b(b ~a),
L L L L2
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Esimerkki 5.8: Ulkoisena mekaanisena kuormituksena on pelkastadn jakautunut poikittainen
kuorma q(x). Sievennetddn kuormitustermien MK;, MK,, VK, ja VK, lausekkeita téssé

tapauksessa.

Huomautus: Tama esimerkki ei ole kurssin oppimisen kannalta oleellinen. Sen tarkoituksena
on vain johtaa tulokset (5.32), joita tarvitaan my6hemmin kun tarkastellaan sauvarakenteiden
siirtymamenetelman ja elementtimenetelmén valita yhteytta.

Ratkaisu:
Sovelletaan ensin kulmanmuutosmenetelmén kuormitustermien lausekkeita (4.18) (El=vakio)

ja momenttimenetelmén ulkoisesta kuormituksesta aiheutuvien kuormitustermien lausekkeita
(4.5). Saadaan

K, =25 2 + gy =~ 2 o] 2fa-t ) - [ XL 1 (o1
z_%j(z-sf)mo(x)dx—zaj(z 35, (XK
MK, =~ e+ )——E{j 0509 o2 2 [ XM o1

0

2EI &

:—%I(1—3%)Mo(x)dx j(l 359, ()

Soveltamalla osittaisintegrointia oikeiden puolien ensimmaisiin termeihin saadaan

2EI %

MK =——[|(2x———>M ()~ j(zx———)M (9ox-==] =37 P, (00,

&2y

212 ———)Qo( -2 - 359, ()
L

K, = 1] 22 M, 0 - j(x—— XMy - Eja 359, ()

:% [x ___)Qo(x)olx—E j - 3—)K0(x)dx

Sijoitustermit havisivat, koska vapaastituetun palkin taivutusmomentti Mg (x) palkin tuilla
x=0 ja x=L héavidd. Lisaksi kaytettiin hyvaksi palkin momenttitasapainoyhtéloa
Qo (X) = M{(x). Soveltamalla uudelleen osittaisintegrointia saadaan
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MK, = Z[](¢ 229,09+ [ (¢ = Xa0oa -2 2B | J@=3 ] (o
2 QL)+ Joc -2 000025 j (2-35), (0

X’ 2EI |
=—[|(——— >Q0< )+ j (————)q(x)dx]—T | (1—3I)xo(x)dx.

0

%j(%———) o —Eja 359, ()

Nyt kaytettiin hyvaksi palkin poikittaista voimatasapainoyhtaléa Qg (x) =—q(x). Ottamalla
lopuksi huomioon, ettd vapaastituetun palkin leikkausvoimalle palkin pdédssa 2 (x = L) patee

1 L
Qo(L) =—I£q(x)xdx,

saadaan

L

MK1=—LJ.(%— f )q(x)dx—EI(Z 3—) K, (X)dx,

2EI ¢

MK2=—LJ(—%+%)q(x)dx— j(l 3X ) - (X)dx.

Kaavoista (5.28) saadaan nyt

VK, —ve 4 MKy + MK,
L
- Ja-ya000x- j(——z 2EL | -39, (Xdx
—J(—F+F)q(x)d ZE' —) Ko (X)dx.

L 2

=—J.(1—3%+2%)q(x)dx—6Elj(l 2 ) K, (X)X,

0

L

VK, ——f%q(x)dx+j(5—2§+x—z)q(x)dx 2E1 ¢ I(Z 3_) K, (X)X

0
L

+| (— )q(x)dx+— j - 3—) , (X)dx

0

:—j(s——z )q(x)dx+6L j(l 2 ) 5 (X)dx.
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Juuri kasitellyssa esimerkissa 5.8 saatiin siten kuormitustermien lausekkeet sauvalle jota
kuormittaa ulkoinen jakautunut kuormitus g(x) ja jonka alkukayristymé on x,(x). Ne
ovat

:—j(l 3—+2 6E' —) K, (X)dx,
© X x2 2El
MK, =-L](Z-25+ )q( )dx——j(z 3= )o<x)dx
0 - (5.32)
X
:—j(s——z—)q(x)dx = j(l—z—);co(x)dx,
L x2 2El §
MK2=—LJ( ot )q(x)dx——J'(l 3—) Ky (X)dx.
0
Esimerkki 5.9: Madritetddn kuormitustermit puolisuunnikaskuormalle
X
Q(X)ZQ1+(CI2—Q1)I,
kun palkki saa liséksi alkukayristyman x, = vakio .
Ratkaisu:
Saadaan
o X X X 6E|K
VK =03+ 230+ (0, —ql)I]dx— *J 2D
o x* 6Elx, |
= -[la, + (g, - ql) 3q1 - (30, - 5q1) - 2(g, - G) [ldx = °j(1 2—)dx
0
L X’ x3 x* x® . 6Elx, |
=~ |[a,x+(a, - ql) =017~ (30, =50,) 75+ 206, ~ @) o 7] - — 5+ | (= X7)
0 5L 2}
__7q1+3q2 L
20

Vastaavasti menetellen saadaan myds muut puolisuunnikaskuormasta aiheutuvat
kuormitustermit. Tulos on

VK = f%*3% MK, =

——+— L2 —Elx,,
1 20 ( ) Ky

VK, =208 ) e oSy Geyo e
20 30
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Taulukko 5.3: Sauvarakenteiden siirtymamenetelmén kuormitustermit tasajaykalle sauvalle;

taivutus
No Poikittainen kuormitus: N = A NI = 2 R SN
O ND N N
MK, MK, |VK, VK,
1 q gL qL? qL qL
- - VK, = ——=, VK, = ———
R MK, =——7 MK, =2 T e T
| |
2 s/2 s/2 s . a-b
==l MK, = —12L2 [12ab? +s2(L~3b)]| VK; =—"[b+ > (12ab-35")]
L i3 gs VK, = - B a+ 222 0ap—35)]
a b MK, =——[12a’h+s*(L—3a)] TR TTE
T | 121
3 q 2 2 L L
m\ MK1:_5qL , MK, :% VKlz_q_' VK, --L
'l 9% 9% 4 4
L2 L2
4
5l a1 | MK =- [ -a(eL-a)] VK, =-2(L-a),
R EREE R
| L | MKF%[B—aZ(zL—a)] VKzz—%(L—a)
5
q a; Klz_iJr&)Lz VKlz_ML,
T 0 .
| L | MK, = (4 322 VK, =25 7%
30 20 20
6
w2 Fue | MK, =T MK, == VK, = vk, = F
. | . 8 8 2 2
7 F 2 Fb., a(b-a)
a b Fab __
<) | MK, = =2, VK, = -1+
L Fab _ Fa_,  b(a-b)
| = - 7
| | MK, = = VK, C [1+ B ]
8 Mb b 2 2
e By b | MK, =—(2-3-) VK, =M (p_33*b
' : L L L L2
Y M Ma a 2 e
=—2(2_3%2 M a“+b
! T | MK, ==—(2-37) VK, == (2-3%5)
9 Alkukayristyma: MK, =-Elx,, MK, = Elx, VK, =0, VK, =0
K, = Vvakio
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5.2 Sauvakoordinaatisto ja rakennekoordinaatisto

Sauvakoordinaatistoksi olemme edelld nimittdneet sauvakohtaista koordinaatistoa, jonka x-
(tai s-)akseli yhtyy sauvan akseliin ja muut akselit (y ja z) ovat sit4 vastaan kohtisuorassa.
Yhtd yhteistd koordinaatistoa, jossa koko rakenne esitetddn, Kkutsutaan seuraavassa
rakennekoordinaatistoksi. Aikaisemmasta poiketen suoran sauvan sauvakoordinaatteja
merkitddn  tassda luvussa  x',y’,z’ ja rakennekoordinaatteja  merkitddn  X,y,z.

Rakennekoordinaatiston kantavektorit ovat i, j,k ja sauvakoordinaatiston kantavektorit ovat
I,m,n.

Seuraavassa esitdmme aluksi sauva- ja rakennekoordinaatiston valisen koordinaatiston
muunnoksen sekd tarkastelemme kuinka mielivaltainen vektori kayttdytyy tdssé
muunnoksessa. Sen jalkeen esitdmme, kuinka voimme muuntaa sauvaelementin
jaykkyysmatriisin ja kuormitustermivektorin sauvakoordinaatistosta rakennekoordinaatistoon.

Z
k
i
X
Z ’
Rakenne-
koordinaatisto Sauva-

koordinaatisto

Kuva 5.7: Sauva- ja rakennekoordinaatisto

5.21 3-dimensioinen tapaus

Sauvakoordinaatiston  kantavektorit rakennekoordinaatiston kantavektoreiden avulla
lausuttuina (kuva 5.7) ovat

=1+l j+1k,
m = myi+myj+mk,

n=nyi+nyj+n,k.

missa
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Iy =cos(x’,x), I, =cos(x",y), I, = cos(x’,2),
m, = cos(y’,x), my = cos(y’,y), m, = cos(y’,z),

ny =cos(z’,x), my = cos(z',y), n, =cos(z',z).

x’"-akseli yhtyy sauvan akseliin ja y’- ja z'-akselit yhtyvat sauvan poikkipinnan

padakseleihin. Yksikkdvektorin 1 komponenteille saadaan

l, =cos(X', x) = X [ -

l, =cos(x',y) = Y2~ h [ N,

Z,—1
I, =cos(x’,z) = 2L L

missa X;,Y;,z, (i =12) ovat sauvan pdiden koordinaatit.

Kuva 5.8: Sauva- ja rakennekoordinaatisto tasotapauksessa.

5.22 Tasotapaus
Tasotapauksessa (kuva 5.8)

l, =cose, Iy =sina, m, =-sina, m, =Ccosa

ja

| = cosai +singj, m = -sinai + cosqj

jaedelleen

cosa =220 sing=Y2 N1 [ i (5.33)
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5.23 Vektorin kayttaytymien koordinaatiston muunnoksessa

Tarkastellaan vektoria A, jonka komponentit rakennekoordinaatistossa ovat A, , Ay, A, ja
sauvakoordinaatistossa ovat A;, Aj, A;. Tama vektori on siis toisaalta

A=Ai+Aj+AK

ja toisaalta

A=Al+Am+An.

Sen komponenteille sauvakoordinaatistossa saadaan

Ar=le A=To(Afi+ Ay j+ AK)=1eiA +1e A, +TeKA, =1L A +I A, +1,A,,

Ay

A;=neA=ne(Ad+Aj+AK) =0 A +ny Ay 0, A

=msA=me(Ai+Ajj+AK)=mA +m A +m, A,

eli

{A}=[LKA} (5.34)

missa
Ax Ax

{AT=1A 1 {AF=1A (5.35)
A A,

ja
Ly 1

[L]I=|my my m, (5.36)
N ny n,

on muunnosmatriisi. Vektorin A komponenteille rakennekoordinaatistossa saadaan
Ay =ieA=ie(Al+ Aym+ AN) =ielA; +iemA) +ienA; =LA +m A +n A,
Ay =jeA=je(Al+AM+AN) =1 AL +myA) +ny Ay,

A, =K A=ke(All+ Aym+ An) =1, A +m, Aj +n, A

eli

{A}=[L]"{AD}. (5.37)
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Vertaamalla tuloksia (5.34) ja (5.37) havaitaan suorakulmaisten koordinaatistojen
muunnosmatriisille [L] tyypillinen ominaisuus [L]™* =[L]".

Tasotapauksessa saadaan luonnollisesti myos kaavat (5.34) ja (5.37), joissa

{A'}—{A*} {A}—{AX} (5.38)
A A |
ja

- cosa Sina £ 39
[ ]_[—sina cow} (5:39)

5.24 Elementin jaykkyysmatriisin ja kuormitustermivektorin kayttaytyminen
koordinaatiston muunnoksessa

Seuraavassa ryhdytadn kayttdmaan elementtimenetelmén terminologiaa. Sauvoja kutsumme
sauvaelementeiksi ja sauvan péit4 elementtisolmuiksi. Sauvanpéiden siirtymié ja kiertymia
kutsutaan elementin solmusiirtymiksi ja solmukiertymiksi seka yhteiselld nimella elementin
yleistetyiksi solmusiirtymiksi. Vastaavasti sauvan pdiden voimia ja momentteja kutsutaan
elementin solmuvoimiksi ja solmumomenteiksi ja yhteiselld nimelld elementin yleistetyiksi
solmuvoimiksi.

Sauvaelementin e yleistettyjen solmuvoimien ja solmusiirtymien valinen yhteys
sauvakoordinaatistossa on

{F}° =[KT{a} +{FK'}¥, (5.40)

missa {F}* ja {a’}® ovat sauvaelementin e yleistettyjen solmuvoimien ja
solmusiirtymien muodostamat  pystyvektorit sauvakoordinaatistossa, [K']® on

sauvaelementin e jaykkyysmatriisi sauvakoordinaatistossa ja {FK'}® on sauvaelementin

e kuormitustermivektori sauvakoordinaatistossa. Ylaindeksi e viittaa siis tarkasteltavaan
elementtiin e ja ylapilkku viittaa sauvakoordinaatistoon.

Erilaisten sauvaelementtien yleistettyjen solmuvoimien ja solmusiirtymien valinen yhteys on
tarkoituksenmukaista muodostaa aluksi juuri sauvakoordinaatistossa. Suorien sauvojen
tapauksessa tehtdva on verrattain helppo. Haluttu yhteys saadaan ndet aikaan yhdistelemalla
sopivien suoran sauvan peruskuormitustapausten yleistettyjen solmuvoimien ja
solmusiirtymien valisia yhteyksia.

Jotta voisimme systemaattisesti muodostaa yhtéloryhmén sauvarakenteen ratkaisemi-seksi

siirtymamenetelmall, kunkin elementin yleistetyt solmuvoimat ja solmusiirty-mat ilmaistaan
komponentteina rakennekoordinaatistossa.
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Olkoon tarkasteltavan sauvaelementin e yleistettyjen solmusiirtymien muodostama
pystyvektori rakennekoordinaatistossa {a}® ja sen yleistettyjen solmuvoimien

muodostama pystyvektori rakennekoordinaatistossa {F}°. Koska pystyvektorit {a’}° ja

{a}°® seka pystyvektorit {F'}* ja {F}®* muodostuvat samojen fysikaalisten vektorien

komponenteista sauva- ja rakennekoordinaatistossa, niiden véliset yhteydet voidaan helposti
muodostaa ja ne ovat muotoa

{a¥ =[TKa}*, {a¥=[TI'{a},
{FY =[TKFY¥, {F¥=[TT{F7¥,

missé& muunnosmatriisin [T] muoto riippuu elementtityypista.

(5.41)

Elementin e solmuvoimien muodostamalle pystyvektorille rakennekoordinaatistossa voimme
nyt Kirjoittaa

{FY* =[TI{F3° = [T1" ([K'1°{@}° +{FK}*) = [TT' [K'1°{@}® +[T]" {FK}°
= [T [K'IP[THa}® +[T1T{FK}*,

joten saamme sauvaelementin e yleistettyjen solmuvoimien ja solmusiirtymien véliseksi
yhteydeksi rakennekoordinaatistossa

{F}° =[KI*{a}® +{FK}®, (5.42)
missa
[K]® =[T]"[K']°[T] (5.43)

on sauvaelementin e jaykkyysmatriisi rakennekoordinaatistossa ja

{FK}® =[T]"{FK}® (5.44)

on sauvaelementin e kuormitustermivektori rakennekoordinaatistossa.

Kaavojen (5.43) ja (5.44) avulla voidaan siis maarittdd sauvaelementin jaykkyysmatriisi ja
kuormitustermivektori rakennekoordinaatistossa, kun ne sauvakoordinaatistossa tunnetaan.

Rak-54.111 Rakenteiden mekaniikka B, luennot osa | 157



5.3 Sauvaelementteja

5.31 Tasoristikkoelementti

Tasoristikkoelementilla (kuva 5.9) ymmadrrdmme tassd tasoristikon sauvaa tai pdistddn
nivelellisesti muuhun rakenteeseen ja/tai tukeen liittyvad sauvaa.

(@) (b)

u;,Uq
—

e

1
vy, V,

e e
as, Fy
Kuva 5.9: Tasoristikkoelementti (a) sauvakoordinaatistossa (b) rakennekoordinaatistossa.

Tasoristikkoelementti sauvakoordinaatistossa on aksiaalisesti kuormitettu sauva, jonka
aksiaalisten solmuvoimien U;,U, ja solmusiirtymien uy,u, véliset yhteydet (kaava 5.7) ovat

EA EA

Ul = —Ul ——U2 +UK1,
LEA LEA (5.45)
U2 = —Tul +TU2 +UK2.

Ristikkosauva otaksutaan tavallisesti painottomaksi ja sen alkuvenyma &, vakioksi, jolloin
kuormitustermeiksi saadaan taulukosta 5.1

UK, = EAg,,

(5.46)
UK, = —EAs,.

Koska ristikkosauvaan ei kohdistu ulkoista kuomaa, poikittaisille solmuvoimille on voimassa

(5.47)

Yhdistamaélla lausekkeet (5.46) ja (5.47) saadaan tasoristikkoelementin solmuvoimien ja
solmusiirtymien vélisiksi yhteyksiksi sauvankoordinaatistossa matriisiyhtalo
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{F}° =[K"°{a}® +{FK}°, (5.48)

missé
Uy U

FY-ig @it (5.49)
\Z V2

ovat solmuvoimien ja solmusiirtymien muodostamat pystyvektorit ja

1 0 -10 1
EA|0 O O O 0
KT =— , {FK'}=EA 5.50
KT =21 ), of (FK¥=EAs{ (550)
0 0 0 O 0

ovat tasoristikkoelementin jaykkyysmatriisi ja kuormitustermivektori sauvakoordinaatistossa.

Jotta voisimme muodostaa elementin jaykkyysmatriisin ja kuormitustermivektorin
rakennekoordinaatistossa tarvitsemme muunnosmatriisin  [T]. Sen muodostamiseksi

kirjoitamme sauvakoordinaatiston solmusiirtymien uq,vq,uU,,V, ja rakennekoordinaatiston
solmusiirtymien aj,a3,a5,a; valiset yhteydet. Koska u;,v; ja aj,a; ovat solmun 1

siirtymavektorin komponentit sauva- ja rakennekoordinaatistossa seka u,,v, ja a5,a; ovat

solmun 2 siirtymévektorin vastaavat komponentit voimme kaavojen (5.34) ja (5.39)
perusteella Kirjoittaa

Uy cosa sina ||a; Up cosa  sina ||aj
Vi |[-sina cosa|laf|’ (v —sina cosa ||af |
Yhdistamélla ndma tulokset saamme

{a}" =[TKa}",

missa
aj
e Jaj
{a}" =47¢ (5.51)
a
3
ag

on ristikkoelementin solmusiirtymistd muodostettu pystyvektori rakennekoordinaatistossa
seké
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c s 0 O
m= " ¢ 00 5.52
o o s (5:52)
0 0 s c
on etsitty muunnosmatriisi. Téssé lausekkeessa on kaytetty lyhennysmerkintoja
c=cCosa, S=Ssina. (5.53)

Kun tasoristikkoelementin muunnosmatriisi [T] nyt tunnetaan, voimme madarittdd elementin

jaykkyysmatriisin ja kuormitustermivektorin rakennekoordinaatistossa kéyttden kaavoja
(5.43) ja (5.44). Saamme

c -s 0 0 1 0 -1 0c s 0 O

s ¢ 0 O|EA|0 O O Ofj-s ¢ 0 O
Ke:TTK!eT: _
[][][][]OOC—SL—lolooocs

0 0 s ¢ 0 0 0 00 O -s c

ja kun matriisikertolaskut on suoritettu, tasoristikkoelementin jaykkyysmatriisille
rakennekoordinaatistossa saamme tuloksen

¢ s¢ —¢® —sc
EA| sc  s® -sc -s?
[Ke === % ) . (5.54)
L{-c® -sc ¢ sC
—s¢ -s® s¢§°

Saamme edelleen

{FK}" =[TT {FK"}" = EAs,

C 0

O O un O
o
»w O O O

ja kun matriisikertolasku on suoritettu tasoristikkoelementin kuormitustermivektorille
rakennekoordinaatistossa tuloksen

{FK}® = EAg, L (5.55)
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5.32 Palkkielementti

Palkkielementilla (kuva 5.10) ymmarramme tdssa puhtaan yksiakselisen taivutuksen
rasittamaa sauvaa, jota kuormittaa vain poikittainen kuormitus. Palkkielementtida kaytetdén
tavallisesti vaakasuorien palkkien ratkaisemisessa. Jos palkki saa alkumuodonmuutoksia
(alkuvenymén &, ja alkukayristyméan o) esimerkiksi lampdtilan muutoksesta, tulee sen
akselilla olla mahdollisuus venya vapaasti. Palkkielementtid voidaan myds ratkaista
sivusiirtymattomié kehid. Myos sellaisten aksiaalisesti jaykkien sivusiirtyvien kehien, joissa
on vain vaaka- ja pystysuoria sauvoja, analysointi on mahdollista.

ag = @1, ag =@r
Fy =M, Ff=M
—— q(x) N A

!
) X,X

Kuva 5.10: Palkkielementti.
Palkkielementin yleistettyjen solmuvoimien ja solmusiirtymien valisiksi yhteyksiksi otetaan

suoraan  taivutetun sauvan yhteydet (5.29). Sauvan sauvakoordinaatisto ja
rakennekoordinaatisto otetaan samaksi, jolloin

[KI® =[KT®, {FK}® ={FK'}*.

Né&in palkkielementin jaykkyysmatriisi ja kuormitustermivektori (rakennekoordinaatis-
tossa) ovat

[12EI  6El  12EI  6El |
L3 L2 13 L2
b € -D C 6EI  4EI  6EI  2EI
C A -C B > -
¢ = —| L L L L
K=l 5 ¢ b c|” _12El BEl 12El  GEl (5.56)
C B -C A L3 L2 13 12
6EI  2EI  6EI  4El
L> L 2 L |
ja
VK,
Ry = { 5.57
VK [ (5.57)
MK,
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5.33 Tasokehaelementti

Tasokehdelementti (kuva 5.11) soveltuu nimens& mukaisesti suorista tasajaykista sauvoista
koostuvien tasokehien analysointiin. My6s kaarevia sauvoja voidaan analysoida
likimadraisesti, jakamalla sauva riittdvadn méaaréan elementtejd. Sama koskee jaykkyydeltadan
muuttuvia sauvoja.

(@) (b)

Kuva 5.11: Tasokehé&elementti (a) sauvakoordinaatistossa (b) rakennekoordinaatistossa.

Tasokeh&elementti sauvakoordinaatistossa on aksiaalisesti kuormitettu ja taivutettu sauva,
jonka aksiaalisten solmuvoimien U;,U, ja solmusiirtymien uq,u, valiset yhteydet (kaava
5.10) ovat

Ul = Sul —SU2 +UK1,

(5.58)
U2 = —Sul + SU2 +UK2

ja jonka poikittaisten solmuvoimien ja solmumomenttien V;, M;,V,, M, sekd poikittaisten
solmusiirtymien ja solmukiertymien v;,,v,, @, Vviliset yhteydet (kaava 5.31) ovat

V; =Dvy +C¢p; — Dv, +Cop, +VKy,

M; =Cv; + Ap; —Cv, + By, + MKy,
V, =-Dv; —Cg¢; + Dv, —Cop, +VK,,
M, =Cvy + Bpy —Cv, + Ap, + MK,.

(5.59)

Yhdistamélld lausekkeet (5.58) ja (5.59) saadaan tasokeh&elementin yleistettyjen
solmuvoimien ja yleistettyjen solmusiirtymien valisiksi yhteyksiksi sauvakoordinaatistossa
matriisiyhtalo

{F}° =[KT{a}" +{FK¥*, (5.60)

missa
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U, u,
\'A A
M
{F¥ = Ul {ay ={" (5.61)
2 u2
V2 V2
M, 2
ja
I 0 0 -S 0 0] UK,
0o b C 0 -D C VK,
KT - 0o C A 0 -C B (FK° = MK, 6o
|1-s 0o 0o s o0 o0F UK, (5.62)
0 -D -C 0 D -C VK,
(0 C B 0 -C A] MK,

ovat tasokehdelementin jaykkyysmatriisi ja kuormitustermivektori sauvakoordinaatistossa.
Kéytetyt lyhennysmerkinnat olivat

S:E,A:4EI ’ B:2EI,C:6EI ’ D:12EI.
L L L L2 13

(5.63)

Jotta voisimme muodostaa elementin jaykkyysmatriisin ja kuormitustermivektorin
rakennekoordinaatistossa tarvitsemme muunnosmatriisin - [T]. Sen muodostamiseksi

kirjoitamme sauvakoordinaatiston yleistettyjen solmusiirtymien u;,vq,¢q,U5,Vo, @5 Ja
rakennekoordinaatiston yleistettyjen solmusiirtymien a;j,a5,a3,a;,ac,ag valiset yhteydet.
Koska u;,v; ja a;,a; ovat solmun 1 siirtymdvektorin komponentit sauva- ja

rakennekoordinaatistossa sekd u,,v, ja aj,ac ovat solmun 2 siirtymavektorin vastaavat
komponentit voimme kaavojen (5.34) ja (5.39) perusteella kirjoittaa

Uy cosa sina ||a; Us cosa sina ||ay

vi| |-sina cosallag|’ |vo] |-sina cosa]lag|’

Koska liséksi tasotapauksessa kiertymd on skalaarisuure eikd siis riipu koordinaatistosta
solmukiertymét sauva- ja rakennekoordinaatistossa ovat yhté suuret ts.

e
1 =as,

@, =ag,
Yhdistamalla namaé tulokset saamme

{a'}" =[TKa}",
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missa

Uq a_f
vy ag
py =7 @ =% (5.64)
U, a
Vv, ase
®2 ag

ovat tasokeh&elementin yleistetyistd solmusiirtymistd muodostetut pystyvektorit sauva- ja
rakennekoordinaatistossa seké

c s 0 0 0O
-s¢c 0 0 0O
0 01 0 00O
=10 00 ¢ s o0 (565)
0 00 -sc O
|10 00 0 0 1

on etsitty muunnosmatriisi. Kun tasokeh&elementin muunnosmatriisi [T] nyt tunnetaan,

voimme madrittdd elementin jaykkyysmatriisin ja kuormitustermivektorin rakennekoordinaa-
tistossa kéyttden kaavoja (5.43) ja (5.44). Saamme

[KI® =[T]"[K']°[T]

c s00 0 0[S 0 0 -S 0 0Jc s0 000
s ¢c 00000 D C 0 -D C|l-sc0UO0 00
0010000 C A 0 -C B|OOZL1O0 00
1o 0o 0c-s0fl-S 0 0 S 0 0|0 00TCc s0
0 00s c OO0 -D-C O D -C[0 00 -sc00
0 0000 10 C B 0 -C AJO 00 0 O 1]

ja  kun matriisikertolaskut on suoritettu tasokehdelementin  jaykkyysmatriisille
rakennekoordinaatistossa saamme tuloksen

F G H -F -G H]
G P Q -G -P Q
H Q A -H -Q B

[K]E = (5.66)

F G -H|
G -P -Q G P -Q
H Q B -H -Q A|
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missa on otettu kayttdon seuraavat uudet lyhennysmerkinnat.

F=5c?+Ds?, G=(S-D)sc, H=-Cs, P=5s?+Dc?, Q=Cc. (5.67)

Saamme edelleen

c -s 00 0 O]fUK,
s ¢ 00 0 0} VK
0 0 10 0 0||MK
[FK}® =[TTT{FK'}® = 1
0 0 0 c —-s O|lUK,
0 0 0 s ¢ OfVK,
0 0 00 0 1||MK,

ja kun matriisikertolasku on suoritettu tasokehaelementin kuormitustermivektorille
rakennekoordinaatistossa tuloksen

cUK; —sVK;
SUK; + cVK;
MK
FK]® = ! . 5.68
{FK] CUK, —sVK, (5.68)
sUK, +cVK,

MK,

5.34 Avaruusristikkoelementti
Esimerkkina kolmidimensioisesta sauvaelementistd kéasittelemme avaruusristikkoelementtia.

Avaruusristikkoelementti sauvakoordinaatistossa on aksiaalisesti kuormitettu sauva, jonka
aksiaalisten solmuvoimien U;,U, ja solmusiirtymien uq,u, véliset yhteydet (kaava 5.7) ovat

EA EA

Ul :—ul ——UZ +UK1,
'-EA '-EA (5.69)
U2 = —Tul +TU2 +UK2.

Koska ristikkosauvaan ei kohdistu ulkoista kuomaa, poikittaisille solmuvoimille on voimassa
V,=0,V,=0,W, =0, W, =0. (5.70)

Yhdistamélla lausekkeet (5.69) ja (5.70) sekd ottamalla liséksi huomioon kuormitustermien
lausekkeet (5.36) saadaan avaruusristikkoelementin solmuvoimien ja solmusiirtymien
valisiksi yhteyksiksi sauvankoordinaatistossa matriisiyhtéalo

{F}° =[K"1°{a}® +{FK}®, (5.71)
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misséa

Uy Uy
Vi Vi
W W.
(Fye=1""14 {a3e=1" (5.72)
U, Uz
\Z \Z
W, W,
ovat solmuvoimien ja solmusiirtymien muodostamat pystyvektorit ja
- 0 0 -1 0 0] -1
00 0 0O 0
EA|O 0 O O 0 O 0
KT =— , {FK'¥=EA 5.73
[ C|-1 00 1 o o FK¥=FAa, 6.73)
0 00 0 00O 0
0 00 0 0 0] 0

ovat avaruusristikkoelementin jaykkyysmatriisi ja kuormitustermivektori sauvakoordi-
naatistossa.

Jotta voisimme muodostaa elementin jaykkyysmatriisin ja kuormitustermivektorin
rakennekoordinaatistossa tarvitsemme muunnosmatriisin  [T]. Sen muodostamiseksi

kirjoitamme  sauvakoordinaatiston  solmusiirtymien  uy,vq,wq,Us,Vo,W,  ja  rakenne-
koordinaatiston solmusiirtymien ay,aj,a§,a;,as,a§ valiset yhteydet. Koska uj,v;,w; ja
a;,a5,a5 ovat solmun 1 siirtymavektorin komponentit sauva- ja rakennekoordinaatistossa

sekd u,,V,,W, ja ay,ac,a§ ovat solmun 2 siirtymavektorin vastaavat komponentit voimme
kaavojen (5.34) ja (5.36) perusteella kirjoittaa

u) [y Lfas] (uw) [ty 1 ][fad
Vip=|m, my m,laze, qVpr=|m, my m, Kag
W, ne Ny n,|la3 W, ne Ny n,|lag

Yhdistamalla ndmaé tulokset saamme

{a’}* =[TKa}",

missa
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@y =B (5.74)

on avaruusristikkoelementin  solmusiirtymistd  muodostettu  pystyvektori  rakenne-
koordinaatistossa seké

y I, I, 0 0 O
m m, m 0 0 O
nc, nn,. , 0 0 O
[T= 0 0 0 I Iy I (579)
o 0 0 m my m
0o 0 0 n¢ ny n

on etsitty muunnosmatriisi. Kun avaruusristikkoelementin muunnosmatriisi  [T] nyt

tunnetaan, voimme méaérittdd elementin jaykkyysmatriisin ja kuormitustermivektorin
rakennekoordinaatistossa kayttden kaavoja (5.43) ja (5.44).

Saamme  avaruusristikkoelementin  jaykkyysmatriisille  rakennekoordinaatistossa
tuloksen

2 2 7

o Y I K e LV M B

Il 12 L =, =12 -1l

Xy y y'z Xy y y'z

2 2

(K] EA |z|§ MK —|22|X ML 576

L| -1 L, —LL 1F LI, Ll
S [ T T 12l
Xy y y'z Xy y y'z
2 2

L Y O ¥ P W

ja avaruusristikkoelementin  kuormitustermivektorille  rakennekoordinaatistossa
tuloksen

{FK}* =EAg{ 7 . (5.77)
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5.35 Avaruuskehaelementti

Lopuksi tarkastelemme lyhyesti avaruuskehdelementtid. Se soveltuu suorista tasajaykisté
sauvoista koostuvien avaruuskehien analysointiin. Myo6s kaarevia avaruussauvoja voidaan
analysoida likimaéardisesti, jakamalla sauva riittdvadn madrdan elementtejd. Sama koskee
jaykkyydeltadn muuttuvia sauvoja.

Avaruuskehdelementti sauvakoordinaatistossa on aksiaalisesti kuormitettu, vaannetty ja
kaksiakselisesti taivutettu sauva. Sen aksiaalisten solmuvoimien U;,U, ja solmusiirtymien

Uy,U, véliset yhteydet (kaava 5.10) ovat

Ul = Sul —SU2 +UK1,

(5.78)
U2 = _SU1+SU2 +UK2.

Avaruuskehaelementin solmumomenttien M, M, ja solmukiertymien ¢y,,¢, valiset
yhteydet (kaava 5.19) ovat

M1 =Ty —Ton + MKy,

(5.79)
Mip = =T@y +Top + MKy,.

Avaruuskehdelementin  x’,y'-tasossa tapahtuvaan taivutukseen liittyvien poikittaisten
solmuvoimien ja solmumomenttien V;, M,;,V,, M,, seké poikittaisten solmusiirtymien ja
solmukiertymien vq,@,1,V,,@,, valiset yhteydet (vrt. kaava 5.31) ovat

Vi =D,vq +C,0,1 — D,y +Co00,0 +VKy,
My =Cvi+ A1 —Covo + By + MKy,
Vo, =—-D,v; = C,0,1 + DV, —Cr0,5 +VKy,
Mzo =Cvi + B9y —Cvo + Ay, + MKy,

(5.80)

missé lyhennysmerkinnéat A, B, C ja D liittyvat nyt taivutukseen x’,y’-tasossa ja ne on
varustettu alaindeksilla z.

Avaruuskehdelementin  x’,z’-tasossa tapahtuvaan taivutukseen liittyvien poikittaisten
solmuvoimien ja solmumomenttien Wy, My;,W,, M, sekd poikittaisten solmusiirtymien ja

solmukiertymien wy, ;1 W,, ¢, Véliset yhteydet (vrt. kaava 5.34) ovat

Wl = DyW]_ + Cy(Dyl — DyW2 +Cy¢y2 +WK1,
Myl = CyW]_ + Ay(/’yl - CyW2 + By¢y2 + MKyl’ (5 81)
W2 = —DyW]_ _Cy(”yl + DyW2 — Cy¢y2 +WK2, .

My2 = Cywl + By(Dyl —CyW2 + Ay(Dyz + MKyz,

missa lyhennysmerkinnat A, B, C, D liittyvat nyt taivutukseen x’,z’-tasossa ja ne on
varustettu alaindeksilla y.
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Yhdistamalla lausekkeet (5.78)-(5.81) saadaan avaruuskehdelementin yleistettyjen
solmuvoimien ja yleistettyjen solmusiirtymien valisiksi yhteyksiksi sauvakoordinaatistossa
matriisiyhtalo

{F}* =[KT*{a}® +{FK}*, (5.82)
missa
U, Uy UK,
A vy VK,
W, Wy WK,
My P11 MKy
Ivlyl Py1 Ileyl
M P Ilezl
Fye=1 7 {a3f=2""L{FKY = , 5.83
{F} U, {a%} 0, {FK} UK, (5.83)
V, Vs, VK,
W, W, WK,
M, Pt2 MK,
My, Py2 MKy2
M, P2 MK,
S 0 0 0 O 0 -S 0 0 0 O 0
0 D, o o0 ¢, 0O 0 -Db 0O O C, O
o o p 0 o C, 0 O -D,b 0O 0 C
0 0 0 T © 0 0 0 0 -T 0 0
0 Cy o o A O O0-c, 0O 0 B, 0
[K,e_o o ¢, 0 O A 0O O -C, 0 0 B,
|-S 0 0 0 0 0 S 0 0 0 0 0
0o -D, 0 0 -C, 0 0 D, 0 0 -C, O
o o -bp 0 0 -c,c 0O 0O D, 0O 0 -C,
0 0 0 -T 0 0 0 0 0 T 0 0
0 C, o o B 0 0 -C, 0 0 A 0
o o ¢C, O 0O B O 0O -C, 0 0 A |
(5.84)
s_EA ;_40l,
L L
AEl, 2El, 6EI, 12EI,
A, = i ,Bsz,cyz E , Dy = 5 (5.85)
Az=4EIZ B, _ 2El, c, _ 6El, | Dz=12EIZ-
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Saatiin siis kaavat elementin jaykkyysmatriisi [K']® ja kuormitustermivektori {FK'}®
alkioiden maéarittamiseksi sauvakoordinaatistossa.

Muunnosmatriisin  [T] muodostamiseksi kirjoitamme sauvakoordinaatiston yleistettyjen
solmusiirtymien Uy, Vy, Wy, @11, @y1, 921, Uz, V2, Wo, P12, Py2, 9,2 Ja rakennekoordinaatiston

yleistettyjen solmusiirtymien ay,...,a;, valiset yhteydet. Koska nama suureet kolmen

ryhmissdé muodostavat saman vektorin komponentit sauva- ja rakennekoordinaatistossa
voimme kaavojen (5.34) ja (5.36) perusteella Kirjoittaa

e e
Ug Iy Iy I, ||a1 P11 N Iy l, |24
e e
Vl = mx my mz a2 , §0y1 = mX my mZ a5 ,
e e
Wy Ny Ny Nzjlag P Ny Ny Nz |8
(5.86)
e e
up N Iy I, ||a7 P2 I Iy l, |2t
e e
V2 = mx my mZ a8 y (Dyz = mx my mZ all .
e e
W) Ny Ny Nz|lag P2 Ny Ny N;jlap2
Yhdistamélla ndmé tulokset saamme
{a'}* =[THa}*,
missé
e
a1
{a}e: : (5.87)
e
arp

on avaruuskeh&elementin  yleistetyistd solmusiirtymistd muodostettu  pystyvektori
rakennekoordinaatistossa ja
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, I, I, 0 0 0 0 0 0 0 0 O
m m m 0 0 0 0 0 0 0 0 O
n, n, n, 0 0 0 0 0 0 0 0 O
o 0 0 I, I, I, 0 0 0 0 0 O
0o 0 0 m m m 0O 0O O 0 0 O
- ©o 0 0 m n,n, O 0 0O 0 0 O 659
0o 0 0 0 0 0 I I, I, 0 0 0 '
0o 0 0 0 0 0 m m m 0 0 O
0o 0 0 0 0 0 n.n, n, 0 0 O
o 0 0 0 0 0 0 0 0 I I oI
0 0 0 0 0 0 0 0 0 m m m,
0o 0 0 0 0O 0 0 0 0 n_ n, n

on etsitty muunnosmatriisi. N&in olemme saaneet Kkasiteltyd oleelliset piirteet
avaruuskehdelementista ja padtdmme sen késittelyn tahan.

5.4 Yleistetty jousielementti
Edelld kasittelimme sauvaelementteja. Lopuksi lissdmme elementtikokoelmaamme vield ns.
yleistetyn jousielementin (kuva 5.12). Yleistetyssa jousielementissa on kaksi vapausastetta,

jotka ovat joko kiertymd- tai siirtymévapausasteita. Sen vapausasteiden 2 ja 1 yleistetylle
siirtymaerolle (siirtymaero tai kiertyméero) saadaan

A° =a5 —a;f (5.89)

(@) @ (b) @

ag —>—>._/\/\/_.—><— 2 a —><o_/ @_o><— 2

Fle er Fle er
k

k

Kuva 5.12: Yleistetty jousielementti: (a) jousielementti, (b) kierrejousielementti

voimme Kirjoittaa

Je

" +AY (5.90)

Ae

missd J® on yleistetty jousivoima (voima tai momentti), k on yleistetty jousivakio ja AG on
yleistetty alkusiirtymaero (alkusiirtymaero tai alkukiertyméaero). (Tavallisesti A% =0.)
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Tarkastelemalla katkaistun jousen tasapainoa, yleistetylle jousivoimalle ja jousen yleistetyille
vapausastevoimille saadaan yhteydet

JE=—Ff =F;. (5.91)
Yhtéloista (5.89)-(5.91) saadaan helposti

F° =kaj — ka5 + KA,

(5.92)
F, =—kaj +kas — kAG,
eli
{F}° =[KI*{a}* +{FK}", (5.93)
missé
Kpe-| (5.94)
-k ok '
on yleistetyn jousielementin jaykkyysmatriisi ja
e € 1
{FK}" = kAO{ 1} (5.95)

on yleistetyn jousielementin kuormitustermivektori, jolle siis tavallisesti patee

{FK}* = {0}.
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(a) Rakenne:

(b) Elementit ja systeemivapausasteet:

2
& 4
1
3
(c) Elementit ja elementtivapausasteet: (9.

Kuva 5.13: Systeemiyht&loryhméan muodostamisesimerkki
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5.5 Systeemiyhtaléryhméan muodostaminen

Demonstroidaan aluksi systeemiyhtdléiden muodostamista esimerkin avulla ja esitetddn
lopuksi yleinen systemaattinen kasittelytapa.

Demonstraatiosimerkki: Kuvan 5.14 tasosauvarakenne.

e Elementit 1 ja 2 tasokehdelementteja (6 vapausastetta/elementti)
o Elementit 3 tasoristikkoelementti (4 vapausastetta/elementti)

e Elementti 4 kierrejousielementti ((2 vapausastetta/elementti)

Y hteensopivuusehdot:

Elementti 1:
aj =0,a3 =0, a3 =a;, aj =a,, ar = ag, as = a,.

Elementti 2:

alz =a,, a% =ag, a§ = ay, af =0, a§ =0, ag =0.
Elementti 3:

al=a,, al=a;, a5=0,a;=0.

Elementti 4:
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Tasapainoehdot:

Systeemivapausaste 1:

Vapausaste 1 on kiertymad ja ao. solmun momenttitasapainoehto on
F, +Fi=0.

Kéytetddn solmuun siihen liittyvistd elementeistd aiheutuvien momenttien summalle
merkintdd F, ts. F, = F,' + F;. Nain tasapainoehto saa muodon

F =0.

Systeemivapausaste 2:

2 Flz

_@_i <—.4_—>F41 ‘_Fl H
RS )

F

Vapausaste 2 on vaakasiirtymé ja ao. solmun vaakasuora voimatasapainoehto on
F+FR*+F-H=0

Kéytetddn solmuun siihen liittyvistd elementeistd aiheutuvien vaakavoimien summalle
merkintad F,, ts. F, = F; +F’+F’. Nain tasapainoehto saa muodon

F,—H =0.
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Systeemivapausaste 3:

Vapausaste 3 on pystysiirtymé ja ao. solmun pystysuora voimatasapainoehto on

F+F +F -V =0

Kéytetddn solmuun siihen liittyvistd elementeistd aiheutuvien pystyvoimien summalle
merkintaa F,, ts. F, = R} + F/ + F,’. Nain tasapainoehto saa muodon

F,-V =0.

Systeemivapausaste 4:

Vapausaste 4 on kiertymad ja ao. solmun momenttitasapainoehto on

Fi+F2-T=0.

Kéytetddn solmuun siihen liittyvistd elementeistd aiheutuvien momenttien summalle
merkintaa F,, ts. F, = F, +F/. N4in tasapainoehto saa muodon

F,-T=0.
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Yhteenveto:
Havaitaan, ettd vapausasteeseen i liittyva tasapainoyhtélo voidaan esittdd muodossa

F-P=0,

missa F, on vapausasteeseen liittyvista elementeistd ko. solmuun kohdistuvien yleistettyjen
voimien summa ja P, on siihen kohdistuva yleistetty pistekuorma. Esimerkin tapauksessa siis
P=0, R=H, PB=V ja P,=T. Voimaa F, nimitetadn jatkossa vapausasteeseen i
liittyvaksi systeemivapausastevoimaksi.
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Systeemin vapausastevoimien ja -siirtymien valiset yhteydet:

Soveltamalla elementtien vapausastevoimien ja vapausastesiirtymien valisia yhteyksid,
yhteensopivuusehtoja ja systeemin vapausastevoimien maérittelyé saadaan

R 3
F' =K, al +K;,a +FK;,
2 2 2 =2, e i
F; K§1a1+K32a2+K§3a3+K34a4+K§5a§+K§6aé+FK31,

F=F'+F =(K,, +K})a +Kia, + Kia, + Kia, + FK; + FK;.

0 O Tl az ag a4
1’-/H 1HH 1Hh‘ 1
F K41a1+K42a2+K43a3+K44a4+K45a5+K46a6+FK4’
az 33 ay 0 0 0
2 ZF-H 2 2
F K11a1+K a2+K13a3+K a4+K15a5+K16a6+FK1,
a as 0 0

——

FP=K2a’+K} <’;12+K133613+K3 a +FK3

F2 = F41 + |:12 + |:13 = Ki?)al + (Ki4 + K121 + K131)a2 + (Ki5 + K122 + K132)a3
+(Kj, +KZ)a, + FK; + FKZ + FK..

0 0 & az ag a,
1 1 HT 1 Hh‘ 1 HT 1 HT 1
F5=K51a1+K a2+K53a3+K54a4+K55a5+K56a6+FK5,
a 33 a 0 0 0
~= ~=
F?=KJa'+KZ a2+K223ag+K a+K a5+K26a6+FK22,
a as 0 0

= =

FP=K}a'+K? a2+K§3a3+K24a4+FK23,

F3 = F51 + |:22 + F3 Ké?’al +(K + K221 + K;l)a'Z +(Ké5 + KZZZ + K;Z)aﬁ
+(Kgs + K2)a, + FK; + FK? + FKS,

0 9 a 2 ag &
1 HH 1 HH 1 HH 1 HH 1
F K61a1+K62a2+K63a3+K64a4+K65a5+K66a6+FK6'
a a a4 0 0 0
——

— —
F>=KZa’ +K32a2+K2a +K2a +KZaZ+KZ a6+FK32,

Fo= R+ R = Kaa + (Kgy + K3)a, + (Kgs + K3 )as + (Ko + K)a,
+FK; + FK?.
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Saadut systeemin vapausastevoimien ja -siirtymien yhteydet voidaan esittdd muodossa

F =K, +K,a, +K,a, + K ,a, + FK,,

F, =K, a +K,,a, + K, a, + K,,a, + FK,,
Fs = K31a1 + Kszaz + Kssaa + K34a4 + FKsi
F,=K,a +K,a, +K,a,+K,a, + FK,.

tai
{F}=[KKa}+{FK}

missa

[K]=

{FK} =

on systeemin kuormitustermivektori.

Systeemin jaykkyysmatriisin ja kuormitustermivektorin alkioille syntyi samalla lausekkeet:

1 4 1 1 1
Kip = K33 + Ky, Kip = Kgg, Kiz = K3s, Kig = K3g,
K,, = K} Koy = Kk + K2 + K2, Kog = Kk + K2 + K3, Koy = Kie + K2
21 = Kaz, 22 = Kag + Kz + Ki1, Koz = Kis + Ky + Kpp, Koy = Kzg + K3,
1 1 2 3 1 2 3 1 2
Ka1 = Kss, Kaz = Kgg + Kg1 + Ki1, Kag = Kgs + Koy + Kyo, Kgg = Kgg + Kas,
1 1 2 1 2 1 2
Ka1 = Kgs, Kaz = Kes +Ka, Kas = Kgs + K3z, Kag = Kgg + Kgs-
ja

FK, = FK3 + FK;,
FK, = FKZ + FK3,
FK3 = FK7 + FK2 + FK2,
FK, = FK2 + FK2 + FK3.
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Systeemiyhtaloryhma:
Matriisimuodossa tasapainoyhtald ovat
{F}—{P}={0},

missa vapausastekuormien muodostama pystyvektori tarkasteltavan esimerkkiprobleeman
tapauksessa on

{P}-

— < I o

Ottamalla huomioon systeemin vapausastevoimien ja -siirtymien yhteydet, tasapainoyhtalot
saavat muodon

[KHa}+{FK}-{P}={0}
eli

[KHa}=1{R},

missa

{R}={P}—{FK}.
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5.6 Elementtimenetelméan kokoamismenettely

Seuraavassa esitetddn systemaattinen tapa, jolla systeemin jaykkyysmatriisin ja
kuormitustermivektorin  alkiot  voidaan koota elementin  jaykkyysmatriisin  ja
kuormitustermivektorin alkioista. Toimenpide on siis mahdollista suorittaa suoraan ilman
edelld esitetyssa johdattelevassa esimerkissa esitettyja havainnollisia, mutta ty6laita vaiheita.
Koska menettelytavan kayttoalue ei rajoitu pelkdstddn sauvarakenteisiin vaan se on
tyypillinen kaikissa elementtimenetelmén sovellutuksissa, kdytdmme sille nimitysta
elementtimenetelméan kokoamismenettely.

Rakenteen jaykkyysmatriisin ja kuormitustermivektorin alkiot Kj ja FK; voidaan koota

elementtien jaykkyysmatriisien ja kuormitustermivektorien alkioista Ki‘j* ja FK! alkio
kerrallaan kéyttéden seuraavia kaavoja:

Rakenteen jaykkyysmatriisin kokoamiskaava:

Kij = > Kg (5.96)
e

e summaus kdy yli niiden elementtien, jotka liittyvét systeemivapausasteisiin i ja j (jos
tallaisia elementteja ei ole Kj; :sta tulee nolla-alkio)

e rjasovat elementin e systeemivapausasteita i ja j vastaavat elementtivapausastenumerot

Rakenteen kuormitustermivektorin kokoamiskaava:

FK; =Y FK{. (5.97)
e

e summaus k&y yli niiden elementtien, jotka liittyvat systeemivapausasteeseen i
e ron elementin e systeemivapausastetta i vastaava elementtivapausastenumero
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Kokoamiskaavojen (5.96) ja (5.97) johto:

Vapausasteeseen i liittyvélle systeemivapausastevoimalle voidaan kirjoittaa

F=YF, (5.98)

missd F° on elementin e vapausastetta r vastaava elementtivapausastevoima. Kaavan oikean

puolen summamerkki tarkoittaa summausta yli niiden elementtien e, jotka liittyvat
systeemivapausasteeseen i, ja summauksen aikana r on systeemivapausastetta i vastaava

elementtivapausastenumero. Kayttden hyvéksi elementin e vapausastevoimien F° ja
vapausastesiirtymien a; vélisié yhteyksié

FS =) Krai+FK;, (5.99)
s=1

rs=s

missa K7 ja FK; ovat elementin jaykkyysmatriisin ja elementin kuormitustermivektorin
alkoita ja m on elementtivapausasteiden lukumaéra, systeemimapausastevoimalle F, saadaan

m

F=Y (O K +FK) =Y Y Keat + S FK? | (5.100)

e s=1 e s=1

Merkitaddn nyt elementin e elementtivapausastenumeroa s vastaavaa Systeemivapausaste-
numeroa j:1la. Talléin voidaan yhteensopivuusehdon perusteella elementin e ko. vapausaste-

siirtymalle kirjoittaa a; = a, , jolloin yhtald (5.100) saa muodon
F=> 0 Kia+> FK;. (5.101)
j e e

Tassa lausekkeessa ensimmdisen summamerkin tarkoittama summaus kdy yli kaikkien
systeemivapausasteeseen i liittyviin elementteihin e liittyvien systeemivapausasteiden j ja
summauksen aikana s on systeemivapausastenumeroa j vastaava elementin e elementti-
vapausastenumero.

Kaavan (5.101) tulos voidaan lopulta esittdd muodossa

M
F =Y K;a +FK, (5.102)

=1
missd K; ovat ns. systeemin jaykkyysmatriisin rivin i alkiot, FK; on ns. systeemin
kuormitustermivektorin i:s alkio, a; ovat systeemin siirtymavapausasteet ja M on

systeemivapausasteiden lukumadrd. Vertaamalla lausekkeita (5.101) ja (5.102) toisiinsa
saadaan kokoamiskaavat (5.96) ja (5.97).
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5.7 Yhteenveto sauvarakenteen laskemisesta elementtimenetel-
malla

Laskennan vaiheet:

1. Piirretddn kuvio, jossa nédkyvét systeemivapausasteet ja kunkin elementin element-
tivapausasteet.
2. Kootaan ja maaritetadn rakenteen jaykkyysmatriisi [K] ja kuormitustermivektori {FK}:

Kij = > Kfs . FK; =) FK?.

e €
Muodostetaan vapausastekuormien muodostama pystyvektori {P}.
Ratkaistaan yhtaloryhma: [K]{a} + {FK} = {P}
Maaritetadn kunkin elementin elementtivapausasteet: {a}°.
Méaritetdan kunkin elementin elementtivapausasteet: {a'}® = [T]{a}°.

Méaritetdan kunkin elementin vapausastevoimat: {F'}® =[K'1°{a’}* + {FK'}°.
Madritetaan rasituskuviot (normaalivoima, leikkausvoima ja taivutusmomentti).

ON o O ~ow

Y hteenveto kaavoista:

Y leistetty jousielementti:

e Fle e ale e k -k e _ e 1
) —{er}, @ —{ag}, S R

Je :_Fle — er

Tasoristikkoelementti:

Uy Up
F' e — 1 , ar e — 1
{F} U, { .
vy vy
1 0 -10
EAlO O 0 O Nollasta eroava
(KT =T . {FK'¥=EAg, . {vain, jos sauvalla
LI-1 0 1 O 1 !
0 0 0 O on alkuvenyma!
c s 0 O
-s ¢ 0 O _
[T1= 0 0 ¢ s C=Cosa, S=sina
0 0 -s ¢
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q Nollasta eroava
[K]¢ = — , {FK}* =EAg, . {vain, jos sauvalla
on alkuvenyma!

N(0) = -U;, N(L)=U,

Palkkielementti:

vV vy VK,

M @1 MKl
FY={F3¥=!"1 [@¥={a} = . {FK}® ={FK7}® =
{F}¥* ={F73} Vv, {a" ={a} v, {FK}" ={FK"} VK,

M, o MK,

Kuormitustermit VK, VK,, MK, ja MK, loytyvét taulukosta 5.3.

[12EI  6El  12EI  6El |

K L2 L L2

b ¢ -D C 6EI  4El 6El  2EI

C A -C B 2 2

e _ e _ L L L L
KI=IKI'=| 5 ¢ b —c|7| 12881 6Bl 1281 6EI|

C B -C A N L*

6El  2EI  6El  A4El
L2 L L2 L]

Q(0) = -Vq, Q(L) =V, M(0) = My, M(L) = -M,
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Tasokehdelementti:

Ul ul
Vl Vl
M 7
Fe= 11 a/e: 1
{F7% U, { .,
V2 V2
M, (2
S 0 0 -S 0 0]
0 D C 0 -D C
(KT = 0 C A 0O -C B (FK° =
“I-s 0o 0o s o0 ofF N
0 -D -C 0 D -C
0 C B 0 -C A
S:g,A:4EI’B:2EI1C_6EZI’D:12IZEI
L L L L L
(¢ s 0 0 0 O]
-s ¢ 0 0 0O
7] 0 01 000
10 00 ¢c s O
0 00 -sc O
|0 00 0 0 1]
F G H -F -G H]
G P Q -G -P Q
H A -H - B
ke -| O QB iRk -
F -G -H F G -H
-G -P -Q G P -Q
'H Q B -H -Q A|]

Kuormitustermit UK, UK, , VK, VK,, MK, ja MK, loytyvat taulukoista 5.1 ja 5.3.

UK,
VK,
MK,
UK,
VK,
MK,

CUK; —sVK;
sUK; +cVK;
MK,
CUK, —sVK,
sUK, +cVK,
MK,

F=Sc2+D32,G=(S-D)sc, H = —Cs, P=Ss2+Dcz,Q=Cc

N(0) =-Uz, N(L) =U,, Q(0) = -V, Q(L) =V,, M(0) = My, M(L) = -M;
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Avaruusristikkoelementti:

Uy Uy
Vi Vi
{F,}e: Wl ’ {a,}e: Wy
Us uz
Vv, Vo
W, Wy
1 0 0 -1 0 0] 1
000 00O 0
. EA[0 00 0 00O . 0
KT=T"11400 1 o o FKYTFA%
000 0 O0O 0
0 00 0 0 0 0
[, 1y, 1, 0 0 0]
mgm m 0 0 O
(7] n, n,. n, 0 0 O
o 0 0 I I I
o 0 0 m m m
0o 0 0 n¢ ny n
A W VR W U [ N M
N R R A M
(k]° = EA |Z|§ W, 17 —|22|X Il -7
e A Y PR R A M W
e L P IR W o P R 1
e P e N M P I F
I><
Iy
Nollasta eroava

{FK}® =EAg{ 7 ¢,

N(0) = -U;, N(L) = U,

vain, jos sauvalla
on alkuvenyma!

Nollasta eroava
vain, jos sauvalla
on alkuvenyma!
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5.8 Esimerkkiprobleema

Médritetddn oheisen sauvarakenteen kaikki rasituskuviot kdyttden sauvarakenteiden
elementtimenetelmédd  (sauvarakenteiden siirtymamenetelméd). Vino sauva BC on
tasoristikkoelementti ja vaakasuora sauva AB on palkkielementti. Sauvojen oma paino
otaksutaan nollaksi. (Probleema on staattisesti maarétty ja ratkaisu 16ytyy helposti myds
tasapainotarkasteluja kéayttéen.)

Vapausastekuvio:

él
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Kootaan rakenteen jaykkyysmatriisin alkiot:

4E|
Ky = K2, = ——
1=K =—
, 6l
Ko =Kp=-——-,
a
2E|
Kig = K =
,  6El
Ko =K =-—,
a
0EI/a® 1,
——
EA 12El El
Ky, = K3, + K2, = n245° + _( 12)—,
22 = Kig + Kz a\/§ e \/— 3
6El
Koz =Kz =——,
a
2E|
Ka; =K =
,  6El
Ksz = Kig =——~,
a
4E|
Kas = K2, =
33 = Kas =—

Rakenteen jaykkyysmatriisi:

- 4a? 15—6a 2a?
[K]=—| —6a +12 —6a|.
as \/5
2a° -6a  4a?

Kootaan rakenteen kuormitustermivektorin alkiot:

PHLa , 5
FK, = FKZ = MK, =— 12 __T4
12 12
Pﬂlﬁa
FK, = FK! + FK2 =0+VK, =92 P
2 2
PJ_a
2
FK, = FK? = MK, =92 _Pa
12 12
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Rakenteen kuormitustermivektori:

P—a

FK}=—1{-6

{ }12
a

Vapausastekuormien muodostama pystyvektori:

0
{P}=<P
0
Yhtaloryhma:
[KI{a} +{FK}={P}
=
EI 4a? 15—6a 2a” |(a o[ 0
—|—-6a —+12 —6alja, j+-—3-6;=1P
al V2 “[T12
2a? _6a  4a2 |\% a 0
=
4a? —6a  2a’ ay N
15 Pa
—-6a —+12 —6Bafa, =-—418
V2 12El
2a2  —ea  4a? |23 —a
Ratkaisu:
V2 1
10 24 0,1831
2 2 1Y
y="2 a2 | _Pa’ |0l
El 10 El
2 1 0,0998
10 24
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Elementin 1 rasitukset:

Elementtivapausasteet rakennekoordinaatistossa:

3
1 1 1 1 \/EPa
a; =0,a3=0,a3=0, =8 ="

Elementtivapausasteet sauvakoordinaatistossa:

a3} =[THa}'

=
o] 1 :
— — 0 0
u) [c s o 0]fal */51 */15 0 0
wl [sscoolal |77 ° % © Pa® |0
— — 0 —_——
u[ [0 O s||al 0011\/—310EI1
75 /5 |lV2 Pa
_ 1 PR | i 1
Vv, 0 0 -s cjla; ; ; 1 Tl '
] V2 2
Elementin vapausastevoimat sauvakoordinaatistossa:
{0}
/_/%
{FY¥ =[KT{a} +{FK}
=
U, 1 0 -1 Ol(u] amumell O -1 0 0
V,| EA[0 0 0 O||v| EA|O 0 0 O|pa® |0
U, L|-1 0 1 0flu|[ a/2|-1 0 1 0]|10El|1
V, 0 0 0 0|y, 0 0 00 1
-1
3 0
=——=P
V2
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Elementin 2 rasitukset:

Elementtivapausasteet rakennekoordinaatistossa:

a?=0,as=a, =

(ﬁ

)

_+__
10 24" EI

1. Pa?

1a3_

_Zpa
10 El

a2 LyPe

Palkkielementillda nd&mé& ovat myds elementtivapausasteet sauvakoordinaatistossa, ts.

y

vy =0, (/’1=(1—

1. Pa?

Pyt =

24" El

Vp =

\/— Pa
10 EI

Elementin vapausastevoimat sauvakoordinaatistossa:

{F¥ =[KT*{a}* +{FK}

=

v, [ 12
M,| EIl6L
v, [T 3]-12
M, 6L
(12
El| 6a
T a3 -12
| 6a

P

2

_Jo

2

0

6L
412
—6L
212

6a
4a’
—6a
2a’

-12
—6L

-6L

-12
—6a
12
—6a

6L |[u;
212 || vy
—6L ||u,
412 ||v,
6a

2a® | pa?
—6a| EI
4a?

Leikkausvoimat ja taivutusmomentit sauvan paissa:

Q(0) =V, -

1o

M(0)=M; =0, Q(L)=V, =~

P
_2

(£_L)Pi

’ 24" El
VK,

MK
N 1

VK,

MK,

0

V2, 1 -6
10 24| o4
a2+ g
10

N2 1 a
10 24

. M(L)=-M, =0.

Nyt on sauvan leikkausvoima- ja taivutusmomenttikuvio helppo piirtaa.
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5.9 Elementtimenetelman ja sauvarakenteiden siirty-
mamentelman yhteys

5.91 Johdanto

Seuraavassa esitellddn, kuinka sauvarakenteiden ratkaisemiseen voidaan kayttaa
elementtimenetelmdd ja mitkd ovat elementtimenetelmén ja sauvarakenteiden
siirtymamenetelman yhtéldisyydet ja eroavuudet. Elementtimenetelma on luonteeltaan
likimenetemd, jossa probleeman méérittelyalue (t&ssé rakenne) jaetaan osiin, joita
kutsutaan elementeiksi (sauvan osa) ja jotka liittyvat toisiinsa solmujen valitykselld.
Probleeman tuntemattomalle funktiolle ké&ytetddn kunkin elementin alueella
yksinkertaista, tavallisesti polynomimuotoista approksimaatiota, johin liittyvéat
tuntemattomat parametrit liittyvat solmuihin ja niit4d kutsutaan solmuparametreiksi
(solmusiirtymadt ja kiertymét). Tassé rajoitutaan tarkastelemaan pelkéstédén palkkiele-
menttid, koska sen yhteydessa jo tdrkeimmét p&atelmét voidaan tehda.

ElementtimenetelIma on yleinen numeerinen analysointimentelmd, jolla voidaan
ratkoa mitd moninaisimpia matemaattisen fysiikan probleemia. Sen kehitys on alkanut
kiinte&n aineen mekaniikan, erityisesti rakenteiden mekaniikan, alueelta ja monet sen
tunnetuimmista kehittéjista ovatkin olleet rakennusinsintoreja. Koska elementtimene-
telmén kayttd edellyttdd raskasta laskentaa, sen kehitys on tapahtunut rinnan
tietokoneiden kehityksen kanssa ja alkoi noin puoli vuosisataa sitten.

5.92 Palkkielementti ja sen approksimaatio

Yleisin teknistd taivutusteoriaa (Bernoulli-Euler palkkiteoriaa) noudattavan palkin
elementtimenetelmaformulaatio perustuu ns. Bernoulli-Euler palkkielementtiin. Tassé
elementissa perustuntemattomana funktiona on palkin taipuma v(x) ja sille kaytetdan

kunkin elementin alueella kolmannen asteen polynomiapproksimaatiota. Taméa
elementti osoittautuu, kuten pian ndemme, olevan ainakin tavanomaisten rakenteiden
analysoinnissa esiintyvien lineaaristen probleeminen yhteydessd paras mahdollinen.
Muunkinlaisia palkkielementtejé siis on, mutta niitd emme késittele tassa.

Seuraavassa tarkastelemme yhta elementtia e. Jatdmme kuitenkin kéytdnnon syista
ylaindeksin e, joka tavallisesti liitetadn kaikkiin elementin suureisiin, merkitsematta.

Elementtimenetelmén approksimaatio taipumalle tarkasteltavan elementin alueella
esitetdan muodosssa:

V(x) =N, (X)v, + N, (x)@, + Ny (X)v, + N, (X), (5.103)
missé

X X x> X x> X X x
N1 :1—3F+2F, NZ :X—2T+F, N3 :3F—2F, N4 :_T+F (5104)

ovat elementin muotofunktiot, v, (i=1,2) ovat elementin ns. solmutaipumat, eli
taipumat solmujen kohdilla, ¢, (i =1,2) ovat elementin ns. solmukiertymat, eli

Rak-54.111 Rakenteiden mekaniikka B, luennot osa | 192



______________ X
v -
iR R , V() = N, (X)v; + N, (X)¢,
N 1 2
Whe— — —_ + N, (X)v, + N, (X) ¢,
v(x) Lo,
X
X
X
X
Y
MY arctanl

N\
N\
A
N

N,(x)

Kuva 5.14: Palkkielementin taipuma-approksimaation muodostuminen yleistetyilla
solmusiirtymill& kerrottujen muotofunktioiden summana: (a) taipuma-
approksimaatio V(x), (b)-(e) muotofunktiot N;(x).
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kiertymét solmujen kohdilla, L on elementin pituus ja x-koordinaattia mitataan
elementin vasemmasta paasta. Muotofunktiot N, (x) (i=1,---,4) ovat siis (tunnettuja)

kolmannen asteen polynomeja. Solmutaipumia ja solmukiertymié kutsutaan yhteisella
nimelld elementin solmuparametreiksi tai myds elementin yleistetyiksi solmu-
siirtymiksi. Kuva 5.14 havainnollistaa, kuinka taipuman v(x) elementtiapproksimaa-

tio V(x) muodostuu yleistetyilla solmusiirtymilld kerrottujen muotofunktioiden sum-
mana.

5.93 Bernoulli-Euler palkkielementin jaykkyysmatriisi ja kuormitus-
termivektori

Kuva 5.15: Palkkielementin yleistetyt solmusiirtymat ja yleistetyt solmuvoimat.

Seuraavassa johdetaan palkkielementin yleistettyjen solmuvoimien ja solmusiirtymien
valiset yhteydet. Vertaamalla saatuja yhteyksia edelld yleisella siirtymamentelmall&
saatuihin tarkkoihin yhtaloihin pyrimme tekemé&an haluamiamme johtopa&toksia.
Kéytetddn tuttuja kuvan 5.15 mukaisia merkintgja.

Sovelletaan virtuaalisen tyon periaatetta elementtiin e. Virtuaalisen tyon periaate siis
kuuluu:

W =Wipe + Wy =0, (5.105)

=

missé palkkielementin tapauksessa elementin sisdinen virtuaalinen tyd on

L
Wipg = — | Mielx, (5.106)
0

miss& M on todellinen taivutusmomentti ja & on virtuaalinen kdyristyma. Palkin
kayristymé& x on taivutusmomentista aiheutuvan kayristymén ja alkuk&yristymén
summa, ts.
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K=%+KO. (5.107)

Tastd saadaan taivutusmomentin ja kdyristymén yhteydeksi
M =El(x—x,). (5.108)

Sijoittamalla tdmad taivutusmomentin lauseke elementin siséisen virtuaalisen tyon lau-
sekkeeseen (5.106) saadaan

L L

Winy = — [ Elscielx + [ Elicgielx (5.109)
0 0

Elementin ulkoiselle virtuaaliselle tydlle saadaan

Wext = | avdx +V;7(0) + My9(0) +V,V(L) + Mog(L), (5.110)

O

missé yléviivalla varustetut siirtymasuureet ovat virtuaalisia. Lausekkeen (5.110)
oikean puolen ensimmdinen termi edustaa poikittaisen jakautuneen kuorman q(x)

tekem&a virtuaalista tyotd, kun palkki saa virtuaalisen taipuman V(x). Pieneen
kohdassa x olevaan dx:n pituiseen palkkialkioon vaikuttavan voiman q(x)dx tekemé&
tyd on q(x)dx-v(x). Kun tdmé integroidaan yli koko elementin, saadaan mainittu
termi. Lausekkeen (5.110) oikean puolen muut termit edustavat yleitettyjen
solmuvoimien tekemid virtuaalisia toitd. Elementin virtuaaliselle kokonaistydlle
saadaan nyt

W =W

int

+ Wext

S B B B (5.111)
= —[ Elxicdx+ [ Elxgicdx + [ qvax +V,7(0) + M,p(0) +V,7 (L) + M, (L).
0 0 0

Taman tulisi vurtuaalisen tyén periaatteen mukaan havitd mielivaltaisella virtuaa-
lisella siirtymalla v(x).

Otetaan nyt virtuaaliseksi siirtyméksi vuorotellen kukin muotofunktio. Kun kysymyk-
sessé in i:s muotofunktio virtuaaliselle taipumalla, kietymalld ja kdyristymélla on siis
lausekkeet

V0 =N, (0 =V(0=N/(x), ©(x)=-7"(x)=-N/(x) (5.112)

ja vastaava elementin virtuaalinen tyé W, saa muodon

Rak-54.111 Rakenteiden mekaniikka B, luennot osa | 195



W, = JL' EINi”KdX—JL. EINi'kde+I N;qdx
0 0 0

(5.113)
+V;N.(0) + M,N/(0) +V,N. (L) + M,N/(L).
Todellisen kayristymén approksimaatiolle saadaan
R(X) = =0"(x) = =NV, = N3 (), = NV, = N (X)g, (5.114)

Sijoittamalla tdmé virtuaalisen tyon lausekkeeseen (5.113) saadaan

L L L L
W; = —[ EIN/N{tv; — [ EIN{N3dxp; - [ EIN/Ngdxv, - [ EIN/Njdxg,
LO ) 0 0 0 (5.115)
— [ EINicx + [ Njgdx +V3N; (0) + My N{(0) +V, N; (L) + M, N{(L)
0 0
eli

W, = —K{jvy — K01 — K3V, — K, — FK?

(5.116)
+ViN; (0) + M N{(0) +V,N; (L) + MaN{(L)
missa
L
K = [ EIN{N 7dx,
0 (5.117)

L L
FKE = _f N; qdx +I N/Elx odx.
0 0

Muodostetaan nyt virtuaalisen tyon yhtalot. Virtuaalista siirtymdd v(x) = N;(x)
vastaava yhtélo on

W, =0 & —Kjv, —Kgo —Kgv, —Kip, - FK?
—r — — —2
+V; N;(0)+ M, N/(0)+V, N,(L)+ M, N,(L) =0,
virtuaalista siirtymaa v(x) = N, (x) vastaava yhtalo on
sz =0 & KV, —Kgp —Kgv, —Kje, —FK;
0 0

A r—;% — —N
+V; N, (0)+ M, N;(0)+V, N,(L)+ M, N;(L) =0,

virtuaalista siirtyméa v(x) = N3(x) vastaava yhtalo on

Rak-54.111 Rakenteiden mekaniikka B, luennot osa | 196



W3 =0 & —Kgvy — Koy - Kgvy — Kggp, — FK3
/_/L /_L # r 0 \
+V1N3(O)+ MlNé(O)'FVZ N3(L)+ M2 Né(L)ZO

ja virtuaalista siirtyméa v(x) = N, (x) vastaava yhtalo on

W,=0 & -Kjv, — Ko - K§3V2 —- Ko, —FK;
0 0 0 1

—— —— —N
+V, N,(0)+ M, N;(0)+V, N,(L)+ M, N;(L)=0.
N&ma yhtélot saadaan helposti muotoon

V1 = Klelvl + K1e2¢1 + Klesvz + Kle4¢2 + I:Kle’
M, = Koy, + Koo + K5y, + Koy, + FKS, (5.118)
V, =KV + Kgo + K, + K, + FKS,

M, = KoV + Koy + KV, + K, + FKG.

Ne ovat palkkielementin yleistettyjen solmuvoimien ja yleistettyjen solmusiirtymien
valiset yhteydet ja kuuluvat matriisimuodossa

{F}¥* =[KI*{a}® +{FK}", (5.119)
missa
V, v,
{F¥ = Mil oy =" (5.120)
VZ V2
M, ?,

ovat elementin yleistettyjen solmuvoimien ja yleistettyjen solmusiirtymien muodosta-
mat pystyvektorit ja

Ki Ki Ki Kg FK;
Ky K; Ki K; FK;
[K] = Zel 2;2 ’ia 2:1 , {FKY = i (5.121)
Ka Ki Ki Ky FK,
Ko Ko Ki Ki FK;

ovat elementin jaykkyysmatriisi ja kuormitustermivektori.

Né&in Bernoulli-Euler palkkielementin jaykkyysmatriisin ja kuormitustermivektorin
alkioille saatiin lausekkeet (5.117) eli uudelleen kirjoitettuina
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L
K§ = [ EIN/N 1,
0

L L
FK® =] N;jgdx+ [ NyElxqdx.
0 0

(5.122)

N&ma kaavat ovat voimassa siindkin tapauksessa, ettd elementin taivutusjaykkyys El
ei ole vakio, vaan riippuu x:std. Talloin ei useinkaan ole mahdollista mé&arittaa

lausekkeissa (5.122) olevia méaérattyja intergraaleja tarkasti

turvautumaan numeeriseen integrointiin.

5.94 Tasajaykka Bernoulli-Euler palkkielementti

vaan joudutaan

Seuraavassa kehitdimme lausekkeita (5.122) eteenpdin tasajaykan palkin (El = vakio)

tapauksessa, jolloin integroinnit voidaan suorittaa analyyttisesti.

elementin muotofunktioita (5.104) saadaan

2 2
N{ =65 +6 5, Nj=1-4"+3",
L L L L2
2 2
LA XX L XX
N3—6 Z_GF, N4— 2I+3F
ja
" 6 X . 4 X
le—F+12—3,N2——I+6 5
Ny=C 1o X Npo-2ieX
L2 L3 L2

Nyt saadaan elementin jaykkyysmatriisin alkioille

L L
El X X
K§y = EL[ N{Njtx = = [ (<6 +12-)(~6 +12)dx
11 _([ 1N{ L4'(|;( L)( L)

2

L 2 L
= 5 [(as-1402 1148 yax = 1 [(@6x- 725+
L* % L L L* o L 3

144 12EIl

El
=—(@86L-72L+— L) = D
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L L
El X X

Ki, = El| N{NJdx = — [ (-6 +12-)(—4 + 6-—)dx
12 'c[ N2 L3£( L)( L)

L 2 2 3
El X X EIL X X
= [(24-842 1725 ydx = — | (24x - 42— + 24>

:%(24L—42L+24L)=@=

ch

Jatkamalla samaan tapaan lopputulokseksi tulee

K3, = Kis = A,
K34 = Ki, = B,
Kfi = K§ = —Kf3 = —K§ = D, (5.123)

K = K31 = Kfy = Kjj = —K33 = —Kg = —Kg; = —Kj3 =C.

Tama on tdsmalleen sama tulos kuin yleiselle siirtymamemetelmaélle saatu (5.56).

Elementin kuormitustermivektorin alkioille saadaan vastaavati

L L
FK? == N,qdx+ [ N/El x,dx
0

0

L 2 3
—[a-3%+2%) EI | -2 dx=VK,,
) 2 "L
L L
FK; =—f qudx+jN2"E|;<0dx
0 0
Sxooox2 X 2El ¢
=—|_£(E-2? La)qd ——j(z 3= ) dx = MK,
L L
FKs =—| qudx+jN;E|K0dx
0
L
_—j(3x——2—)qu GEI | —) X = VK,,
0
L
FK; =— N4qu+jN;’E|;<0dx.
0
L
=—LJ.(—— )d —Ej(l 3—) dx = MK, .
0

Saadut elementin kuormitustermivektorin alkiot VK,, MK;, VK, ja MK, ovat

tdsmalleen samat kuin yleisen siirtymamemetelman lausekkeet (5.32). Koska
rakenteen jaykkyysmatriisi [K] ja kuormitustermivektori {FK} saadaan elementtien
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jaykkyysmatriisien ja kuormitustermivektorien [K]® ja {FK}® alkioista elementti-
menetelman kokoamismenettelyd kéyttaen, tulevat myds ndméa olemaan samat.

Né&in mydos lopullinen yhtéléryhma
[K{a}+{FK}={P},

tulee olemaan sama elementtimenetelmassa Bernoulli-Euler palkkielementtié kayttaen
ja yleisessa siirtymamentelmassa. Koska yleinen siirtymémenetelmd, joka on tarkka
menetelmd, antaa tarkat arvot yleistetyille solmusiirtymille {a} ovat siis myos

elementtimenetelmélld Bernoulli-Euler palkkielementtida kayttden saadut yleistetyt
solmusiirtymét tarkkoja.

5.95 Johtopaatoksia

Paatellaan siis, ettd tasajaykka Bernoulli-Euler palkkielementti antaa tarkan
ratkaisun yleistetyille solmusiirtymille (eli solmutaipumille ja solmukiertymille).

Bernoulli-Euler palkkielementin kuubinen taipuma-approksimaatio (5.103) ei
kuitenkaan ole tarkka koko elementin alueella vaan ainoastaan solmujen kohdilla.
Tama voidaan perustella seuraavasti: Lausekkeen (5.103) perusteella taivutus-
momentin ja leikkausvoiman lausekkeiksi saadaan

M (x) = —EN"(x) = ~EI[NJ(X)V; + NJ(X)@, + NJ(X)V, + N; (X)g,],
Q(x) = M'(x) = —EI[N/(X)v, + NZ(x)@, + NJ(x)v, + N, (), ].

Koska muotofunktiot N,(x) ovat kuubisia, tulevat niiden toiset derivaatat olemaan
lineaarisia ja ensimmaiset derivaatat vakioita. Ndin Bernoulli-Euler palkkielementin
taivutusmomentti M (x) on lineaarinen ja leikkausvoima Q on vakio. Lineaarinen
taivutusmomentti ja vakio leikkausvoima on mahdollinen ainoastaan palkin osalla,
jolla ei ole poikittaista kuormaa, ts. q(x)=0. Pdadymme siis tulokseen: Bernoulli-
Euler palkkielementti antaa tarkan tuloksen elementin alueella ainoastaan palkin
osalla, jossa ei ole poikittaista kuormaa, muussa tapauksessa tulos on aina
likimé&é&rdinen.
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