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1. Lujuusopin peruskasitteita

1.1 Suoran sauvan veto ja puristus
1.11 Sauvan keskiméaarainen normaalijannitys

Tarkastellaan suoraa sauvaa, jota kuormittaa san pdihin vaikuttavat
annetut ulkoiset (vetdvat tai puristavat) voimat F. Normaalivoima on
tdlléin -~ N=F. Normaalivoima on poikkipinnalla vaikuttavan
normaalijannityksen o,, jota merkitdén téssa lyhyesti o, resultantti.

Mikali sauva on homogeeninen, sen poikkileikkauksen mitat ovat pienia
pituuteen verrattuna ja poikkileikkausta ei oteta kovin ldheltd sauvan
kuormitettuja péit4, sauvan poikkileikkauksen normaalijéannitys on
likimain tasan jakautunut ja saamme

o=—. (1.1)

Vaikka emme tuntisi  tdsméllisesti  jannityksen  jakautumista
poikkipinnalla, =~ voimme  mé&arittdd  sauvan  poikkileikkauksen
keskimadraisen normaalijannityksen kaavalla

5:% (1.2)

Normaalijannityksen dimensio on [o]=[N]/[A]=N/m?’=Pa ja sen
yleisin kerrannaisyksikkoé on MPa =10°Pa =10°N/m? = N/mm?.

1.12 Sauvan venyma

Sauvan pituuden muutos (kuva 1.1) on

AL=L"-L (1.3)
ja sen suhteellinen pituuden muutos eli (insin66ri)venyma on

AL
g=—.

L
Mikali sauvan venyminen ei ole samanlaista sen koko pituudella, tdma
kaava esittdé keskimadraistd venymad £ sen pisteissa.

(1.4)
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Kuva 1.1: Sauvan pituuden muutos
Sauva-alkion pituuden muutos on
A(dL) =dL'—dL (1.5)

ja sen (insindori)venyma pisteessa P on

A(dL)

Py=—""02 1.6
5(P)==" (L6)
P dL
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Kuva 1.2: Sauva-alkion pituuden muutos

Venyma on paljas luku, joka ilmaistaan usein prosentteina (%),
promilleina (%) tai mikroina (x=10"°, mikrostrain, ustr). Venymét
ovat tavallisilla materiaaleilla esim. teréksill&, promillen suuruusluokkaa.

Rak-51.1200 Rakenteiden lujuusoppi luentoja, osa Il 2



1.13 Poissonin vakio

Kokeellisesti voidaan todeta, kuten jo edelld olemme todenneet, etta
venytetyssa (puristetussa) sauvassa esiintyy pituussuuntaisen venyman
lisdksi  poikittaissuuntaista  kutistumista (laajenemista). Useilla
materiaaleilla, kun venymdt ovat riittdvan pienid, on poikittaisen
venymén ¢, (lateral strain) ja pitkittdisen venymén ¢ (axial strain) suhde

negatiivinen vakio. Sen vastalukua

p=_%1 1.7
£

kutsutaan Poissonin vakioksi (Poisson’s ratio) tai suppeumaluvuksi.
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Kuva 1.3: Sauvan tilavuuden muutos

Mikali kysymyksessd on tallainen materiaali, sauvan (kuva 1.3)

tilavuuden muutokselle AV saadaan
~0 ~0

—_ -~
AV =(a-vea)(b—veb)(L+ L) —abL =[e(1—2v) —v(v —2) &* +v* &*]abL
—~—
~¢(l-2v)abL,
joten sauvan suhteellinen tilavuuden muutos on

& =AV—V=(1—2V)8. (1.8)
Todellisilla materiaaleilla AV >0, kun e >0 = (1-2v)e>20 = v<0,5
Toisaalta kokemuksen perusteella v >0, joten Poissonin vakio vaihtelee
rajoissa 0<v<0,5. Jos v=0,5, niin AV =0 ja materiaali on kokoon-
puristumatonta (incompressible). Taulukossa 1.1 on esitetty Poissonin
vakion arvoja joillekin materiaaleille.

Rak-51.1200 Rakenteiden lujuusoppi luentoja, osa Il 3

Taulukko 1.1: Poissonin vakion arvoja

1%
Korkki | =0
metallit | 0,25-0,35
Teras | 0,27-0,30
Betoni | 0,10-0,20
Kumi ~0,5
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1.2 Jéannityksen ja venyman valinen yhteys

Seuraavassa tarkastellaan pé&dpiirteittdin materiaalin jannityksen ja
venyman valistd yhteyttd o =o(¢) eli tassé lyhyesti o — ¢ —yhteytta. Se
selvitetdén tavallisesti kokeellisesti suoralle sauvalle tehtdvén vetokokeen
ja tietyille puristuskoekappaleille tehtavien puristuskokeiden avulla.

1.21 Tyypillisia o — & —yhteyksia ja niitéd kuvaavia parametreja

Sitkedlle rakenneterdkselle ja muutamille muille materiaaleille
ominainen o — ¢ —yhteys on esitetty kuvassa 1.1. Sille on tyypillista
selvd vaakasuora myotoalue (yield domain) sekd melko suuri venyma
ennen murtumista

s TODELLISEN JANNITYKSEN e
MUKAINEN &-€ KAYRA _ \ —~
400 -
// \
Z
\NIMELLINEN
&-E KAYRA
NOIN 0,0012
0 0, 0,20 ¢

Kuva 1.4: Sitkean rakenneteraksen tyypillinen o — & —yhteys"

Joukolle muita materiaaleja tyypillinen o — & —yhteys on esitetty kuvassa
1.5. Sill& ei ole selvad myotoaluetta. Sitkeat (ductile) materiaalit venyvét
voimakkaasti ennen murtumista. Tallaisia ovat monet terdkset ja
metalliseokset. Hauraat (brittle) materiaaleilla murtuvat jo pienilla
venymilld. Téllaisia ovat valurauta, keraamiset materiaalit, betoni, eraat
metalliseokset ja lasi.

Nimellisjannitys maéaritetddn vetosauvan alkuperdisen poikkipinnan
mukaan. Sauvassa tapahtuu erityisesti murtumistilannetta lahestyttédessé
voimakasta poikittaista supistumista ns. kuroutumista (necking), (kuva

! Kuva on saatu tekijan luvalla teoksesta: Outinen, H., Koski, J. ja Salmi,
T., Lujuusopin perusteet, Pressus Oy, 2000.
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1.6). Seké nimellisen jannityksen, ettd todellisen jannityksen mukainen
o — & —kayra on esitetty kuvassa 1.1.

HAURAS MATERIAAL|
SITKEA MATERIAALI 8

SCORGAANISET
MATERIAALIT

Alkuperdinen
halkaisija =

Kuroutumis-
kohta

Kuva 1.6: Vetosauvan poikkileikkauksen kuroutuminen

Kuvassa 1.7 on esitelty yksityiskohtaisemmin sitkedn rakenneteréksen
o —& —kayrdn ominaisuuksia. Aluksi jannitys on tiettyyn arvoon ns.
suhteellisuusrajaan o, (proportional limit) asti suoraan verrannollinen
venymaan. Vaikka jannitys kasvaa tata suuremmaksi, on sauvan venyma
viela palautuvaa eli materiaali kéyttdytyy Kimmoisesti. Kun jannitys
ylittdd kimmorajan o, (elastic limit), jaa sauvaan pysyvé venyma
kuormituksen poistamisen jalkeen.

Venymadn edelleen kasvaessa jénnitys saavuttaa ns. myotorajan R, (yield

limit), jolloin venymd kasvaa voiman lisdantymattd. Tatd kayrén aluetta
kutsutaan myotdalueeksi. Ylempi my6tdraja R,, on se jannityksen arvo,

2 Katso alaviite 1.
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Kuva 1.7: Sitkean rakenneteraksen o — & —kayran ominaisuuksia®

milla myotd alkaa. Alempi myotéraja R, on pienin myo6toalueella
esiintyva jannitys. Valilla CD nimellisjannitys kasvaa jélleen venyman
kasvaessa. Vaihetta kutsutaan mydtélujittumiseksi (strain hardening).
Saavutetaan materiaalin murtolujuus R (ultimate stress, fracture
stress). Se on nimellisjannityksen suurin arvo kokeen aikana. Taman
jalkeen venymén kasvaessa normaalivoima pienenee ja murtuminen
tapahtuu lopulta pisteessd E. Puristuspuolella vastaavia rajoja merkitaan
symboleilla: o ,, R R, ja R,.

Huomautus: Toisaalla t&ssé kurssissa ja muissa rakenteiden mekaniikan
kursseissa myoétorajalle kdytetdan usein merkintéd o,

Myos sellaisille materiaaleille, joilla ei ole selvdd my®6toaluetta, on
tarkoituksen mukaista maéarittdd myotoraja. Erds syy tdhan on se, ettd
todellisille materiaaleille kaytetdadn laskelmissa usein yksinkertaistettuja
o —¢—riippuvuuksia, joissa myotdraja esiintyy parametrina arvoa.
Myotorajan arvoksi otetaan talléin (a) o —e&—kayrdn derivaatan
epéjatkuvuuskohdan ordinaatta (kuva 1.8a) tai (b) 0,2% suuruista
pysyvaa venymad vastaava jannitys, ns. 0,2-raja Ry, (kuva 1.8b).

% Katso alaviite 1.
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Kuva 1.8: Myotdrajan maarittdminen materiaaleille, joilla ei ole selvaa
myd&toaluetta

Useimmilla materiaaleilla puristuskokeesta saatava o — & —kayra on lahes
samanlainen  kuin vetokokeessa. Joillakin, erityisesti haurailla
materiaaleilla, veto- ja puristuspuolen o —&—-kéyrat saattavat erota
toisistaan huomattavasti. Esimerkiksi valurauta (kuva 1.9) ja betoni
kestavat huomattavasti véhemman vetoa kuin puristusta.
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Kuva 1.9: Valuraudan o — ¢ —kéayra vedossa ja puristuksessa
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Kuva 1.10: Metallien vetokoe
1.22 Metallien vetokoe

Kuva 1.10 esittdd standardin SFS-EN 10 0021-1 mukaista metallien
vetokoetta. Koesauvan poikkileikkaus on yleensd ympyrd, mutta myds
suorakulmiopoikkileikkaus  tulee  kysymykseen.  Koe  tehddén
vakionopeudella lampdtilassa 23+ 5°C. Kokeessa rekisterdidddn sauvan
venyminen mittapituuden L, matkalta ja sauvaan vaikuttava voima F,
joiden avulla saadaan nimellisjannityksen o=F/S, ja venymén
& =AL, /L, vilinen yhteys. Koepituus L on sauvan tasapaksun osuuden
pituus ja S, on sauvan alkuperéinen poikkipinta-ala. Sauvan
murtokurouma (percent reduction in area) maaritelldédn pyoreilld
koesauvoilla siten, ettd katkenneen sauvan ohuimmasta kohdasta mitataan
kuroutumiskohdan poikkipinta-ala S, , jolloin murtokurouma on

Z =%-100% (1.9)

0
Esimerkiksi rakenneterdkselle Z =60---70%.
1.23 Kimmoinen kayttaytyminen

Useimpien rakennusmateriaalien kayttdytyminen on o — ¢ —kayrén alku-
osalla lineaarisesti kimmoista (linearly elastic) suhteellisuusrajaan o,
saakka, ts. o —& —kayré valilla OA on suora, vrt. kuva 1.11a. Kuvassa
1.11b on eréiden teréslaatujen periaatteellisia o — & —kayrid, joissa nakyy
selvd suora osuus likimain myétorajaan saakka.

Useimmissa tapauksissa kdytettdessa rakennusmateriaaleina esimerkiksi
metalleja, muoveja, puuta, betonia tai keraamisia aineita, suunnitellaan
rakenteet siten, ettd niiden kéyttdytyminen voidaan olettaa lineaarisesti
kimmoiseksi. Talléin jannityksen ja venyman yhteys on
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Kuva 1.11: (a) sitkedn materiaalin periaatteellinen o —&—kayrd, (b)
eraiden teraslaatujen o — & —kayria*

o =Eg, (1.10)

missa kerroin E on kimmomoduuli (Young’s modulus), vrt. kuva 1.11a.
Kimmomoduulin  yksikkd  on  jannityksen  yksikkd.  Sopiva
kerrannaisyksikké on GPa =10°Pa. Esimerkiksi teraksen kimmomoduuli
on E=~200GPa. Kimmomoduuli kuvaa materiaalin jaykkyytta
(material stiffness) tarkasteltavassa materiaalipisteessd. Hooken lakiin
siséltyvd kerroin E on Poissonin luvun v ohella toinen matriaalin
kayttaytymistd kuvaava kimmovakio (elastic coefficient).

1.24 Tangentti- ja sekanttimoduuli

Kuvan 1.12 jannitys-venymakayrén suoralla osalla OA kimmomoduuli E
tarkoittaa sen suoran osan kulmakerrointa. Jénnitys-venymékayrén
epélineaarisella osalla AB, jossa o>o,, materiaalin jaykkyyttd
kuvaavana suureena voidaan kdyttdd tangenttimoduulia E, (tangent
modulus), jolla ymmérretddn o —& —kdyrén derivaattaa eli tangentin
kulmakerrointa tarkastelupisteessd. Tangenttimoduulin sijasta voidaan
kayttad myos ns. sekanttimoduulia E, (secant modulus), jolla taas
ymmarretddn origon ja kdyran tarkastelu-pisteen kautta kulkevan suoran
kulmakerrointa.

* Katso alaviite 1
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Kuva 1.12: Kimmomoduuli, tangenttimoduuli ja sekanttimoduuli

Kun o <o,, niin E=E, =E, =vakio. Kun >0, niin E ja E; ovat
jannityksen tai venyman funktioita.

1.24 Ramberg-Osgood kaava

Eri materiaalien o —&—kéyrdn esittdmiseen analyyttisesti on esitetty
monia kaavoja. Tunnetuimpia niista lienee Ramberg-Osgood kaava

=2 3alo ] (1.11)
E 7E|(o

missa parametri n voidaan laskea kokemusperdisestd kaavata

0,8873
In %L
op’

+1. (1.12)

Jannitykset o, ja o, maaritetddn ko. materiaalin kokeellisesta
o — ¢ —Kkayrésta siten, ettd o, ja o, vastaavat origosta kulmakertoimilla

0,7E ja 0,85E piirrettyjen sekanttien ja kayrdn leikkauspisteiden
jannitysten arvoja kuvan 1.13 mukaisesti.
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Kuva 1.13: Jannitysten o, ja o, maéarittaminen kokeellisen o — ¢ —
kayran avulla Ramberg-Osgood kaavaa varten

Kirjoittamalla Ramberg-Osgood kaava muotoon

EZEQ(EJ | (1.14)
o, o T1\o

saadaan sille parametrin n eréilla arvoilla kuvan 1.14 mukaiset kéyrat.

— n=>5
o, \
ﬁm
1___: \-n:oo
|
|
|
I
i Ee
1 o

Kuva 1.14: Tyypillisid Ramberg-Osgood jannitys-venymakayria

Rajatapauksena, kun n=o, saadaan kaavasta (1.12) materiaalimalli,
jonka on alkuosaltaan (o <o,) kalteva suora ja muualla (o> o)

vaakasuora. Ramberg-Osgood kaava soveltuu hyvin mm. korkean
lujuusluokan teréksille, betonille, alumiinille ja magnesiumille.
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1.25 lIdeaalisesti plastinen ja myotélujittuva materiaali

Monille materiaaleille o —&—kayrdd (kuva 1.15) kuvaan hyvin kéyrén
alkuosalla Hooken lain mukainen lineaarinen jannitysvenymayhteys.
Joissain yhteyksissd, kuten rakenteen sortumiskuormituksen eli
rajakuorman (limit load) madéarittdmisessé tarvitaan myotorajan R,

ylittdvia jannityksia vastaavaa o —&—kdyrdd. Useilla materiaaleilla,
esim. rakenneterdksilla, voidaan kéyttdd kuvan 1.16a lineaarisesti
kimmoista, ideaalisesti plastista materiaalimallia (linear elastic, ideal
palstic materal). Joissain yhteyksisséd kannattaa kayttdd kuvan 1.16b
lineaarisesti kimmoista, lineaarisesti myotolujittuvaa materiaali-
mallia (linear elastic, linear strain hardening materal).

Kuva 1.15: Todellisen materiaalin o — & —kayré

@ © (b)y @

& &

Kuva 1.16: Lineaarisesti kimmoinen (a) ideaaliplastinen materiaali (b)
lineaarisesti myotolujittuva materiaali
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1.26 Kuormituksen poisto ja pysyvéa venyma

Materiaalia sanotaan Kimmoiseksi (elastic), jos se kuormituksen
poistuttua palaa taydellisesti alkuperdiseen tilaansa. Kun jénnitys ei ylit4
kimmorajaa (o<o.), venymat pysyvat kimmoisina. Té&ll8in
kuormitusvaihe ja kuormituksen poistovaihe seuraavat samaa kayréa
kuvan 1.17a mukaisesti.

Kuormitettaessa materiaalia Kimmottomalle (inelastic) alueelle (o > o)

kuormituksen poistaminen tapahtuu likimain kuvan 1.17b mukaisesti
lineaarisesti pitkin suoraa HM, jonka kulmakerroin on sama kuin
o —¢—kuvion alkuosan kulmakerroin. N&in materiaaliin jaa pysyva
venyma (residual strain, permanent strain). Kun materiaaliin syntyy
pysyvd venymd, niin vain o0sa materiaalin kuormitusvaiheessa
absorboimasta energiasta on palautuvaa, loppu on hajaantunut 1ammon
kautta systeemin siséenergiaksi. Tama energia on verrannollinen pinnan
OHMO alaan.

(@) (b)
O o H
—= —
Ol —— _/ o.F——-
|
-
/| /]
|
|
/ |
E | E E
1 ' 1 1
& O M &
Kimmoi-  Plastinen Pysyva
nen venyma venyma
venyma

Kuva 1.17: Kuormitus ja kuormituksen poisto, (a) kun o <o ja (b) kun
o > O

Kuormitettaessa materiaalia uudelleen lahtemélld pisteestd M kayttaytyy
se likimain lineaarisesti kimmoisesti, kunnes saavutetaan uudelleen
edelliselld kuormituskerralla saavutettu suurin jannitys pisteesséd H. Talla
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tavalla voidaan nostaa materiaalin suhteellisuus- ja kimmorajaa.
Kuormituksen edelleen kasvaessa seurataan jalleen alkuperaista
o — & —kayrad, kunnes saavutetaan materiaalin murtoraja R, .

2R

Kuva 1.18: Toistuvan veto-, puristus-kuormituksen o — ¢ —kéyra
1.27 Toistuva veto-, puristus-kuormitus

Kuva 1.18 esitt4a materiaalia, jonka |R,|=|R_,|. Kuormitetaan materiaalia

kimmottomalle alueelle pisteeseen B, jossa kuormitus poistetaan. T&lldin
saavutetaan piste C. Kun kuormitussuunta vaihdetaan puristukseksi,
saavutetaan piste E. Kun puristuskuormitus poistetaan, saavutetaan piste
F, joka voi olla origon jommalla kummalla puolella tai origossa. Jos piste
on origossa, materiaaliin ei jaa pysyvad venymaa. Kuitenkin materiaalin
sisdinen rakenne on muokkautunut kuormitusprosessissa ja jos
kuormituskierros toistetaan joitakin kertoja, koesauva murtuu. Vaihtuva
veto- ja puristuskuormitus plastisten venymien alueella voidaan sallia
vain tarkoin harkituissa olosuhteissa, esimerkiksi silloin, kun suoristetaan
vaurioitunutta rakenne- tai koneen osaa. Jos vetokuormitusta jatketaan
niin pitkélle, ett4 saavutetaan piste H, materiaali myotolujittuu. Kun nyt
kuormitus poistetaan, saavutetaan piste I. Kun kuormituksen suunta
vaihdetaan  puristukseksi, saavutetaan piste J, jota vastaava
puristusjénnityksen itseisarvo jaa myoétorajaa R, pienemmaksi. Pisteitd H
ja J vastaavien jannitysten erotus on kuitenkin edelleen 2R,.
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Puristuspuolen myo6toérajan pienentymisilmiétd kimmottoman alueen
vaihtokuormituksessa sanotaan Bauschingerin efektiksi.

Jos materiaalia kuormitetaan symmetrisesti nollan molemmin puolin
vaihtelevalla voimalla, on o —& —kéyrd kuvan 1.19 mukainen. Jokaisella
kierroksella kuluva energia on verrannollinen k&yrdn sisddn jaavaan
pinta-alaan. Tallaista k&yrad kutsutaan hystereesissilmukaksi (hysteresis
loop).

Kuva 1.19: Hystereesissilmukka

1.3 Venyman ja jannityksen riippuvuus ajasta

Tietyilla materiaaleilla mm. Betonilla venymét kasvavat pitkalla
aikavélilla, vaikka jannitys sdilyy vakiona. IImi6ta kutsutaan materiaalin
virumiseksi (creep). Joillakin materiaaleilla viruminen on voimakasta
korkeissa lampdtiloissa. Virumiskokeessa koesauvaan jarjestetddn vakio
vetorasitus o = F/A. Ensin tapahtuu akillinen kimmoinen venyma &; ja
sitten sauva venyy ajan mukana kuvan 1.20a mukaisesti. Samoilla
materiaaleilla esiintyy myds ilmid, jossa jannitykset pienenevat ajan
mukana, vaikka venymadt pysyvat vakiona. Ilmiétd kutsutaan
relaksaatioksi (relaxation). Relaksaatiokokeessa koesauvan venyma
pidetédan vakiona. Tapahtuu kuvan 1.20b mukainen jénnitysrelaksaatio.
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Jannitetyissa betonirakenteissa, joissa janneterdkset jannitetddn suurella
voimalla, tapahtuu ajan mukana jannevoiman laukeamista eli relaksaa-
tiota virumismekanismin seurauksena. Virumista tapahtuu jo tavallisissa
lampéotiloissa esim. muoveilla, puulla, betonilla ja orgaanisilla aineilla.

@ AL
& &=—0
L
I Virumisen osuus
L &
LF ]
t
(b)
(o2

L IReIaksaation osuus

Kuva 1.20: (a) Vakiojannityksen aiheuttama viruminen ja (b) vakio
venyman aiheuttama jénnitysrelaksaatio
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1.4 Leikkaus

1.41 Leikkausjannitys vetosauvassa

Leikataan sauva vinolla leikkauksella ja merkitadn vinon pinnan alaa A, .
Pystysuuntaisesta tasapainoehdosta seuraa, ettd leikkauspinnassa
vaikuttava voimaresultantti on F ja se on sauvan akselin suuntainen.
Jaetaan F leikkaustason normaalin ja tangentin suuntaisiin kompo-
nentteihin. Naista edellistd kutsutaan vinon tason normaalivoimaksi N,

(normal force) ja jalkimmaisté sen leikkausvoimaksi Q, (shear force).

F F

Kuva 1.21: Vetosauvan vinossa leikkauksessa vaikuttavat jannitykset
Kuvan 1.21 perusteella on voimassa
N,=Fcosa, Q,=Fsina, A, =A/cose, (1.15)

missd A on sauvan akselia vastaan kohtisuoran leikkauspinnan ala. Jos
voidaan otaksua, ettd voimat N, ja Q, ovat jakautuneet tasaisesti koko

leikkauspinnalle, saadaan ko. pinnan normaalijannitykseksi o, ja
leikkausjannitykseksi 7, lausekkeet

N
o,=—"*%, Ta=&, (1.16)
All All
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Sijoittamalla kaavoihin (1.16) lausekkeet (1.15) saadaan

Fcosa F 2
(Ta=/—=KCOS a=0C0S" «,
Alcosa (L17)
_ Fsina F

=—sinacosa = oSinacos,
A/cosa

a

jolloin on merkitty o = F / A. Tuloksista ndhd&én, etta

F
= =0 =—,
O max Ga(a ) A
1F
- —450) == 1.18
Tmax Ta(a ) 2 A ( )
1
Tmax = 7 Omax
2

Esitetty tarkastelu tulee k&ytdnndssa tarpeelliseksi erityisesti silloin, kun
vetosauva on jatkettu esimerkiksi liimaamalla.

1.42 Leikkausjannitykset liitoksessa
Esimerkking kaytanndn tilanteesta, jossa leikkausjannitykset ovat
paaasiallisena mielenkiinnon kohteena, tarkastellaan kuvan liitosta. Siind

tappi B valittdd voiman F kappaleiden A ja C valilla.

Liitos (a) tappi (b) ja tapin palan VKK (c).

(a) (b) (¢)

Kuva 1.22: (a) Liitos (b) tappi ja (c) tapin palan VKK®

Oletetaan, ettd kappaleiden A ja C sekd tapin B vélinen voima on kuvan
(b) mukaisesti tasan jakautunut niiden kosketuspintoihin. Tapin palan

% Katso alaviite 1
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mnpg VKK:sta 1.22c nahdéaédn, ettd leikkauksessa taytyy vaikuttaa
keskiméaaraisen leikkausvoiman, jonka suuruus saadaan tasapainoehdosta

F __Q F
—>2QFO:>Q2:>r TS (1.19)
missd 7 on tapin poikkileikkauksen keskimaardinen leikkausjannitys ja A
on tapin poikkipinnan ala. Todellisuudessa kuvan 1.22b tapin
leikkauksiin mn ja pq kohdistuu my®és taivutusrasitus (taivutusmomentti).
Kaavan (1.19) mukainen laskelma on kuitenkin useimmissa tapauksissa
riittdvd monien rakenneosien, kuten esimerkiksi ruuvi-, niitti-, hitsi- ja
liimaliitosten mitoituksessa.

1.43 Liukuma

Tarkastellaan kuvan 1.23 mukaista tasapaksua, &arettdmén pitk&a
levykaistaa, joka on alareunastaan jaykasti kiinnitetty ja jota kuormittaa
yléreunaan kohdistuva tasainen leikkausjannitys z.

(a) (b) ()

/h T L»

! — V4
e g || = els /7

4 a

——

T

Kuva 1.23: Leikkausjannityksen aiheuttama liukuma

Kuormittamattoman levyn pystysuora jana kaantyy kuormituksen
vaikutuksesta kulman » verran. Kulman arvo radiaaneissa on
leikkausjannitystd ¢ vastaava liukuma (shear strain). Levykaistan
jokaisessa vaakaleikkauksessa vaikuttaa leikkausjénnitys z. Leikataan
levykaistasta pala, jonka leveys on a ja korkeus b. Sen yl&- ja alapintaan
vaikuttavat tasaiset leikkausjannityskentdt z kuvan mukaisesti, jolloin
voimien  vaakatasapainoehto  toteutuu. Sen pystysuuntaisiin
reunapintoihin vaikuttavat leikkausjannitykset z,, jolloin voimien pysty-
tasapainoehto toteutuu. Kirjoittamalla levyn palalle momenttitasapaino-
yhtélo saadaan

rbh-a-zah-b=0 = r7=7 (1.20)
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Koska pala oli leikattu mielivaltaisesta kohdasta, taytyy jokaisessa
levykaistan pystyleikkauksessa olla tasainen leikkausjannityskenttd .
Kuormittamattomasta levystd leikattu kuvan 1.23b pala siirtyy
vaakasuunnassa ja lisdksi muuttaa muotoaan kuvan 1.23c mukaisesti.
Leikkaus-jannityksestd aiheutuva liukuma on todellisuudessa yleensa
hyvin pieni, joten se on kuvassa voimakkaasti liioiteltu.

1.44 | eikkausjénnityksen ja liukuman valinen yhteys

Leikkausjannityksen ja liukuman vélinen yhteys saadaan kokeellisesti
puhtaan leikkauksen kuormittamalle kappaleelle tehtdvasta kokeesta.
Koe tehdaan yleensd ympyrasylinterin muotoisen putken véantdkokeena
(torsion test).

Kuva 1.24: Periaatekuva ympyrasylinterin muotoisen putken
véaantokokeesta

Kokeessa rekisteroidaan vaantokulma ¢, ja sité vastaava vaantdmomentti
M, . Liukuma ja sit4 vastaava leikkausjannitys saadaan kaavoista

_ea M
R
L 2ra‘t

y (1.21)

Mittaustuloksista piirretty 7 —y —kayrd on muodoltaan hyvin samanlai-
nen kuin vetokokeessa saatava o — ¢ —kayré (kuva 1.25).
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Kuva 1.25: Sitkedn materiaalin tyypillinen 7 — y —kayra

Mikali materiaalilla on vetokokeen o — ¢ —kayréssa lineaarinen osuus, on
myds 7 —y —kayrassd lineaarinen osuus. T&lld alueella on voimassa
leikkauksen Hooken laki

=Gy, (1.22)
missé kerroin G on liukumoduuli (shear modulus).

Isotrooppisen aineen kimmomoduuli E, liukumoduuli G ja Poissonin
vakio v eivét ole toisistaan riippumattomia, vaan niiden vélilla on (edell&
johdettu) yhteys

G= E .
21+v)

(1.23)

Kun Poissonin vakio vaihtelee vélilla v =0---0,5, niin liukumoduuli
vaihtelee vélilla G=E/2---E/3. Esimerkiksi rakenneteraksella
G =75 GPa ja alumiinilla G =28 GPa.
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1.5 Sallitut jannitykset ja varmuusluku

Lujuuslaskennassa  joudutaan  aina  kasittelemddn idealisoitua
mekaniikan mallia. T&llin joudutaan tekemdén huomattava maaré
yksinkertaistuksia koskien rakenteen geometriaa, materiaaliominaisuuk-
sia sekd kuormituksia. Edelleen esiintyy mm. seuraavia epévarmuus-
tekijoita:

e Materiaaliominaisuuksien vaihtelut. Lujuusarvot ovat vain keski-
maéaréaisesti paikkansa pitavié.

o Kuormituksiin liittyvat epavarmuudet. On mahdoton tuntea kaikkia
mahdollisia kuormitusolosuhteita.

e Ymparistoolosuhteiden vaikutus. Korroosion, sydvyttavien aineiden
ja radioaktiivisuuden vaikutukset lujuusominaisuuksiin ovat vaikeasti
ennustettavissa.

Rakenteiden kuluminen ja sen vaikutus niiden toimintaan.
Valmistuksen tarkkuus.

Néiden likiméaaraistysten ja epavarmuustekijoiden huomioon ottamiseksi
on otettu kayttdon késite varmuusluku n (safety factor). Se maéritellaén
osamaarana

nefi (1.24)

sall

miss& F, on Kkriittinen, kielletty kuormitus, joka johtaa

epatyydyttavaan tilanteeseen. Kielto voi aiheutua esimerkiksi materiaalin
murtumisesta, myotdadmisestd tai liian suurista siirtymistd. F_, taas

sall
tarkoittaa vastaavaa laskennassa sallittavaa kuormitusta.

Usein varmuusluku madritelld&n materiaalin Kkriittisen jannityksen
(laskentalujuuden) o,, suhteena suurimpaan sallittuun rakenteessa

esiintyvaan jannitykseen o, eli
n="Su (1.25)
(o}

sall
On luonnollista, ettd jannitys ei saa missddn kohdassa rakennetta ylittaa

murtolujuutta. Kuitenkin my6s mydtorajan ylitystd ja siihen liittyvié
suuria venymié pidetédan useimmissa tapauksissa mahdottomina sallia.
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Yleisimmin varmuusluku maéaritellddnkin kéayttdmalld laskentalujuutena
myotdrajaa R,, harvemmin murtolujuutta R eli

n="—e p-Ffu (1.26)

O-sall O-sall

Vastaavasti  puhtaalle leikkausjannitystilalle kaytetddn sallittua
leikkausjannitysta  r,, ja laskentalujuutena  kéytetddn  joko

leikkausmyétorajaa z, tai leikkausmurtolujuutta z; eli

n= S , n=—. (127)

Tsall Tsall

Varmuusluvun valintaan vaikuttavat seuraavat seikat:

e Elinidlle ja luotettavuudelle asetettavat vaatimukset.
Esimerkiksi kerrostalojen hisseiltd vaaditaan sekd pitkad elinikéa
ettd suurta luotettavuutta. Niiden suunnittelussa kaytetaan siten
suuria varmuuslukuja.

e Rakenteen ympadristolle aiheuttamat vaarat. Mikéli rakenteen
sortuminen aiheuttaa ihmishenkien menetyksid, on yleensd
kéytettdva suurempaa varmuuslukua kuin tilanteissa, joissa ei tata
vaaraa ole.

e Rakenteen painon, koon ja hinnan erityinen tarkeys.
Esimerkiksi lentokoneiden suunnittelussa kéytettavat varmuusluvut
ovat yleensd pienid. Talloin kuitenkin kéytetddn tarkkoja
laskentamenetelmid ja epévarmuustekijat pyritddn minimoimaan
tarkalla materiaalien ja valmistuksen valvonnalla seka rakenteiden
maé&raaikaistarkistuksilla.

Tietyissa tapauksissa varmuusluku tai sallitut jénnitykset annetaan
asetuksissa ja standardeissa, SFS 2610 Paineastiain mitoitus ja SFS
3200  Teré&srakenteiden suunnitteluohjeet. Terasrakenteiden
suunnitteluohjeiden  mukaan  rakenneterasten  sallitut  jannitykset
staattisissa  kuormituksissa madritelladn vedolle, taivutukselle ja
puristukselle materiaalin alemman myétérajan R, arvosta seuraavasti:

R, /1,5 (tavallinen kuormitus), (1.28)
“'"|R, /1,3 (harvinainen kuormitus). '
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Sallittu leikkausjannitys saadaan kertomalla ndmé arvot kertoimella 0,6 Taulukko 1.2: Tavallisten rakenne- ja koneterdsten mydétorajat ja sallitut
jannitykset standardin SFS 3200 mukaan

Teal = O’ 6- Ol (129)
Taulukossa 1.2 on esitetty tavallisimpien rakenne- ja koneterdsten & |3l ° ° g 3 3 g
e g - - " . £ al § e S 8 b= =
alemman myotorajan arvot standardin SFS 200 mukaan seka sallitut =i ~ S 2 s e =
o . = |Z
jannitykset standardin SFS 3200 mukaan. N |3
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!Terésts Fe 33, jolla ei ole taattua my6tdarvoa, ei saa kayttaa rakenneluokkaan 2
kuuluvissa rakenteissa ja rakenneluokkaan 1 kuuluvissa hitsatuissa rakenteissa.
? Koskee koneellista mittausta tai ruuviliitosluokkaa R 2.
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Esimerkki 1.1:

Teréstankoa, jonka poikkileikkaus on suorakulmio, venytetdén voimalla
F. Laske tavallisen kuormituksen F sallittu arvo, kun seka tanko, pultti ja
korvakkeet ovat terdstd Fe 37. Miké& on varmuus sille, etti korvakelevy ja
tangon péé eivét leikkaudu, kun leikkausmydtoraja on 130MPa? Kaikki
jannitysjakautumat oletetaan tasaisiksi.

Ratkaisu:

Tangon nettopinta-ala on
A = (40 —15)mm -10mm = 250mm?®.

Valitaan taulukosta 1.2 tangolle sallituksi normaalijannitykseksi 147MPa
ja leikkausjannitykseksi 88MPa. Silloin tangolle voitaisiin sallia voima

Fn =147 N/mm? - 250mm = 36,75kN
Tapin poikkipinnan ala on

A, :%(15mm)2 ~176,7mm?,

joten tapille voitaisiin sallia leikkausvoima (kuva 1a)

. ~-176,7mm? = F,_, =3L10kN
mm '

Sallituista voimista on valittava pienempi, joten tulokseksi saadaan

F., =3L1kN

sall
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Kuva 1: (a) Pultin palan VKK, (b) tangon péén leikkautuminen ja (c)
tangon palan VKK

Tangon péan leikkauspinnassa (kuva 1b), jonka ala on
A, =20mm-10mm = 200mm?,
vaikuttavaksi keskimaéaraiseksi leikkausjannitykseksi (kuva 1c) saadaan

o _Fal/2_B1110°N __ oo
A 2.200mm? '

Varmuusluku tangon paan leikkautumisen suhteen on

., 130MPa
nl =S - :l’
r, 778MPa =—

o

Tukilevyn leikkauspinnan ala on
A, =15mm-8mm =120mm?
ja pinnan keskiméaréinen leikkausjénnitys

3
7, = Fa /4 ZL]'OZ =64,8MPa
A, 4.120mm

Varmuusluku tukilevyn leikkautumisen suhteen on
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o _ T 130MPa o
z, 64,8MPa —

Varmuusluvuksi leikkautumisen suhteen valitaan pienempi luvuista n, ja
n,, joten

(b)

INIIE |
-
[Ce— oM
_>
ENI I o

Kuva 2: (a) Tukilevyn leikkautuminen (b) tukilevyn palan VKK

Tarkistetaan vield suurin keskim&ardinen reunapuristus (pintapaine) p

(bearing stress), joka kohdistuu pultin reidn reunaan. Kuvista 1b ja 2
n&hdaan, ettd suurin reikien reunapintoihin kohdistuva voima on F =F,

sall
ja se kohdistuu tangon reién reunapintaan. Keskimaérdinen reunapuristus
lasketaan, kuten myohemmin osoitetaan, jakamalla pintaan kohdistuva
voima pinta-alalla

A;=h-d,
missd d on reién halkaisija ja h on ainepaksuus. Néin ollen
A, =10mm-15mm =150mm?,

Joten keskimaaraiseksi reunapuristukseksi saadaan

3
5:%:—31152 10N _ 507,3mPa
mm

Taulukon 1.2 perusteella suurin sallittu reunapuristus télle materiaalille
on 260MPa. Néin ollen suurin reunapuristus jaa alle sallitun arvon.

Lopputulokseksi saadaan, etté tangolle voidaan sallia vetovoima 31,1kN.
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Esimerkki 1.2:

Kuvan esittdméan vetopultin halkaisija on d =20mm ja sitd kuormittaa
voima F =25kN. Pultin pdén korkeus on h=14mm. Mitoita pultin paén
halkaisija D, kun pultin ja alustan valille sallitaan 20MPa pintapaine.
Pultin materiaalin sallittu leikkausjannitys on 100MPa ja sallittu
normaalijénnitys on 165MPa.

| I D

Ratkaisu:
KT TR
| | I_I | I_ |
o deAl | el |t
T PR R
| [ |
ﬁsall :d ﬁsall Esall ﬁsall :d
i i
i |

Kuva 1: (a) Pultin pdéan leikkautuminen, pultin pdan VKK ja (c) pultin
varren VKK.
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Pultin pystysuora tasapainoehto (kuva 1a) antaa

T Pu(D?-d?)-F =0

3
= D= [d? +_4—F :\/(ZOmm)2 +w =44,6mm ~ 45mm
D @ 20N/mm* -z —

Pultin normaalijannitys:

F_F  42510°N
A %”dz 7 -(20mm)?

=79,6MPa <o,

o= sall

Tarkistetaan viel, etté pultin pa4 ei leikkaudu. Leikkauspinta-ala on
A, = zdh = 7 - 20mm -14mm = 879,6mm?
Kuvan 1c pystytasapainoehto antaa

. 3
- BAON o8 ampa<s,

T A-F=0=>= r=t l
A, 879,6mm
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2. Poikkipinnan geometriset suureet

2.1 Poikkipinnan staattiset momentit ja pintakeskio

Sauvarakenteiden teoriassa tarvitaan sauvan poikkileikkaukseen liittyvia
geometrisia suureita. Vastaavia késitteitd kéytetddn muussakin meka-
niikan ja lujuusopin késittelyssa.

Sauvan poikkileikkauksen geometrisia suureita tarkastellaan tdssé kuvan
2.1 mukaisessa Y,z —koordinaatistossa, jonka y-—akseli suuntautuu

alaspéin ja z —akseli vasemmalta oikealle.

y
Kuva 2.1: Sauvan poikkipinta ja siihen liittyva koordinaatisto

Poikkipinnan ala saadaan maéritetyksi integroimalla kaikki pinta-alkiot
dA poikkipinnan alueen yli

A=jdA. (2.1)

Pinta-alkion dA lineaariset momentit z— ja y—akselien suhteen

madritellaan kaavoilla dS, =dA-y=ydA ja dS,=dA-z=zdA. Poikki-

pinnan lineaariset momentit eli staattiset momentit méaraytyvat ndista

integroimalla poikkipinnan alueen yli, eli

S, = jydA, S, :jsz. (2.2)
A

A
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Staattisten momenttien tavallisin yksikkd on mm?®.

Poikkipinnan pintakeskion koordinaatit maédraytyvét ehdoista

Ay, =[ydA=S,, Az =[zdA=S,, (2.3)
A A

jotka voidaan tulkita seuraavasti: Poikkipinnan pintakeskiton
keskitetyn pinta-alan staattisen momentin tarkasteltavan akselin
suhteen tulee olla yhtd suuren kuin pinnan staattinen momentti.
Pintakeskion koordinaateille voidaan ndin kirjoittaa

s s,
:—Z, Z =—. 2.4
Yo =4 A (2.4)

Tassd yhteydessd todetaan myds tulos, jota tarvitsemme jatkossa. Jos
y,z —koordinaatisto valitaan siten, ettd sen origo on poikkileikkauksen

pintakeskidssa y, =z, =0. Tall6in kaavoista (2.3) nahdéaén, etté staattiset
momentit S, ja S, hdvidvat. Saadaan tulos, etta ns. pintakeskio-

koordinaatistossa, jonka origo on pintakeskitssd, staattiset momentit
havidvat.

Kuva 2.2: Sauvan poikkipinta, joka muodostuu osapinnoista, joiden
pintakeskiot tunnetaan

Usein poikkipinta muodostuu osapinnoista, joiden pintakeskidt tunnetaan.

(vrt. kuva 2.2). Kunkin osapinnan i staattisille momenteille voidaan
talldin Kirjoittaa
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Szi:IydA:Ayil Syi:J.ZdA:AiZU (2.5)
A A

missé A on osapinnan i pinta-ala ja vastaava integroimisalue seka vy; ja
z, ovat sen pintakeskion koodinaatit. Poikkipinnan A, joka koostuu n
osapinnasta A , staattiselle momentille voidaan kirjoittaa

n n n n

S, :.[ydA:Zl'ydA:;Ayi, S, ={sz:§£sz=;Azi, (2.6)
N&ma kaavat voidaan tulkita seuraavasti: Poikkipinnan staattinen
momentti tarkasteltavan akselin suhteen saadaan osapintojen
pintakeskioon keskitettyjen pinta-alojen staattisten momenttien
summana. Niitd kéytettdessd voidaan myds soveltaa ns. reika-
periaatetta. Sen avulla poikkipinnan, jossa on reikd, staattinen momentti
saadaan reidttdman poikkipinnan ja reidn muotoisen negatiivisen pinnan
staattisten momenttien summana.

Kaavoista (2.4) ja (2.6) seuraa poikkipinnan pintakeskion C
koordinaateille lausekkeet

2#\% gAzi

Ye A ‘e A

2.7)

Néiden kaavojen mukaan: Poikkipinnan pintakeskion koodinaatit
saadaan sen osapintojen pintakeskitiden koordinaattien pinta-aloilla
painotettuina keskiarvoina.

Tarkastellaan seuraavassa erilaisia nakokohtia, jotka helpottavat pinta-
alan ja staattisten momenttien kaytannollista maarittdmista. Tarkastellaan
poikkipintaa, jonka leveys ja/tai korkeus ovat ilmaistavissa funktioina
b(y) tai h(z) (kuva 2.3) ja tarkastellaan staattisen momentin S,

maarittdmistd. Koska kuvan 2.3 viivoitetun pinnan pintakeskion etéisyys
z—akselista on y+dy/2~y, on sen staattinen momentti z —akselin

suhteen dS,=y-b(y)dy. Integroimalla tdmé& saadaan staattiselle
momentille S, tulos
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(@) z (b) Z, z z
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T T H
Y [ : b — |
1
! N |
l !
h(z)
y | T dy
| b(y) |
2 dz
y y

Kuva 2.3: Poikkileikkauksia

s, =]ds, = j yb(y)dy.

Y1

N&in menetellen saadaan poikkipinnan pinta-alalle ja staattisille
momenteille seuraavat kaavat

A=wamy=Tmnm,
" “ (2.8)

Yo 23
S, = [ yb(y)dy, S, = [zh(z)dz.

Y n

y

Kuva 2.4: Ohutseindmaisen profiilin pinta-alkio
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Jos kysymyksessa on ochutseinamainen profiili, jonka seindman paksuus
t (kuva 2.4) on pieni sen muihin mittoihin verrattuna, pinta-alkioksi
voidaan ottaa dA=tds. Jos profiilin muoto ja seindmén paksuus on
lausuttu profiilin keskiviivan pituuskoordinaatin s avulla muodossa

y=y(s), z=1z(s), t=t(s), (2.9)

pinta-alalle ja staattisille momenteille voidaan talléin kirjoittaa
| | |

A=[t(s)ds, S, = [y(s)t(s)ds, S, = [2(s)t(s)ds, (2.10)
0 0 0

missé integrointi tapahtuu koko profiilin keskiviivan yli (vrt. kuva 2.4).

Tarkastellaan kuvien 2.5 esittdmia tapauksia. Edellisessa S, haviaa,

koska y-akselin suhteen symmetrisesti sijaitsevien pinta-alkioiden
antamat osuudet zdA ja —zdA aina kumoavat toisensa kaavassa (2.2).
Taten pintakeskid sijaitsee kaavan (2.4) perusteella y-akselilla.
Jalkimmaisessa kuvassa seka S, etta S, haviavat ja pintakeskio sijaitsee

origossa.

(@) (b)

?H’Cﬁ Iy ‘

dAQ-*

y
Kuva 2.5: (a) y-akselin suhteen symmetrinen (b) Origon suhteen
symmetrinen poikkipinta.

Saatiin tulokset: Akselin suhteen symmetrisen pinnan pintakeskio

sijaitsee symmetria-akselilla. Pisteen suhteen symmetrisen pinnan
pintakeski¢ sijaitsee symmetriapisteessa. Myos kaksoissymmetrisen
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poikkileikkauksen pintakeskié on symmetria-akseleiden leikkaus-
pisteessa.

Taivutettujen sauvojen leikkausjannitysten méaarittdmisessa tarvitaan
myds ns. osapoikkipintasuureita. Pinnalla A(y) ymmaérretdén sitd poik-

kipinnan A osaa, joka jaa tason y positiiviselle puolelle (kuva 2.6a), ja
pinnalla A(z) ymmérretadn sitd poikkipinnan A osaa, joka jaa tason z
positiiviselle puolelle (kuva 2.6b). Pinnalla A(s) ymmarretdan

vastaavasti sitd ohuen profiilin poikkipinnan osaa, joka j&a kohdan s
positiiviselle puolelle (kuva 2.7). Tdssa s esittdd parametrista
koordinaattia, jolla on pituuden dimensio, ja | on profiilin keskiviivan
pituus.

(@ z (b) z L, 2

Y

y y
Kuva 2.6: Osapoikkipinnat A(y) ja A(z).

Kuva 2.7: Osapoikkipinta A(s).
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OsapoikKipintoihin liittyvat staattiset momentit maaritelladn kuvaan
2.6 liittyen kaavoilla

S,(y)= .f ydA:yfyb(y)dy, S,(9)= I sz:Tzh(z)dz. (2.10)

A(Y) y A(z) z

ja kuvaan 2.7 liittyen kaavoilla

S,(s)= _I[y(s)t(s)ds, S,(s)= jfz(s)t(s)ds. (2.11)
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2.2 Poikkipinnan jayhyysmomentit ja tulomomentti

Pinta-alkion dA nelidmomentit z— ja y—akselien suhteen (vrt. kuva
2.1) mééritellaan kaavoilla dI, =dA-y*=y?dA ja dl, =dA-z* =2z°dA.
Poikkipinnan A neliomomentit eli jayhyysmomentit z— ja y —akselien
suhteen méaraytyvat néistd integroimalla poikkipinnan alueen yli, eli

1, =[y’dA, 1, =[z"dA (2.12)
A A

Pinta-alkion dA tulomomentti v,z —koordinaatiston suhteen (vrt. kuva
2.1) madritellagn kaavalla dl, =dA-y-z=yzdA. Poikkipinnan A
tulomomentti  y,z—koordinaatiston ~ suhteen =~ mdadrdytyy  tastd
integroimalla, eli

1, =[yzdA=1,,. (2.13)
A

Jayhyysmomenttien ja tulomomentin tavallisin yksikké on mm?®.

Pinta-alkion dA polaarinen nelidmomentti origon suhteen maaritellaan
kaavalla dI, =r?dA, missa r on pinta-alkion etéisyys origosta. Poikki-

pinnan A polaarinen nelidmomentti eli polaarinen jayhyysmomentti
origon suhteen maaraytyy tasta integroimalla, eli

l, =jr2dA. (2.14)
A

Sijoittamalla tdhan r? = y* + z?, saadaan

L= [(y* +2°)dA=[y’dA+ [2dA=1, +1,. (2.15)
A A A

Méadritelmistd  seuraa, ettd jayhyysmomentit ja  polaarinen
jayhyysmomentti ovat aina positiivisia, mikali pinta-ala pidetédan
positiivisena.  Tulomomentti sen sijaan voi olla positiivinen tai
negatiivinen.

Jayhyysmomenttia tarkastellaan usein liittdmattd sitd mihinkaan koordi-
naatistoon. Silloin puhutaan jayhyysmomentista annetun suoran
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suhteen ja kdytetddn tavallisesti pelkk&d symbolia I. Jayhyysmomentin
maérittdminen tapahtuu kuitenkin mukavimmin kéyttden kaavoja (2.12)
sekd koordinaatistoa, jonka jompi kumpi koordinaattiakseli yhtyy
tarkasteltavaan suoraan.

Tarkastellaan seuraavassa erilaisia ndkokohtia, jotka helpottavat jayhyys-
momenttien ja tulomomentin méaarittdmista k&ytanndssa. Jos poikkipinta
on sellainen (kuva 2.3), ettd sen leveys ja/tai korkeus ovat ilmaistavissa
funktioina b(y) tai h(z) saadaan jdyhyysmomenteille kaavat

Yy Z

1, =] yb(y)dy, I, =[2*h(z)dz. (2.16)
Y1 ay

Jos kysymyksessé on ohutseindmadinen profiili, jonka seindmén paksuus t

(kuva 2.4) on pieni sen muihin mittoihin verrattuna, jayhyysmomenteille
ja tulomomentille saadaan kaavat

I, =

O — —

y(s)t(s)ds, I, =jzz(s)t(s)ds, L, =jy(s)z(s)t(s)ds. (2.17)

Usein poikkipinta A muodostuu geometrialtaan yksinkertaisemmista
osapinnoista A, joiden jayhyysmomentit on helpompi méarittad. Koska
integrointi voidaan suorittaa alue kerrallaan, saadaan esimerkiksi
jayhyysmomentille I,

(2.18)

m*

|, = [y’dA=[ydA+-+ [y’dA=1, 4]
A A Ay

Saatiin tulos: Koko poikkipinnan jayhyysmomentti, tulomomentti tai
polaarinen jayhyysmomentti saadaan laskemalla yhteen osapintojen
vastaavat suureet.

Tarkastellaan kuvan 2.5a esittamda tapausta. Tulomomentti I, haviaa,

koska y-akselin suhteen symmetrisesti sijaitsevien pinta-alkioiden
antamat osuudet yzdA ja yzdA aina kumoavat toisensa kaavassa (2.13).
Saatiin tulos: Jos y- tai z-akseli on poikkipinnan symmetria-akseli,

tulomomentti 1, havidad. My0s vastaavan kaksoissymmetrisen

poikkipinnan tulomomentti haviaa.

! Huomautus: Niiden tulee olla maéritetty samojen akselien suhteen.
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Kuva 2.8: Pintakeskioon asetettu Y,Z —koordinaatisto ja valittu
Yy, Z — koordinaatisto

Steinerin lause: Pinnan A jayhyysmomenteille ja tulomomentille ovat
voimassa seuraavat kaavat

L=l + A2, 1 =1+ A2, 1, =1, +Ayz, (2.19)

missa I,, 1, ja I, ovat valittuun y,z —koordinaatistoon ja 1., I, ja I,

ovat pintakeskioon asetettuun Z,y —koordinaatistoon liittyvat pinnan A
jayhyysmomentit ja tulomomentti.

Todistus: Esimerkiksi jayhyysmomentille |1
saadaan

ja tulomomentille |

z 7y

I, =[y?dA=[(y, +y)’dA=[(y} +2y.y +y*)dA
A A A
A
= yf_[dA+ 2yCIVdA+.[72dA: YIA+2Y AY, + 1, =1, + Ay,
A A A

1, = [2ydA=[ (2, + ). +m)dA= [ (.Y, + 207+ g +&r)dA

0

0
= szCIdA+ zc.[ydA+ yCJ'TdA+.deA: .Y A+Y.AZ +ZAY, + 1y
A A A A

=1y +AzY..

Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi luentoja, osa 11 41



Jayhyysmomentin osuus Steinerin lauseesta voidaan myos formuloida
seuraavassa, helposti muistettavassa muodossa (vrt. Kuva 2.9). Steinerin
lause: Suoran suhteen laskettu jayhyysmomentti on

=1 +A-a’ (2.20)

missa |, on pintakeskion C kautta kulkevan samansuuntaisen suoran
suhteen laskettu jayhyysmomentti ja a on suorien valimatka.

Kuva 2.9: Steinerin lause jayhyysmomentille

Madritelladn lopuksi yksi jayhyysmomentteihin liittyva késite: Pinnan
jayhyyssade suoran suhteen madritell&8n pituutena i, jonka avulla
vastaava jadyhyysmomentti saadaan lausekkeesta

I =A-i? (2.21)

Néin jayhyyssade voidaan laskea kaavalla

N
=J;j (2.22)

Poikkileikkauskoordinaatistoon liittyvét jayhyysséteet ovat

. , . I_y
|Z=\/%, |y—\/: (2.23)
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Taulukko 2.1: Poikkipintasuureita

Poikkileikkaus Pinta-ala ja pintakeskit Jayhyysmomentit
1 Kolmio A:lbh ] :ibh3
e _, 2 36
1 1
X 7 |z.=(a+b I, =—bh(b® —ab+a’
hI z | z=5@+h) ; =35 0n(* —ab+a’)
-+ a 1 1
! =-h I, =——bh?(2a-b
Ye 3 7y 72 ( a )
y oy
2 Suorakulmio A=bh | —ibh3
e 2 =1p 112
i Iy =50
Cc 7 -z
" ‘ V=3 Iy =0
y 'y
3 Ympyra A= rr? '
2r I = Iy ==r
k—=— z z,=r 4
ey y =0
4
y
i 4 2
4 Puoliympyra A:%;zrz ) =97z72—64 B
2r | - T
zZ Zc =0 | s
C; 7 4 v 7§r
: 5 =—Tr
Ve 3z I;=0
v,y
5 Ympyrén sektori — Br? 4
i , | AP 1, = (p+sin poos B)
r z.=0 4
BB 2sin g 4 ,sin’ B
:77" —_—
Cy Z |° 38 9 B
r .
& I :Z(,stmﬁcos,b’)
Y,y
1.=0
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Taulukossa 2.1 on esitetty yksinkertaisten poikkipintojen pinta-aloja,
pintakeskidita ja jayhyysmomentteja.

Esimerkki  2.1:  M@adritetddn  oheisen  suorakaidepoikkipinnan
jayhyysmomentit I, 1, ja tulomomentti 1, pintakeskiokoordi-

naatistossa.
Ihlz
z
I h/2

b/2 b/2|

Ratkaisu:

Asetetaan  koordinaatisto poikkileikkauksen keskipisteeseen (pinta-
keskid).

hi2 hi2 3 3 3
:J’ysz: J’ y?hdy =b | Y _ b’ h bk
A 2 “hi2 3 24 24 12

b/2 23 3 3 3
= [zda= [ zhdz=n"] 2 =n2  p2 BT
A w2824 24 12

I, =0 (Koordinaattiakselit yhtyvat symmetria-akseleihin!)
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Esimerkki 2.2: Madritetdan oheisen suorakulmaisen kolmiopoikkipinnan
jayhyysmomentit ja tulomomentti poikkileikkauksen pintakeskidkoordi-
naatistossa, jonka akselit ovat kateettien suuntaiset.

b

I

C

N

<l

Ratkaisu:

Leveys b(y): b

b(y) =a + By T | ’

b0)=a=b

b(hy=a + gh=0 T e—
= b(y)

a=b y y
{ﬂ:_b/h = b(y)=ba-)

Pintakeskio:

A= [da=Jotyoy =] A=Yy -blly-2) -5

2

¥ y©_y'y_bh®
{ydA jyb(y)dy bf(y )dy =b |( R

_S,_bh’2 h
Ye=A=6 bn 3
Vastaavaan tapaan saadaan pintakeskion z-koordinaatiksi z, = —

Jayhyysmomentti 1, :

r r bh®
= [yidA= [ yb(y)dy =b[(y* - Lydy=b(L Ly =
Jyran=[yody <[ty S0y = bj( -2 -2

Rak-54.1200 Rakenteiden lujuusoppi luentoja, osa 11 45



Jayhyysmomentti 1, :

Steiner < 1, =1, +Ay; = I, =1,-Ayl=—-—(2)’=——

Jayhyysmomentti 1 :

3
Tulos saadaan vaihtamalla Z <y jab<>h: I =%
Tulomomentti I, 0
e
= Jyon=[ [ yaoe i Z
=|yzdA= yzdydz ly
A 00 h|l v
ho by
v dA = dyd
=[v (j zdz)dy = jy | (—)dy 212 yez
; |
b(y)
- 2 _ _Yye
—be (y)dy——jy(l D)y y
j(y 2—+—)dy
bZT(y 2y ) b’h®
20 2 4h2 24

Tulomomentti ly:

2112 2n2
Steiner < I, =1,+Ayz, = I ,=1,-Ay, C:bh _bhhb__bh
v 24 2 33 72
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Esimerkki 2.3: Méaritetd&n oheisen poikkipinnan jayhyysmomentit 1, ja
I, sekd tulomomentti I, sen pintakeskiokoordinaatistossa.

60mm

I
30mm
60mm

- < 15mm

40mm

- 40mm

|«——I
Ratkaisu:

Méadritetddn ensin pintakeskién asema. Sitd varten asetetaan aluksi
y, z —koordinaatisto siten, ettd y —akseli yhtyy poikkipinnan symmetria-
akseliin ja origo on poikkileikkauksen yléanurkassa.

Pintakeskio: z
l y, =20mm

A= l60 -30 =900mm®
2 Ye y, =60mm

A, =15-60 =900mm?

A, =7 -20% =1256,6mm? +

Y, =110mm

A=A+A+A
=3056,6mm? -

Pintakeskion y —koordinaatille saadaan: y

Ay, +Ay,+Ay, 900-20+900-60+1256,6-110
A 3056,6

Y. = -68,78mm
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Seuraavaksi asetetaan y,z —koordinaatisto poikkileikkauksen pinta-
keskiton.

Jayhyysmomentit:

[
sl _
L

68, 78mm i
:2 -y, =48,78mm
f 3 —Y,=878mm
C

~ Y, =41,22mm

e
i

y
Jayhyysmomentit z — ja y —akselien suhteen:

— _ 2 2 2
Iz - Izl+ |22+ IZ3_ |71+Aly1 + |72+A2y2 + |73+A3y3

_ 60-30° 15.60°
6 2

+900- (48,78)° + +900-(~8,78)°

7-40*
+

+1256,6-41,22* = 47,87-10°mm*

L=+, + =1+ 1, + 1,

30-60° 15°.60 x-40°
= + +
48 12

=0,278-10°mm*

Tulomomentti:

Koska y-akseli on poikkipinnan symmetria-akseli, saadaan
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2.3 Jayhyysmomentit ja tulomomentti koordinaatis-
ton Kierrossa

2.31 Jayhyysmomenttien ja tulomomentin muunnoskaava

’

z

y

Kuva 2.10: Koordinaatiston muunnos
Koordinaattien muunnoskaavat ovat kuvan 2.10 perusteella

"=vycosa + zsing,
= ycosarasing (2.25)
Z =-YySINa + ZCOS .

Jayhyysmomentille 1, saadaan
" :j(y')ZdAzj(ycosa+zsina)2dA
A A

= j(yz cos®a +2°sin® a + 2zysina cosa)dA
A

1 | Ly

— /—/L —
= coszaj y2dA +sin? a_[zsz+ ZSinaCOSaI yzdA
A A A

=1,cos’a+1,sin*a +2I, sinacosa.
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Jayhyysmomentille 1, saadaan vastaavasti
l, = j(z')szz j(—ysina +zcosa)’dA
A A

=.[(yzsin2a+ 2°cos® o — 2yzsina cosa)dA
A

1 ly ly,
— — —

=sin2a.|.y2dA+ coszaIZZdA—ZsinaCOSaIysz
A A A
=1,sin*a+1,cos’a—2l,sinacosa.

Tulomomentille 1,,, saadaan

l,, = J' y'Z’dA = I(ycos:z +zsina)(-ysina + zcosa)dA
A A

= J'[—yzsinacow +2°sinacosa + yz(cos® a —sin’ a)]dA
A

I, ly
—

—
= —sinacosaIyZdA+sinacosaIzsz
A A

lay
—

+ (cosza—sinZa).[ysz
A
H 2 N2
=—(I,—1,)sinacosa + 1, (cos” @ —sin“ a).
Nain olemme saaneet neliomomenteille seuraavat muunnoskaavat

I, =1,co8’a+1,sin"a+2l,sinacosa,
-~ 2 .
I, =1,sin“a+1 cos”a-2l,sinacosa, (2.26)
H 2 in2
I,y ==(l,—1,)sinacosa + 1, (cos”a —sin” a).

llmaistaan nama lausekkeet vield hieman toisenlaisessa muodossa
seuraavasti:

cos2a
L+, ———— | -1 ) .
I, =——2(cos’ @ +sin’ &) + ——2(cos’ a —sin’ @) + |, 2sina cos a,
2 2 Y
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| 1 —Ccos2a
——

N -, ——— .
I, =—=—=2(sin’ & +cos’ @) + = (sin” & —cos’ @) — 1, 2sinaz cos ,
2 2 Y

sin2a/2 cos2a

I, =—(1,—1,)sinacosa + 1, (cos’ & —sin’ @)

jaedelleen
L+l, 1, -1 .
I, = LA Lcos2a +1,,8in2a,
2 2
L+l 1,—1, _
I, ==+ -——cos2a -1, sin2a, (2.27)

-1, .
., =———2¥sin2a + 1, cos2c.
2 i

2.32 Paajayhyysmomentit

Sauvarakenteiden taivutusteoriaa silméllapitden on hyddyllistd 16ytaa
sellainen y’,z’' —koordinaatisto, jossa jayhyysmomentit saavat &ariarvon.
Derivoimalla jayhyysmomentin I, lauseke (2.27a) kulman o suhteen
saadaan

%:—(IZ —1,)sin 2 + 21, cos 2a

Merkitsemalla tulos nollaksi saadaan 1,:n aériarvoa vastaavalle kulmalle
a yhtalo

21
tan20::I Zyl . (2.28)

V1+ tan? 2¢, tan 2o

1
Kuva 2.11: Trigonometrinen apukuva
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Maédritetddn nyt jayhyysmomenttien lausekkeet téssd koordinaatistossa.
Nait4 kaavoja varten mééritetddn kulman 2¢ sini ja kosini. Kuvan 2.11
perusteella saadaan lausekkeet

21,
. tan 2o -1, 21,
sin2a = =
J1+tan? 2« 1, (,-1,)+412
y ) y zy
| -1,
-1
cos2a = ! — = ! —,
Vi+tan?2a \/1 i N ST

Sijoittamalla ndma lausekkeisiin (2.28) saadaan jayhyysmomenteille ja
tulomomentille

1 1
:E(I +1 )+E,/(I -1 ) +4lzy,
1 1
Iy,:E(IZJr )= 2,/(I —1,)"+412, (2.29)

1,y =0.

Naista I, on jayhyysmomentin maksimiarvo 1. ja 1, on sen
minimiarvo |, ja niitd kutsutaan paajayhyysmomenteiksi. Nahdéaan
myads, etté niitd vastaava tulomomentti haviaa. Koordinaattiakseleita z'
ja y' kutsutaan paajayhyysakseleiksi ja niiden suuntia jayhyyden
paasuunniksi. Pagjayhyysmomenteille kéytetddn myds tavanomaisia
merkintdja 1, ja I,, jolloin niille saadaan néin kompakti kaava

—%(|Z+|y)i%1/(|z—|y)2+4|fy (2.30)

Tama kaava on analoginen tasotapauksen paajannitysten kaavan kanssa.
2.33 Jayhyyden paasuunnat

Seuraavassa tarkastellaan pé&asuuntia. Niitd vastaaville kulmille saadaan
yhtélon (2.27) ratkaisuna tulos
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21
larctam v
as{ ", (231)
Zarctan—=
2 |

T
+=.
2

Nahdaan, ettd saadaan kaksi suuntaa, jotka ovat kohtisuorassa toisiaan
vastaan. Néiden kaavojen haittapuolena on kuitenkin se, ettd niista ei
saada suoraan selville kumpi « :n arvo vastaa 1,:té ja kumpi |, :ta. Taman

vuoksi seuraavassa johdetaan toisenlaiset kaavat. Merkitddn z'-akselin
(suunta 1) ja z-akselin valistd kulmaa ¢ :118, jolloin jayhyysmomentin I,

jatulomomentin 1,,., joka on nolla, lausekkeet saavat muodon
2 H H
I, =1,c08"a +1,sin" + 21, sing cosa,,
=—(1,—1,)sine cose, + 1, (cos® oy, —sin® o) = 0.
Kerrotaan ensimmaéinen yhtald puolittain cose,:l1a ja jalkimmainen

yhtéld puolittain —sine;:11& ja lasketaan ne puolittain yhteen, jolloin
saadaan

I, cosa, =1,cosa, +1,siney

- l, -1 I, -
Lt = g =arctan———+* =arctan—L—=
zy zy y

= tang, =

Vastaavaan tapaan voidaan johtaa lauseke myos kulmalle «,. Saatu tulos
yhdistettyné on

@, = arctan II_ , (i=1,2).
zy

Tama kaava ilmaisee siis paddsuunnan i ja z-akselin valisen kulman pitéen
vastapdivdan Kiertdvda suuntaa positiivisena. Se on analoginen
tasotapauksen péajannitysten suuntien kaavan kanssa.

Edell& todettiin, ettd jos y- tai z-akseli on poikkipinnan symmetria-akseli,
tulomomentti 1, haviaa. Toisaalta edellytyksena sille, etta koordinaatisto

on pédjayhyyskoordinaatiston, on tulomomentin h&vidminen. Saadaan
tulos: Poikkipinnan symmetria-akseli on aina myds paajayhyysakseli.
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Esimerkki 2.5: Méaéritetddn oheisen poikkipinnan paajayhyysmomentit
ja pédakselit pintakeskidkoordinaatistossa.

| Lomm
| T20
u [40

80 2020

Ratkaisu:

Pintakeskitn asema:

Asetetaan pintakeskion aseman méarittdmistd varten vy, z — koordinaatisto
esimerkiksi poikkipinnan vasempaan ylanurkkaan.

z, =60mm
A =120-20 = 2400mm?, H—

A =20-40=800mm?, Y:=107% o1 | :
y, =40

A=A + A, =3200mm? H

Pintakeskio: y

g AVt AY,  2400-10480040 1 o
A 3200 —
, _Az+Az, 2400-60-+800-90

¢ A 3200

=67,5mm
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Jayhyysmomentit ja tulomomentti pintakeskiokoordinaatistossa:

Asetetaan y, z —koordinaatisto pintakeskioon C:

67,5mm |
17,5mml | ol | F—Y,=7.5mm
C d lyz =22,5mm
-7, = 7’5m122$|= 22,5mm
y

Osapintojen jayhyysmomentit ja tulomomentit omien pintakeskio-
akseleidensa suhteen:

. 3
I, = 1201220 =0,8-10°mm*,

3 .
1, =222 20 _ 58 8.10°mm
12

I 5, =0 (Suorakaide on kaksoissymmetrinen!)

3
l,,= 20-40 =1,07-10°mm*
12

3
20°-40 0,267 -10°mm*

y2 =

2 =0 (Kaksoissymmetrinen!)

Poikkipinnan jayhyysmomentit ja tulomomentti y, z —akseleiden suhteen:

Iz:| _|*+A1y1+|72+Azy§
:0,8'105 +2400-(-7,5)* +1,07-10° +800- 22,5° = 7,27 -10°mm"*
Iy:Iyl —L+Aiz +I72+Azz

= 28,8~105 + 2400-(—7 5)?+0,267-10° + 800 22,5° = 34,47 -10°mm*
Izy = Izyl + Izy2 zyl + Aiylz + IﬁZ + A2y222

=0+2400-(~7,5)-(~7,5) + 0+800-22,5- 22,5 =5,40-10° mm*
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Paajayhyysmomentit:

1 1
l, =E(IZ+ Iy)iE‘/(IZ—Iy)2+4Ify

=[%(7,27+34,47) i%\/(7,27—34,47)2 +4-5,40%]-10°

= (20,87 £14,63) -10°

I, =35,50-10°mm*, 1,=6,24-10°mm*

Péaasuunnat:
@, =arctan Lol preran3250°727 79 5o
. 5,40
a, = arctan Lol preran 8222727 44 g0
) 540 ——
1
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3. Vedetty tai puristettu sauva

3.1Puhtaan vedon tai puristuksen alaisen sauvan
yhtalot

3.11 Siirtyma, venyma ja jannitys

Tarkastellaan  suoran sauvan deformoitumista siten, ettd sen
poikkileikkauksen jokainen piste siirtyy palkin akselin suunnassa yhté
paljon. Talléin sauvan akselia vastaan kohtisuora taso pysyy tasona ja
sauvan akselia vastaan kohtisuorana. N&in sauvan yleisen pisteen Q:
(%,y,2) siirtymélle u, saadaan

u=u(x). (3.1)

Té&md on myds sauvan akselin pisteen P siirtymé (kuva 3.1). Venymélle
&, pisteessé Q saadaan

z I
ot %

X LU
' | |

y y

Kuva 3.1: Puhtaan vedon tai puristuksen alaisen sauvan poikkileikkauk-
sen deformoituminen

ou du
=—=—=U'(x). 3.2
& ox dx ) (32)

Myo6s venyma on siis poikkileikkauksen jokaisessa pisteessé yhta suuri.
Jos sauvan poikkileikkauksen mitat ovat sauvan pituuteen néhden pienet,
ja jos sauvan sivupinnoille ei kohdistu kuormitusta, voidaan
jannityskomponenttien o, o, ja r, otaksua haviavan. Tall6in

yleistetystd Hooken laista seuraa

zZ
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&y :é(ax —Vo, _VGZ) = 0, = ng' (33)

Sauvoja kasiteltéessd jatetddn venymastd ¢, ja normaalijannityksestd o,
usein alaindeksi x pois. N&in meilld on sauvan venyman ja siirtymén
yhteys

e(x)=u'(x) (3.4)

sekd lineaarisesti kimmoisessa tapauksessa normaalijdnnityksen ja
venyman yhteys

o=Ee. (3.5)

Tarkasteltavan sauvan venymd & on siis tietyn poikkileikkauksen
pisteissd vakio ja jos materiaali on homogeenista (E =vakio) myds
normaalijdnnitys o =E¢ on tasan jakautunut. Sanotaan, ettd sauvan
poikkileikkaus on joko puhtaan vedon tai puristuksen alainen. Jos
tdm& on voimassa sauvan kaikissa poikkileikkauksissa, puhutaan veto-
tai puristussauvasta.

3.12 Homogeeninen sauva

Jos sauvan materiaali on homogeenista (E =vakio), on normaali-
jannitys o = E¢ sauvan poikkileikkauksessa tasan jakautunut. Téllainen
palkin poikkipinnalla A tasan jakautunut normaalijénnitys voidaan
redusoida pelkaksi voimaksi, normaalivoimaksi, jonka suuruus on

N =cA, (3.6)

ja joka vaikuttaa poikkipinnan pintakeskiossa. Usein poikkipinta
muodostuu osista 1,...,n joiden pintakeskitt tunnetaan. Talléin sen
pintakeskion koordinaatit voidaan madrittdd mukavasti osapintojen
pintakeskididen koordinaattien pinta-aloilla painotettuna keskiarvona, eli

Y. = Aly”'}: Ao g - Aﬁzﬁ': A 3.7)

Tavallisimmin aksiaalisesti kuormitetun sauvan poikkileikkaus on
kaksoissymmetrinen, jolloin pintakeskié yhtyy symmetria-akseleiden
leikkauspisteeseen. Jos ndin ei ole, pintakeski0 on maaritettava
tavanomaiseen tapaan.
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Saatiin tulos: Jos homogeeninen suora sauva on kuormitettu siten, etta
sen jokaisessa poikkileikkauksessa vaikuttaa pelkéstaan pintakeskiosséa
vaikuttava normaalivoima N, on normaalijannitys o sen
poikkileikkauksessa tasan jakautunut ja venyma ¢ vakio. Téllaisen
aksiaalisesti kuormitetun, homogeenisen sauvan normaalivoiman ja
venyman yhteydeksi saadaan kaavoista (3.5) ja (3.6)

N=EAs & s (3.8)
EA

missé tuloa EA kutsutaan sauvan aksiaalijaykkyydeksi.

Kaavojen (3.5) ja (3.8) perusteella saadaan homogeenisen sauvan
normaalijannityksen ja normaalivoiman yhteydeksi lauseke

o :%. (3.9)

Huomautus:  Saadut tulokset voidaan myds johtaa l&htien
poikkileikkauksen jannitysresultanttien yleisistd lausekkeista (1.5) ja (1.8)
seuraavasti. Koska poikkileikkauksen normaalijdnnitys o on vakio,
normaalivoimalle ja taivutusmomenteille saadaan

N =jadA=o—A,
A
My:jasz=ajsz=asy, (3.10)
A A

M, =I6ydA=o"[ ydA=gS,.
A A

Jotta poikkileikkauksessa vaikuttaisi pelkkd normaalivoima N, tulee
taivutusmomenttien M, ja M, havitd. Kaavojen (3.10) perusteella tama

on mahdollista, jos staattiset momentit S, ja S, havidvat. Néin tapahtuu,

koordinaatiston origo on poikkileikkauksen pintakeskiossa (kuva 3.2).
Néin palkin akseliksi ( x —akseli) tulee valita sen pintakeskitakseli.
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(@) (b)
‘ % OV zZ

y

Kuva 3.2: Poikkileikkauksen normaalivoima ja taivutusmomentit
koordinaatistossa, jonka origo () ei yhdy (b) yhtyy pintakeskioon

3.13 Vedetyn tai puristetun sauvan tasapainoyhtéld

Tarkastellaan kuvan 3.3a sauvaa (tai sauvan osaa) AB, jota kuormittaa
pituutta kohti jakautunut aksiaalinen kuorma p(x). Kuvassa 3.3b on sen
differentiaalisen osan vapaakappalekuvio. Vaakasuora tasapainoehto on

— N+Ndx—N+pdx=0 = (N'+ p)dx=0,

josta saadaan tasapainoyhtéloksi

N'=-p. (3.11)
(a)
WA p()
"‘\‘;\:\: —_———a——>— > 5 S——> X
o X 1 IX
I I I

pdx
(b) N N + N'dx

dx

[«

Kuva 3.3: (a) Sauva AB ja (b) sen differentiaalisen osan VKK

3.14 Vedetyn tai puristetun sauvan keskeiset yhtalot

Edelld johdimme seuraavat vedetyn tai puristetun sauvan keskeiset
yhtalét: Venymén ja siirtyman yhteys (3.4), normaalivoiman ja
venyméan yhteys (3.8), normaalijannityksen ja normaalivoiman
yhteys (3.9) sekd sauvan akselin suuntaisen tasapainoyhtal6 (3.11).

Rak54.1200 Rakenteiden lujuusoppi, luentoja osa Il 60



Esimerkki 3.1: Tarkastellaan oheista pilaria, jonka paihan kohdistuu
voima F =5kN. Madritd voiman asema pilarin pééssa siten, etté pilarin
poikkileikkauksissa vaikuttaisi puhdas puristus (vakio puristusjannitys)
sek& maéritd normaalijénnityksen suuruus.

lF=5kN
| 30mm |
~ 0 5mm
20mm
]
5mm

Ratkaisu:

Jotta pilarissa vaikuttaisi puhdas puristus, tulee voiman vaikuttaa
poikkileikkauksen pintakeskitssa. Médritetddn siis pintakeskion C
koordinaatit y, ja z, kuvan koordinaatistossa.

| 30mm |

Pinta-alat:
A =25.5=125mm? A, =20-5=100mm’, A=A + A, =225mm’
Osapintojen pintakeskididen koordinaatit:

y, =2,5mm, y,=10mm, z =17,5mm, z,=2,5mm
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Pintakeskion C koordinaatit:

Ay, +Ay, 125-2,5+100-10

yc = =5,83mm,
A 225
- Az +Az, _ 125.17,5+100-2,5 —~10,83mm.
Normaalivoima: F =5kN
Y F+N=0 = N=-F=-5kN
o
N

Normaalijannitys:

3 3
o=N_510N 5 ampa
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3.2 Sauvan pituuden muutoksen ja siirtyman
maarittaminen
Tarkastellaan aksiaalisesti kuormitettua sauvaa tai sauvarakenteen

osasauvaa staattisesti madratyssé tehtévassd, jossa sauvan
normaalivoima N(x) on médritettdvissa statiikan keinoin etukateen. Se

siis on tehtdvassdmme tunnettu. Talldin myds sauvan venymd &(X)
voidaan laskea kaavasta (3.8).

3.21 Sauvan pituuden muutos

Sauvan tai sauvan osan AB pituuden muutokselle saadaan
AL=L"—L=Xg+Ug—(Xy +Up)—(Xg —Xa) =Ug —U,, (3.12)
Se on siis sauvan paiden siirtymien erotus.

Integroimalla venyman lauseke (3.4) véalin AB yli saadaan siirtymien
erotukselle

j u'(X)dx = j e()dXx = ug—u, = j e(x)dx. (3.13)

N&in saamme sauvan tai sen osan AB pituuden muutokselle lausekkeen

AL=Ug U, = j £(X)dx, (3.14)

Xa

Jos sauvan venyma ¢ =vakio, kuten nivelsauvassa, saadaan AL =¢L.
Tarvittaessa voidaan madritella sauvan keskiméarainen venyma

z =A—L"=% j £(x)dx (3.15)

Nivelsauvassa siis ¢ = ¢ .
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3.22 Sauvan siirtyma

Kaavasta (3.4) ja seuraa sauvan siirtymalle u(x) differentiaaliyhtalod
u'(x) = &(x), (3.16)

jonka ratkaisu on muotoa
u(x) = j e(x)dx +C (3.17)

missd C on integrointivakio, joka madrdytyy siirtymalle asetettavasta
reunaehdosta. Ratkaisu voidaan myds esittad esimerkiksi muodossa

u(x) =u(0) +.X[g(x)dx, (3.18)

missd u(0) on siirtymén arvo pisteessd x=0.
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Esimerkki

3.2: Oheinen sauva koostuu terdstangosta CB ja

alumiinitangosta BA, joiden kummankin halkaisija d =12mm. Sauvaan
vaikuttaa kuvan mukainen aksiaalinen kuorma pisteessa A ja liittimessa
B. Madrita liittimen B ja p&&n A siirtymat. Pisteissd B ja C olevat
liittimet otaksutaan jaykiksi, ja niiden koot voidaan jattd4d huomiotta.
Teraksen ja alumiinin kimmomoduulit ovat E, = 200GPa ja E, = 70GPa.

Ratkaisu:

Normaalivoimat:

Vili AB:

B 6kN A 18kN
= = —
3m ) 2m |
A 18kN
NAB
— 18kN-N,; =0 = N,, =18kN
B 6kN A 18kN

Vili BC:

N

BC

— 18KN —6KN + Ng. =0 = Ny =12kN

zd® _ 7-(12mm)°

Poikkipinnan ala: A= =113,1mm?
Venymat:
3
frg = Nae _ 1?“10 N ~2,273-107
EA70.10° > 113 1mm?
mm
. 3
g = Nec 12N10 N - 0.531.10°
EA 200.10° . -113,1mm?
mm

Pituuden muutokset:

AL,y = a5l pg =2,273:107°-2-10°mm = 4,55mm,
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Alge = ggclge =0,531-107° -3-10°mm =1,59mm .
Siirtymat:
Ug = ALy =1,59mm

U, =Al,g + Al =1,59mm +4,55mm = 6,14mm

Esimerkki 3.3: Lasketaan oheisen homogeenisen levyn oikean paan B

siirtymd, kun E =210GPa.

oA B 50mm
7
100mm1 T~ 100kN
7 500mm |
I
10mm
7 —? 100kN

Ratkaisu:

Normaalivoima:

— —N+100kN=0 = N=100kN N <—fF ===} —» 100kN

Poikkipinnan ala:

Paiden alat:
A, =100mm-10mm =1000mm?, A, =50mm-10mm =500mm?

Alan lauseke: A(x)=a+bx

Ehdot pdissa:
AQ)=a+b-0=A, a=A,
A(L)=a+b-L=A, b:%(AB—AA)
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Ala:

2
S00mm” 1 600mm? —1mm - x

Ax)=A, + A [ A x =1000mm?® —

Venyma:
s09-N__ 100-10°N ~ 1
EA(X) 210-10°N/mm?-(1000mm? —1mm-X) 2,1(1000 — x/mm)

Sauvan pituuden muutos:

*s 500mm 500mm
ML= [e(odx=== | L =M 1000 — x/mm)
" 2,1 ¢ 1000—x/mm 21 o
=1r2n—m|n 2~0,330mm
Siirtymad pisteessd B:
Uz =AL =0,330mm
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3.23 Aksiaalisesti kuormitetun sauvan siirtyman differentiaaliyhtalo

Kéyttamalld venymén ja siirtyman yhteyttd (3.4) sekd@ lineaarisesti
kimmoisen sauvan normaalivoiman ja venymén yhteyttd (3.8) saadaan
akselin suuntainen tasapainoyhtdld (3.11) lausutuksi siirtymén avulla.
Tulos on

(EAU) =—p eli i(EAd—u):—p. (3.19)
dx dx

Tama on aksiaalisesti kuormitetun sauvan siirtyman differentiaali-
yhtalo. Jos kyseessa on tasajdykkéa sauva (EA = vakio), yhtélo (3.19) saa
hieman yksinkertaisemman muodon

" p
u"=———. 3.20
A (3.20)

Yhtalo (3.19) on toisen kertaluvun differentiaaliyhtald, joka on helppo
ratkaista. Ratkaisuun tulee kaksi integrointivakiota, jotka maaréytyvét
siirtymalle tai siirtymén avulla ilmaistulle normaalivoimalle

N = EAU' (3.21)
asetettavista reunaehdoista.
Aksiaalisesti  kuormitettu  sauva  voidaan  ratkaista  siirtymén

differentiaaliyhtélod (3.19) kayttéen oli probleema staattisesti maaratty
tai staattisesti maaraamaton. Kun siirtymé u(x) on ensin ratkaistu,

saadaan kaavan (3.21) avulla normaalivoima N(x) ja lopuksi
normaalijannitys kaavan (3.8) avulla.
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Esimerkki 3.4: Oheinen sauva AB on péistadn Kiinnitetty ja sita
kuormittaa oma paino. Mééritetd&n sen siirtyméan u(x) ja normaalivoiman
N(x) lausekkeet. Sauvan kimomoduuli E, poikkipinta-ala A ja tiheys p
ovat vakioita.

__ %%
A
L
Ratkaisu: X B
%
Aksiaalinen jakautunut kuorma:
X
p :d—G:pgA:vakio B
dx
Differentiaaliyhtéalosté (3.20) saadaan: dG = pgAdx
=P =PI u’:—'o—gx+C1 = u:—p—gx2+C1x+C2.
EA E E 2E
Reunaehdoista u(0) =0 ja u(L) =0 seuraa:
u(@)=C, =0, c _ pgL
D= P90 crac,—0f = |. 2F
U( )=_E L+l = szo_

Siirtyma:

u :_p_gX2 +p_gLsz_g(LX_X2)_
2E 2E 2E

Normaalivoima:

. o) L
N = EAU' = EA- 22 (L - 2x) = pgA(= - X).
2E( )=pr9 (2 )
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3.3 Saint Venant’n periaate

Kokeelliset mittaukset ja laskennalliset analyysit osoittavat, ettd mité
kauemmaksi  kimmoisessa kappaleessa siirrytddn  kuormituksen
vaikutuskohdasta, sitd vahemman riippuvat tarkastelukohdan siirtyma-,
muodonmuutos-  tai  jannitystila  kuormituksen jakautumisesta
vaikutusalueellaan, vaan ainoastaan sen resultantista.

h hh
2 4 4
l«—>I<>1<>|
| [
11
b
F «—a==9 h I I | @E—>F
| [
i i
]
I I _>| |e
-+ b
bh
ILOSGI I1,395 \ 2,585 |
| |
|
= : I
<> 1< 1<Zs

Kuva 3.6: Esimerkki Saint Venant’n periaatteen toteutumisesta

Saint Venant’n periaate kuuluu

Jos kimmoisen kappaleen tiettyyn alueeseen kohdistuva kuormitus
korvataan sen kanssa staattisesti samanarvoisella kuormitussysteemilld,
muuttuvat kappaleen siirtymét, muodonmuutokset ja jannitykset sitd
véhemman mitd kauempana ollaan kuormituksen vaikutuspisteesta.

Kuva 3.7 esittdd Saint Venantin periaatteen toteutumista vetosauvassa,
jota vedetdadn pdistddn voimilla F, joiden vaikutus keskittyy pienelle
sauvan pdissa olevien reikien reunalla olevalle alueelle. Siirryttdessa
etddmmaélle voimien vaikutuskohdasta normaalijannityksen o jakauma
tasoittuu. Kun ollaan riittdvan et&alld, o ~vakio ja keskimé&draisen

jannityksen & =F/bh suuruinen. Jos sauvan todellinen kuormitus
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korvataan sen kanssa samanarvoisella tasaisella kuormalla kuvan 3.7a
mukaisesti, tastd ei aiheudu suurta virhettd leikkauksen
jannitysjakaumaan.

h
e

h
>
q

A7
o
]
|
=

® ®

Kuva 3.7: Samanarvoiset kuormitukset (a) ja (b).
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3.4 Jannityskeskittymat
3.41 Pistekuormasta aiheutuva jannityskeskittyma

Saint VVenantin periaatetta luonnehtiva kuva 3.6 esittdd paistddn vedettya
poikkileikkaukseltaan suorakaiteen muotoista ohutta sauvaa. Se kuvaa
my6s normaalijannityksen o, jakautumista eri etaisyyksilla vetovoiman

F vaikutuskohdasta olevissa pystysuorissa leikkauksissa. Jos vetovoima F
olisi ideaalinen pistekuorma, olisi normaalijannitys o, sen

X

vaikutuskohdassa  &&rettdmé&n  suuri.  Todellisuudessa ideaalista
pistekuormaa ei ole olemassakaan, vaan sit4 edustaa sauvaan tehdyn
ympyran muotoisen reidn lapdisevéan tangon aiheuttama kosketusjénnitys
(traktio).

Joka tapauksessa vedetyn sauvan péissa normaalijénnitys o, ei ole tasan

jakautunut, vaan siella esiintyy Kiinnittdmisesté aiheutuvia jannityskeskit-
tymid. Sielld vaikuttavat myds muut jannityskomponentit (levymaéisen
sauvan tapauksessa o, ja z,,) ja niilld on vastaavia keskittymia.

3.42 Jannityskeskittymd kohdassa, jossa sauvan muodossa on
akillinen muutos

Kun vedetyn tai puristetun sauvan muodossa on &killinen muutos, kuten
esimerkiksi reikd tai poikkileikkauksen korkeuden muutos, voi tdman
laheisyydessa esiintyd suuria paikallisia jannityksid. Kuva 3.8 esittdé
normaalijénnityksen o, jakautumista Kriittisessa leikkauksessa kahdessa
tyypillisessa tilanteessa. Kuvassa 3.8a on poikkileikkaukseltaan
suorakaiteen muotoinen sauva, jossa on ympyrdn muotoinen reika.
Kuvassa 3.8b on sauva, joka muodostuu kahdesta saman levyisestd mutta
eri korkuisesta osasta siten, etté niiden liitoskohta on pyoristetty.

Jannitysjakautuman méaérittdminen téllaisissa jannityskeskittymissa ei ole
aivan yksinkertainen tehtdva. Lahtokohtana on osittaisdifferentiaaliyhté-
I6iden joukko: muodonmuutosten ja siirtymien yhteydet, yleistetty
Hooken laki, tasapainoyhtélot ja sopivia reunaehtoyhtéldita. Aikaisemmin
probleeman ratkaisemiseen kaytettiin mm. jannitysoptisia laitteita.
NyKkyisin ratkaisu voidaan saada numeerisesti esimerkiksi elementti-
menetelmélla (finite element method, FEM).
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(a) Ympyran muotoinen reiké:

Kuva 3.8: Jannityskeskittymid poikkileikkaukseltaan suorakaiteen muo-
toisessa vetosauvassa.

3.0
2.8
2.6 N
gg NS Ympyrin muc?toilnen reika
K =%mx 5 :\\ orkeuden muutos = ;
o ‘ AN el
H/h=20—wH/h=15
12 NS . i
14 N oH /h=1.25
: - T 1
H/h=11
12 [ I

01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
r/h

Kuva 3.9: Jannistyskeskittymiskerroin poikkileikkaukseltaan suorakai-
teen muotoisessa vetosauvassa, jossa on (a) ympyran muotoi-
nen reika tai (b) korkeuden muutos.

Rak54.1200 Rakenteiden lujuusoppi, luentoja osa Il 73

Kriittisen leikkauksen jannityskeskittymiskerroin K madritellaan
kaavalla

max (3.22)

Se ilmaisee siis leikkauksen suurimman jannityksen suhdetta leikkauksen
keskimé&drdiseen jénnitykseen. Kuvassa 3.9 on esitetty kayrastd, jonka
avulla jannityskeskittymiskerron kuvien 3.8a ja 3.8b tapauksissa voidaan
maarittdd. Koska leikkauksen keskimaardinen jannitys on helppo laskea,
voidaan kéayraston avulla méarittad leikkauksen suurin jannitys.

e |

fritttett
FTERTIIY!

Kuva 3.10: Ympyranmuotonen reika vedetyssa levyssé.

Tassa yhteydessd emme pyri madrittdmadn kuvan 3.9 kéyrastoja.
Esitdimme kuitenkin kuvan 3.8a probleeman ratkaisun siina tapauksessa,
ettd reidn séde on sauvan korkeuteen ndhden hyvin pieni, ts. r/H =0.
Viittaamme tehtdvakokoelman tehtdviin 2.17 ja 2.18, joissa on késitelty
kuvan 3.10 mukaisen levytehtdvén jénnitystilaa tapauksessa H — oo ja
L —»oo. Suurimmalle péaajannitykselle saatiin sielld tulos o, =30,,

missé o, on levyn normaalijannitys o, (4érettdman) kaukana reiésta.
Korkeudeltaan &&rellisessa levyssé

L SR S S (3.24)
bH b(H - 2a) b2
H

joten kun H kasvaa rajatta & =o0,. Jannityskeskittymiskertoimelle
saadaan ndin tulos

K = Zmax _ 3, (3.25)
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Tama on sama tulos, joka saadaan kuvan 3.9 kéyrastdstd suhteen r/h
arvolla nolla.

Esimerkki 3.5: M@&éritd suurin aksiaalinen kuorma P, jonka voidaan
turvallisesti kohdistaa kapeaan terdssauvaan, joka koostuu kahdesta
osasta, jotka molemmat ovat 10mm leveitd ja vastaavasti 40mm ja 60mm
korkeita. Osien liitoskohdassa on pyéristys, jonka sdde on r=8mm.
Sallitun jannityksen otaksutaan olevan 165MPa.

Lasketaan suhteet

i 60mm
h

Kuvan 3.7 kéyrastostd saadaan K =1,72. Kaavasta (3.22) saadaan
suurimmalle jannitykselle

o, =1725 =172
bh

Tamé ei saa ylittdd sallittua jannitystd, joten suurimman mahdollisen
kuorman madrittdmisksi saadaan ehto

1 72b£h =0q

josta seuraa tulos

_ gbh _165N/mm?-10mm-40mm _ 38.4kN
™72 1,72 ’
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3.5 Plastiset muodonmuutokset

Edelld saadut tulokset perustuivat lineaarisesti kimmoiseen, eli Hooken
lakia noudattavaan, materiaalimalliin. Toisin sanoen otaksuimme, ett4
materiaalin suhteellisuusrajaa ei ylitetty. Tdmé& on jarkevé otaksuma, kun
kysymyksessd ovat hauraat materiaalit, jotka murtuvat myotadmatta.
Myotadvien materiaalien tapauksessa tdma otaksuma edellyttad, ettd
materiaalin myétolujuutta ei ylitetd. Jos toisaalta, jannitykset sauvan
jossain osassa ylittdvat materiaalin  myotdlujuuden, syntyy plastisia
muodonmuutoksia ja osa edelld esitetyistd tuloksista ei ole endi
voimassa. Talléin joudutaan suorittamaan tyoldadmpi analyysi, joka
perustuu epdlineaariseen jannitys-muodonmuutoslakiin.

Esimerkkind téllaisesta analyysisté tarkastelemme kimmoisesta, ideaali-
plastisesta materiaalista  koostuvaa sauvaa, jonka  j&nnitys-
muodonmuutos yhteys on kuvan 3.11 mukainen. Vaikka mikéaéan
todellinen materiaali ei kayttdydy tasmaéllisesti kuvan mukaisesti, tdma
jannitys-muodonmuutos kayrd on kéyttokelpoinen, kun tarkastellaan
sitkeitd materiaaleja.

(e
o,l__B C
| /
| /
' /
E: /
1| /D
/
A En gp &

Kuva 3.11: Kimmoisen ideaaliplastisen materiaalin jannitys-muodon-
muutos yhteys

Niin kauan kuin jannitys o ei ylita myotdlujuutta o,,, materiaali
kayttaytyy kimmoisesti ja noudattaa Hooken lakia o=E&s. Kun o
saavutaa arvon o, materiaali alkaa my6tad ja se deformoituu vakio
kuorman alaisena. Jos kuorma poistetaan, palautuminen tapahtuu pitkin
janaa CD, joka on yhdensuuntainen jannitys-muodonmuutoskayran
alkuosan AB kanssa. Jana AD vaaka-akselilla esittdd kuormittamisen ja
kuormituksen poistamisen seurauksena syntyneen pysyvan platisen
venymane,, .
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Esimerkki 3.6: Sauva, jonka pituus on L=500mm ja poikkipinnan ala
A=60mm? on tehty kimmoisesta ideaaliplastisesta materiaalista, jonka
kimmomoduuli ja my6tolujuus ovat E =200GPa ja o, =300MPa