HELSINGIN TEKNILLINEN KORKEAKOULU

Helsinki University of Technology

RAKENNETEKNIIKAN LAITOS
Julkaisu 36

Division of Structural Engineering

Martti Mikkola

KIMMOISELLA ALUSTALLA OLEVA PALKKI

ISBN 951-752-203-7 Otaniemi 1981




|
|
|
|
-
TKK OFFSET



KIMMOISELLA ALUSTALLA OLEVA PALKKI

1. PALKIN DIFFERENTIAALIYHTALO JA SEN RATKAISU

Tarkastellaan kimmoisella alustalla olevaa palkkia
(kuva 1). Otaksutaan:
- palkille patee tekninen taivutusteoria
- palkki pysyy aina kiinni alustassa
- alustan painuma = palkin akselin taipuma
- painumat ovat pienid
Palkille patevdt seuraavat yhtdldt
1) taipuman ja k8yristym&n v&linen yht&l8
(1) k(x) = = v"(x)
2) tasapainoyhtdldt
M’ (x) - Q(x) = 0, @'(x) + q(x) - r(x) =0
@ = M"(x) + g(x) - r(x) = 0
3)‘taivutusmomentin ja kdyristym&n v&linen yht&ld
(3} M(x) = EIk(x)
N&istd seuraa palkin differentiaaliyht&ld
(4) (EIv")” =g - T
Alustapaineen r eliminoimiseksi tarkastellaan alus-
tan kimmoista toimintaa. Yksinkertaisin alustamalli on
Wink1lerin alusta (Winkler 1867), jonka mu-
kaan
(5) rix) = kv(x)
kon alustakerroin [RN/mm2]. Usein méérite-

tadn alustakerroin ¢ [KN/mm?] ja otaksutaan k:n olevan suo-



réan verrannollisen palkin leveyteen b eli k = cb. Winklerin
alustan mekaaninen malli on toisistaan irti olevien jousien
muodpstama alusta (kuva 1) tai neste (ilman pintajénnitystsd,
¢ = nesteen ominaisrasko). Alustakertcimen c arvoja annettu
taulukossa I.

Hiukah tiydellisempi, mutta mybs monimutkaisempi on
Wieghardtin alusta (Wieghardt 1822, Paster-

nak 1926), Jjonka mukaan
L
(6) vix) = 1 K(|x - £]) r(g) dE

Wieghardt ehdottaa ydinfunktioksi eksponenttifunktiota
(7) K(|x - £]) = de Y!x-El

jossq d je y ovat alustan kimmoisia ominaisuuksia kuveavia
vakioita. Wieghardtin alustan mekaanisia malleja ovat

(a) Jousisysteemi, jossa jousien pd&lle on asetettu pingo-
tettu taipuisa kalvo (Filonenko - Borodich), (b) jousisys-
teemi, jossa jousien v&lille on esetsettu leikkausta otta-
vat kimmoiset siteet (Pasternak), (c) neste, Jonka pinta-

- J8nnitys otetaan huomioon (Schiel), (kuva 3).

e
SRS B ot ol & 77 = " {i 7 {}“AM
9 J,Eujj' 0\5 Q+AQ

oy r(x) rix

Kuve 1. Kimmoisella alustalla oleva palkki.
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Kuva 2, Winklerin alusta,. Kuva 3. Wieghardtin alusta

Taulukko I: Aluystakertoimen arvoja

Alysta

c [RN/mm?]

Liyh8 maa '

Keskinkertaisen tiivis maa

Tiivis maa (sullottu hiekka, sora)
Hyvin tiivis maa

Kova maa (rikkoutunut kallio. hiekka-
Ja kalkkikivi) ; '

Kallio
Tiiliseind
Betoni

50

100

200

1000

+ 5000

8000

50
100

200

1000

15000

6000
15000

Seuraavassa tarkastsllsan Winklerin alustalla ole-

vaa palkkia, Sijoittamalla alustapainsen lauseke (5} tasa-

painoyht8188n (4)fsaadaan kimmoisella alustalla olevan

palkin differentiaaliyht318

- (8) (EIv®)® « kv = q

Kdsitelldsn tapausta, jossa EI on vakio. Silloin yht&lé&s-

td (8) tulee

(9) ETv(®) + kv.= g



Otetaan k&yttd®n dimensioton muuttuja £ = Bx, jossa

z"k i ":L
(10) g \/ZET eli 4B T

Silloin yht&18 (9) saadaan muotoon

m

(11) El?*‘

Yht&ldn (11) ratkaisu voidaan esittd3d muodossa
(12) v(E) = vo(E) + V(E)

jossa vo(E) on jokin yksityisratkesisu ja V(£) homogeenisen
yhtdlén d“v/dgE* + 4v = 0 ratkaisu. Hakemalla ratkaisua
muodossa v = erE saadaan karakteristiseksi yht&l&ksi

r* + 4 = 0, jonka juuret ovat

Ty,2 © 1 % i, r3 4 = -1 1), i=v/1

Homogeenisen yht&ldn ratkaisu on siten

V() = Cle(1+i)£ . Cze(1-:'.)5 . Cse=(1+i)€ . C“B-(1-i]E
Ottamalla huomioon kaavat
eiE = gosh £ + sinh £, etiE = cos £E ¢+ i sin §

voidaan v:n lauseke esitt&3 muodossa

v(g) = Alcoshg cosE + Agcoshf sinfE + Agsinhf cosg +
(13)
+ AysinhE sing
tai

(14} V(E) = eE(BlcosE + Bysing) + e-E(BscosE + Bysing)

Pélkin kaltevuuden, taivutusmomentin ja leikkaus-

voiman lausekkeet ovat



(150 $(E) = BEE = egg° +B[(Az+A3)coshEcasE + (-A,+A4)coshEsinE+

+ (Aj+Ay)sinhEcosE + (Az-AglsinhESinEJ

B%%L + B{BE[(51+52)0055 + (-By+By)sing] +

+ E-E&'52+Bu3cosE + (-B3-By)sing]}
2 2

(15)2  M(E) = -EIBZ§E¥ = | -E162%E¥°+2EIBZ[-choshscosé .

+ Ajcosh&sing +

- Azsinh&cosE +

+ A1sinh&sing)

2
-EIBZ%E¥°+2EIBZ[ag(-Bzcos£+Blsin£)+

+e_€(8ucos£-BasinE)]

(15)s Q&) = —5183357 = J -E163%%¥°+2E183[(Aa-Az)coshEcosE *
+(Ay+Ay)coshEsing +
+{-Ay+A1)sinh&EcosE +
+(A3+A2) sinhEsing]

'E1833%¥°+2E163{e£[(-Bz+81)cosE +
+(Bz+By)sing] +
+e-€[(-8u-Ba)cos£ +

+(-By+Bj3)sing]}

Erittd8in hyddylliseksi osoittautuu sellainen homo-
geeninen differentiaaliyht&18n ratkaisu, joka saa origossa
(palkin vasen p&&) arvot v(0) = vy, 6(0) = ¢o, M(O) = Mg,
Q(0) = Qq. Kaavojen (13), (14) ja (15) perusteella saadaan

Ap = vy, By + B3 = vy

B(Az + A3) = ¢y, B(By + B - By + By) = ¢4

- 2EIB2A, = My , 2EIB2(-Bp + By) = M,

2EIB°(As - Az) = Qo , 2EIR®(-B, + B; - By - Bs) = Qo



Ratkaistaan vakiot A; ja B, naisté yhtél8istd ve:in, ¢o:n,
Mo:tn ja Qg:n funkticina. Sijoitetaan ne lausekkeisiin (133
Ja (14). Silloin homogeenisen yht&ldn ratkaisulle saadaan

esitysmuoto

(186) VIE) = C Y, (E) + CaYo(E) + CaYs(E) + CuYu(E)

jossa
r Y,(E) = coshf cosf = % (ebcosg + e_gcosi)
Yo (g) = % (coshg sinE + sinhg cosE) =
- = % [egtcosg + sing) + e 5(-cosg + sinE)]
Ys(£) = % sinhg sing = 3 (e®sing - e °sing)
Yy(E) = % (coshE sinE - sinhE cosg) =
= % [eE(-cosﬁ + sing) + e-E[cosE + sin&)]
k

Integroimisvakipilla C;, Cz2, Cs ja Cy on merkitys
(18) Ci = vo, C2 = ¢o/B, Cs = -Mg/EIB?, Cy = -Qo/EIB®

Funktioiden Yi deriveatat voidean mukavasti esittédd taulu-

kon muodossa

. 2 2 3 3 4 &

i Y, dY,/dE | d?Y,/dE?|d®Y,/dE®|d*Y,/dE

1 Y1 -4Y, -4Y5 -4Y, -4y,

2 Yo Y, -4Y, -4Yy -4Y,
(19)

3 Yi Y, Y, -4y, -4Y,

4 Yy Ys Y, Y, -4Y,

Yksityisratkaisu vy (&) voidaan esitt&& Y4:n avulla

(20) vo(E) = % IgYu(E - 1) q(1) drt



~J

Perikkdisilla derivoinneilla saadaan, koska Y, (0) = Y3(0) =

Yp(0) = 0 ja Y (0) = 1

3
%%L - % I Ys(§ - 1lalT) dt + % Y« (0)qlE) =
g
- 4 { Ya(E - t)alt) dt
2 g
%E¥o = % I Y, (£ - 1)qlT) dt
3 £
—135” = % {[ Yy (E - 1)qlT) dTt

" g
gEXO = 4qﬁ5) - %ﬁ 1 YolE - TiglT) drt

Sijoittamalla v, ja sen neljés derivaatta differentiaali-
yhtd188n (11) todetsan ettd lauseke (20) on todella sen
ratkaisu.

Merkit&3n seuraavassa
s (&
(21) o(E) = ¢ I Yy(E - T)gl(T) dt

ja muodostetaan 2:n lauseke srdille tavallisille kuormi-

tuksille:
a) tasainen kuorma qo v8lilld a; < x < a:z, (di = Bail
f
0, kun &€ €
: 1
% 7 Y, {(E - Tlgy = %“[1 - Y (8 -aly ,
an
(22) . ®(E) = jkun o3 < & S aj
%]
i - e - G - -
>3]
- Y, (E - azl], kun oy < &

3



{23)

(24)

b) pistekuorma F pisteessd x = a,. ¢ saadaan raja-
tapauksena a) - kohdan tuloksesta merkitseméllé

F = qelaz - a;) ja 6§ = a, - a; Jja antamalla 6+0.

' 0 kun £ < o,
olg) = 1im qoBlas-ay) Y;(E-al-é)a- Y, (E-a,])
§-+0
= ﬂEﬁ Yy (E-ay), kun o, < §
c) voimapari C pisteessd x = a,. & saadaan rajata-
pauksena b) - kohdan tuloksesta merkitsemdlla

C =Flag - 8,) ja 6§ = ap - a; ja antamalla §-+0

L
F F C
( ' AJ — ==é;;:==)
81 82 a
0 kun & < o
®(E) = 4 1im 4F32£az’§ll Yu(E-al-G)a— Yy (E-01)

§-+0
2
- ﬁﬁﬁ— Ys(E-a;), kun oy < §

Ratkaisuja (16) ja (20) k&yttaen palkiﬁ taipuman,

kaltevuuden, taivutusmomentin ja leikkausvoiman lausekkeet

saavat muodon

(25)

VIE) = C1Y1(E) + C2Y2(E) + CsYs(E) + CuYu(E) + 6(E)
$(E) = s[-4cm + CaYy + CaYz + CuYs + %g#]
.
M(E) = - EIBZ[-4CIY3 - 4C,Y, + CsY; + CuYp + g—gi]
d

)

Funktioiden Y, taulukeituja arvoja on teoksessa [8]

QE) - EIBg['4C1Yz - 4C2Y3 = 4C3Yy + CuYy +

7

K



2. AARETTOMAN PITKA PALKKI

2.1 Pistekuorman kuormittama S&rettdmé&n pitkad palkki

Tarkastellaan kuvan 4 mukaista kuormitustapausta.
Symmetrian takia on riitt&vd&d muodostaa ratkaisu vain oi-
kealle pupliskolle £ » 0. Yksityisratkaisu v,(g) on = O,
ja homogeenissen differentiaaliyht&ldn ratkaisuksi on sopi-
vaa valita. lauseke (14), Kun E»w, taipuma v(g) + 0, joten
taytyy olla B, = B, = 0. Origossa reunaeshdoiksi saadaan sym-
metrian takia
(26) ¢(0) = 0, Q(+0) = -F/2

Lausekkesista (15), ja (15); seuraavat silloin yht&ldt

-

- By + By = 0, - 2EIR%(By + By) = - F/2

joiden ratkaisu on

(27] Ba=B“=ﬁ;_BT=FTk_

Sijoittamalla B; ja By lausekkeisiin (14) ja (15) saadaan

vig) = BB e"%tcose + sing)
oLE) = - Eéza'gsina
(28)  M(E) = b5 e S(cosg - sine) (£20)
0eg) = - 5 o7%cost
r(g) = kv(g) = %E e'E(coss + sing)

Funktipiden (28) arvoja on ldydettdvissa taulukoituina
useissa teoksissa [1, 2, 3]. Niiden kuvaajat on esitet-

ty kuvassa 4.
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Kuva 4. Pistekuorman kuormittama &8rettdmén

pitkd palkki

v(E)

ajo
mi<

M(E)

QlE)

10

Perdkké&isten O-kohtien samoin kuin max- ja min-koh-

tien vdlit ovat £ = 7 eli xy = w/8 = mwY4EI
kerroin on
~E
vl ., le L . " 23,14

Vigsm)| | 87T

. Vaimennus-



E:n negatiivisilla arvoills p&tevédt tuloksset saa-
daan sijolttamalla lausekkeisiin (28) §&:n tilalle - £ ja

vaihtamalla lis&ksi parittomien suureiden ¢ ja @ merkki

v(g) = g% ee(cosg - sing)
ocg) = - EB% gEosng
(29)  Mg) = Gz eblcosg + sing) (£<0)
Qlg) = g egcoss
r(g) = ;ﬁ es(cosg - s8ing)

Pistekuorman kuormittaman palkin ratkaisusta (28)
saadaan helposti eri suureiden vaikutusviivat., Pistesen
£ = Bx taipuma etdisyydelld o = Ba olevasta kuormasta
F=1on

v(g) = %F e %*(cosa + sina)

Taivutusmomentti on vastaavasti

1

s e %*(cosa - sina)

M(E) =

Parittomissa suureissa ¢ ja Q on otettava huomioon,onko

voiman vaikutuspiste pisteestd £ vasaemmalle vai oikealle

2
o(E) = 2 %F e %sina Jos voima pisteessd £-a
ylempi merkki
QLE) = &% % e %cosa Jos voima pisteessd E+o
alempi merkki. o > 0.
Esimerkki 1. Ks., kuva 5.
8 l+r -ai
v(g) = 3¢ ] Fie "*(cosa; + sina,)
k=1

™
o

o APy 1ar ~%jg
$(8) = 3¢ [ ) Fje “Jsinay « )} Fie 51naj]
=1 j=1+1

11
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W

Esimerkki 2. Ks. kﬂya 5.

ME) = = [l e-g(cosg = E;ing]qo%-é +

+ I e % (cost - sin!—,’)qo%é ]
o o0
> %%T [l e'g(cosg - sing) d& + l e'gtcosi - Sini)di}
o ®
= %—%—2- [/ e gE,;Lng + 0 e gs:mE] b %%’[ e asina
a L o)
Qlg) = - % I e fcost Clod—g' + % 1 & “cost QO%
a (- -]
= - %% I e—gcosg d + %% I B_ECDSE dg
- 7 e
= - % é 5 e (-cosg + sing) + %% o -2- e (—cos£+sin£)
= %% e *(cosa - sina)
Go
RN
P SO S S R S R S R LA
___a=o/B

Kuva 6.
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2.2 Voimaparin kuormittama &3rettdmdn pitkd palkki

Seuraavana k&sitelld&n voimaparin kuormittamaa
palkkia (kuva 7). Haetaan ratkaisu palkin oikealle puolis-

kolle. Antisymmetriasta johtuen reunaehdot ovat origossa

(30} v(0) = 0, M(+0)

Mo/ 2 -

B, = 0 lausekkeista (14) ja (15)2 .

Ottaen huomioon ettd B,

saadaan yht3lst

Bs = 0, 2EILR?%By

Mo /2-

Taipumalle ym. suureille saadaan silloin lausekkeet

MoB2 -E

v(g) = ” e °sing
p(E) = Mﬁéi e-E(cosg - s8ing)
(313 mE) = 2% e CcosE (£>0)
0cg) = - BB o7 (cosg + sing)
r(g) = Mosze—gsins

Negatiivisilla &:n arvoilla p&tevat tulokset seadaan vaih-
tamalla £:n paikalle - & ja muuttamalla lisdksi parittomien
suureiden v ja M merkki

2
V(E) MOB 5

= X e’ sing
$LE) = ﬂﬁéi eE(cosE + sing)
(32)  Mmg) = - D¢ ° cost (£<0)
0tg) = - 188 e¥(cost - sing)
r(g) = Mnﬁzes sing

Funktioiden (31) kuvaajat on esitetty kuvassa 7.
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™
Yy ¥
. | Wi e e
—_ — B v(E)
- + s g R ¢[E)
\/Moea/k
~1-My/2
= ___‘_u///——-—«\\\___ MCE)
Mo/2
-—~__J_ﬁxf/////f#fﬂﬂ_ - Se————— Q(g)
™ F=M¢/Ax
Q o
N Ax=0E/B
y

Kuva 7. Voimaparin kuormittama &&rettémé&n pitk& palkki.

Voimaparin kuormittaman palkin ratkaisu Vi saadaan
myds derivoimalla pistekuormalla kuormitetun palkin taipu-

man lauseke Ve (28). Kuvan 7 mukaan saadaan

. Mo B Mo B
v,(E) = lim [ =25 v _(E-AE) - 2= v (E]]
M Rt 3t VF
v (E-AE) - v (E)
= 1lim MDB E ﬁE F =
AE~D
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dv 2
= —'*—-.E-=~_P.1_UB__d_, 3 :
MyB( 3 ) 2k dE [e (cosg + 51n€]]
2
= M”ﬁ g™ sing
2.3 Pistekuorman ja voimaparin kuormittsma "puolidire-

tén" palkki

Palkin vasemmassa pd&ssd vaikuttavat pistgkuorma F

ja voimapari M, (kuva B8). Reunaehdot ovat
(33)- -“M(B) = Mp-, Q(O) = -F-

Yksityisratkaisu on vo = 0, ja homogasenisen yhtdldn ratkai-
sussa (14) on By, = By = 0,si118 v(g) ~ 0 kun £ + =, Reu-

naghtojen perusteella saadaan yht3dldt

2EIB*By = My , -2EIB%(Bs + By) = - F

joista seuraa
Bs = (F - MgB)/2EIR® = 2(F - MyB8)B/k,
By = -Mg/2EIR?-= 2MoB%/k:

Siirtymé- ja jannitystilaa kuvaavat lausekkest ovat silloin

v(ig) = %ﬁ-s-E[EF - MgB)cosE + MgBsing]
$(E) = - 3%1 e 5[(F - 2M¢B)cosE + F sink]

(34)  M(E) = 1 & 5[MoBcosE - (F - MoB)sinE]

W

Q(E) = - e %[F cosg - (F - 2M¢B)sinE]

r(g) = 28e"5[(F - MyB)cosE + MyBsing]
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Kuva 8. Pistekyorman js voimaparin kuormittama palkki.

K AXRELLINEN PALKKI
Rdrellisen palkin ratkaisemiseen on edullista kdyt-

t88 lausekkeita (25). Ratkaisun muodostamisen periaate sel-

vid# kuvan 9 kaavipista ja seuraavista esimerkeista.

Qo ‘ F Mo
o | o

T e e L

|

¥
VEli Ratkaisu
D € x € a, i§1CiYi(£)
a1€ X < as - . + &l [1 - Yi(E-a,)]
3.6 X & ag - " - + %1 [YI(E—az) - Y1(E‘01J]
8;«€ x < aﬁ - " - + iEQ Yy (E-03)
a,« x < L - " - - i%lﬁaYg(E'du)

Kuvg 8, Karellisen palkin ratkaisun muodcstaminen



Esimerkki 1.

Kuormitustapauksen 0) ratkaisu

1 F’1. P1
saadaan supernoimalla tapauk- 1) )
set 1) ja 2).
P
Tapaus 1: P, = (Fy + F;)/2 5 1Pl 1
Reunaahdot:
Kuva 10.
J¢(O) = 0, Q(0) = 0 (symmetria)
[M(LJ =0, QML) = Py
: : (1)_~(1)
Kaavojen (25) perusteella C,; '=C, = 0.
4
- 4C£1)Ys[l) . 051)Y;(A) =0
(X = BL)

- actMv, o0 - acMy.ony - - pysETR?

Integroimisvakiot ovat

(1) _ 4RB Yi(A)
! K TBYs(AJYu4(A) + 4Y (AJY2(A)

- 4P, 8 cosh BL cos BL
K sinh 28L +.sin 28L

(1) _ 4P,8 4Ya () =
8 k TBY3(A)Yu (A) ~ &Y, LAJY20LA)

8P, 8 sinh AL sin BL
k sinh 28L + sin 2BL

Ratkaisuy on vi(£) = c{Mv.ce) « c¢iVvace)

Tapaus 2. Pz = [Fz - F;]/2
Reunashdot :

{
[via) = 0, M(0)

il

0 (antisymmetria)

1M(L) =0, QL) = P,

Kaavojen (25) perusteslla C£2) = C£2] =0

r
|- aciPv, 0y + cl¥v, 0 = 0

[- aci@lven) « cl?y, (a) = - P,/EIB?
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Integroimisvakiot ovat:

(~(2) _ 4P;8 Y (A)
-2 kK AY2(A)Ya(A) - 4Y1(AIVs(A)

_ 4P,8 cosh BL sin BL + sinh BL cos BL

k sinh 28L - sin ZEL
C£2) _ 4P;8 4Y4 ())

k AY TXTVeLA) = 4Y, [A)Y, (A)

8P,f cosh BL sin BL - sinh BL cos BL
k sinh 2BL - sin Z8L

\

Ratkaisu on va(£) = €520y, (8) + ciPy, (&)

Esimerkki 2.

Reunaehdot:IM(UJ

0, 9(0) = O &

0 y Kuva 11.

lv(L] 0, $(L)

Reunaehdoista ja kaavoista (25) seuraa:
Cs = Cy4 = 0

CaYi(A) + CaYa(A) + i{ﬁ Yy(A-a) = O

~ AC1Yu(A) + CaYi(A) + 4EB Ys(A-a) = O

Integroimisvakiot ovat:

4FB Y1(A) Yu(r-a) - Ya(A)Ys(A-a)

Ci = = Vit 7+ AVa(AIYaTA)
C, = - AFB Y1(M)Ya(A-a) + 4Yu(M)Yu(A-a)
2 k Y2 (AJT7 * &Yz (X)YalA)

Ratkaisu on

v(E) = {Cth(E) + CaY2(E), kun D<E< = PRa
[CaY1(E) + CaYalE) + 4£3 Yo (E-a), kun

oSEQA=BL

Rarellisen palkin kuormitustepauksia voidaan rat-
kalste myds superponoimalla B8rettdmén pitkdn palkin rat-
kaisuja. K&sitelldsn lyhyesti He t &€ ny i n esittémaa

tapae (kuva 12). Tarkastellaan A&rettOmén pitk&& palkkia,
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johon kuormitus vaikuttaa. Se aiheuttaa palkin pdiden koh-
dalla jénnitysresultantit MiU' QiD i =1, 2. Sitten sijoi-
tetaan palkin p&iden kohdalle, hiukan palkin ulkopuolelle,
toistaiseksi tuntemattomat kuormat Tk' Rk' jotka aiheutta-

vat 8arettdmdn pitkd&n palkkiin palkin p&iden kohdalle
T T R R
ik * Qik 7 Mik o 9y

Rk mi&ritetdan siten ettd palkin p&iden kohdalla taivu-

j8nnitysresultantit M Kuarmat Tk ja

tusmomentti ja leikkausvoima h&avidvat

- Mg * Mig * Mip * MGy + M3, = 0 L e, 2

Q39 * 917 * Bjp * O34 * Ofp = O
Merkit&3n pisteessid 1 sijaitsevan yksikkdmomentin T1 =1
Ja yksikkdvoiman R, = 1 pisteissi 1 ja 2 aiheuttamia tai-

vutusmomentteja ja leikkausvoimia ssuraavasti

S R S ) £ .8

Ty =1 =my =5, My =7 8e cosk, gy 7
£ _ _ B _-A .
954 5 8 (cosA + sind)

(35) 4

r 1 r _1 -A .

R1 1 - My 4 7 Mg " 78 °© (cosA sinA),
r 1 r 1 -A
999 = ~ 7+ 924 7 & "cosd

Silleoin yht&ldt (a) voidaan kirjoittaa muotoon

Myg * MiqTy = M5 T, * MRy + MpuRy = O
Q4 * 95Ty * q?sz * ayqRy = ayRy = 0
2 Mg * MgqTy = MyqTy * MpuRy + miyRy = 0
Upp * °§1T1 + qf T, + aBiRy - ajqRy = 0

N8istsd yht&lgista T1, T2. R1 Jja R2 ovat ratkaistavissa.

Symmetrian tai antisymmetrian hyvéksikdyttd vd@hentda tun-
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temattomien lukumd&rin kahtsen. Muut resunaehtotapaukset ovat

kdsiteltdvissd vastaavalla tavalla.

IF
| I B S
L
M1oQ1o0 \ Mao Q20
- = > S T T e -
Ri R2
T‘(j;} e ———— .“":—7“—77C333é

Kuva 12. RArellisen palkin ratkaisu Hetényin tavalla.

4, LEIKKAUSMUCODONMUUTOKSEN VAIKUTUS

Leikkausj&nnitysten vaikutukseste palkissa syntyy
my8s leikkausmuodonmuutoksia eli liukumia, jotka lis&&vat
palkin taipumaa, tosin yleensd vain v&h&n. Leikkausj&nni-
tysten epétasaisesta jakautumisesfa johtuu,ettd liukumat
givét ole yhtd8 suuria poikkileikkauksen kaikissa pisteis-
s8, Téstd on seurauksena poikkileikkaustasojen k8yristymi-
nen. Leikkausj&nnitysten vaikutus palkin taipumaan voidaan
hyv&l1la tarkkuudella ottaa huomioon laskemalla keskim&&rdi-

nen liukuma

(37)  y=&0

Poikkipinnan siirtymé&kerroin ¢ lasketaan kaavasta
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Suprakaitgelle ¢ = 1,2, I-palkille ¢ = 2,0 - 2,4.

Palkin kinemaattiset suureet gn esitetty kuvassa
13. Poikkilesikkaustason kiertym&& on merkitty w:lla, ja
sen derivaatta kuvaa taivutusmaomentin aiheuttamaa muodon-

muutosta k. Siirtymien ja muodonmuutosten vdliset yhtey-~

det ovat
_ 2
{38) Y * %% -y, K= - %%1 = - %;— + %%

Palkin differentiasaliyhtild saadaan yht&léista (38), (2},
(3) ja (37) eliminoimalla muut suureet lukuunpttamatta

taipumaa v

2 2

' d v tEIk d3v _ _ EET

m

—
aja
x

Yht818n (39) ratkaisuja on esitetty julkaisuissa
B, 7). Niiss& on my8s osoitettu,ettd leikkausmuodonmuutok-
sen vaikutus on merkitt&van suuri, jos palkki on lyhyt tai

jos alustakerroin on suuri verrattuna palkin kimmomoduuliin.

Ax
P
N = ey
h dx
1 v 7 Kuva 13. Palkin muodon-
":%;& - muutokset
b T~

y U+A
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5. AKSIAALISESTI KUORMITETTU PALKKI

Palkkiin vaikuttas aksiaalinen kuorma F, jonka vai-
kutus tasapainoyht&l8ihin otetaan huomioon. Kuvan 14 mukaan

y-suuntaisten voimian tesapainoehdoiksi tulee

v -r e N -0

ol
X\

jakautuneita
Jos x-akselin suuntaisia/kuormia ei vaikuta, on N = F ja

%% = 0. Eliminoimalla leikkausvoima saadaan tasapainoyht&ld
dZ 2
(40) SR+ F & ¢ alx) - r(x) = 0

Taipuman differsntiasliyht8léksi tulee sijoittamalla M =

-EIv" ja r = kv

2 2 2
(41) g;ztsx §;¥J - F §§¥ s kvix) = qlx)

0 m— o

] ™ X
Q Ax
N M+AM
dv dv
dv L eal59)
ax ’/’dx dx
rAx N+AN
Y 0+AQ

Kuva 14. Aksisalisesti kuormitettu palkki.

Tarkastellaan l&hemmin tapausta, jossa EI = vakio
ja F on puristava vpima F = - P, P > 0. Silloin yht&l3 (41)

voidaaﬁ kirjoittaa muotoon

4 2
(420, ¥+ astw ¥ ¢+ astvio - 4R

tai



(42)2
jossa
(43)

Yht&dlda
+ 4 =

Yht&ldn

(44)
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4 2
¥ ¢t - avip) - AE)
P - B EL
w = -E-—I-u462 = EI Ak » [LU}U)

(42), vastaava karakteristinen yht318 on r* + 4uwr? +

Jonka juuret ovat

a) w<1 . Ph%%“ = (ajtiocg), O1= V1-w , Q2 = YT+w

b) w=1 " i = *ivZ , ra. - iv/2

cl) w>1 & T2 = tiyy , rau = *iys , yvi1=V w-vuw -7,
Y2 = V2 Vw+v/w® -1

(42), ratkaisu on silloin

a) v(g) = coso&(Cicosha,&E+C2sinha,E) + sinoaE(Cscoshag+

+ Cusinhala) + Vo(g)
b) V(E) = cosyZE (C,+C2E) + sinv2E (C3+CuE) + vo(E)
c) v(E) = Cicosy1& + Casiny & + Cacosyz& + Cusinyaf +

+ vol(&)

Esimerkki, Kimmoisesti tuetun pilarin nurjahtaminen.

Aksiaalinen kuorma P, poikittainen kuorma q = 0. Tarkastel-

laan niveldityd& sauvaa, jonka resunaehdot ovat:

Tarkastellaan aluksi tapausta

v(0) = M(O) = 0, v(L) = M(L) =0

¢) w>1., Integroimisvakioi-

den Ci madrittédmiseksi saadaan yht&8ldryhmé

C: Cz Cs Cu k

1 0 1 a 0

vi 0 va 0 0
casyiA sinyi1A CosY2A sinyz2A 0
chosylk stinylx Y:cosYZA stinyzk 0
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Yht8l8ryhmé#lld on egi-triviaali ratkaisu vein jos sen deter-

minantti on nolla
2 2 . N
Det = - (yz - y;) sinyiasiny,x = O

Det = 0, Jjos
D eli y A =nm, n=20,1,2,... = 2w - 2vw?-1

n
]

al siny;A

b) siny,A = 0 gli «yaA = nm, n = 0,1,2,.., = 2w + 2VwZ -1
Téstd seyras £2/G°2-1 = (-;-l)2 - 2w , josta saadaan

(Ayz + 1(0Iye

—

. nm 4" A

Hagtaan w:n minimi n:n muuttuessa, ts. se n:n arvo, jolla
erotus

wln+1) - wln) = 3 (%)Z[TﬁéTT? e (It - 3,

m o 2n+*1 A 2] -4 T
- ] - B [y ¢ D]

muuttaa merkkinsd negatiivisests positiiviseksi. Ko. arvo

1 Ay2 - x 1 Jadye il
> /B2 + 1 - s <tz A e 15

Nurjahduskuorman arvo on

on

z .
s 482E1m(nx) = 1355 [(nllz * T—Q—T[E%)“J =

P nx)

kr
2

~ ag2e1 - IEL (2B5)2
m2El (ZBsz
= ™

toimien Ci determinantin tarkastelu osoittaa, ettd nurjah-

Tapauksessa w = 1 on P = 4B2%EI = . Ker-

taminen on mahdollista vain jos vZA = n7 eli BL = nm/v2Z.

Tapauksessa w < 1 tasapainotila on stabiili.

>4|:: >'|3
E] E]

o
[N

N
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B. MUITA RATKAISUMENETELMIA
6.1 Potentiaalienergian minimin periaate

Palkin mucdonmuutosenergia, jossa vain taivutus on
otettu huomioon, on
L L

(45) U = Mk dx = & [ BT (32Yy2 gy
P RE =P dx

N —

Alustan muodunmuutosenergia an

L L
. . 2
(46) U, = > I v dx 5 [ kvZ dx
Ulkeisten kuormien potentiaali on (kuva 15)
L
(47) V= - I gv dx = Rov(0) - Ryv(L) - To¢(0Q) - Ty¢(L)

Kuva 15.

Edella Up:n Jja Ua:n lausekksissa palkin jadykkyyden EI ja
alustakertoimen k ei tarvitse olla vakioita, vaan ne saat-
tavat olla x:n funktiocita.

Potentiaalienergian minimin periaatteen mukaan ko-

konaispotentiaaliensrgialla on minimiarvo tasapainotilassa

(48) I U + U_. + V = min

p a

Minimiehdosta voidaan johtaa tasapainoyhtdlé ts. palkin
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kimmoviivan differentiaaliyht&lt ja reunaehdot. Sité voi-
daan k&8ytt&d myds suoraan likiratkaisujen médrittémiseen.
Likiratkaisua mé@sdritettédessd menetelld&n seuraa-
vasti., Valitaan funktiojono
o1 (x), ¢a2(x), .., ¢n(x)
jolle asstetaan vaatimukset
1. funktiot ¢4 lineaarisesti riippumattomia,
2. funktiot ¢i toteuttavat plennaiset, so. kine-
maattiset reunaehdot
3. jono on t&ydellinen siind mieless&, sttd jokai-
nen kahdesti derivoituva, kinsmaattiset reuna-
ehdot toteuttava funktio voidaan mielivaltaisel-

n

la tarkkuudella esittd3 sarjana Zai¢i(x3.
=1
Téllaisia funktiolonoja ovat ssim. polynomit ja trigonomet-

riset fynktiot.

Haetaan likiratkaisu muodossa

n
(49) v, (x) =i§1ai¢i(x]

jossa kertoimet a; mé&ritetddn ehdon (48) perusteella. Kun
Vain lauseke sijoitetaan potentiaalienergian II lausekkeeseen
siitd tules kertoimien a, funktio H(a1. 8gs eees anJ. Mini-

min vElttadmé&ttdm&t ehdot ovat

oll .
(50) E’;ED' i=1,2,¢0.,N

N8md muodostavat lineaarisen yht&l&ryhmén

(51) -C, =0, 1i=1,2,...,n

n
kZ1Bik 2 Gy
Jjossa

L 2 2

(52) B\ = l (Bl —gzz =z * ké;6,) dx, €, = | q¢; dx +

X X

&
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d¢i d¢i
+ Ro¢i(U] + Rld)i(L] + To I | o + T I | L

Menstelmén tarkkuus riippuu suuresti kpordinaatti-
funktioiden ¢i valinnasta; Jjos siind onnistutaan, antaa jo
muutamien termien k&yttd hyv&n tuloksen.

Esimerkki. J&ykasti kiinnitetty palkki, jolla on tasainen

kuorma q(x) = q¢ . Kinemaattiset (olennaiset) reunaehdot

ovat
L s dV = E =g—\i =
v 5) . T2 . = 0, v(zJ ax |..L 0
2 2
Valitaan koordinaattifunktioiksi
- by o o 2]3,.20i-1)
¢i(x) [(23 X ] X , 1 as .
_ ' LLIE
‘l= 1,2,-::: r 14 X
Jjossa symmetrisyys origan suhteen L/2 I L/2
y
on otettu huomiogon. Kdytetdan vain
Kuva 18.

2
1. termid ¢, = [(%)2 - xz] , jol-
loin saadaan yht&ld
51161 = C1 = 0

L/2
Erl12x? - 4(5)2]% + k[(5)? - x*]*}ax =
2 2

N

Bir =

ki®

|_,

EILS +
L 2

- Ly2 _ 2 = 1 5

C: =2 [ qa[[zl X ] dx 35 Qol

(5,1

63

O

1 0 .
ayi:n arvo gn a; = 74T + (BLI" /729 %T . Esim tapaukssssa

BL = 2 saadaan v(0) = 0.148 %1 tarkan ratkaisun ollassa

v(0) = 0.1473 ﬁl .
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6.2 Vajikutusfunktioiden kayttd

Tarkastellaan asiaa erddn esimerkin valossa (kuva
17). Teipuman vaikutusfunktio 2-tukiselle vapaasti tuetul-

le palkille on

ke X101-8y[1-Xy2.(1-& 2]
6ix,8) = iy { GIU-Bi[1-hz-0-p) ], osxs
X S (Xy2. B2
(1 L){-E)[’l (Xy7- () j , Ex<l
. . (x)
Vastaavan kimmoisella alustalla 7 a
0 1111 -
olevan palkin kuorma on 7ﬁ?” "“"L”’ T B
-
alx} - ki(x)Jv(x) joten taipuma on Y !
Y Kuva 17.
L
(53) vix) = I G(x,E)[q(g) - k(EIv(E)]dE=

L
= vol(x) - I G(x,E)K(EIV(E) dE

vy on 2-tukisen vapsasti tuetun palkin taipuma tunnetusta
kuormasta g. Yht&ld (53) saadaan symmetriseen muotoon otta-

malla uudeksi tuntemattomaksi V(x) = VX(x) v(x)
L
(54) Vix) = Velx) - I K(x,E)V(E) dE

Yht&ldn (54) ydin on symmetrinen

K(x,E) = VKIXIK(E) Glx,E)
Edelld saatu integraaliyhtdld on 2. lajin Fredholmin

yht&18, jonka ratkaiseminen k&y p&insd varsin helposti |8

Integraaliyht818& (53) tai (54) voidaan kayttadd ite-
ratiiviseen ratkaisemiseen myfs siind tapauksesss,ettd alus-
ta on epélineaarisesti kimmoinen. Ota'isutaan,ettd alustapai-

neen ja painuman v&linen riippuvuus on

plx) = kix)v(x)[1 + y(v(x))?]



29

Silloin integraaliyht&ld (33) saa mucdon
L
vix) = vgolx) - ! Gx,E)k(EIVIEY 1 +« y(v(E))2]dE

josta saadean itereatioprosessi

L
VI LG - sasikte ™ e« v (M g 127ae
b
n=0,1,...

(o)

Ensimmdiseksi likiarvoksi v' vnidaan ottaa linsaarisan

tapauksen ratkaisu.

6.3 Muut menetelmit

Sopivia ratkaisutapoja ovat myés
- differenssimenetelma

- trigonometristen sarjojen kdytts

7. LASKENTATAVAN VALINTA

Palkin pituutta karakterjisoi suure BL, jossa
B = VK/4EI ja L palkin pituus. Timoshenkan mukaan [2] voi-
daan jaotella

1) lyhyet palkit BL < 0.8

2) keskipitk&t palkit 0.6 < BL < 5

3) pitkadt palkit 5 < BL
Lyhyitd palkkeja voidaan pit&s tdysin j8ykkind alustaan

verrattuna (EI = « = g =0, BL = 0). Keskipitki8 nalkkeja
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on kdsiteltdvd &8rellisen pituisina, kun taas pitkiin palk-

keihin voidaan sovelt;a 88rettémén pitk&n palkin tuloksia.
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