Rak-54.3100 RAKENTEIDEN MEKANITKKA 111

Luentomoniste

L o) Osa Il: Kuoriteoriaa
Jukka Aalto
Jaykka
paatylevy |
Ny
| gpa’
‘ 4
~3,72 /4 E
- -0,145
1 i Ny
| A\ K
N I N¢
|
{ ®
I

\N;f 0124 &



1. Kuoren yhtalot

1.1 Pintojen geometriaa
1.11 Pinnan yhtal6

Pinnan vektorimuotoinen yhtalé on muotoa

r=r(a,p)=x(a,p)i+y(a,p)i + 2(a, fK, (1.1)

missa r on pinnan yleisen pisteen P: (X,y,z) paikkavektori sekd « ja
pinnan kayraviivaiset koordinaatit. Jos koodinaattia « vaihdellaan
koordinaatin S pysyessd vakiona syntyy viiva, jota kutsutaan
o —viivaksi. Jos taas koodinaattia /£ vaihdellaan koordinaatin o
pysyessa vakiona syntyy viiva, jota kutsutaan f —viivaksi. Téllaisia
viivoja kutsutaan pinnan koordinaattiviivoiksi. Piirtdmalla parvi o — ja
f —viivoja voidaan saada havainnollinen kuva pinnasta ja siihen
liittyvasta kayraviivaisesta koordinaatistosta (Kuva 1.1).

Koordinaattiviivoja

a=aqy; f—Viiva

/ B =Ly a—Vviiva
@)

Kuva 1.1: Pinnan kayraviivaiset koordinaatit « ja f, koordinaatti-
viivojen suuntaiset yksikkovektorit e, ja e, seka yksikkonormaali-

vektori n

Merkitddn koordinaatin « differentiaalista muutosta do vastaavaa jana-
alkion pituutta o —viivalla symbolilla ds, ja koordinaatin f muutosta
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df vastaavaa jana-alkion pituutta S —viivalla symbolilla ds,. Mitta-
kaavatekijat eli Lame’n parametrit A ja B madritellaan lausekkeilla

ds, =Ada, dsz=Bdp. (1.2)

Koordinaattien muutoksia da ja df vastaava paikkavektorin r
muutokset ovat

dr

[21

or or
:adaEr,ada, drﬂ:@dﬂzr,adﬂ. (13)

Tassé paikkavektorin r osittaisderivaatoille otettiin kayttoon lyhennys-
merkinnét' r,, ja r,,. Koska ds, =|dr, | ja ds; =|drg| néhdaan, etté

mittakaavatekijat ovat

A=lr,,|= \/xi +y,(21 +z,§ , B rp |= \/x% +y,§; +z,f3 : (1.4)

1.12 Koordinaattiviivojen suuntaiset yksikkdvektorit, koordinaatti-
viivojen valinen kulma ja pinnan yksikkdnormaalivektori

o — ja f —viivojen suuntaisille yksikkovektoreilla (vrt. Kuva 1.1)
saadaan

dr, dr da 1dr dry dr dg 1dr
ds, da ds, Ada ds;, dp ds; Bdg
eli
eazlr,azl(x,ai+y,aj+z,ak),
A A
(1.6)
1 1 . .
eﬂ:Er,ﬁEE(X,ﬂ|+y,ﬂj+Z,ﬂk).

! Merkintasysteemi on funktion f(x,y) yhteydessa seuraava:
of of 0 f % f O f

fi = fi — T 5 f! =< ) — T 5
XX 8x2 Xy oxoy vy ayZ

f1=_! )
“oax' Y oy

jne.
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Koordinaattiviivojen valisen kulman y (vrt. Kuva 1.2) kosinille saadaan

1 1
COS ¥ =€,€y :Er,a.r,ﬂsﬁ(x,a X, g +Ysa Yipt2q2,5). (L7)

Jos pinnan jokaisessa pisteessa cos y =0 eli y =90° on kysymyksessa
suorakulmaiset kayraviivaiset koordinaatit.

Kuva 1.2: Koordinaattiviivojen véalinen kulma y

Koska yksikkovektorien e,, ja e,; ristitulo on kohtisuorassa pintaa

vastaan, saadaan pinnan yksikkonormaalivektorille (vrt. Kuva 1.2)
lauseke

e, xe r,, xr,
n= 4 ﬂ = - . ﬂ ' (18)
leq xeg| ABsiny
joka suorakulmaisten koordinaattien yhteydessé on
1
N=——Tr,,xrz. (1.9)

AB
1.13 Jana-alkion pituus ja pinta-alkion pinta-ala

Kéyraviivaisten koordinaattien « ja £ muutoksia de ja d # vastaava
paikkavektorin r muutos (vrt. Kuva 1.3) on

dr=ds,e, +dszes = Adae, + Bdfe, (1.10)
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Kuva 1.3: Jana-alkion pituus

ja vastaavalle jana-alkion pituuden ds neliolle saadaan

ds® =dredr = (Adae, +Bd Be,)+(Adae, + BdSe ;)
1 cos y 1 (1.11)
2 27 ' 2 2
=A%da“e, e, +2ABdadBe, e, + B°d S epzees.

Jana-alkion pituus on siten

ds=+/A2da? + 2ABcos ydad 4 + B2d 52 (1.12)

ja suorakulmaisessa koordinaatistossa

ds=+/A2da? + B2d B2 = [ds? + ds3 . (1.13)

p
2 7
dsﬂeﬂ
P: (a, )
dsaea\

dA
(a+da,f+dp)

a

Kuva 1.4: Pinta-alkion pinta-ala

Koordinaattimuutoksia de ja d g vastaavalle pinta-alkiolle (vrt. Kuva

1.4) saadaan
sin y

—
dA=|ds,e, xdszes |= ABle, xez [dad . (1.14)
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Pinta-alkion pinta-ala on siis
dA= ABsin ydadf. (1.15)
ja suorakulmaisessa koordinaatistossa

dA= ABdad f8 = ds,,dss. (1.16)

1.14 Pinnan kaarevuussade ja kaarevuus

Tarkastellaan pistettd P:(a,f) ja differentiaalisella etaisyydelld siita
olevaa pistettd Q:(a+da,f+dp). Pisteesta P pisteeseen Q
suuntautuva pinnan yksikkotangenttivektori on tallgin

e= ﬁ (1.17)
ds

Missd dr on pisteiden P ja Q paikkavektorien erotus ja ds on sen pituus.
Pinnan yksikkénormaalivektorit pisteissé P ja Q ovat n ja n+dn. Kuva
1.5 esittdd pinnan leikkausta vektorien e ja n madrittelemé&ssé tasossa.
Pinnan pisteeseen P liittyva kaarevuuskeskipiste  mééritelld&dn kuvan 5
mukaisesti yksikkonormaalien n ja n+dn jatkeiden leikkauspisteend ja
pinnan kaarevuussateen R madrittdmiseksi saadaan verranto

ds _dn-e (1.18)

Kuva 1.5: Pinnan kaarevuussade pisteessa P

Rak-54.2300 Rakenteiden mekaniikka Ill: Kuoriteoria 5



Kaarevuusséteen kéanteisarvolle, jota kutsutaan kaarevuudeksi, saadaan
tasta

1 _dn __dn dr _dn.dr

Q= ° =
R ds ds ds  (s?
B (Ngda+n,zdB)(r,da+r,zdpB)
- ds?
Ny ol da® + (N o, g +0, por, Ydad B+, por, 5 d B
A%da? + 2ABcos ydad B + B2d 52

(1.19)

ja edelleen

2 2
A da? — 228 qadp s B g p2

1 R, op Rﬂ

B A2y 2 CIPY) (1.20)

R A°da”® +2ABcos ydad 3+ Bdp

missa

I

Ra A2 ’a ’a A2 ’aa’

1 1 1

_:_n’ or, :—_n.r, , (1.21)
R, g2 AT g

L ——in r,s=———N, g, =——N°r

Ry AB 77 ag /e pag

Jalkimmaiset yhtdsuuruudet esimerkiksi viimeisessd kaavassa naytetdén
todeksi seuraavasti:

( : )
Nel’, ), s =N, el  +Nel", = N,gel,, =-—Nel',_ ,,
Oa p g a aff g aff (122)

——
(Ner,g) =N, o0, g+Ner, 5, = Nyl z=—Nel 5.
Kaarevuuden lausekkeesta saadaan « —viivan (df=0) suunnassa

1/R=1/R, ja p—viivan (d4=0) suunnassa 1/R=1/R,. 1/R, ja 1/Ry
ovat siis kaarevuudet o — ja S —viivojen suunnissa ja 1/R,z on niin
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sanottu kierevyys ja R,z on kierevyyssade. Pinnan kaarevuutta ja sen
suuntaa on havainnollistettu kuvassa 6.

Kaarevuuden suunta

B
P ~

Ada™<"Bd S =Bida

(04

o

Q
Kuva 1.6: Pinnan kaarevuus ja sen suunta

1.15 Padkaarevuudet

IImaistaan kaarevuuden 1/R suunta suhteena

,_48

==, (1.23)

jolloin kaarevuus suhteen 4 méérittelemé&én suuntaan (vrt. Kuva 1.6) on

2 2
Ai_zﬁ/“_iﬂ?
R, Ry R

2= 2 ﬁz 2" (1.24)
R A% +2ABcosy A+B“4
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Etsitdan nyt kaarevuuden 1/R &é&riarvot. Lauseke (1.24) saadaan muotoon

B2( —1y42 _pap(l 4 905%
R, R R, R

)A + AZ(RL—%) =0. (1.25)

(24

Se on toisen asteen yhtalo suhteelle A. Adriarvoa vastaavassa suunnassa,
tulee yhtalén (1.25) diskriminantin D héavita (ko. &ariarvo saadaan vain
yhdessa suunnassa). Diskriminantti on

D :4A252(L+M)2 _4A2|32(i_1)(i_£) (1.26)
Ry R R, R'R, R

ja sen havidmisehto saa muodon

iz_-lz 1+1+zcos;()1
R sin® y Rﬂ R, Raﬁ R
1 1 1
LY ———)=0
siIn- y RaRﬂ Raﬁ

(1.27)

Kun otetaan kayttoéon merkinnat

H =

1111 sy

1 1 1

K - - )1
sin’ 2z RuRg Raﬁz

(1.28)

yhtél6 (1.27) saa muodon

%—2H%+K=O. (1.29)

Se on siis toisen asteen yhtald kaarevuuden aariarvojen maarittamiseksi ja
sen ratkaisu on

Ri:H+\/H2—K,i:H—\/H2—K. (1.30)

1 R,
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Ndam& ovat kuoren pdadkaarevuudet tarkasteltavassa pisteessa.
Péaakaarevuuksia /4, i=1,2 vastaava paasuunnat saadaan yhtélosta

Vastaavat paasuunnat saadaan sijoittamalla paakaarevuus 1/R; yhtaloon
(1.25) ja ratkaisemalla se’

1 CoS ¥
_ A Raﬂ Ri
et -
R, R

Parametreille H ja K saadaan geometrinen merkitys muodostamalla
paédkaarevuuksien (1.30) summa ja tulo, jolloin saadaan

Hef oty ktl (1.32)
2'R, R, R R,
(@)

Kuva 1.7: (a) Elliptinen, (b) parabolinen ja (c) hyperbolinen pinta

2 Pitaen mielessd, etta diskriminantti D havia.
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N&ain H on paakaarevuuksien keskiarvo, jota kutsutaan keskikaarevuu-
deksi, ja K on péaéakaarevuuksien tulo, jota kutsutaan Gaussin
kaarevuusmitaksi.

Kaarevuuden pé&suunnat ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. Viivat,
jotka sivuavat péésuuntia jokaisessa pisteessa ovat pinnan kaarevuus-
viivoja. Ne muodostavat suorakulmaisen viivaparven pinnalla ja niiden
muodostamaa k&yraviivaista koordinaatistoa kutsutaan padkaarevuus-
koordinaatistoksi.

1.16 Pinnan tyyppi

Pinnan tyyppi tarkasteltavan pisteen P ymparistossd jaotellaan Gaussin
kaarevuusmitan K arvon mukaan seuraavasti:

e Kun K=>0, jolloin 1/R; ja 1/R, ovat samanmerkkiset, pinta on
elliptinen (vrt. Kuva 1.7a).

e Kun K =0, jolloin 1/R; =0 tai 1/R, =0, pinta on parabolinen (vrt.
Kuva 1.7b).

e Kun K<O0, jolloin 1/R; ja 1/R, ovat erimerkkiset, pinta on
hyperbolinen (vrt. Kuva 1.7¢).
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1.17 Apukaavoja

Seuraavassa esitellddn pintojen geometriaan liittyvid kaavoja, joita
kaytetddn jatkossa apuna kuoren yhtéloitda johdettaessa. Tarkastelu
tapahtuu suorakulmaisessa  kéyréviivaisessa  koordinaatistossa.
Derivoidaan aluksi paikkavektori r osittain « ja £ suhteen, jolloin

saadaan

r,aﬂ=(l’,a),ﬂ=(Aea),ﬁ= A’,B ea + Aea,ﬂ

(1.33)
:(r,ﬂ),a:(Beﬁ),a: B,aeﬂ + Be,g,a.
Nain saatiin yhtalo
A,ﬁea+Aea,ﬂ:B,aelB+Beﬂ,a. (134)

Yksikkovektoreiden derivaattoja:

Seuraavassa muodostetaan  yksikkOvektoreiden e,, ez ja n

ensimmaisten osittaisderivaattojen lausekkeet. Esimerkiksi e, derivaatta
€, Madritetédn muodostamalla sen komponenttien lausekkeet. Niille

saadaan

(€yrq ) =€41q€y =0 (1.35a)
0

f_/H
(o )/3 =€u1a*Cp = (ey 'eﬂ)’a —€4€s10

1
:—ea.E(A,ﬁea +Ae,,3—B. €p)

) 1 0 0 (1.35b)
:_E(A’ﬂ eyey +Aey e, 3 — B,y e, 0€p)
__Bs
B
0 A% IR,
(ea,a )n :ea,a N = (ea on),a _ea°n’a :_Kr’tfn’a — _R_ . (135c)

Kaytettiin hyvéksi tulon derivointisaantoa, koordinaatiston
suorakulmaisuutta, jonka vuoksi e,eez=e,+n=0, yksikkdvektorin ja
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sen derivaatan kohtisuoruutta, jonka vuoksi e,se,,,=¢€,€,,z=0 sekd

a'a

kaavaa (1.34). Nain saadaan derivaatalle e, tulos
/ Hﬂ A
a'a B p R ( )

Vastaavalla periaatteella voidaan johtaa muut yksikkdvektoreiden
osittaisderivaattojen kaavat. Tulos kokonaisuudessaan on

e —_Me _in e — Ble +in

a'a B ﬂ Ra ’ a!ﬂ A ﬂ Raﬁ )

A, A B B
B o

€5,,= e, + n, e, z=—-72%e, ——Nn, 1.37
e B Ry, PP AT Ry (1.37)
n, = Ae —ie n ——ie +—=@

‘o Ra o Raﬂ lB! aﬁ Raﬂ a Rﬂ ﬁ

Kun kysymyksessa on padkaarevuuskoordinaatisto, jossa 1/R,; =0,
kaavat (1.37) yksinkertaistuvan hieman muotoon

A, A B,
Cara =g O R ™ = s
(04
A B, B
eﬂ,a: ?ﬂea, eﬁ’ﬂ:_Taea _@n, (138)
n_ = —=e n —ie
o Ra a’ ’ﬂ R,B ﬂ

Codazzin kaavat:

Tarkastellaan  pintaa  padkaarevuuskoordinaatistossa.  Derivoidaan
yksikkonormaalivektori n osittain koordinaattien « ja S suhteen eri

jarjestyksessd, jolloin saadaan
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A A A ——
n,aﬂ:(n,a),ﬂ:(—ea),ﬁ:(—),ﬁea+— ea,ﬂ
R R Ra (1.39)
A B
=(=—),ze, + —%e,4,
(Ra)ﬂ a Ra p
ja
A,’B/Bea
B B B ——
n,aﬂ=(n,ﬂ),a=(R—eﬂ),a=(R—),ﬁeﬁ T Carp
B B B (1.39b)
A
_ (RE),O, ey +=Le,.
4 14

Merkitsemalla vastinkomponentit kaavojen (1.39a ja (1.39b) oikeat
puolet yhtasuuriksi saadaan yhteydet

A A!ﬂ B,a
(Ra)1ﬂ R, (ﬂ) "R (1.41)

Naita kutsutaan Codazzin kaavoiksi.

Gaussin kaava:

Tarkastellaan  pintaa  padkaarevuuskoordinaatistossa.  Derivoidaan
yksikkévektori e, osittain koordinaattien « ja S suhteen eri

jarjestyksessd, jolloin saadaan

A
a’aﬂ (ea’a)[;’ (_ B ﬂ R n),ﬁ
A% R B/R
A’ﬁ A’,B r—*%ﬁ A A .—'ieﬁ
=g st Cps T(pNoo Ny
B B R, R,
. (1.42a)
0, Codazzi
A;B A
!ﬂ aa !ﬂ
= — —), n
e )t RR,B]ﬂ [ﬂ @ )s]
A 4B, A, AB
_p _ ﬂ
w e g )i g g Fs
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B, B
A S A S (1.420)
_AgB,

AB

B,
e, + (Ta)’“ e

Merkitsemalla lausekkeiden (1.42a) ja (1.42b) oikeiden puolten
alleviivatut termit yhtasuuriksi saadaan

AB
RyRp

B, A
(T)’a +(?ﬁ)1,3 ==

(1.43)

a

Tata kaavaa kutsutaan Gaussin kaavaksi.
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1.2 Kuoren geometriaa
1.21 Tavoite

Otaksutaan seuraavassa kuoren keskipinnan (Kuva 1.7, piste P)
geometriset suureet A, B, »=90°, R,, Rs ja Rop tunnetuiksi ja

méaritetdan niiden arvot A°, B, °, RS, R ja RS, etdisyydella ¢
keskipinnasta (piste Q).

@)

Kuva 1.7: Kuoren geometriaa
1.22 Mittakaavatekijat ja koordinaattiviivojen valinen kulma

Pisteen Q paikkavektori on
r$=r+¢n. (1.44)

Sen osittaisderivaatalle koordinaatin « suhteen saadaan

r=r,, +(n,, =Ae, + g(iea —ieﬁ)
Ra = Rap (1.45)
= A+, ——2—e ],
R Ros

(21
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Mittakaavatekijalle A¢ saadaan nyt

¢yt YRR IV IS
AS 1S = \/(1+R)+(R )? = A+ (1.46)

a aff a

Mittakaavatekija B® saadaan vastaavasti, joten mittakaavatekijat
pisteessd Q ovat

AS =A(1+i), BS = B(1+i). (1.47)
R, Ry

Yksikkovektorille e, saadaan

1 1 4 4 ¢ 1
e =—r5= AlL+—=-)e, —o7—€gl =6, ——=—
N i) Rew " Ry Rep 1+ Ff
:e“_Riﬂ[l_FiHFi) ---]eﬂzea—éeﬂ (1.48)

Yksikkovektori e% saadaan vastaavasti, joten yksikkdvektorit ovat

4 ¢
egzea—R—eﬂ,eﬁ;:eﬂ——e (1.49)

ap Ros

Koordinaattiviivojen valiselle kulmalle saadaan nyt

cos z° =€, +e5 = (&, - 4 ——ey) (eﬂ—ie )
a[a’ Raﬂ
0 1 1 , 0 (1.50)
=€,°€p — (e, -, +eﬁoeﬂ)R—+Teﬂ-ea
of Raﬂ
eli
cosy® __2% (1.51)

Rep
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Kaarevuusviivojen muodostamassa koordinaatistossa, jossa 1/R,; =0,

saadaan cosy® =0 eli y° =90°.
1.23 Kaarevuudet ja kierevyys

Yksikkovektoreiden e, ja e ristitulolle saadaan

egxeg (e, —ieﬁ) (eﬂ—ie)
R R
afl afl
~0
0 0 ey
=e, xe,—(e, xe, +e,xe )i+§—e X e (1.52)
~— o g a a p p R 5 °p a .
op  Rap
zeaxeﬁ.
Y ksikkonormaalivektorille n¢ saadaan
¢ b
e;, xe e, xe
né = b _“a""F _q (1.53)
|e4xe‘;| le, xez|
Kaarevuudelle 1/RS saadaan nyt
1 1 A
_ Cor S — ¢al
—= N, er, o ——=—€3)A%e
RS (A2 (Aﬁ) Reg 77
1
1 A A 4 A 1—/—
=—(=—e, - eg)e(e, ———ez)=—>(—=¢, €
AR, “ Ry 7% Ry POAR, 4
& —=—€,€p ———€p%€, + ——epgeey)
R Rﬂ Ryp Ros Rop
1
- 1 )

Kaarevuus 1/ Rg ja Kierevyys 1/ Rgﬂ saadaan vastaavasti. Nain
kaarevuudet ja Kierevyys ovat
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et ), (1.55)
Rﬂ 1+ =2 "8 Raﬁ’
Rp
11
Rgﬁ Raﬂ

Paakaarevuuskoordinaatistossa, jossa 1/R,z=0, nama lausekkeet
yksinkertaistuvat muotoon
1 1 1 1 1 1

_ R RN (1.56)
Rg Ra + g ng Rﬂ + g Rgtﬁ Raﬂ
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1.3 Keskipinnan siirtymat, kiertymat, venymat ja
liukuma

1.31 Keskipinnan siirtymavektori ja sen osittaisderivaatat

Tarkastelu tapahtuu pé&kaarevuuskoordinaatistossa, jossa x=90° ja
1/R,z =0. Kuoren keskipinnan pisteen P siirtymavektori pisteeseen P’

on (vrt. Kuva 1.8)

u=ue, +Vez +wn, (1.57)

Kuva 1.8: Kuoren keskipinnan siirtyméavektori

missa u ja v ovat keskipinnan suuntaiset siirtymat ja w on sitd vastaan
kohtisuora  siirtym&, jota voidaan kutsua myds taipumaksi.
Siirtymavektorin osittaisderivaatalle koordinaatin « suhteen saadaan

U, = (Ue,),, +(veg),, +(wWn),,

= Uy, €y TUBL ., +HV,y €5 + Ve, +W,, N+ WN,, .

(1.58)

Yksikkovektorit e,, e; ja n derivaatat eivat siis ole nollia, kuten

suorakulmaisessa karteesisessa koordinaatistossa, vaan niill4 on kaavojen
(1.38) mukaiset lausekkeet. Kayttamalla niita kaava (1.58) saa muodon

A, A A, A

B B

u,,=(U,, +——=v+—w)e, +(v,,—=u)e, +(w,, ——u)n. (1.59
a ( a B Ra )a ( a B )ﬁ ( o Ra ) ( )

Siirtymévektorin osittaisderivaatalle koordinaatin /£ suhteen saadaan
vastaava lauseke. Namé lausekkeet esitetddn tdssd lyhyemmassé
muodossa seuraavasti

Uy =A(e,8, + @pp +0,N), U z=B(wge, +&se5+04n), (1.60)
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A sV V,
gazu’“+ AN W,gﬂz s Bl v (1.70)
A AB R, B AB Rﬁ
V,a A’ﬁu ulﬂ B,aV
o =Ya D67 T8 BaV 1.71
“" A AB P~ B AB (L.71)
W, W,
ga:_a_L, gﬂ:_ﬁ_L_ (1.72)
A R, B Ry

1.32 Deformoituneen tilan geometriaa
Deformoituneen keskipinnan pisteen P’ paikkavektori on (vrt. Kuva 1.9)
r'sr+u. (1.73)

Sen osittaisderivaatalle koordinaatin « suhteen saadaan

ry,=rq,+U,=Al+¢,)e, + @8 +6,N] (1.74)
-~ \
u
P P
\

r

rl

O

Kuva 1.9: Deformoituneen keskipinnan pisteen P’ paikkavektori r’

ja deformoituneen keskipinnan mittakaavatekijalle A’

N gl= A+ 2,)° + 0% +0,% ~ AL+ 2,). (1.75)

Deformoituneen keskipinnan « —viivan suuntaiselle yksikkovektorille
saadaan nyt
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1 1
e, =—1I,,= [A+¢&,)e, +w.es+6,N]
o A a 1+ga al*a a*p o (176)

~e, +W,ep +0,N

Vastaavat tulokset saadaan mittakaavatekijalle B’ ja yksikkovektorille
e’s. Nama tulokset koottuina ovat

A'=Al+¢,), B'=B(l+ey) (1.77)
ja
€y =€y T WL +0,N, €5 =65+ mpe, +0gN. (1.78)

Deformoituneen poikkipinnan koordinaattiviivojen valiselle kulmalle
saadaan

Cosy' =ey€p =, +wg + 0,05 0, + 0y (1.79)

Kantavektoreiden ristitulolle saadaan

e, €z N
egxeg=1 o, 6,
= (=0, + @ 05)e, + (=05 + w0, )e, + 1+ w,wg)n (1.80)

~—0,8, —0sep+N

ja sen itseisarvolle

e, x € |=1/9§+9,§+1z1. (1.81)

Na&in deformoituneen keskipinnan yksikkdénormaalivektorille saadaan

ey X €jp

=————=-0,8, —0gep+nN. (1.82)
|e xeﬂ|
a
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Kuva 1.10: Keskipinnan kiertyma pisteessé P

1.33 Keskipinnan kiertymét

Deformoituneen tilan ja alkutilan yksikkévektorien erotukselle saadaan
lauseke

nN'—n=-6,e, —0zep4, (1.83)

josta ndhdaan, etta sen o — viivan suuntainen komponentti on -6, .
Kuvasta 10 voidaan nyt paatelld, ettd 6, on keskipinnan o —viivan
suuntainen kiertyma (deformoituneen keskipinnan ja « —viivan vélinen
kaltevuuskulma). Vastaavasti nahdaan, ettd 65 on keskipinnan
S —viivan suuntainen kiertyma. Edelld esitetyt lausekkeet (1.72)
ilmaisevat siis keskipinnan kiertymat 6, ja 6, siirtymakomponenttien u,
v ja w avulla ja niitd kutsutaan kuoren keskipinnan kiertymien ja
siirtymien yhteyksiksi.

= s I:’ds(')(
u £
Q“,\
p Qe \
Q
(04

Kuva 1.11: Keskipinnan « —viivan suuntaisen venyman maarittely
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1.34 Keskipinnan venymat

a —viivan suuntainen venyma madaritellddn tassa alun perin « —viivan
suuntaisen  jana-alkion PQ (vrt. Kuva 1.11) suhteellisena
pituudenmuutok-sena, eli

P'Q'-PQ ds,-ds, Ada-Ada
PQ ds, Ada

=l+¢,-1=¢, (1.84)

Nain saatiin suureelle ¢, fysikaalinen merkitys. Se on keskipinnan
o —viivan suuntainen venyma. Vastaavasti &; on keskipinnan

F —viivan suuntainen venyma. Edelld esitetyt lausekkeet (1.70)
ilmaisevat siis keskipinnan venymat ¢, ja ¢4 siirtymakomponenttien u, v

ja w avulla ja niitd kutsutaan kuoren keskipinnan venymien ja
siirtymien yhteyksiksi.

1.35 Keskipinnan liukuma

Kuoren keskipinnan liukuma y,, madritelladn o — ja S -viivojen

valisen (alkutilassa suoran) kulman muutoksena (pienenemisend) (vrt.
Kuva 1.12) deformaatiossa, ts.

Kuva 1.12: Keskipinnan liukuman y,, madrittely

! 72- !
7aﬂ:Z_Z:E_Z- (1.85)
Sille saadaan
r ., ...T ,
7aﬁ:E—;( zsm(E—;():COS;(:a)a+a)ﬂ (1.86)
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ja kaavojen (1.71) perusteella edelleen

Vg  Up B,v Al

= + ) 1.87
' ="A" "B T ABAB (187)

Tamé lauseke sievenee, soveltamalla tulon derivointikaavaa takaperin,
myGs muotoon

B v A u
== (2), ., +— (=), . 1.88
Yop A(B)a B(A)ﬂ (1.88)
Lauske (1.88) ilmaisee siis keskipinnan liukuman y,,; siirtymakompo-

nenttien u, v ja w avulla ja sitd kutsutaan kuoren keskipinnan liukuman
ja siirtymien yhteydeksi.

Kuva 1.13: Kuoren normaalikiertymé ¢, ja liukumakulma y,,

Rak-54.2300 Rakenteiden mekaniikka Ill: Kuoriteoria 24



1.4 Mindlin’in ja Kirchhoffin otaksumat

1.41 Kuoren kiertymat ja liukumakulmat

Merkitddn alkutilassa keskipinnan normaalin suuntaisen materiaali-
saikeen PQ kiertyman komponentteja symboleilla ¢, ja ¢z seka

kutsutaan niita kuoren normaalikiertymiksi. Otaksutaan liukumat y,- ja
¥ pc kuoren paksuuden suunnassa vakioiksi kaytetaan niille merkintéja
Yo 13 75 seka nimitysta kuoren liukumakulmat. Kuvan 13 perusteella
saadaan ensimmainen yhteyksista

Py =0y —Var Pp=05-7p (1.89)

Namé yhtalét ilmaisevat siis kuoren normaalikiertymien, keskipinnan
kiertymien ja liukumakulmien véliset yhteydet.

1.42 Siirtymat kuoren yleisessa pisteessa

Kuvan 13 perusteella saadaan myds ensimmainen ja kolmas yhteyksistéd
U =U=Cp,, Vo =V=Cpy, W =W, (1.90)

Ne lausuvat siis etdisyydelld ¢ kuoren keskipinnasta olevan pisteen Q
siirtymét keskipinnan pisteen P siirtymien ja normaalikiertymien avulla.
Namaé lausekkeet (1.90) yhdessd normaalikiertymien lausekkeiden (1.89)
muodostavat lahtokohdan ns. Reissner-Mindlinin kuoroteorialle, joka
soveltuu ohuden kuorien liséksi myos paksuhkoihin ja sandwich kuoriin.
Mindlinin laatta ja kuoriteorioiden merkitys on viimeaikoina lisaantynyt
myds siitd Syystd, ettd monet modernit laatta- ja kuorielementit®
perustuvat Reissner-Mindlinin teoriaan.

Edellisten otaksumien lisdksi teknisessa taivutusteoriassa eli ns.
Kirchoffin teoriassa otaksutaan, etta liukumakulmat haviavat, ts.

Ya =0, 75=0, (1.91)

jolloin

¥ Kaytettaessa elementtimenetelmaa laattojen tai kuorien analysointiin.
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_ _p Wp
0o =0y === Pp=Op=—p o (1.92)

Jalkimmaiset yhteyden merkitsevat sitd, ettd kuoren normaalikiertymat ja
keskipinnan kiertymat ovat yksi ja sama asia. Kirchhoffin kuoriteoria
soveltuu ohuille kuorille. Tassa kurssissa kasitelldadn pédasiassa kuoren
Kirchhoffin teorian mukaisia yhtaloita.

Kuoren normaalikiertymia ¢, ja ¢ tullaan jatkossa kutsumaan lyhyesti
kiertymiksi, koska niilld on kuoriteoriassa keskeisempi merkitys kuin
keskipinnan kiertymilla 6, ja 6. (Jalkimmaisia voidaan pitaa kuoren
lopullisissa yhtaloissa pelkastaan lyhennysmerkintding.)

1.5 Kayristymat ja vaantyma

Edelld saadut keskipinnan pisteen P venymien ja liukuman lausekkeet
(1.70) ja (1.88) ovat yhtd lailla sovellettavissa etéisyydella ¢

keskipinnasta sijaitsevaan kuoren yleiseen pisteeseen Q, kun niissa
olevat geometriset suureet korvataan tata pistettd koskevilla, ylaindeksilla

¢ varustetuilla, suureilla. Pisteen Q venymalle gg: saadaan nain

) BV RS (1.93)

Tassé lausekkeessa esiintyvalle derivaatalle A,i saadaan

0 ¢ A ¢
A =%[A(1+g)] =Ag +§(E)’ p=Ag L+ @) . (1.94)

Viimeisen yhtdsuuruusmerkin  kohdalla sovellettiin  ensimmadista
Godazzin kaavaa (1.41a). Lausekkeesta (1.93) saadaan nyt
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<1+i)
‘. S S

c_
g5 = u
Al+5) A(1+£)B(1+£) R, (L+-5)
Ra Ra
A
:L(ll'hg +’_ﬂvé’ +Awé’)
1+ 5 AT AB R (1.95)
RO!
~0
1 Ag A
A( o gq)a’a)"i'_(v §¢ﬂ)+R_W
a
1 Aﬂ A Aﬂ
—u, +—Lv+—w- , .
AT AB R, ‘G alaatpg Op)

N&in saatiin ensimmaéinen pisteen Q venymien lausekkeista

(1.96)

&5 =5, +K,C, ef;:gﬂﬂcﬁé,

missa ¢, ja &z ovat keskipinnan «— ja g -viivojen suuntaiset

venymat ja

1 A/} 1 B,
K,=——@ . —L0s Kkp=——@z——20_, 1.97
« =" Paa" a5 P8 K= gP8s agPe (1.97)

ovat kuoren « — ja g —viivojen suuntaiset kayristymat. Sijoittamalla
néihin Kirchhoffin teorian mukaiset kiertymien lausekkeet (1.92) saadaan

1,1 1 Ag 1 1
K, =——(=w,, ——U),, ——= (=W, 3 ——V),
(04 A(A a Ra )a AB(B o) Rﬂ)
(1.98)
Kp=——(=W,,— L V) B (lw —iu)
7~ BB 7 R,/ ABAY R,

Lauskkeet (1.98) ilmaisevat kuoren kéayristyméat siirtymakomponenttien
u, v ja w avulla ja niitd kutsutaan kuoren kayristymien ja siirtymien

yhteyksiksi.

Pisteen Q liukumalle 5, saadaan
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B v¢ AS U
7§ﬂ: é’( g)’a+ é’( é')lﬂ
A B B> A
~0 z

B(1+;i) ’ A(1+£) ¥
_A(1+4)[B(1+4)] B(1+ g) A(1+5)]
w2 oo
NE(ﬁ) A(ﬁ) g (1.99)
B ANy
e e e BTG S
eli
Vop =Vap + 25458 | (1.100)
missé 7,5 on keskipinnan liukuma ja
=——[—(¢ﬂ> 2,1 (1.101)

on kuoren vaantyma. Sijoittamalla tdhadn Kirchhoffin teorian mukaiset
kiertymien lausekkeet (1.92) saadaan

1B,1 1 Al 1
Kaﬂ = __[_( V)!a +—

— W, g —— —W,,, ——U), . 1.102
2'A'g2 P BRj B(A2 % AR )] (1.102)

(4

Lauseke (1.102) ilmaisee kuoren vaantymén siirtymakomponenttien u, v
ja w avulla ja sitd kutsutaan kuoren vaantyman ja siirtymien
yhteydeksi.
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1.6 Jannitysresultantit

Tarkastelu tapahtuu kaarevuusviivojen muodostamassa koordinaatistossa,
jossa x=90° jal/R,; =0.

Kuva 1.14 esittdd koordinaattipintojen rajaamaa differentiaalista
heksaedrialkiota kuoren sisalld. Sen tarkoituksena on havainnollistaa
jannityskomponenteille kédytettyja merkintja. Yleiset kolmidimensioiden
kappaleen  jannityskomponentit  k&yrdviivaisessa  suorakulmaisessa
@, B,¢ — koordinaatistossa ovat normaalijannitykset o, o4 ja o, seka

leikkausjannitykset 7., =74,, 75, =75 ja 75 =7, . Leikkaus-

jannitysten pareittainen yhtasuuruus perustuu alkion
momenttitasapainoon®. Kuoressa keskipinnan normaalin suuntaisen
normaalijannitys o, on muihin jannityskomponentteihin nahden hyvin

pieni. Kuoriteoriassa otaksutaankin taman vuoksi, etta o, =0. Nain

kuoren jannityskomponenteista vain viisi on toisistaan riippumattomia.
Naiksi voidaan valita esimerkiksi o, o5 7,4, 7,7 8 7.

o
Kuva 1.14: Kuoren jannityskomponentit

* Tama tulos karteesisessa ja sylinterikoordinaatistossa perusteltiin rakenteiden
lujuusopin kurssissa. Toteamme tdssa ilman johtoa, ettd se on voimassa myods
kayraviivaisessa suorakulmaisessa koordinaatistossa.
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o

Kuva 1.15: Kuoren jénnitysresultantit

Kuvat 15 (a) ja (b) esittdvat koordinaattiviivojen kuoren keskipinnasta
rajaamaa differentiaalista alkiota ja siihen vaikuttavia kuoren
jannitysresultantteja. Kuvassa 15 (a) ovat normaalivoimat N, ja Ng

seka keskipinnan suuntaiset leikkausvoimat N,; ja Ng,. Ne
vastaavat levyn jannitysresultantteja N,, N, ja N, =N, seka liittyvat

kuoren toimintaan levylle tyypilliselld tavalla, eli ns. levyvaikutukseen.
Kuvassa 15 (b) ovat keskipintaa vastaan kohtisuorat, poikittaiset
leikkausvoimat Q, ja Qs taivutusmomentit M, ja Mg seka

vaantdomomentit M,z ja Mg,. Ne vastaavat laatan
jannitysresultantteja Q,, Q, M,, M, ja M, =M, sekd liittyvat
kuoren  toimintaan  laatalle  tyypillisellda  tavalla, eli ns.

laattavaikutukseen. Kuoren jannitysresultantit ovat, kuten levyn ja
laatan, voimia pituutta kohti tai momentteja pituutta kohti.
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Kuva 1.16: Normaalivoiman N, ja taivutusmomentin M, maarittely

Jannitysresultanttien tdsmaéllisempaa madrittelyéd tarkastellaan kuvaa 16
apuna kayttden. « —viivaan vastaan kohtisuoraan pintaan vaikuttava
o —Viivan suuntainen voimaresultantti on normaalivoiman N, avulla

lausuttuna N, ds; ja normaalijannityksen o, avulla lausuttuna

h/2
[ o,ds3de.
-h/2

Merkitsemallda ndma yhtasuuriksi saadaan

hi2
N ds; = | o,ds5d¢
—h/2
ja edelleen
hi2 B hi2
N, Bdf = [ 0,B°dpd¢= [ o,d¢ Bef .
—h/2 —h/2

Nain saadaan normaalivoimalle N, maarittelykaava

Rak-54.2300 Rakenteiden mekaniikka Ill: Kuoriteoria 31



h/2
N, = _[ c,d¢.
-h/2

(1.103)

o —Viivaan vastaan kohtisuoraan pintaan vaikuttava momenttiresultantti
S —viivan suuntaisen akselin suhteen on taivutusmomentin M, avulla

lausuttuna M, ds; ja normaalijannityksen o, avulla lausuttuna

hi2
j ¢ -o,ds5d¢ .

~h/2

Merkitsemallda ndmé yhtasuuriksi saadaan

h/2

Myds; = [ o,¢ds3dg
—h/2

ja edelleen
hi2 B, hi2

M, BdF = [ o,(B°dpds= | 0,(dsBdF.
—h/2 —h/2

Nain saadaan taivutusmomentille M, maarittelykaava

h/2
M, = [ 6,4d¢.

-h/2

(1.104)

Vastaavaan tapaan voidaan perustella muiden jannitysresultanttien
madrittelykaavat. Tulos on

—h/2

h/2 h/2

h/2

-h/2 -h/2
h/2 h/2
-h/2 -h/2
h/2 h/2

Q= | 7ud¢ Qp= [ zpds

—h/2

-h/2

Ne= | 0,0 Ng= [ 0400, N = [ 7,4d¢,

h/2

M, = J. 0,¢dd, M/S’: j Gﬁ§d§1 Maﬂ: _[ Taﬂé/dé/’

-h/2
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Samalla voidaan todeta myos leikkausvoimien pareittainen yhtasuuruus
N,z =Ng, ja vaantomomenttien pareittainen yhtasuuruus M,z =M 4, ,

jotka seuraavat suoraan leikkausjannitysten pareittaisesta yhtdsuuruudesta

Ta/? = T,Ba .
1.7 Jannitysresultanttien tasapainoyhtalot

Tasapainoyhtéldiden muodostamista silméallapitden jannitysresultantit on
tarkoituksenmukaista yhdistdd kuvan 17 mukaisiksi (pituutta kohti
maaritellyiksi) voima- ja momenttivektoreiksi

n

\ﬂ
A o
o M3

Kuva 1.17: Jannitysresultanttivektorit

F> =N_,e, + N85 +QuN,

(1.106)
Mg :—Maﬂea + Maeﬂ,

M% :—Mﬁea + M'Baeﬂ

Kuvan 18 mukaisen kuorialkion g —viivaan yhtyvaan sivuun vaikuttavat
voima- ja momenttiresultantit ovat

~FZds, =—FJBd S, -M3ds, =-MZBd 5.
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~MZBdg

[FSB+(FZB),, da]d‘ﬂ\[FgAJr (FZA),;dplda
[MgB +(MgB),, da]d B [MZA+(MZA),;dplda

Kuva 1.18: Kuorialkion vapaakappalekuvio
Siirryttdesséd vastakkaiselle sivulle tulee naiden vektorien arvoihin

koordinaatin & muutosta da vastaavat lisdykset ja merkki vaihtuu. N&in
ne alkion vastakkaiselle sivulla ovat

[F7B+(FZB),,dalds, [MJB+(M¢B),, dalds.

Vastaavalla tavalla saadaan £ —viivaan suuntaisiin sivuihin vaikuttavat
voima- ja momenttivektorit. Kuoren pintaa vaikuttava jakautunut kuorma

0=0,8, +0gey + 0o, (1.107)
aiheuttaa kuorialkion pintaan voimaresultantin
qdA=qgABdad g. (1.108)

Kuorialkion vektorimuotoiseksi voimatasapainoyhtéaltksi saadaan nyt

~F2BUB +[BZ6 +(FIB),, daldf
~FrAda +[FEA + (F§A).; dflda + gABdad =0

joka sievenee muotoon
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(F7B)., +(F A),; +qAB =0. (1.109)

Tamén yhtdlon o« —viivan suuntainen komponenttiyhtdld saadaan
kertomalla se puolittain pistemaisesti kantavektorilla e, jolloin saadaan

ea'(FgB)'a +ea'(FgA)'ﬂ +e0! -qAB = ea 0
Soveltamalla tulon derivointia takaperin saadaan tasta

(ea'FgB)'a —€a 'a'FgB + (ea'F/gA)’ﬂ €4 ,/3'FEA+ e,*0AB=¢e, 0

ja edelleen
A’ﬁ A B
- 5 N N 2
._.J;_.Na B / Ra —__La A °p Oy 0
(ea.Fg Bla—  €aua °F§B+(ea'Fg A)1/3_ea B .F/C;A_'_ea'q AB=eg, 0
=
Naﬁ Qa Nﬁa

(BN, )y +A gesFy +R—n.F§ +(ANg,),5—B,, e5°F7 +0,AB=0

(24

Né&in saadaan « —viivan suuntaiselle voimatasapainoyhtél6lle tulos

TN+ AN,y +A g Ny =B, NI+ 2 g, =0, (L110)

a

Kertomalla vektorimuotoinen voimatasapainoyhtdlé (1.109) puolittain
pistemaisesti kantavektoreilla e, ja n, sekda menetellen vastaavaan
tapaan kuin edell&, saadaan kuoren £ —viivan suuntainen tasapainoyhtélo
ja poikittainen (normaalin suuntainen) tasapainoyhtald. Ndain saadaan
kuoren voimatasapainoyhtalgiksi

1 Q
E[(BNQ),Q +(AN,BO!)’ﬂ +A’ﬂ NO!,B — B’(Z Nﬂ]+R_a+qa :0,

a

L Q
E[(ANﬂ)’ﬁ +(BNyp)i +Big Ny = Ag Na]+R—§+ s =0, (1.111)

N N
R—a——ﬂ-i-qn =0.

1
E[(BQa)ux +(AQﬂ)!ﬂ]_ Rﬂ

a
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Muodostetaan kuorialkion momenttitasapainoyhtalo pisteen P suhteen

~MZBAJ +[MZB +(MJB),, daldf
—quumgw,ﬂdﬂ]da

dsﬁ o dsﬁ o o

+Teﬂ X (—Fa Bdﬂ) + (dsaea + Teﬂ) X [FO! B+ (Fa B),a da]dﬁ
0, Foada) + (Bze 14 FSA+(FSA), ,d A]d

+Tea x (—Fg 05)+(79a +dsge) x[Fg A+ (FzA) zdplda
ds ds

+(Taea + Tﬁeﬂ) xqABdad =0

Se sievenee seuraavasti

(MZB),, dad S + (MGA), 5 dad 8
q 0 0

S
+Tﬁeﬂ x(-FJB+FZB)da +d%ea x(-FzAda +Fz A)d g

0
ds, ds,g > >
+(Tea + Teﬁ) X [(Fa B),a +(F0( B),a +qAB]d0¢dﬂ

+ds e, x[FOB + %(Fg B),, da]d

o 1 o

p—
[(MZB),, +(MFA), 5 +ABe,, x FJ + ABe ; x FJ
0 0
Lae x(F°B) da+1Be,x(FSA). . dAldad =0
"'E ey X (Fy By 0‘+E egx(FgA),zdpldadp =

ja saa lopulta muodon
(M?¢B),, +(M%A), , +AB(e, xFZ +e,xF7)=0 (1.112)
a a LN p a a B it

Tama on kuorialkion vektorimuotoinen momenttitasapainoyhtalo.
Taman yhtdlon komponenttiyhtalot saadaan kertomalla se puolittain
pistemaisesti kantavektoreilla e,, ez ja n sekd menettelemalla
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vastaavaan tapaan kuin « —viivan suuntaisen voimatasapainoyhtélon
johtamisen yhteydessa edelld. Tulokseksi saadaan

1
—I[(BM,),, +(AM 4z, ), s +A s M 5 -B,, Mz]-Q, =0,
AB pa)pthipMap p (1.113)
1
E[(AMﬂ)’ﬂ-F(BM(Zﬂ)’a_'—B’(Z Mﬂa_A’ﬂMJ]_QﬁZO’
M M
N —N, +—2L_"F=_q 1.114
aff Pa Ra Rﬂ ( )

Namé yhtélot ovat kuorialkion momenttitasapainoyhtalot « —viivan,
S —viivan sekd normaalin suhteen. Yhtdlon (1.114) vasemman puolen

ensimmaisen ja kolmannen termin summalle saadaan

~0
M h/2 ? h/2
Nog + 5= [ 7 20 = [ 758 =Ngy.
a -h/2 a -h/2

Voidaan siis havaita, etta termi M,;/R, on tarkastelutarkkuutemme
puitteissa haviavan pieni termiin N, nahden. Sama patee luonnollisesti
termiin Mﬁa/Rﬂ ja N 5 suhteen. Nain yhtalon (1.114) supistuu
muotoon N,z — Nz, =0, ja toteutuu identtisesti. Tdman vuoksi sita ei

sisallytetd jatkossa kuoren yhtaloihin. N&in kuorialkion tasapainoyhtal6itéa
on yhteens& viisi kappaletta, kolme voimatasapainoyhtaléa (1.111) ja
kaksi momenttitasapainoyhtéloa (1.113).
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1.8 Jannitysresultantit ja kuoren muodonmuutos-
suureet

1.81 Hooken laki

Homogeenisen, isotrooppisen aineen Hooken laki suorakulmaisessa
kayraviivaisessa koordinaatistossa «, 5,4 on

Ta[)’
¢a =g (% ~VOp =VOL): Yap =5
1 T
65 =2 (g —VO, ~VOL), Vag =) (1115)
1 Tpe
Ep =— —-Vvo, —VOoyg), =—.
¢ =g(0¢ ~vou —vop) Ypr =g
Otaksuman o =0 vuoksi naista yhtaldista seuraa
1 1
£, :E(O'a —vog), &g :E(o-ﬁ —-vo,),
(1.116)

T T T
74 g g
Tap = Ta = o TR TG

Ratkaisemalla néistd yhtaloistd jannityskomponentit muodonmuutos-
komponenttien avulla saadaan

o, = E (¢, +vey) a—i(s +ve,)
@2 TR T 2 T el (1.117)

Tap =CVaps Tag =CVags Tpr =Gpe

Naissé lausekkeissa liukumoduulilla G, kimmomoduulilla E ja Poissonin
vakiolla v on yhteys

G= E :
2(1+v)

(1.118)
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1.82 Jannitysresultanttien ja kuoren muodonmuutossuureiden
yhteydet

Normaalijannitys o, etaisyydellda ¢ kuoren kaskipinnasta saa nyt
muodon

E
o, = % (&5 +Vgg)

Tassé venymét etdisyydelld ¢ kaskipinnasta on varustettu ylaindeksilla
¢ kuten kuoren muodonmuutoksia tarkasteltaessa tehtiin. Sijoittamalla
tdhan venymien lausekkeet (1.96) saadaan

o, :5[50( +veg + (K, +VEg)C]. (1.119)

Léahtien madrittelykaavasta (1.105a) normaalivoimalle N, saadaan

hi/2 h/2 E
N, = I o,d¢ = I — e +vep + (k, +vp)l1dL
~h/2 ~h/2+t7V
h 0
/_H /_/%
E h/2 E hi/2
=1_—2(5a+‘/5ﬂ) I d§+l_v2 (K, +vKp) _[ gdg
-h/2 -h/2
Eh

:7(% +veg)=Cle, +veg)

Lahtien maarittelykaavasta (1.105d) taivutusmomentilla M, saadaan

hi2 hi2 o
Moo= [ 0uds= [ =lleq +vop)d + (i +vip)s 1S
~h/2 —hi2+~
0 h? /12
—— —
e hi2 £ hi2
=7 (Ea+vep) | CAE + =7 (i + Vi) [ ¢%d¢
4 ~h/2 v ~h/2
Eh?
_W(Ka +vig) =D(k, +Vvkp).
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Tassa otettiin kayttdon lyhennysmerkinnat

3
Eh D Eh

1-v2"  120-v?)

(1.120)

Vastaavat lausekkeet voidaan johtaa myds jannitysresultanteille N ;,
Ngs. Mg ja M, 5. Tulokset yhdessa ovat

1-v
N, =C(e, +veg), Ny=Clez+ve,), Ngyg =TC7/a/31

M, =D(k, +vig), Mg =D(xg+vk,), Myz=[0-v)Dx,z.

(1.121)

Suuretta C voidaan kutsua kuoren veto-/puristusjaykkyydeksi ja suure
D on kuoren taivutusjaykkyys.

1.83 Jannitysten ja jannitysresultanttien yhteydet
Normaalijannitykselle o, saadaan lahtien kaavasta (1.119)

N, /C M, /D

(24

E N, 12M
o, :1—1/2 [eq +Vvep + (K, +VK‘,3)§]=TO!+ hs‘"

¢ .

Vastaavaan tapaan saadaan lausekkeet jannityskomponenteille o4 ja
zop- Tulokset yhdessa ovat

12M,,

a =Tt IS
N, 12M

aﬂ:Tfu hgﬂg, (1.122)
N5 12M,,

Taﬂ: h + h3

Poikittaisten leikkausjannitysten 7, ja 74 seka leikkausvoimien Q, ja
Qp yhteydet voidaan johtaa vastaavaan tapaan kuin laatan
leikkausjannitysten z,, ja 7y, seka leikkausvoimien Q, ja Q, yhteys.

Johto Kkuitenkin téssé yhteydessa sivuutetaan. Tulos homogeenisen,
isotrooppisen kuoren tapauksessa on
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3Q, 2 3Q 2
ag =22 (B2, 7y =L (2597 (1123)

Kaavoja (1.122) ja (1.123) kdyttden voidaan siis maérittdd jannitys-
komponenttien jakautumat paksuussuunnassa kuoren tarkasteltavassa
kohdassa, kun jannitysresultantit tunnetaan. Havaitaan, ett4
normaalijannitykset o, ja o, seka leikkausjannitys 7,5 ovat lineaarisia

¢ :n funktioita. Ne siis jakautuvat kuoren paksuussuunnassa lineaarisesti.
Poikittaiset leikkausjannitykset z,,- ja 7., sen sijaan, jakautuvat kuoren

paksuussuunnassa parabolisesti.

@ ¢ ¢ ¢
)

7 /
SF- 4
a0 7% \ -
N, Ny “
h
b ¢ ¢ 5
(b) 1 =

aﬁ Maﬂ Taﬂ
h h3
() 1
AQa ‘ -),B
| /
e —V
a/ (Q
Taé’

Kuva 1.19: Kuoren jannityskomponenttien jakautuminen
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Kuva 1.19a esittad kuinka normaalijannitys o, koostuu normaali-
voimasta N, aiheutuvasta vakio-osasta ja taivutusmomentista M,

aiheutuvasta lineaarisesta osasta sekd Kuva 1.19b esittdd kuinka
leikkausjannitys z,,, koostuu leikkausvoimasta N, aiheutuvasta vakio-

osasta ja vaantomomentista M5 aiheutuvasta lineaarisesta osasta. Kuva

1.19c esittdéd  leikkausvoimasta ~ Q,  aiheutuvan  poikittaisen
leikkausjannityksen 7, parabolista jakaumaa. Sen suurin arvo on kuoren

keskipinnalla ja se haviaa kuoren ala- ja ylapinnoilla.

Todetaan lopuksi, ettd normaalijannitysten o, ja oz jakautuma on

analoginen ykkdsen levyisen normaalivoiman N ja taivutusmomentin M
rasittaman palkin suorakaidepalkin (Kuva 1.20) normaalijannityksen
jakautuman

o=—+—
A y

kanssa, kun huomataan, etta A=1-h, 1 =1-h%/12 ja y £ . Poikittaisten
leikkausjannitysten z,,- ja 7, jakautuminen on vastaavasti analoginen
leikausvoiman Q rasittaman palkin jalautuman

e
-1

kanssa, kun huomataan, etta

2
S=1.0-y)- 20+ =ti-Eh2.

1

1 h . : h
E(?Ly)l %y T I
\ 7
h V
27
L= 1 =]
| =]

Kuva 1.20: Ykkdsen levyinen palkin suorakaidepoikkileikkaus
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2. Sylinterikuori

2.1 Sylinterikuoren geometriaa

A
1 Positiivinen
pinta

Kuva 2.1: Sylinterikuoren geometriaa

Sylinterikuorta on luontevaa tarkastella kuvan 2.1 koordinaatistossa.
Keskipinnan paikkavektori on

r=xi +asingj + acosgk (2.1)

eli muotoa r =r(x,¢), joten keskipinnan kdyraviivaiset koordinaatit « ja
F ovat nyt x ja ¢. Mittakaavatekijoille saadaan

A= Hil=L

2.2)
B=|r,4l=lacosgj—asingk = \/a2 cos? g +a’sin¢ =a.

Koordinaattiviivojen valiselle kulmalle saadaan

1 1. . : .
cos;(=Er,xor,¢=g|-(acos¢1—asm¢k)=0 = y=90°. (2.3)
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Keskipinnan yksikkonormaalille saadaan

n :ir,x xF, 4 :ii x (acos¢j—asingk) =singj+ cosgk . (2.4)
AB a

Kaarevuuksille ja kierevyydelle saadaan

0

Ri:A_ﬁ;'r’xzoi

X

1 in r —i(cos¢j—sin¢k) (acos¢j—asin¢k)—1 (2.5)

Ry B2 L 52 a o
0

L ——in,x-r,¢_0

Ryg AB

eli vastaavat sateet ovat

RX =00, R¢ =a, RX¢ = 0, (26)

Koska y =90° ja Ry, = on koordinaatisto X,¢ kaarevuusviivojen
muodostama koordinaatisto.

2.2 Sylinterikuoren yhtalot

2.21 Kiertymien ja muodonmuutossuureiden seka siirtymien
yhteydet

Kiertymien ja siirtymien yhteydet (1.92) saavat muodon

Keskipinnan venymien ja liukuman lausekkeet (1.70) ja (1.88) saavat
muodon
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0 0
— ——
A,¢ 1
gX = u;x+_v+_W: NG
= A AB Ry =
2
B
2—%v,¢+—’éu +——W==(V,, +W),

Kuoren kéyristymien ja vaantyman lausekkeet (1.98) ja (1.101) saavat
muodon

0 2
—_i(l _iu) _M(EW _iv) w
2" A'A* R * ABB Y R, XX
2
1,1 1 By 1 1 1 1
Ky=—— _Wa - y . _W1 —Uu)= 1 + ’ y
%="5E" &, ag A" RX) a2 i’
0
——
K —_E[E(iw __1 V) +A(LW __1 u) ]_—EW +iv
22" 2’AaB2 Y BR, * B A2 " AR YT _a X 23 *

Sylinterikuoren kiertymien, keskipinnan venymien ja liukuman sek&
kuoren Kkayristymien ja vaantyman lausekkeet siirtymien avulla
lausuttuina ovat siis koottuina

1
P =Wy, @y :g(w,qj -V), (2.7)
1 ,
Ex=Uy, & =g(v,¢ W), Vx4 = v,x+?¢ (2.8)
ja

1 1 1
KX:_W’XX’ K¢: a ,¢¢+ ,¢, KX¢___ 'X¢+£V’X' (29)
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2.22 Jannitysresultanttien ja kuoren muodonmuutossuureiden valiset
yhteydet sekd jannitykset

Sylinterikuoren jannitysresultanttien positiiviset suunnat sylinterin
sisdpuolelta alaspéin katsottuna ovat kuvien 2.2 mukaiset. (Ajattelemalla
alaindeksin ¢ paikalle y, havaitaan ilmeinen analogia laatan vastaavien

suureiden kanssa.)

(a)
.
n
TN,
y ¢
Ny
(b)
Z

=~

<
£
< 1;
< |
m -
ASY AN
e
e;pl
z' =
3!
|

D

4
< O
=

Kuva 2.2: Sylinterikuoren jannitysresultanttien positiiviset suunnat: (a)
normaalivoimat ja keskipinnan suuntainen leikkausvoima (ns.
kalvovoimat) sekd (c) poikittaiset leikkausvoimat, taivutusmomentit ja
vadntdbmomentti.

Sylinterikuoren jannitysresultanttien ja muodonmuutossuureiden véliset
yhteydet ovat suoraan kaavojen (1.121) mukaiset, kun =X ja f=¢, el
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1-v
Ny =Clex +vey), Ny=Cle, +vey), NX¢:TC7/X¢, (2.10)

My =D(ky +vk,), My =D(x; +vky), My, =(1-v)Dxy,.

Missd kuoren veto/puristusjaykkyys C ja taivutusjdykkyys D kuoren
kimmomoduulin, Poissonin vakion ja paksuuden avulla lausuttuina ovat

3
Eh BN (2.11)

12" 7 120-v2)

Sylinterikuoren jannityskomponentit saadaan jannitysresultanttien avulla
kaavoista (vrt. kaavat (1.122) ja (1.123))

o Ny 12M,
“hoop _3Qp 2y
N 12M Tx¢ —__[ _(T) ]1
p y 2 h
Oy = 3 5 (2.12)
Lo 33 Xy
Ny 12My % "2 n h
O-X¢ = h + h3

2.23 Tasapainoyhtalot

Kuoren yleisistd voimatasapainoyhtéloistd (1.111) saadaan aluksi

1 o 0T
[(BNX),X+(AN¢X),¢+A,¢ NX¢ - B’x N¢] +—X+ qx =0,
AB R,
0 0

1 —— —— Q
2

1 N N¢

—[(BQy)x +H(AQy) g1 -—=* ——=+0, =0

AB X/1X 2 RX R¢ n

ja tulokseksi sylinterikuoren voimatasapainoyhtalot
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(2.13)

Kuoren yleisistd momenttitasapainoyhtéldista (1.112) saadaan aluksi

. o0
E[(BMX)’X+(AM¢X)’¢+A’¢MX¢_B’XM¢]_QX:0’
. o9

SEIAM ).+ (BM ).+ B My~ A M, 1 Q=0

ja tulokseksi sylinterikuoren momenttitasapainoyhtalot

1
MX’X+EM¢X’¢_QX =0,

1
EM¢,¢+MX¢,X—Q¢ :0.

(2.14)

Néistd yhtéloista voidaan helposti ratkaista poikittaiset leikkausvoimat

1
Qx :MX’X+EM¢X’¢’

1
Q=7 MgigMygx-

Sijoittamalla ne voimatasapainoyhtéal6ihin saadaan yhtalot

1
NX’X+5N¢X'¢+qX :0,

1 1 1
Nyjix+—Ng s +—M, , +—M,,, +q, =0,
xpxt 3 N T Vxgx T Mg

2 1 N¢
MX’XX+EMX¢’X¢+a_2M¢’¢¢_?+qn =0.

(2.15)

(2.16)

N&ma ovat sylinterikuoren tasapainoyhtélot, joista on eliminoitu

leikkausvoimat.
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2.3 Pyorahdyssymmetrinen sylinterikuori

2.31 Yhtalot

Tarkastellaan suljettua, putkimaista sylinterikuorta. Otaksutaan, ettd
siihen kohdistuva kuormitus on x —akselin suhteen symmetrinen. Tama

pyoréahdyssymmetrisyys merkitsee sitd, ettd suureet eivat voi riippua
koordinaatista ¢ ja vektorisuureiden ¢ —viivan suuntaisen komponent-

tien tulee havitad. Kuoren jakautuneen kuorman komponentit ovat siten
Ox =0x(X), 03 =0, Gy =0,(X). (2.17)
ja siirtymat ovat

u=u(x), v=0, w=w(x). (2.18)
Lausekkeista (2.7), (2.8) ja (2.9) saadaan nyt

2
_ dw du W dw (2.19)

=—, E =—, E = ) —_——
T T TR dx?

ja ?s=0, 735 =0, kK5 =0, x4 =0. Yhteyksista (2.10), (2.11), (2.12) ja
(2.19) seuraa

Eh ,du Eh ,w du

W
N, = —+v—), N = —+v—),
X 1—v2(dx Va) ¢ 1_V2(a de)

2
sz—Dd—‘;", My =vM,,

dx

. (2.20)
d d°w

Qx:Mx’x:_&(DW)

Ja Ny, =0, M, =0, Q4 =0.Koska tarkasteltavat funktiot riippuvat vain

yhdestd muuttujasta x osittaisderivaattojen paikalle tulivat tavalliset
derivaatat. Yhtéloista (2.16) seuraa

Ny +0y =0,

dZX (2.21)
d°M, N¢
S8 _ 4 g =0

dX2 a + qn
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2.32 Pyorahdyssymmetrisen sylinterikuoren differentiaaliyhtalo

Yhtélosté (2.20a) seuraa

du 1-12 w
au _ NP 222
&x En X "3 (2:22)

Sijoittamalla tdmé lausekkeeseen (2.20b) saadaan

N¢:%hw+va. (2.23)

Sijoittamalla tdma ja lauseke (2.20) tasapainoyhtaléon (2.21b) saadaan

d* _d*w, Eh v
ﬁ DW)-Fa—ZW:qn —gNX. (224)

Tama on pyodrahdyssymmetrisen umpinaisen sylinterikuoren keskipinnan
poikittaisen  siirtymén (eli taipuman) w(x) differentiaaliyhtalo.
Normaalivoima N, (x) yhtalon oikealla puolella on ratkaistava etukateen
yhtélosté (2.21a), joten se on muotoa

Ny =—[aydx+C, (2.25)

Missa integrointivakio C maaraytyy normaalivoimalle N, (x)

asetettavasta reunaehdosta kuoren jommassakummassa péaéssa. Yhtalon
(2.24) oikea puoli voidaan myds ymmartdd muunnetuksi jakautuneeksi
kuormaksi

% 1%
Onh =0n _ng- (2-26)

Jos kuori on tasajaykka, yhtal6 (2.24) saadaan muodon
WO Eh w=dn (2.27)
aD D

missa w® =d*w/dx*, ja edelleen
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w® 14 ﬁ4wz%n, (2.28)

missa

[ Eh /3(1—v2)
— —4 2.29
F=3 4Da? h2a?2 (2.29)

on niin sanottu vaimennusluku.

Pyorahdyssymmetrisen umpinaisen sylinterikuoren differentiaaliyhtélo
(2.28) on analoginen kimmoisalla alustalla olevan palkin
differentiaaliyhtalon

V@ a4y = % (2.30)

kanssa. Tassé analogiassa palkin taipumaa v(x) vastaa kuoren taipuma
w(x), palkin taivutusjaykkyyttd El vastaa kuoren taivutusjaykkyys D ja
palkin jakautunutta kuormaa q(x) vastaa kuoren muunnettu poikittainen

jakautunut kuorma g (x). Kimmoisalla alustalla olevalla palkilla
vaimennusluvulla on kaavalla

Kk
f= 4’@’ (2.31)

missé k on alustaluku. Merkitsemallad vaimennuslukujen lausekkeet (2.29)
ja (2.32) yhta suuriksi ja ratkaisemalla alustaluku, saadaan

k=—1 (2.32)

Esitetty analogia antaa mahdollisuuden sylinterikuorta analysoitaessa
hyddyntédd suoraan olemassa olevia kimmoisalla alustalla olevan palkin
ratkaisuja, joita 10ytyy Kirjallisuudessa.

Vastaavaan tapaan kuin kimmoisalla alustalla olevan palkin tapauksessa,
myds sylinterikuoret jaotellaan niiden ratkaisemista silmallapitden
puoliddrettémiin ja aarellisiin sylinterikuoriin. Seuraavassa tarkastellaan
sylinterikuoren ratkaisemista kayttden osittain hyvaksi rakenteiden
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mekaniikan perusteiden kurssissa kimmoisalla alustalla olevalle pakille
johdettuja tuloksia.

2.33 Pyorahdyssymmetrisen sylinterikuoren puolidareton ratkaisu
Kun sylinterikuoren pituus L on riittava eli se toteuttaa endon

BL>5, (2.33)

kuoren péiden tuennasta tai niissa vaikuttavista kuormista aiheutuvat
reunahairiot ovat niin paikallisia, ettd paihin liittyvéat ratkaisut voidaan
muodostaa toisistaan riippumatta. Tall6in voidaan kayttdd ns.
puoliddretdnta ratkaisua.

Sijoitetaan koordinaatiston origo x=0 tarkasteltavaan kuoren paahan.
Talloin palkki jaa joko positiivisen tai negatiivisen x —akselin puolelle.
Pyorahdyssymmetrisen sylinterikuoren puolidaretén ratkaisu on muotoa

w(x) =e*”*(C, cos Bx + C, sin BX) + W, (X), (2.34)

(vrt. Rakenteiden lujuusopin luentomonisteen kaava (9.26) ja esilla ollut
analogia). Kaavassa (2.34) ylempi merkki vastaa positiivista x-akselia
(x=0) ja alempi merkki negatiivista x-akselia (x<0) sekd wy(x) on

muunnetusta  jakautuneesta  kuormituksesta g (X) aiheutuva
yksityisratkaisu. Integroimisvakiot C, ja C, madraytyvat reunaehdoista.

2.34 Pyorahdyssymmetrisen sylinterikuoren aarellinen ratkaisu
Kun sylinterikuoren pituus L toteuttaa ehdon

pL<5, (2.35)

kaytetdan ns. aarellista ratkaisua.

Pyorahdyssymmetrisen sylinterikuoren aarellinen ratkaisu on

W(x) = CY, (B0 + C,Y,(BX) + CY, (AN + CY, (B + W (0. (2.36)

(vrt. Rakenteiden lujuusopin luentomonisteen kaava (9.28) ja esilla ollut
analogia). Apufunktiot Y; kaavassa (2.36) ovat
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Y, (&) =cosh&cosé,
Y, (&) =%(cosh &siné +sinh&cosé),

2.37

Y3(§)=%sinh§sin§, (2.37)
Y, (&) :%(cosh &siné —sinh&cosé).
Ne derivoituvat taulukon 2.1 mukaisesti ja niille péatee
Y,(0)=1, Y,(0)=Y,(0) =Y,(0) =0. (2.38)
Taulukko 2.1: Apufunktioiden Y, (&) derivaatat.

i Y, Y/ Y. Y." Y, (4)

1 Y, —4Y, —4Y, —4Y, —4Y,

2 Y, Y, —4Y, —4Y, —4Y,

3 Y, Y, Y, —4Y, —4Y,

4 Y, Y, Y, Y, —4Y,

Ratkaisussa (2.36) esiintyvat integroimisvakiot C,, C,, C, ja C,
maéaraytyvat reunaehdoista.

2.35 Yksityisratkaisu

Yksityisratkaisu w,(x) aiheutuu muunnetusta jakautuneesta kuormasta
g, (x) . Kuoren osalla, jossa g, =0 péatee taten w,(x)=0. Jos jakautunut

kuorma ¢, (x) on polynomimuotoinen ja korkeintaan kolmatta astetta,
voidaan myo0s yksityisratkaisulle ottaa samanasteinen yrite w,(x). Talléin

( ) _ - L - - - e oas
W04 (x) =0 ja sijoitus differentiaaliyhtal6on (2.30) antaa

45w, () = q;[()x) | (2.39)

josta seuraa yksityisratkaisulle valittdmaésti tulos

%) _ a—zq:; x). (2.40)

Mo (X) = 44'D Eh
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Tama yksinkertainen yksityisratkaisun lauseke péatee siis, jos muunnettu
jakautunut kuorma g, (x) on polynomimuotoinen ja korkeintaan
kolmatta astetta. Taulukossa 2.2 esitetddn yksityisratkaisut tapauksissa,
jossa kuorta kuormittaa etdisyydelld d sen pdastd sijaitseva tasan
jakautunut “rengaskuorma” P tai tasan jakautunut “rengasmomentti” M .
Naiden tulosten johtoa tarkastellaan esimerkissa 2.2.

Taulukko 2.2: Eréitd pyorahdyssymmetrisen sylinterikuoren yksityis-

ratkaisuja.

Tasan P _Bd—x) . <
jakautunut —8Dﬁ3 e [cos B(d —x)+sing(d —x)], 0<x<d,
rengaskuorma Wo (X) = 5

P kohdassa — e 70 Dcos p(x—d) +sin (x—d)], x>d.
x=d 8Dp

(vrt. kuva 2.3a)

Tasan P _ .

jakautunut —8D,B3 g Ald+x) [cos B(d + x)+sin g(d +x)], —d <x<0,
rengaskuorma | w,(x) =

P kohdassa 2ol cos f(x-+d) —sin f(d + )], x <.
X = —d 8Dps

(vrt. kuva 2.3b)

Tasan M _sd-x)

rengasmomentti | w, (x) = y

M kohdassa > e A0 Dsin g(x-d)], X>d.

x=d 4D S

(vrt. kuva 2.3c)

Tasan M _ .

jakautunut D7 e A0+ sin B(d + x), —d <x<0,
rengasmomentti | w,(x) = y

(vrt. kuva 2.3d)
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©) (d)
Lo et
2 N—

Xx=0 Xx=0
............... > X —_—————— e —.—.3> X
. .
> TS

Kuva 2.3: Tasan jakautunut rengaskuorma P tai rengasmomentti M

etdisyydelld d kuoren pééasté.

Rak-54.2300 Rakenteiden mekaniikka Ill: Kuoriteoria

55



2.4 Sylinterikuoren kalvotila

Yhtaloista (2.13) seuraa sylinterikuoren kalvotilan (M, =0, M, =0
M, =0, Q, =0 ja Q, =0) tasapainoyhtalGiksi

1
NX’X+EN¢X'¢+qX :0,

1 1
NX¢’X+5N¢’¢+q¢ :0, (2.41)
N
4
——% 4+q,=0.
a On

Yhtélot (2.41) voidaan integroida perdkkéin, jolloin sylinterikuoren
kalvotilan jannitysresultanteille saadaan lausekkeet

N¢ = aqnl
1
NX¢:—I(q¢+EN¢,¢)dx+ f, (), (2.42)

Ny == Ny 100K+ £ (9).

Integrointifunktiot f (¢) ja f,(#) voidaan maarittad kalvovoimille N, ja
N,, asetettavien reunaehtojen avulla.

Kalvotilan muodonmuutosten ja siirtymien yhteydet saadaan suoraan
yhteyksista (2.8)

1 U,¢
Ex =U,y, 8¢:g(v,¢+W), 7/X¢:V’X+?'

Ne voidaan taas integroida perakkain, jolloin sylinterikuoren kalvotilan
siirtymille saadaan lausekkeet

! Voidaan osoittaa, ettd yhtalét (2.41) ovat voimassa myds kuorille, joiden
poikkileikkaus ei ole ympyra eli sade @ on kulman ¢ funktio.
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u=[e,dx+ f3(g),

V= [y = 2us)d+ F4(9),

W:a€¢ —V,¢,

(2.43)

missa funktiot f,(¢) ja f,(¢) voidaan maarittaa siirtymille u ja v

asetettavien reunaehtojen avulla. Kun kaavoja (2.42) sovelletaan ensin,
kaavoissa (2.43) esiintyvat keskipinnan muodonmuutokset

1 1 2(1+v)
gX:E(NX_VNy)’ 8¢=E(N¢—VNX)8}/X¢=?NX¢ (2.44)

voidaan sen jalkeen madrittaa ja ne ovat kaavoja (2.43) sovellettaessa jo
tunnettuja funktioita.

Rak-54.2300 Rakenteiden mekaniikka Ill: Kuoriteoria 57



2.5 Yleisen kuormituksen alainen sylinterikuori
2.51 Sylinterikuoren teknisen teorian mukaiset yhtalot

Seuraavassa  johdetaan  sylinterikuoren  ratkaisemiseksi  kolme
osittaisdifferentiaaliyhtdlon ~ muodostama  yhtdléryhmg, jossa on
tuntemattomina siirtymakomponentit u, v ja w. Kysymyksessa on silloin
ns. siirtymamenetelma. Johdettaessa tehdddn ns. sylinterikuoren
teknisen teorian mukaiset yksinkertaistavat olettamukset, joiden
tuloksena paastddn jonkin verran yleiseen tapaukseen nahden
yksinkertaisempiin yhtaloihin. Nam& ovat osoittautuneet varsin kéytto-
kelpoisiksi k&ytdnnon tehtdvié ratkaistaessa.

Sylinterikuoren  yhtaléihin  tulevia  teknisen teorian  mukaisia
yksinkertaistuksia ei tassd yhteydessa seikkaperaisesti perustella, vaan ne
lahinn& luetellaan lyhyesti. Teknisessa teoriassa otaksutaan, ettd kuoren
kayristymat ja vaantyma eivat riipu keskipinnan suuntaisista
siirtymakomponenteista (u ja v), joten kayristymien ja vaantyman
lausekkeet (2.9) yksinkertaistuvat muotoon

1 1
Ky :_W’XX’ K¢ :—a—2W,¢¢, KX¢ :—EW,X¢. (245)

Toinen  teknisessa  teoriassa  tehtdva  yksinkertaistus  tehd&én
tasapainoyhtal6ihin (2.13). Toisesta yhtéalosté (2.13b) leikkausvoiman Qy

sisaltdvan termin voidaan perustella olevan yhtdlon muihin termeihin
néhden niin pieni, ett4 se voidaan jattad pois. Nain tasapainoyhtalét (2.13)
ja (2.14) saavat muodon

1
NX’X +5N¢X’¢ +qX :O,

1
NX¢,X+EN¢,¢+q¢ :O,

1 N¢

QX’X +—Q¢,¢ -+ qn = O, (246)
a a
1

MX’X +5M¢X’¢_QX :0,

1
My tMypx=Qy =0.

Rak-54.2300 Rakenteiden mekaniikka Ill: Kuoriteoria 58



Eliminoimalla leikkausvoimat, saadaan kalvovoimien ja taivutus-
momenttien avulla lausutut tasapainoyhtal6t

1
NX’X +g N¢X’¢ +qX :O,

1
NX¢’X+EN¢’¢+q¢:O’ (247)

2 1

N,
M +— M¢X,X¢+ M¢¢¢——+qn_0

XXX

Sijoittamalla nyt muodonmuutossuureiden lausekkeet (2.8) ja (2.45)
jannitysresultanttien  lausekkeisiin  (2.10) saadaan sylinterikuoren
jannitysresultanttien ja siirtymien yhteydet muotoon

Vg +W
N, =C(u,y +v ),
V5 +W
N¢:C( +VU,X),
1-v u,
Ny =Com (Vi +—2),
2.48
W (2.48)
My ==D(W,y +v—57),
a
M¢ :_D(ﬂ"' VW, ),
W,
M, =-D@-v) a¢.
Sijoittamalla ndmé& sylinterikuoren tasapainoyhtéldihin  (2.47) ja
kayttamalla jaykkyyksien C ja D lausekkeita (2.11) saadaan
1-vUgs L1+vVg W,  1-1?
Usyx + 2 22 + 2 a +v ax__qx Eh_’
1+v 1-v 1-v2 2.49
2a U,X¢+ 2 V’XX+¥V'¢¢+¥W¢:_q¢ Eh ' ( )
1 h? 2 1 1-v?
au'x+a_2V’¢+a_2+E(W’XXXX+a WXX¢¢+a W¢¢¢¢) =h On-
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Yhtalét (2.49) muodostavat ns. teknisen teorian mukaiset
sylinterikuoren siirtymien u(x,¢), v(x,¢) ja w(x,¢) differentiaaliyhtalot.
Yhtalét (2.48) ovat vastaavat kuoren jannitysresultanttien ja siirtymien
yhteydet, joita tarvitaan reunaehtojen esittdmisessa ja jannitys-
resultanttien méaarittdmisessa, kun siirtymét on ratkaistu.

2.52 Reunoiltaan vapaasti tuetun, avoimen sylinterikuoren kaksois-
sarjaratkaisu

Tarkastellaan sylinterikuorta, joka on reunoiltaan vapaasti tuettu ja sit4
kuormittaa jakautunut painekuorma p(Xx,¢). Kuoren geometrian

madrittelee talloin kuoren pituus L, keskuskulma « ja sdde a (vrt. kuva
2.4).

Kuva 2.5: Vapaasti tuetut reunat (a) paaty ja (b) sivu

Kuoren reunaehdot (kuva 2.5) ovat
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v=0 N,=0 w=0 M,=0 (x=0,x=L),

U=0 Ny=0 w=0 M,;=0 (¢=0, §=a). (2.50)

Otetaan siirtymille seuraavat kaksoissarjalausekkeet (vrt. Liite A)

o O
U= > ujcosa;xsin 8;g,

i=1j=1
V=) > vsina;xcos B;, (2.51)
i=1j=1
w=>Y" > wsing;xsin §;,
i=1j=1
missa
iz |7
g =2, p=. (2.52)
L a

Helposti voidaan osoittaa, ettd ndma siirtymat toteuttavat automaattisesti
tehtdvdmme reunaehdot (2.50). Otetaan paineelle vastaavan tyyppinen
esitys, jolloin kuoreen kohdistuvan jakautuneen kuorman komponentit
ovat

Ox =0g =0, 0, =p=D > pjsinaxsinp;g, (2.53)
i—1j-1

missa  kertoimet p; voidaan madrittad tavanomaiseen tapaan.

Sijoittamalla lausekkeet (2.51) ja (2.53) differentiaaliyhtéloihin (2.49)
saadaan yhtalot

. - ) 1-v 1+v v
ZZCOSaiXSIn,BJ-¢[(ai2 +—2:B12)Uu +—0€iﬂj 'Vij ——0; 'Wij]ZO,
i=1j=1 2a 2a a

1-v »
ZZsma,xcos,Bngﬁ[ B -Uij — (=
i=1j=1 2

1 2
+a—2ﬂj)'Vij

1
+a—2ﬁj -Wij]=0,
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o0
ZZsma,xsmﬂjqﬁ{ Ujj — 2,8] i
i-1j-1

2 2

1 h
+ [a_2 T 12 (al 2 aizﬂjz ﬂj )]WU plj} 0,

jotka toteutuvat, jos

o 1-v 1+v v
(o +Fﬂj)'uij+¥aiﬂj Vi~ W =0,

1+v 1-v 2 1 2 1
gaiﬂj - Ujj +(Tai +a—2ﬁj ) - Vij —a—zﬂj -W;; =0, (2.54)

1% 1 h? ,3'2 1-12
J)Z]W__ _1-v

_a ﬂj i [a +—(I Eh Pij -

Namé yhtéalot muodostavat kolmen yhtélbn yhtaléryhman, jonka avulla
siirtymien sarjan kertoimet u;, v;; ja w; kullakin i:n ja j:n arvolla

saadaan madritetyksi. Kun nama sitten tunnetaan saadaan siirtymét
kaavoista (2.51). Jannitysresultanttien mééarittdmiseksi saadaan kaavat

© o — BV + Wi
N, - Eh2 DY (—oqu; +v%)sinaixsinﬂj¢,
—V i=lj=1
O 0 BN 4 W
N¢—1E:2ZZ(%—Vaiuij)SinaiXSinﬂj¢,
-vSiaja

Nyy = 2(1+ ).zijzl( Vij + )COSa,XCOS,BJ¢

—DZZ(a. +V'BJ) Slnaixsinﬂj¢,

i=1j=1
0 2
M¢ DZZ( é +Vai2)Wij SinaiXSinﬂj¢,
i 1]—1
X¢ =—D(1 V)ZZ COSCZiXCOSﬂj¢- (255)

i=1j=1
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2.53 Yksinkertaistettu likiteoria avoimille sylinterikuorille

Edella on ké&ynyt ilmi, ettd avointen sylinterikuorten analysointi jo
yksinkertaisissa tapauksissa on sangen monimutkaista. Tallaisten kuorten
jannitystilan méaéarittdaminen riittavalla tarkkuudella kalvoteoriaa kdyttaen
ei myosk&én ole mahdollista. Taman vuoksi kaytdnnon sovellutuksiin
tarvittavia ratkaisuja on jouduttu kehittdmadn ottamalla kaytt6on
yksinkertaistavia olettamuksia. Tassd luvussa tarkastellaan mahdollisim-
man yksinkertaista menetelmaa, jonka on kehittdnyt H. Schorer 1935.
Tama Schorer’in menetelma perustuu seuraaviin otaksumiin:

1. Taivutus aksiaalisissa tasoissa voidaan jattaa huomiotta, ts. M, =0
ja Q, =0.
2. Vaantomomentti M, voidaan jattaa huomiotta.

3. Keskipinnan tangentiaalinen venyma &, ja liukuma y,, ovat
pienid aksiaaliseen venyméan &, néhden ja voidaan siten jattaa

huomiotta.
4. Poisson’in vakio voidaan jattd4d huomiotta, ts. v =0.

On olemassa asianmukaista teoreettista ja kokeellista aineistoa, joka
puoltaa néiden olettamusten tekemistd. Niiden avulla sylinterikuoren
yhtélot yksinkertaistuvat huomattavasti.

Sijoittamalla M, =0, M,; =0 ja v =0 jannitysresultanttien ja siirtymien
yhteyksiin (2.48), saadaan

N, = Ehu

IXI

Eh
Ny =— (s +W),

Eh u, (2.56)
Nug = (0
Eh?
M, =———W, ;.
¢ 1232 9

Sijoittamalla M, =0, M, =0 tasapainoyhtaldihin (2.46) saadaan
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aNy,x +Nyy.4 +0xa =0,
aNy .5 +Ny .45 +0482 =0,
Qyip—Ny +0,a=0,
Mg,y —aQ¢ =0.

(2.57)

Kahdesta viimeisesta yhtalosta (2.57) voidaan eliminoida leikkausvoima
Q. jolloin saadaan

1

Derivoimalla yhtdlo (2.57a) puolittain x:n suhteen yhtéalé (2.57b)
puolittain ¢:n suhteen, voidaan syntyneestd yhtdloparista eliminoida

Ny, , jolloin saadaan

1 1
Nx’xx_a_2N¢’¢¢+qx,x _gqu,¢:0- (2.59)
Yhtaldista (2.58) ja (2.59) voidaan edelleen eliminoida kalvovoima N,
jolloin saadaan yhtalo

1 1 1
=3 Mo N +lxx =G gy =0 (2.60)

Tama yhtalo esittaa kuoren tasapainoyhtalon taivutusmomentin M, ja
normaalivoiman N, avulla.

Kaavoista (2.8b ja c) ja otaksumasta 3 seuraa yhteydet

U,
Vg =W, v,xz—? (2.61)

joista voidaan eliminoida v, jolloin saadaan yhteys
u,
w,, =—2 (2.62)

a

Derivoimalla yhtal6 (2.60) kahdesti muuttujan ¢ suhteen saadaan
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1

1 1
~ 3 M agsgss + Ny + Oy =T %rags = gy =0- - (2:69)

Sijoittamalla tahan yhtaloon M, ja N, lausekkeista (2.56 a ja d) seka
ottamalla huomioon yhteys (2.62) saadaan tulos

12a° 12a*
Wasgpppppp + En? Ehaw, . = ﬁ(_aqx,x@ﬁ + Uy g Hnsggge ) (2.65)

eli tavanomaisia osittaisderivaattamerkintdja kayttaen

Bw 12a° o*w 12a¢, 8%, %, o'g,
5t 2 ad - el A gt 3t ) (2.66)
0P he ox Eh OXO¢ 0@ op

Tamé& on pdistddn tuetun avoimen sylinterikuoren taipuman
differentiaaliyhtald. Jos kuoreen ei vaikuta jakautunutta kuormaa, se
yksinkertaistuu muotoon

3w  12a° o'w B
o h? ax?

(2.67)

Jannitysresultanttien sek& aksiaalisen ja tangentiaalisen siirtyman
lausekkeet saadaan soveltamalla yhtal6ita (2.56), (2.57) ja (2.61b). Ne
saadaan muotoon

Eh3
M :_—W) ’
$ Tl

1
:_M 10 Y
Q=7 Moy
Ny =Qp .4 +0na, (2.68)
1
Nx¢ :_I(g N¢1¢ +Q¢)dX,

1
Ny = —I(g Nygig +0y)dX,
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u=%j‘Nxdx,

1
v=——|N,,,dx.
Ehas X'

(2.69)

Yhtéloista (2.68) ja (2.69) havaitaan, ettd avain kuoren jannitysresultant-
tien ja siirtymien madrittdmiseen on taipuman w(x,¢) ratkaiseminen

osittaisdifferentiaaliyhtalostd (2.65). Tatd demonstroidaan tarkastelemalla
seuraavassa kappaleessa tyypillisen sylinterikuorikaton ratkaisemista.
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2.54 Paadyistaan vapaasti tuetun ja sivuiltaan vapaan sylinteri-
kuoren ratkaisu

Jaykké
paatylevy

Kuva 2.6: P&édyistaan vapaasti tuettu ja sivuiltaan vapaa, avoin sylinteri-
kuori

Kuva 2.6 esittad tyypillistd kattorakenteena kdytettavad sylinterikuorta.
Sen paadyt ovat vapaasti tuetut ja sivut ovat vapaat, joten reunaehdot ovat

v=0 N,=0 w=0 M,=0 (x=0,x=L),

Ny =0 Ny=0 V=0 My=0 (¢=—¢, =) (2.70)

Kuorta kuormittaa alaspdin suuntautunut sen pintayksikkéd kohti
jakautunut kuorma q, joka on tangentiaalisessa suunnassa (¢ —suun-

nassa) tasan jakautunut, mutta voi vaihdella pituussuunnassa ts. g =q(x).
Kuvan 2.7 perusteella talldin

gy =0, g4 =q(x)sing, g, =-q(x)cosy. (2.71)

g —
P —.

—Q,ad¢ =qad¢ - cos¢
X y

Kuva 2.7: Kuormakomponenttien q, ja ¢, maarittaminen
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Kuormituksen (2.71) tapauksessa differentiaaliyhtélo (2.66) saa muodon

Bw 12a° o*w 248t
+ =— g(x)cos¢ (2.72)
o8 h? ox*  Eh

Otaksutaan tunnetulle kuormalle g(x) sinisarjaesitys

q(x) =Y g;sine;x, (2.73)
i—1
missa
iz
(Zi :T (274)

ja sarjan kertoimet saadaan kaavalla
L
2 :
of :EIq(x)sm a; Xdx . (2.75)
0

Otaksutaan taydellisen yhtélon kuormitusta q(x) vastaavalle yksityis-
ratkaisulle w; (x,¢) esitys

Wy (X, @) = —ikiqi cosg@sina; X (2.76)

Sijoittamalla lausekkeet (2.73) ja (2.76) téydelliseen yhtaléon (2.72)
saadaan

> 12a° 24a*
Z[-(l-i- h—20[|4)k|q| +qu]8maix=0 (277)
i=1

ja kertoimelle k; tulos

24a* 1
ki = —. (2.78)
Eh 12a® 4
1+705i
h2

Rak-54.2300 Rakenteiden mekaniikka Ill: Kuoriteoria 68



Otaksutaan homogeenisen yhtélon yleiselle ratkaisulle w(x,¢) esitys

W(X, @) = D W; (¢)sin o x (2.79)
i=1

Sijoittamalla se homogeeniseen yhtaloon (2.67) saadaan

i(dgw 12‘; “'W)sma,x 0 (2.80)

= dg®

ja homogeenisen yhtélon sarjan kerroinfunktiolle W;(¢) tavallinen
differentiaaliyhtalo

R

5w, =0, 2.81
0 S+ A (2.81)
missa

6 _4
=8 12";‘]2“ (2.82)

Kun sarjan kerroinfunktiot W,(¢) on ratkaistu, saadaan probleeman

lopulliseksi  ratkaisuksi  tdydellisen yhtdlon yksityisratkaisun ja
homogeenisen yhtalon yleisen ratkaisun summana eli w=w, + W. Nain

q
taipumalle saadaan tulos

o0

= D [-kigj cosg +W; (4)Isin ; x. (2.83)

Kaavoista (2.68) ja (2.69) saadaan edelleen jannitysresultanteille seka
aksiaaliselle ja tangentiaaliselle siirtymalle
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2

Eh® d
My = Z [~ kq,cos¢—

Ssing;x,
iz 112

3
Q, = 2122 [k;g; sing — %]sma,

i=1

© Eh3 12a* dw _ .
N [(ki ——=)q; : i X, (2.84)
. 212 3 En3 dg
Nyg =Y —[~(—k -2
IZ;_CZI[ (12 4 )ql d¢
© 1 _Eh® Eh3 déw _ .
=>» ———[(——k; —2)g; cos¢ + ————L]sing; x.
Eaiza 12a* 10059 12a* dg® '
ja
© 1 1 Eh3 h® d®w,
u= [-=( —2)Q; COS¢ — ——]COSa
,Ziafah E '12a P ' dg® '
3 3 47 (2.85)
1 Eh h® d'W.. .
V= —2)q; sin +— Lsin a: x.
,z;a,d'az E 12 7~ 2using 12a* d¢7] |
missa
=

Liitteesss B on johdettu differentiaaliyhtdlon (2.81) ratkaisu
kerroinfunktioille W, (¢). Siind olevat nelj4 integrointivakiota maaritetdan

reunaehdoista kuoren vapaalla reunalla ¢=¢,. Nama reunaehdot ovat
M,(#) =0, Q;(4)=0, Ny(d)=0 ja N,,(d)=0. Lausekkeita (2.84 a,
b, ¢ ja d) kéyttden niistd seuraa yhtalot
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2 .
d V\2/, (do) =—kiq; cosdy,

d%M

3 (o) =kKiq; singy,

2.87
d “vv. (2.87)

() = (K .——as)qi cos
dﬁM

5 (o) =—(k - )Q.S'n¢o

Kayttdmalla hyvéksi liitteen B kaavoja (B.5), jarjestelemalla termeja seka
siirtymalld  matriisiesitykseen  saadaan  lopullinen  yht&loryhmé
integrointivakioiden A, B;, C; ja D; maarittdmiseksi muotoon

[AHX}={B}, (2.88)
missa
A
{X}= E: (2.89)
D.

|
Kerroinmatriisin [A] alkiot ovat

A1 =*a, cos B¢, cosh agy — b, sin B¢, sinh ag,

A, =—Db, cos fgy, cosh ady — a, sin S, sinh ag,
A3 =+C, COSag, cosh B¢, —d, sin ag, sinh S¢,
A4 =—d, cosagy cosh Sdy —C, sin ag, sinh S,

Ay1=+a5 C0S Sy sinh ady —bs sin gy cosh ag,
Ay, = —Dy cOs B sinh agy — ag sin Sd, cosh agy
Ayz=+C5 COSagy Sinh Bgy — ds sin agy cosh g,
Ay, =—d3 cosagy sinh Sdy — c3 sin ady cosh S,
(2.90)
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Agq = +a, C0S Sy cosh agy — b, Sin B, sinh ag
Aq, =—b, cos B, cosh agy —a, sin S, sinh ag,
Agy = +C4 COS agyy cosh By —d 4 Sinagy Sinh S,
Ag, =—d, cosag, cosh Béy —C,4 Sinag, sinh S,

Ay1 =85 C0S Sy sinh ady — b sin S, cosh ad,

Ay, = b cos B, sinh agy — as sin g, cosh ady,
A4z = +C5 cos agy sinh Bé, — ds sin ag, cosh S,
Ay, = —ds cos ag sinh Sdy — Cs sin agy cosh g,

missa kertoimet a,, b,, c, ja d, saadaan liitteen B taulukosta B.1, seka

vakiovektorin {B} alkiot ovat

_kid

= COS ¢y,
B =~ 7 05t
Kiq; .
82:2'—iiésm¢o,
12a*. q;
B; = (kj ———)—--C0Sdy,
3 i Eh3 21‘4 ¢0
24a*

O
B4 :—(ki —W)Z—ﬂfﬂn%.
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3. Pyorahdyskuori

3.1 Pybrahdyskuoren geometriaa

Pyorahdyspinnalla ymmérretddn pintaa, joka syntyy, kun ns.
meridiaanikayra (tasokdyrd) pyorahtaa tietyn akselin (tdssd z —akseli)
ympaéri (vrt. kuva 3.1). Pydrahdyskuori on kuori, jonka keskipinta on
pyoréhdyspinta.

z
N

Meridiaa-
nikayra

r P

Pyoréhdys-

akseli % ,

Meridiaani-
kayré

> Y

Kuva 3.1: Pyorahdyspinta

Pyorahdyskuoren kayraviivaisiksi  koordinaateiksi on tarkoituksen
mukaista valita meridiaanikayran normaalin ja pyorahdysakselin valinen
kulma @, sekd pyorahdyskulma ¢ kuvan 3.2 mukaisesti. Kuvat 3.3
esittdvat, kuinka mittakaavatekijoille keskipinnan tarkasteltavassa
pisteessa P saadaan tulokset
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ng = RedH
= A: R@
dSe = Ad@

ds, =rd
¢ / = B=r

r= R¢sin¢9

Kuva 3.3: Pyorahdyskuoren mittakaavatekijat ja kaarevuussateet

Rak-54.2300 Rakenteiden mekaniikka Ill: Kuoriteoria

74



A=R,, B=r, (3.1)

missa R, on meridiaaniviivan (& —viivan) kaarevuussade ja r on pisteen

P etéisyys z —akselista. Kuvasta 3.3b selvidad myds, ettd etaisyydella r ja
¢ —viivan kaarevuussateella R, on yhteys

r
R,=——. 3.2
¢ sin@ (32)

Kuva 3.4 havainnollistaa viela pyorahdyskuoren kaarevuussateita
meridiaanitasossa. Havaitaan, ettd kaarevuussade R; ulottuu pisteesta P

z —akselille. Kaarevuussdteen R, toinen padtepiste ei sen sijaan osu

pyorédhdysakselille, vaan sen asema riippuu  meridiaanikdyran
kaarevuudesta tarkasteltavassa pisteessd. Kuvaan on myds merkitty
katkoviivalla kuoren positiivinen pinta.

Kuva 3.4: Pydradhdyskuoren kaarevuussateet meridiaanitasossa
z
A
!
|
|
i

r'déd =ds, -cosé =R, cosfdd
—-7'dfz=ds, -sind =Rysingd g

| Ry =\/(r') + ()

Kuva 3.5: Pyorahdyskuoren geometriayhteyksia

Kuvan 3.5 perusteella saadaan vield kayttokelpoiset yhteydet
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Ry =+/(')2+(z)%, r' =R, c0s0, 2’ =—R,siné. (3.3)

Symmetrian vuoksi voidaan lopuksi todeta, ettd &,¢ —koordinaatisto on
paakaarevuuskoordinaatisto, jossa Ry, =0.

3.2 Pyorahdyskuoren yhtalot

3.21 Kinemaattiset yhtalot

Keskipinnan € — ja ¢ —viivojen suuntaiset siirtymét ja taipuma ovat
tavanomaiseen tapaan u, Vv ja w. Kuoren yleisistd kiertymien
lausekkeista (1.92) seuraa helposti pyorahdyskuoren  kKkiertymien
lausekkeet

1
(pﬁ :R_(Wu9 —U),
19 (3.4)
==(w,, —Vvsin Q).
Py r( y )

Kuoren vyleisistd keskipinnan venymien ja liukumien sek& kuoren
kayristymien ja vaantyman lausekkeista (1.70), (1.88), (1.98) ja (1.102)
saadaan, kun otetaan huomioon, ettd geometriasuureet eivat riipu
koordinaatista ¢, pyorahdyskuoren keskipinnan venymien ja
liukumien sek& kuoren kayristymien ja vaantyman lausekkeet

1
&g =R—(u,9 +W),

0

&y =1(V,¢ +ucosd + wsiné),
r

v, u, vCcosd
0 g

X« __i[i(w -u)] -
" Ry Ry T
1 i rcosé
K¢:_r_2[w,¢¢—v,¢sm9+ ) (w,g —U)],
1 R,y C0s@ siné 1 Ry Uy
Koy =——|W, g4 — Wy ———V,p —(5 — o) cosov ——=].
w =g W T e (G R¢) 2
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3.22 Tasapainoyhtalot

Lahtien kuoren yleisistd voima- ja momenttitasapainoyhtal6itd (1.111) ja
(1.113) saadaan, kun otetaan huomioon, ettd geometriasuureet eivét riipu
koordinaatista ¢, pydrahdyskuoren voima- ja momenttitasapaino-

yhtalét muotoon

(rNg).p +RyN .4 —Rp COSON 4 + 1Qy + IR0, =0,
RoNyg.s+(rNgy) .o +Ry COSON 45 + Ry SINOQ, + rRyq, =0,
(rQp)io +RyQy .5 —TNg — Ry sinON, + rRyq, =0,

(rMg),9 +RoM 49,4 —Ry COSOM 4 — IRyQ, =0,

RoM 4.5 +(rM gy )9 +Ry COSOM 49 — IRyQ;; = 0.

(3.6)

3.23 Jannitysresultanttien ja muodonmuutossuureiden yhteydet

Lahtien kuoren yleisistd jannitysresultanttien ja muodonmuutossuureiden
yhteyksistd, saadaan helposti pydrahdyskuoren jannitysresultanttien
ja muodonmuutossuureiden yhteydet

Eh?
Eh Eh
N, = (e, +vey), M, =——(x,; +Vvkp), 3.7
0=, 2\ T Vel AT A (3.7)
Eh 3
_ Eh
% 20+v) % Moo = o +v) o

3.24 Siirtymien differentiaaliyhtalét pyorahdyskuorelle

Tasapainoyhtéloista (3.6) voidaan helposti eliminoida leikkausvoimat Q,
ja Qy, jolloin saadaan kolme tasapainoyhtaloa, joissa on tuntemattomina
jannitysresultantit Ny, Ny, Ng,, My, Mg ja Mg,. Sijoittamalla
siirtymien u v ja w avulla lausutut muodonmuutossuureet (3.5)
jannitysresultanttien ja muodonmuutossuureiden yhteyksiin (3.7), ndma
edelleen kolmeen tasapainoyhtdloon, saadaan kolmen yhtdlon
osittaisdifferentiaaliyhtaléryhmé, jossa on tuntemattomina siirtymat u v
ja w. Nama ovat pyo6rahdyskuoren siirtymien differentiaaliyhtalot.
Niitd ei kuitenkaan tdssé esiteta.
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3.3 Pyorahdyskuoren kalvotila

3.31 Pyorahdyskuoren yhtalot kalvotilassa

Kalvotilassa x, =0, x, =0 ja xyy =0, joten kaavojen (3.7) perusteella
my6és My=0, M,;=0 ja My, =0 seka kaavojen (3.6d) ja (3.6e)
perusteella edelleen Q, =0 ja Q;=0. Kiertymien lausekkeet (3.4),

keskipinnan venymien ja liukuman lausekkeet (3.5a, b ja c¢) sek&
normaalivoimien ja keskipinnan leikkausvoiman lausekkeet (3.7a, b ja c)
ovat sellaisenaan kaytettavissa myos kalvotilassa. Tasapainoyhtalot (3.6a,
b ja c) yksinkertaistuvat kalvotilassa muotoon

(rNg),o +RoN 49,45 —Ry COSON; + IRy =0,

RyNy.5+(Ngs ) +Rp COSON 4 + rRy0; =0, (3.8)
N N

-0 -—%q,=0.
Re Ry

Tasapainoyhtéloissa (3.8), joita on kolme kappaletta, on kolme
tuntematonta kalvovoimat Ny, Ny ja Ng,, jotka voidaan reunaehdot

huomioiden ratkaista. Koska tehtdvéan ratkaisemiseen riittd4 pelkdstdan
tasapainoyhtal6t, se on staattisesti maaratty.

Jos kalvotilan siirtyméat myo6s kiinnostavat, ne saadaan maarittamalla
ensin keskipinnan venymat ja liukuma kaavoista (3.7 a, b ja ¢)
kadntamalla saaduista kaavoista

2L+v) N

=Ny (3.9)

1 1
Ep :E(NH —VN¢), 8¢ :E(N(ﬁ —VNQ), 7/€¢ =

Kun ndmé tunnetaan, kalvotilan siirtymat u, v ja w voidaan ratkaista
yhtéloista

RL(U,9+W)=89, 1(V,¢+ucose+wsin0):g¢,
r
’ (3.10)
Vi N Uy vcosd _,
Ry, r r %

jotka on saatu suoraan lausekkeista (3.5 a, b ja c).
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3.31 Pyorahdyskuoren kalvotilan ratkaiseminen, kun kuormitus on
pyorahdyssymmetrinen

Kuormituksen ollessa pyorahdyssymmetrinen q, ja g, ovat pelkéstadn
¢:n funktioita ja q,=0. Taman seurauksena myds siirtymatila on

pyoréahdyssymmetrinen, joten u ja w ovat pelkdstddn &:n funktioita ja
v=0. Taman johdosta (kaavan (3.5c) perusteella) y,, =0 ja edelleen

(kaavan (3.7) perusteella Ny, =0. Tasapainoyhtaldista (3.8) seuraa

(fNg)" =Ry CosON + rRydy =0,
No N o 31
Ry R, "

missé ylapilkku tarkoittaa tavallista derivaattaa koordinaatin @ suhteen.

Kaavasta (3.11b) saadaan

R
0

ja sijoittamalla tdmé& kaavaan (3.11a), soveltamalla kaavaa (3.2) seka
tulon derivointia takaperin saadaan

(rsin@Ny) =—(q,Sin6 —q,, COSO)R,yr

ja integroimalla tulos

rsineNH:—I(qesine—qn cos@)Ryrdé +C, (3.13)

missé C on integrointivakio. Kaavojen (3.12) ja (3.13) avulla voidaan
maarittdd pyorahdyskuoren kalvovoimat (kalvotilan jannitysresultantit)
Ny ja Ny, kun kuormitus on pydrahdyssymmetrinen. Ensin madritetaan

N, kaavan (3.13) avulla. Integrointivakio C madrdaytyy reunaehdosta.
Lopuksi méaaritetdaan N, kaavan (3.12) avulla.
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Kuva 3.6: Kartiokuoren koordinaatti s

Erikoistapauksessa, jossa pyorahdyskuoren meridiaanikdyrd on suora
(kartiokuori), jolloin Ry =00 ja &=vakio (vrt. kuva 3.6), ei kulman &
kayttd riippumattomana muuttujana ole mahdollista. Talléin voidaan
riippumattomaksi muuttujaksi valita esimerkiksi pituuskoordinaatti
spitkin meridiaanikayraa'. Suorittamalla yhtalihin (3.12) ja (3.13)
sijoitukset R, = ja ds=ds, = R,d@ saadaan

ja
N :—I(qS — (g, cotd)rds +C. (3.15)

(Kaavassa (3.15) integrointivakio C ei ole sama kuin kaavassa (3.13),
vaikka kumpaakin on merkitty samalla symbolilla.)

Vaihtoehtona kaavalle (3.13) (tai (3.15)) voidaan kalvovoima N, (tai
Ng) madrittaa ajattelemalla kuori katkaistuksi tarkasteltavasta kohdasta

¢ (tai s) vaakatason suuntaisella leikkauksella seka Kirjoittamalla
leikkauksen joko yl&- tai alapuoleisen kuoren osan pystysuuntainen
(z —suuntainen)  tasapainoyhtald. Kuva 3.7, esittdd katkaisutason
ylépuoleisen kuoren osan vapaakappalekuviota. Siind R, on kuoren

osaan vaikuttavien ulkoisten voimien resultantti. Pystysuuntaiseksi
tasapainoyhtaloksi saadaan

T —27rNysin@+R, =0, (3.16)

! Pituuskoordinaatille kaytetaan tassa symbolia s tavallisen symbolin s sijasta.
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josta seuraa kalvovoimalle N, tulos

Ne = . (318)

Ngsing Ngsing

Kuva 3.7: Kuoren yldosan vapaakappalekuvio

Kun kalvovoimat N, ja N, tunnetaan, voidaan myos kalvotilan siirtymat

u ja w maarittad siten, etta ensin lasketaan keskipinnan venymét ¢, ja
¢4 kaavoista

1
&g :E(Ng —VN¢),
(3.19)

1
8¢ :E(N¢ —VNQ),

(vrt. kaavat (3.9)). Suoran meridiaaniviivan tapauksessa kaytetdan
vastaavia kaavoja, joissa alaindeksin ¢ paikallaon s.

Seuraavassa johdetaan kaavat, joilla voidaan laskea kalvotilan siirtymat,

kun  keskipinnan  venymét  tunnetaan.  PyoOrahdyssymmetrisen
kuormituksen tapauksessa kaavoista (3.10 a ja b) seuraa
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'
u +W:R9€9,

(3.20)
ucotd +w=Re,.
Vahentamélla ndma yhtélot puolittain saadaan
U'—UCOt(9= Rggg — R¢€¢ (321)
ja soveltamalla tulon derivointia takaperin edelleen
Rpeyg — R e
() =007 (3.22)
sinéd siné@
Integroimalla saadaan nyt tulos
Rpey — R e
u = [-2—qg+C. (3.23)
sing sing
Kaavasta (3.20b) seuraa
wW=-ucotd + R;e,. (3.24)

Kaavan (3.23) avulla voidaan siis maéritta tangentiaalinen siirtymd u.
Integrointivakio  mé&&raytyy reunaehdosta. Taipuma (normaalin
suuntainen siirtymd) w saadaan tdman jalkeen kaavasta (3.24). Suoran
meridiaaniviivan tapauksessa kaava (3.23) saa muodon

u :jgsds+ C. (3.26)

Johdetaan viela kaava kalvotilan kiertyméan ¢, laskemiseksi. Kaavasta
(3.4a) saadaan

Py =2 (W ~u) 27)

0

sekd kaavoja (3.24) ja (3.22) hyvéksi kdyttaden edelleen

R
Pp =C0tl(s; — £p) +R—¢g¢;. (3.28)
0
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Suoran meridiaaniviivan tapauksessa kaava (3.28) yksinkertaisemman
muodon

d
“y (3.29)

(13 :COt9(8¢ —85) + R¢¥

Kuva 3.8: Siirtymavektorin u radiaali- ja aksiaalikomponentit A, jaA,, .

Usein  on tarkoituksenmukaista  kayttd4d  siirtymdvektorin  u
komponenttien u ja w sijasta vaakasuoraa radiaalikomponenttia A ?ja

pystysuoraa aksiaalikomponenttia A, (vrt. kuva 3.8). Naille saadaan
helposti

Ay =ucosd +wsind,

: (3.30)
Ay =using —wcosd
ja kaavaa (3.24) ja (3.2) hyvaksi kayttéden edelleen
AH = r5¢,
u (3.31)
Ay =———Trg Cotéo.
Y " sing “¢

Kun siirtymakomponentit Ay ja Ay on maaritetty, voidaan u ja w
tarvittaessa maarittdd yhtaloihin (3.30) ndhden ké&énteisista lausekkeista

U=Ap coséd+ A siné,

) (3.32)
W=Ay sin@ — Ay cosé.

2 \Vaakasuoran siirtymakomponentin merkinnasta Ay jatetdan jatkossa usein
alalindeksi H pois, eli sitd merkitadn myos symbolilla A .
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Seuraavassa omaksutaan kaytantd, jossa kuoren (tai kuoren osan) reunat
numeroidaan ykkoselld ja kakkosella siten, ettd reuna 1 vastaa pieninta
koordinaatin arvoa 6€=6, (tai s=s;) ja reuna 2 vastaa suurinta

koordinaatin arvoa 6 =6, (tai s=s,). Siinékin tapauksessa, etta kuorella

(tai kuoren osalla) on vain yksi reuna, sijaitessaan koordinaatin 6 (tai s)
suuntaan ndhden kuoren negatiivisella puolella sen numero on 1 ja
sijaitessaan koordinaatin @ (tai s) suuntaan nahden kuoren positiivisella
puolella sen numero on 2.

Tarkastellaan nyt kuinka kaavassa (3.23) (tai (3.25)) esiintyva
integrointivakio C saadaan mééritettyd tukiehdosta kuoren (tai kuoren
osan) reunalla. Kuva 3.9a esittdd kuoren alareunan 2 tuentaa, jossa
meridiaanin suuntainen siirtyma u on estetty. Tukiehto on

u(@,)=0. (3.33)

Kuva 3.9b esittdd kuoren reunan 2 tuentaa, jossa vertikaalinen siirtyma
Ay on estetty.

Kuva 3.9: Kuoren reunan tuentoja: (a) siirtyma u estetty, (b) siirtyma
Ay estetty
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Tukiehto on t&ssa tapauksessa

Ay (6,)=0 (3.34)
ja se saa kaavan (3.31) perusteella muodon

u(;) =r(6,)e,(6,)cos6;. (3.35)

Jos integrointivakion C madritetddn kuoren (tai sen osan) ylareunan 1
tukiehdon perusteella, kasittely tapahtuu vastaavaan tapaan.

Kartiokuoren tapauksessa kaavoja (3.33)-(3.35) vastaavat kaavat

u(s,) =0, (3.36)
Ay (55)=0 (3.37)
ja

U(sp) =r(sy)e,(sy)coso. (3.38)
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3.4 Pydrahdyskuoren taivutustila
3.41 Pyorahdyskuoren yhtalot taivutustilassa

Kohdassa 3.24 kaavailtiin, kuinka pyorahdyskuoren siirtymille u(é,¢),
v(6,¢) ja w(f,4) voidaan muodostaa kolmen osittaisdifferentiaali-

yhtéalon muodostama yhtéloryhma lahtien yhtéloista (3.5), (3.6) ja (3.7).
Né&iden yhtaloiden analyyttinen ratkaiseminen on kuitenkin yleensé
mahdotonta ja néin ollen on turvauduttava joko likiteorioihin tai
numeeriseen ratkaisuun. Jos myds kuormitus on pyérahdyssymmetrinen,
on tilanne jonkin verran helpompi ja analyyttisia ratkaisuja voidaan
I0ytdd useille kuorityypeille (esim. sylinterikuori, kartiokuori ja
pallokuori). Laskelmissa tarvitaan kuitenkin erilaisia erikoisfunktioita ja
ne muodostuvat erittdin tyolaiksi, joten niihin ei tassa yhteydessa puututa.
Seuraavassa kasitelladnkin vain yhta kayttokelpoista likiteoriaa, ns.
reunahdiridteoriaa, joka soveltuu ohuille jyrkille pydrahdyskuorille®.

3.42 Pyorahdyskuoren reunahairi6

Kuvassa 3.10 on esitetty pyorahdyskuoren ns. hairiéviivoja. Hairiviivan
ympéristssa syntyvaa jannitys- ja muodonmuutostilaa nimitetddn reuna-
hairioksi. Reunahdirido on paikallista laatua, ts. se vaimenee nopeasti
etdannyttdessd hairioviivasta. Reunahéirioteoriassa kuoriprobleeman
ratkaisu saadaan superponoimalla kalvotilan (KT) ratkaisu (kuormitusta
vastaava yksityisratkaisu) ja reunahdirion tyyppinen taivutustilan (TT)
ratkaisu (homogeenisen yhtalon ratkaisu). Superponoiminen tapahtuu
siten, ettd yhteensopivuusehdot hairidviivoilla (esimerkiksi tukiehdot

PN

A
B
C

—d

o
o o |o»

D

E E

Ll PPl PPl PPl Pl 7l 77777

Kuvassa 3.10: Pyorahdyskuoren héiridviivoja

® Vaikka reunahairioteoriaa kasitellaan tassa vain pyorahdyskuoren yhteydessd, itse
reunahairié on kuoriteoriaan keskeisesti liittyva erityisilmio, jonka tiedostaminen ja
ymmartdminen on kuorirakenteiden suunnittelijalle valttdmatonta.
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kuoren reunalla) toteutuvat.

Tarkastellaan reunahdiriotd kuoren (tai kuoren tarkasteltavan osan)
ylareunan 1 tai alareunan 2 laheisyydessa. Merkitdén tyypillista siirtymaa,
muodonmuutosta tai jannitystd funktiolla f(8,4). Sen otaksutaan
muuttuvan voimakkaasti héiridviivaa vastaan kohtisuorassa suunnassa eli
€¢:n muuttuessa ja vain heikosti hairidviivan suunnassa eli ¢:n
muuttuessa. Matemaattisesti ao. otaksumiksi otetaan

[foo>> ]~ F1, (3.39)
Missa merkintd > tarkoittaa “suuruusluokkaa suurempi kuin” ja
merkintd ~ tarkoittaa “samaa suuruusluokkaa kuin”. Liséksi
reunahdiridteoriassa otaksutaan, ettd keskipinnan siirtyminen tapahtuu
paéasiassa keskipinnan normaalin suuntaan, jolloin

|W>{ul~|v]. (3.40)

Reunahdirion tyyppinen TT:n ratkaisu on homogeenisen yhtalon ratkaisu,
joten seuraavissa johdoissa pannaan d, =0, =q, =0.

Kiertymien kaavoista (3.4) saadaan

(3.41)
1 ~ 1
P =F(W,¢— v sing) zFW,¢,

missé ¢, > ¢,. Kuoren muodonmuutossuureiden lausekkeista (3.5)
saadaan

1
&y :R—(U,H +W),
0

~0
——

(V,y +

= |
c

cosd + wsiné) zﬂ,
¢

€¢:
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~0 ~0
—— A
Yop =05 T~ =
Ry r r Ry
~0
1.1 . 1.1
Kg=—""7"—" W’ —-u g~ T _W1 10
==t = o=~ (W g
I 5., Fcosé = cosd
Ky = ——Z[W,¢¢ —V,4SING + (W,g—u)] —_qu%
r %
~0
- ~ ~ ——
1 Rgcosﬁi sing > 1 Ry 9*0 Uy
K9¢——@[W,9¢— W’¢_TV"9_(E_R_¢)COS V_T]
z—iw’9¢,
'Ry

MIissa &y ~ &4 ~ 7y J@ K > K ~ Kpy. Tasapainoyhtaldsta (3.6d) saadaan

(ng),e +R9 Q¢,¢ - rNg - R@ S|n9N¢ + ng qn :O
[ 1 (3.43)
= N, =— N, + rQ,),
¢ Rysiné ¢ Rgsine( )
ja tasapinoyhtalosta (3.6a) saadaan
(fNg),p +Rg Nyg .5 — RgCOSON, +1Qy + IRy gy =0 (3.44)

= (rNg),g—Rg C056N¢ + I‘QH =0

ja ottamalla huomioon yhteys (3.43) edelleen

= sind(rNy),g +rcoséN, —cosd(rQp),o +rsindQ, =0
= (rsin@Ny —rcos8Qy),p =0 (3.45)
= rsinéN,y —rcoséQ, =C,

missé integrointivakio C asetetaan nollaksi, jolloin saadaan

Rak-54.2300 Rakenteiden mekaniikka Ill: Kuoriteoria

88



Ng :Qg COt6’ (346)

Tulos (3.46) merkitsee sitd, ettd Ny:n ja Qp:n resultantti F° on

vaakasuora (vrt. kuva 3.11). Nain tulee ollakin, jotta tarkastelemamme
pelkastddn yhdeltd reunaltaan kuormitetun pyorahdyskuoren vertikaali-
suuntainen tasapainoyhtalo toteutuisi. (Tama perusteli juuri tekemamme
valinnan C=0.)

Kuva 3.11: Jannitysresultanttivektori F° kuoren reunalla

Kaavasta (3.43) saadaan nyt

___rcosd 1 1Qy
Ny = RgsinZQQg R, smH( Qp)io= R, (Sme)e
—Rig(R¢Q9)ye Q) +—(R¢) 0 Qa (3.47)
R
zR—Z(Qa),e-

Kaavojen (3.45) ja (3.47) perusteella nahdaan myos, etta N, > Q, ~ Ny .
Kaavasta (3.7a) saadaan tdman perusteella

Eh

Ng = 5 (69 +vey) = g9 ~—Vvey (3.48)

ja kaavoista (3.7b) ja (3.42b) edelleen

Eh

Kaavoista (3.7 ¢, d ja e) seké (3.42d, e ja f) saadaan
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~0

—= D 1
MH = D(KH + VK¢) ~ DKH =—R—(R—W,9)1¢9a
0 4
~0
——
M, =D(x, +vky) xvDxy =vMy, (3.50)
DA-v
M9¢ = D(l—V)K0¢ :—MW,€¢.
Ry

Havaitaan, ettd My ~ M s > M, . Tasapainoyhtalosta (3.6d) saadaan nyt

0 =0,
(I‘MQ),9+R9|\/|¢9,¢—R90089M¢—I’R9Q9:0
1 1 0=2 1 (3:51)
cos@ ——
— =—(@M,),,=—M,, ,+——M, ~—M,,
Qy ng( 0)0 R, Moot Mo=p Mo

Yhdistdmalla tulokset (3.47) ja (3.51) saadaan

Ny = (2 My (352)
Ré’ RH

ja ottamalla huomioon yhteys (3.50a) edelleen

R 1.1 1
1/
N ———D—{———W, 0l },. 3.53
1/ Re Rg[Re(Ra 6’)6’]6’ o ( )

Téssa otaksuttiin kuoren taivutusjaykkyys D vakioksi®.

Merkitsemalla N, :n lausekkeet (3.49) ja (3.51) yhtasuuriksi, saadaan
lopulta

1 .11 .1 Eh

eli

* Tuloksen (3.53) voidaan helposti osoittaa olevan on voimassa myds siind
tapauksessa, ettd D on jatkuva &:n funktio, mutta muuttuu & —viivan suunnassa
hitaasti.
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1 0,10,10,1o0w
gt m o ln g 48 W =0, (3.55)
9 00 Ry 00 Ry 00 Ry 00

missé otettiin kdyttéon tavanomainen osittaisderivaattamerkintd ja

[ Eh /3(1—v2)
4DRj h Rj

on vaimennusluku (vrt. sylinterikuoren vaimennusluku (2.29), missa
azR,).
¢

Jatkossa merkitdan etdisyyttd hairidviivasta, kuoren ylareunasta 1 tai
alareunasta 2, symbolilla s. Ylareunan tapauksessa s 77T @ ja alareunan
tapauksessa s TV @, (vrt. kuva 3.12). Havaitaan, ett

ds=ds, =R,dd, kunsTTé,

3.57
ds=—ds, =-R,d8, kunsT{ 4. (357)

Jatkossa ndma kaksi tapausta tulevat aiheuttamaan eroja alaindekseissé ja
etumerkeissd. Seuraavassa niitd kéasitelldadn rinnakkain siten, ettd ylempi
alaindeksi 1 ja merkki vastaavat ylareunaa, jonka laheisyydessa s 716,
ja alempi alaindeksi 2 ja merkki vastaavat alareunaa, jonka

ldheisyydessa s T4 0. Riippumattomaksi muuttujaksi otetaan jatkossa
@:n sijasta s.

(a)

(b)

Kuva 3.12: Etéisyyskoordinaatin s méaarittely: (a) ylareuna 1, (b) ala-
reuna 2
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lImaistaan tarkeimmat edelld johdetut tulokset nyt muuttujan s avulla.
Tarkastelussa kéaytetaan osittaisderivaattojen yhteytta

— =t (3.58)

Kaavoista (3.41), (3,49), (3.50a), (3.51), (3.46) ja (3.50b) saadaan

ow
=4
Dy s
N¢ :E—hW,
Ry
2
Mgz—Da—\év, (3.59)
0S
M, &*w
:i :_D ,
Qs o5 o3
Ny =Qycoto,
M¢ :VMQ

Differentiaaliyhtald (3.55) saa muodon

4
‘ZT‘QH 4% =0. (3.60)

Tam& on neljdnnen kertaluvun homogeeninen differentiaaliyhtélo
reunahdiridtaipumalle w(s,¢). Vaikka yht&l0 on osittaisdifferentiaali-

yhtal6, siind esiintyy pelkastadn neljds osittaisderivaatta muuttujan
ssuhteen ja sen ratkaisu on muodollisesti saman tyyppinen kuin
vastaavan tavallisen differentiaaliyhtalén (vrt. sylinterikuoren ratkaisu
(2.34)). Ratkaisu on nyt

w(s,$) = e PS[C () cos Bs + C, (¢)sin Ss] (3.61)

Erona tavallisen differentiaaliyhtalon ratkaisuun (2.34) on se, ettd
“integrointivakiot” C; ja C, ovat nyt koordinaatista ¢ riippuvia

funktioita ja etta jakautuneen kuorman puuttuessa yksityisratkaisu wg on
nolla.
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3.43 Pyorahdyssymmetrisesti kuormitettu pyérahdyskuori

Pyorahdyssymmetrisen  kuormituksen  alaisen  pyodrédhdyskuoren
tapauksessa differentiaaliyht&ld on

4
_‘ZSZV +4F'W=0 (3.62)

ja ratkaisu reunahéiriétaipumalle on
w(s) =e75(C,cos s + C,sin Bs), (3.63)

missa integrointivakiot ovat nyt varsinaisia vakioita. Kiertyma ¢,
normaalivoima N, taivutusmomentti M, ja leikkausvoima Q, saavat
nyt muodon

0 = i‘:'j_‘;" =+ /e P*[-(C, - C,)cos s — (C; + C,)sin fs],

N zi—hw:i—he‘ﬂs (C, cos Bs + C,sin f3s),
o (3.64)
d2W 2.-ps .
My E_Dd—2:2D'B e 7°(C,cos fs — C;sin f3s),
S
dMg 3.-0s .
Qp== ™ =+2Dp%e 7°[-(C, + C,)cos Bs + (C; — C,)sin Bs)].

Etsitdan ratkaisu, jota vastaavat leikkausvoima Q, ja taivutusmomentti
M, saavat reunalla (hairidviivalla) 1 arvot Q; ja M, tai reunalla 2 arvot
Q, ja M,. Reunaehdot siis ovat

Qa(0)=Q12, My (0) = I\/Ilz, (3.65)

(vrt. kuva 3.13). Saadaan yhtalot

+2DA%(C, +C,) =y,
2

(3.66)
2DSC, =My,
2
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(@)

sT1eo Q, N

(b)

s™N o

Kuva 3.13: Leikkausvoiman ja taivutusmomentin arvot (a) ylareunalla 1
ja (b) alareunalla 2

joista saadaan integrointivakioille tulokset

1 1 1
C::I.:1 3Q1_ ZM]-’ C2:
DA 5 2Dp

M. (3.67)
2Dg2

Sijoittamalla ndmé& kaavoihin (3.64) saadaan TT:n taipuma w, Kiertymé
@, normaalivoima N, taivutusmomentti M, ja leikkausvoima Q,

lausutuiksi reunan leikkausvoiman Q, ja taivutusmomentin M, avulla.
Tulos on

—Bs

w(s) = zeDﬂ3 [(in2 _ﬁMlz)cosﬂs + ,b’Mlzsin 5s],
-ps

25 () :;[)7[(% £26My)c0s s+ Q sin s],

N, (s) =2R;Be 7°[(FQ, — AM; )cos Bs + My sin Bs], (3.68)

2 2 2

-ps

My (s) = S——[M, cos s + (+Q + AM; )sin Bs],
B 2 2 2

Qp(s) =€ 7°[Q cos Bs — (Q +28M; )sin Bs].

2 2 2
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Naissd kaavoissa siis, ylemmat indeksit ja merkit liittyvat kuoren (tai sen
osan) ylareunaan 1 ja alemmat indeksit ja merkit liittyvat alareunaan 2.

%1
(2) W ST

Kuva 3.14: Taipuman ja kiertyméan arvot (a) ylareunalla 1 ja (b)
alareunalla 2

Lasketaan seuraavaksi kuoren reunan taipuma ja kiertyma (vrt. kuva
3.14). Saadaan

w =w(0), ¢ =¢y(0) =
2 2

1 1

2D 2D
? pro2 Db (3.69)
16 2D[)’2Q1 Dﬂ 12'

N&in saatiin lineaarinen yhteys, kuoren reunahdiriératkaisun (TT:n
ratkaisun) reunan siirtymasuureiden (taipuman w;/w, ja kiertyman

@,/ ¢,) ja voimasuureiden (leikkausvoiman Q;/Q, ja taivutusmomentin
M./ M,) vélille.

Lopulliset kuoren reunan siirtymasuureet saadaan superpositioperiaat-
teella TT:n suureiden ja KT:n vastinsuureiden summana, eli
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1 1 K
2 2D 2 2D 2 2
1 p 1 p (3.70)
K
¢ = Qt—M; +q,
> 2Dp? 3 DB 3

missa on otettu kéyttdon ylaindeksit T ja K viittaamaan TT:aan ja KT:aan.
Tama on lopullinen lineaarinen yhteys kuoren reunan wy/w, ja ¢ /¢,
seké voimasuureiden Q,;/Q, ja M{/M, vililla. Muodostamalla yhteen-
sopivuusehdot tarkasteltavalla hairioviivalla, kayttaméalla yhteyksié (3.70)
ja tasapainoyhtaloitd saadaan hdairidviivaan liittyvat voimasuureet
ratkaistuksi. Taman jalkeen ratkaisu kunkin kuoren osan tarkasteltavassa
paassa kayttaméalla kaavoja

u(s)=uX(s), w(s)=w" () +wk(s), @,(s)=0} (s)+h (5),
Np(8)=Ng () + N (), Ny(s)=N; (s)+ NS (s), (371)

Qp(s)=Qp (s), My(s)=Mj(s), My(s)=Mj(s),

missa yldindeksill& T varustetut TT:n suureet saadaan kaavoista (3.68) ja
(3.59 e ja f) sekd ylaindeksilla K varustetut suureet on saatu KT:n
ratkaisuna.

Useissa tapauksissa hieman yksinkertaisempaan ja systemaattisempaan
késittelyyn pééstaan, jos kuoren TT:n reunan siirtyma- ja voimasuureiden
yhteyksissa kaytetaankin taipuman w; /w, sijasta radiaalista siirtymaa
A1 1A, seké leikkausvoiman sijasta radiaalista leikkausrasitusta H;/H,

(vrt. kuva 3.15).

TT:n otaksuman w>>u ja kaavan (3.30) perusteella saadaan A ~wsiné
ja kuvan 3.16 perusteella Q, =H,sin@, joten

2 2 2
ja
2 2 2
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M
(a) ‘ 1 Al ’ Hlf-‘\\l
G 1 AN
sT™1o \\ (Dl\ \
' \
\S { ]
(b)
sTNo

Kuva 3.15: Radiaalisen siirtyméan, kiertyméan, radiaalisen leikkaus-
rasituksen ja taivutusmomentin arvot (a) ylareunalla 1 ja (b) alareunalla 2

Kuva 3.16: Leikkausvoima, normaalivoima ja radiaalinen leikkausrasitus

Kaavoista (3.70) saadaan nyt helposti

sin 0, sin 6,
2 2 K
A =F H —=M; +A[,
2D A° 2D B?
2 sin@ﬁ 2 o (3.74)
|
2 K
o= H £t—M; +¢.
> 2DB% 3 DB 3

Tama on lopullinen lineaarinen yhteys kuoren reunan siirtymasuureiden
AMTA, ja @@, sekd voimasuureiden H;/H, ja M;/M, valilla
Muodostamalla yhteensopivuusehdot tarkasteltavalla hairidviivalla,
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kayttamalla yhteyksia (3.74) ja tasapainoyhtélditd saadaan héiridviivaan
liittyvat voimasuureet ratkaistuksi. Leikkausvoima kuoren osan
tarkasteltavalla reunalla saadaan tdmén jalkeen kaavalla (3.73) ja ratkaisu
kunkin kuoren osan tarkasteltavassa paassé kayttamalla kaavoja (3.71).
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Liite A: Fourierin sarjat

Fourierin sarjat ovat korvaamaton apuvéline monien sovelletun mekaniikan
probleemien analyyttiseen kaésittelyyn. Tallaisia probleemia ovat esimerkiksi
kimmoteorian osittaisdifferentiaaliyhtélot, rakenteiden vérahtelyt, ld&mmon virtaus
sekd sdhkomagneettiset aallot.

A.1 Yksinkertainen Fourierin sarja

Fourierin teoreeman mukaan mielivaltainen jaksollinen funktio® f(x) voidaan esitta

aarettdmané sarjana, jossa esiintyy kosini- ja sinitermejd. Taten alkuperdinen funktio
korvataan lukuisten sini- ja kosiniaaltojen superpositiolla. Jaksollisen funktion f(x),

jonka jakson pituus on® p = 2L, Fourierin sarja voidaan esittaa muodossa

X 27X Nz X
f(x)=4a, +a1cosT+a2 cosT+~~+an cosT+-~

+blsinﬂ—x+bzsin@+~-+bnsinme-
L L L

tai lyhyemmin
f(x)=a,+ ) (a cosa;x+b cose;x), (A1)
i=1
missa
iz
=, A.2
4= (A2)

f(x)

N\
U

Kuva A.1: Mielivaltainen jaksollinen funktio f (x)

' Funktion f(x) sanotaan olevan jaksollinen, jos on positiivinen luku p, siten etta
f(x+p)=f(x) (vrt. kuva A.1). Lukua p kutsutaan jakson pituudeksi.

2 Seuraavissa tarkasteluissa on tarkoituksenmukaista kayttaa jakson pituuden p sijasta
sen puolikasta L.
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Jos funktio f(x) tunnetaan, sarjan kertoimet saadaan kaavoilla

1L
a, =— | f(x)dx,
OZLJL()

L
a = %j f (x) cos &, xdx (A.3)
N =123

1 .
b = I—J;_ f (x)sin o, xdx

Tapauksissa, joissa tarkasteltava funktio f(x) on joko parillinen tai pariton,
Fourierin  sarjalle  on tarkoituksenmukaista  esittdd  vastaavat  hieman
yksinkertaisemmat kaavat. Muistamme, ettd funktio f(x) on parillinen, jos
f(—=x) = f(X), ja se on pariton, jos f(—x)=—"f(x) (vrt. kuva A.2). (N&in esimerkiksi
cosg;x on parillinen- ja sing;x on pariton funktio.)

(@) £(x) (b) £(x)

NATN L0 N\ =
7 \V,

Kuva A.2: (a) Parillinen funktio ja (b) pariton funktio

Jos funktio f (x) on parillinen, saadaan

L L L

[ fO)sinegxdx =0, [ f(x)cose;xdx = 2] f(x)cos ; xdx
L —L 0

ja jos funktio f(x) on pariton, saadaan
L L L

J f(x)sina;xdx = 2_[ f (x)sin a; xdx, I f (x)cos e, xdx = 0.
0 -L

-L

Néiden tulosten avulla parillisen funktion f(x) kosinisarjalle saadaan esitys

F(x)= f, +> 1, cosayx, (A4)

i=1
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missé sarjan kertoimet ovat

i = %I F(x)dx,
(A5)

L
f =2 [ f()cosaxdx =123,
LO

Vastaavasti parittoman funktion f (x) sinisarjalle saadaan esitys

f(x)=> fsingx, (A.6)
i=1
missé sarjan kertoimet ovat
(A7)

L
f —Ejf(x)sinaixdx =123
LO

Esimerkki A.1: Kehitetadn oheinen "hammasfunktio” Fourier-sarjaksi.

f(x)

Kysymyksessé on parillinen funktio, joten kdytetddn kosinisarjaa. Integrointivélill&
0<x<L funktio f(x) on

h,kunOsx<%

f(x)=
0, kun E<st

Kaavasta (A.5) seuraa sarjan kertoimille
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L/2

L L L/2
f0=1jf(x)dx=1(j ho|x+j00|x)=H | =N
Ly L'y Uiz L o 2
L L/2 L L/2 g
f =3jf(x)cos(xixdx=3(j hcosaxdx + | h-0dx) = 21| sinaix=2—hsina'—|'
Ly L U2 oL o oL 2
2h . ir
=—sin—.
iz 2

Kaavasta (A.4) saadaan, kun sarjasta otetaan n termia

. h &2h . iz . X
f(X)=f, +) fcosag,x=—+>» —sin—cos(iz—).
() 0 ; i al 2 ;lﬂ' 2 (ﬂ-L)

Oheiseen taulukkoon on laskettu funktion f(x)/h arvoja valilla 0 < x <L, kun
n=1 3jab.

x/L| n=1| n=3 ]| n=5

0 1,137 | 0,924 | 1,052
0,2 | 1,015 | 1,081 | 0,953
0,4 | 0,697 | 0,868 | 0,996
0,6 | 0,303 | 0,132 | 0,004
0,8 |-0,015|-0,081 | 0,047

1 |-0,137 | 0,076 | -0,052

Oheiseen kuvaan on piirretty funktion f(x) kuvaaja, kun n=1, 3ja5.

Tietylla &arelliselld valilla maaritelty ei-jaksollinen funktio voidaan myds esittdé
Fourierin sarjana ajattelemalla sen jatkuvan maarittelyvalinsd yli. Valilla 0 <x <L
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maédritelty funktio f(x) on kuvassa A.3 ajateltu jatkuvan jaksollisena parittomana
funktiona. Se voidaan siten esittaa sinisarjana

F(x) = i f sina,x. (A8)

f(x)

Kuva A.3: Vililld 0 < x < L médritelty funktio f(x) ja sen jaksollinen pariton jatke.

Saman funktion f(x) on kuvassa A.4 ajateltu jatkuvan jaksollisena parillisena
funktiona. Se voidaan siten esittdd myods kosinisarjana

f(x)=f,+> f cosax (A.9)
i=1
f(x)
(N /N /7
\ 7 =< ,
\\,’ So // y
L

Kuva A.4: Vélilla 0<x <L mééritelty funktio f(x) ja sen jaksollinen parillinen
jatke.

A.2 Kaksinkertainen Fourierin sarja
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Tarkastellaan kahden muuttujan funktiota f(x,y) joka on méaéritelty suorakaiteen
muotoisessa alueessa 0<x<a, 0<y<b (kuva A.5). Kehitetddn funktio ensin
valilla 0 < x <a muuttujan x sinisarjaksi

f00y) = D f(y)singx, (A.10)
missé
f.(y) = EJ% f(x, y)sin o, xdx (A.11)
a 0
f(xy)
f(xy)

v

Kuva A.5: Suorakaiteen muotoisessa alueessa méaéritelty kahden muuttujan funktio

ja «a, =izla. Nyt sarjan kertoimet f,(y) ovat yhden muuttujan y funktioita.
Ajatellaan edelleen ne kehitetyksi valilla 0 <y <b muuttujan y sinisarjaksi

fi(y) =2 f;singy, (A.12)
j=1
missa
2 b
f, = EJ f,(y)sin 3, ydy (A.13)
0
ja B, = jxlb.
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Sijoittamalla kertoimien f.(y) kehitelma (A.12) funktion f(x,y) kehitelmaan (A.10)
ja kertoimien f,(y) lauseke (A.11) kertoimien f; lausekkeeseen (A.13) saadaan
funktion f(x,y) kaksinkertaiselle Fourier sinisarjalle lauseke

0 00

f(x,y)=D.> f,sinaxsin B,y (A.14)

i=1 j=1

ja sen kertoimille lauseke

4

f =
" ab

ab
” f (X, y)sin g xsin j3; ydxdy. (A.15)
00

Né&issd kaavoissa on siis kdytetty lyhennysmerkint6jé

o ==, B, ZJTE' (A.16)
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Liite B: Differentiaaliyhtalon (2.81) ratkaisu

Tassa liitteesséa johdetaan kerroinfunktion W, (¢) differentiaaliyhtalon

(2.81) ratkaisu. Tarkastelussa jatetddn sarjan termiin liittyvéa alaindeksi i
pois.

Otetaan ratkaisulle yrite

W =Ce"

Sijoittamalla se yhtaloon (2.81) saadaan
c(r®+1%)e" =0

ja edelleen

r=23(-1),

missa

(1) = +0,9238795 +i0,3826834
| +0,3826834 +i0,9238795

Jos merkitaan
a =0,92387954, [=0,38268344 (B.1)

differentiaaliyhtdalon ratkaisu (2.81) yritteen eksponentille r saadaan néin
seuraavat 8 arvoa

r:{iaiiﬂ

+htia

Differentiaaliyhtal6iden teorian mukaan yhtalon (2.81) yleinen ratkaisu
on taten

W = Cle(a+iﬂ)¢ + Cze(a—iﬁ)¢ n Cse(—a+iﬂ)¢ + C4e_(a+iﬂ)¢
[ i - : (B.2)
+ CSe(ﬂ+la)¢ i C6e(ﬂ—|a)¢ " C7e(—ﬂ+|a)¢ " Cge_(ﬂ+'a)¢.
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missa Cy,---,Cg ovat kompleksiset integrointivakiot. Kayttden hyvaksi
tunnettuja yhteyksia

iX —iX iX
_+_

e e ) —e
COSX=———, SINX=———,
2 21
eX +e ¥ . X —e¥
cosh x = . Sinhx=

ratkaisu (2.87) voidaan saattaa muotoon

W =2(Acos Sgcosh ag — Bsin Sgsinh ag
+ Ccosagcosh ¢ — Dsinagsinh B¢
+ Ecos Bgsinhag — F sin Spcosh ag
+ G cosagsinh S¢ — H sinagcosh o),

(B.3)

missa  A,---,H ovat reaaliset integrointivakiot. T&ma on
differentiaaliyhtdlon (2.81) ratkaisu k&yttokelpoisessa muodossa. Jos
tarkasteltava kuori on pystytason (x,z—tason vrt. Kuva 2.1) suhteen
symmetrinen ja sitd kuormittaa symmetrinen kuormitus funktion (B.3)
tulee olla parillinen. Tdma saadaan aikaan asettamalla vakiot E,---,H

nolliksi. Nain ratkaisu (B.3) yksinkertaistuu muotoon

W =2(Acos Sgcosh ag — Bsin ggsinh ag

: _ (B.4)
+ Ccosagcosh fg — Dsinagsinh Sg).

Tarkasteltavan tehtdvan ratkaisussa tarvitsemme myds kerroinfunktion
W derivaattoja (vrt. Kaavat (2.84) ja (2.85)). Niille saadaan seuraat
tulokset:

Parittoman kertaluvun n=1,3,5,7 derivaatat ovat muotoa

(jj;vr:/ =21"[(a,A—Db,B)cos Bgsinh ag — (b, A+ a,B)sin Sgcosh agp

(B.5a)
+(c,C —d,D)cosagsinh p¢—(d,C +c,D)sinagcosh fg]

ja parillisen kertaluvun n=0,2,4,6,8 derivaatat ovat muotoa
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d"w
dg"

=21"[(a,A—b,B)cos Bgcosh ag — (b, A+a,B)sin Bgsinh ap

+(c,C —d,,D)cosagcosh pg—(d,C +c,D)sinagsinh S4],

missa kertoimet a,, b,,c, ja d,, saadaan taulukosta B.1.

Taulukko B.1: Kertoimien a,, b,, ¢, ja d, arvot

an

by

Ch

dn

+0,9238795

+0,3826834

+0,3826834

+0,9238795

+0,7071068

+0,7071068

—0,7071068

+0,7071068

+0,3826834

+0,9238795

—0,9238795

—0,3826834

0

+1

0

-1

—0,3826834

+0,9238795

+0,9238795

—0,3826834

—0,7071068

+0,7071068

+0,7071068

+0,7071068

—0,9238795

+0,3826834

—0,3826834

+0,9238795

O N[O |OTPWINF| DS

-1

0

-1

0
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