Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka 111, 2010

Kotitehtava 7:

Pinnan parametrimuotoinen yhtélo on

x=a(ll-<&+£cosg)
y=acésing , 0<p<27,0<£<1
z=2a(l-¢&)

Olkoon a=¢ ja p=¢. (a) Konstruoi pinta (oikeakatiseen)
X, Y,z —koordinaatistoon, jonka z-—akseli on yldspdin, piirtdmalla
seuraavat ¢&-—viivat: ¢=0, ¢=xl4, ¢=nl12, ¢=3714, ¢=r,
¢o=5714, ¢=3712 ja ¢=7Tnl4 sekd seuraavat ¢—viivat. £=0,
E=1/4, £=1/2, £=3/4 ja £=1. Voit my0Os piirtdd pinnan
matematiikkaohjelmalla. (b) Madritda mittakaavatekijat A ja B,
koordinaattiviivojen vélinen kulma y, yksikkénormaalivektori n,
kaarevuussdteet R:, Rj ja kierevyyssade Rg,, paakaarevuussateet R; ja

R, seka paakaarevuuksien suunnat maarittelevat parametrit 4, ja 4,. (c)

Selvitd kuoren tyyppi ja tulkitse kaarevuuksille seké paakaarevuuksille ja
niiden suunnille saamiasi tuloksia erityisesti pisteissa P: &=1/2, ¢ =0,

Q: E=1/2, =712 jaR: £=1/2, ¢=r.

Osittainen vastaus:

(b)
6 — 2C0S ¢ —sin>
Rg = oo, R«ﬁ:\/ 2¢ Lag, Rey=on
_ (6—2cosg—sin? ¢)*'? . 4 __lB-2cosg  _
L 2(6 —2c0s ) PR = A= £ sing A2 =0

Palautus pe 5.11 klo 16.00 mennessa.
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Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka I11, 2010

Kotitehtavan 7 ratkaisu:

@) ’

+a

(b)

Paikkavektori ja sen derivaatat:
r=a(l-<&+&cosg)i+acsingj+2a(l- &)k,
r.e=a(-1+cosg)i +asingj—2ak,

rs=-agsingi +ascosgj,
Fge=0,

I\ 49 =—a& COSPi —agsingj,
r,z4=—asingi + acosgj.

Mittakaavatekijat ja koordinaattiviivojen vélinen kulma:

A=lr = a\/(—1+ cos¢)2 +sin2¢+4 =a,/6—2c0s¢,
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B=[ry,l= a§«/sin2¢+cosz¢ =ag,

1
COS y =——TI,z°l,
Bx=g et

= %[a(—h cos¢)i + asin gj — 2ak]e(—ac&sin gi + a& cos ¢j)

_ 1 g : 2
=B [sing(L—cosg) +singcosg] = AB sing
_ sing

Siﬂ;(lel—coszgé:\/l_ sin’ ¢ _\/6—2003¢—sin2¢

6—2c0S¢ 6—2c0s¢

Yksikkdnormaalivektori:

n= r,exr,
ABsin y &y
= —[a(-1+ cosg)i + asingj— 2ak] x (—a&sin gi + a& cos ¢j)
ABsin y
a2§ S S .
= 2 [(—1+cos¢)i +sin gj — 2k] x (—sin gi + cos ¢j)
ABsin y
1 - =L
=" [(-1+cosg)cosgixj—sin“gjxi+2singk xi—2cosgk x j]
\J6—2cosgsin y
1

_\/6 20050 _2¢[2005¢i+2$in¢j+(1—cos¢)k]
—2cos¢—sin

Kaarevuudet ja Kierevyys:

0
1 1
=— n.r,éf :Q,

B 2
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11
R, B
1 1

=—= [2cosgi + 2sin @) + (L—cos )k ]e(—a& cosgi — a&sin ¢j)
B® \J6—2cosg—sin?g
1
1 2a&(cos® p+sin?g) 2 1

- B? \/6—2005¢—sin2¢ B \/6—2005¢—sin2¢ ag’

L _ Lo
R. - AT
Re 78

1 1
AB 02
\/6—2005¢—sm 1/
=0

[2cosgi + 2singj+ (1— cosg)k]e(—asin gi + acos ¢j)

Péaékaarevuudet:

2 2
1 1 1 1 cosy, 1 1 1
=c——(—+—=+2 ==—
2sin” y R§ R¢ R§¢ 2 sin ;(R¢

1 6-2cos¢ 2
26— Zcos¢—sin2 1/ ag\/G - 2cos¢5—sin2 @
3 6—2cos¢ 1
(6—2cosg—sin? $)*'% a&
1 1 1
K 5)=0

- Sinzl R¢R§ - R¢§

S VNN [TE R TR L) B
R (6—2cosg—sin“¢)>'~ as

kS
2

=H-VH?-K =0.
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1 cosy
ﬂl_Aquj R Acosy 1 sing _ 16-2cos¢
B 1_ 1 BR_; ¢6-2cosg-sin’y & sing
Ry R Ry 6—2c0S¢
L
1 cosy
_ARy Ry
AQ_E i_i _Q
R¢ 5%
0
(©
Kuori kokonaisuudessaan parabolinen.
Laskelma:
Piste| ¢ | & | A B |cosy|siny |1/R,| /R | 4 |4
P 0 |12|al2| 2a 0 1 2 2 o |0
a a
Q |#/2|12]al2| a6 | 1 5 4 |25 | -12|0
V6 | V6 | av5 | 25a
R 7 |12 al2|2af2| O 1 J2 J2 o |0
a a
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Kotitehtava 8:
TX
el | |
|
I I N :&h:0,0Sa
2a : ! :
| : I
| . Nivel f|
v | x=0

I a | a |

Madritd oheisen sylinterikuoren normaalivoiman N,(x) ja taivutus-
momentin M, (X) lausekkeet sen omasta painosta, kun kuoren tiheys on
o, kimmomoduuli on E ja Poissonin vakio on v=0,3. Piirré
dimensiottomat lausekkeet N,/(pga’) ja M, /(pga’) funktiona

dimensiottomasta koordinaatista x/a. Maaritd lopuksi ndiden suureiden
itseisarvoltaan suurimmat arvot.

Osittainen vastaus:
, 57485~ X
N,(x) =-0,03pga’e acos(5,7485—)
a

M (x) =4,539-10 pga’e  2sin(5,7485)
a

N, .. =—0,03pga®, M, . ~1,464.10 pga’

@,min

Palautus pe 12.11 klo 16.00 mennessa.
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Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka I11, 2010 Yksityisratkaisu:

Kotitehtavan 8 ratkaisu: 1

_ 2
W, - . 120-v?)

4Dp* b= 4ER B!

-0,015pg9(2a-x)

__ 128D 015,902 x) = ospga(za X)
h=0,05a 4ens 382 -
e Al ah[
2a l
|
|
|

I
I
I
I
:
: Ratkaisu integrointivakioiden avulla:
I

I

w(x) =e7*(C, cos Bx + C,sin BxX) + W, (X)

U 2 6
e_a . a =e’ﬂX(Clcos,Bx+Czsinﬂx)+0,3p?(2a—x)

Kerroin 4 @(X) =W(x) =—Be[C,(cos Bx +sin BX) + C,(sin Bx — c0s £X)] + W) (X)

=— e ”[C,(cos Bx +sin Bx) + C,(sin Bx —cos SX)] - O,C-E’O?ga1

ﬁ_dsa—vz) _[31-03) 57485 e
~V a’h?  \a%0,05a)?  a M, (x) =-Dw'(x) = 2D % ?*(-C,sin fx +C, cos Ax) — DW](x)

_ 24— % H
ﬂL:5’7:85-2a:11,497 >5 = Puolidareton kuori =2Df7e " (=Cysin fix+ C, cos f3x)

Integrointivakiot reunaehtojen perusteella:
Kuorma g, :

_ pga’ _ _ 0 pP9’
g, =—pgh=-0,05pga w(0)=C, +0,6 = =0 = C,=-0,6 =

M, (0)=2Dp% #*C,=0 = C,=0
Normaalivoima N, : (0 s 2 bt B

Taipuma:
=—.[qxdx+C=0,05pgax+C P

e P9 g pga
N, (2a)=0,05pga-2a+C =0 = C=-0,1pga’ W(x) =-0,6=——e " cos fx+0,3=—=(2a-x)

N, =0,05pga(x - 2a)

Muunnettu kuorma g :

0,3
0 ~

-~y
q: =q, __Nx =0,015pg(26\—X)
a
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Normaalivoima N,: Itseisarvoltaan suurimmat arvot:

N

- =N_(0)=-0,03pga’
N, (x) = —hW(X)-H/N (x) ¢,min 4(0) Lga

_ - px 57485%
= —0,03pga e COSﬁX + 0,015ga(2a_ X) + 0,3 0,05pga(X— 28.) MX(X) — 4]539 1073pga3e 574855 S|n(5,7485§),

_px , 57485 X
=-0,03pga‘e " cos fx =-0,03pga‘e 2 cos(5, 74855)

M’ (x) =5,7485-4,539-10° pga’e . 2[-sin(5, 7485?) +cos(5, 74852)] -0

Taivutusmomentti M, : = tan(5,74855) =1 = 5,74855=% = x=—2 _a~0,1366a
a a -

4.5,7485
i a’ .
M (x)=2Dp% " o,G&smﬁx R D
M, . =M, (0,1366a) = 4,539-10" pga’e *sin(—) ~1,464-10" pga
he  3@—2) e/ pga 0,015 ' 4
=2 E - 206 sin fx=—— 2 ——— pga’e " sin px
24—y pa pa

— 4,539-10° pga’e **sin fAx = 4,539-10 pga’e . asin(5, 74852)

Kuviot:

Rengasvoima N, : Taivutusmomentti M, :
X X

A— A—

I'a l'a

] |

| |

| |

| |

I !

i !

i |

| |

| |

| [

| |

| [

| |

| |

| |

L ) | l
-0,03
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Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka 111, 2010

Kotitehtava 9:

Osa (a): Maarita oheisen Kkalvotilassa olevan pallonmuotoisen nestesailion
kalvovoimat N,(6) ja N,(6) seka piirra niiden kuvaajat. Nesteen tiheys on p,

kuoren paksuus on h=a/25 ja Poissonin vakioon v =1/4.

Ohje: Pallosegmentin tilavuuden kaava oheisen kuvan merkinngin on

- _
V==1f*3a-f f
3 ( ) ‘\\ /;i

Vastaus:
1+cosf)(2—cosd) 1,1
N, = a2( +=(=—-cos )],
0 =Pel 6(1—cosd) 2(2 d

cos §)(2—cos b) n 1 (l —cos0)].
6(1—cos6) 22

1+
Ny = ,0932[— (

Osa (b): Maaritd oheisen kalvotilassa olevan kartiokuoren muotoisen katon
kalvovoimat Ng(s) ja Ny(s) (i) kuoren omasta painosta seka (ii) vaakatason

pintayksikkoa kohti tasan jakautuneesta lumikuormasta ¢ . Kuoren tiheys on p, sen

paksuus on h=a/40 ja Poissonin vakio on v =1/3.

q
|

\{'\1/\1/\1/\1/\1/\1/\1/\1/\1/?1/\1/\1/\1/\1/\1/\1/\1/\1/*
|

|

|

|

|

|

|

Ohje: Kartion pinta-alan kaava oheisen kuvan merkinnoéin on A= zrl .
pga 64

2 .. 2
——5s5, N, =——pqas, (ii) N.=——0gs, N, =——as.
48 ¢ 75/09 (i) N 3q p q

Vastaus: (i) N. =—
(1) Ng =5

Palautus pe 19.11 klo 16.00 mennessa.

Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka 111, kotilaskut
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Kotitehtavan 9 ratkaisu:

Osa (a):
7Fa
p=pga(= rcos N, I_E
$ R H\H\i\ Ja m(ﬁ—f)——acosa
"R // Jta(l+cos¢9)
\\ //
h I%| -

'or= acos(ﬁ——) asiné

R

b —271Ngsing+R=0 = -27asin0Ny +R=0 = Ny=————
2rasin® g

2

R=pgV + pA= pg ~%[a(1+ cos 9)]2[3a —a(l+cosH)]+ pga(% —C0s0) - xr

= pga’- 7:[%(1+ c0s0)?(2 - cosb) + (%— cosd)sin® 4]

1 3 1 2 1 o
Ng=—-——-p0a” - 7[=(1+c0s8)"(2—-cos) + (= —cosd)sin“ &
0= 5 —inig F° [3( )*( ) (2 ) 1
= pgaz[;(H c0s0)? (2 - cos6) +1(E— cos6)]
6(1—cos? 0) 2°2
:pgaz[(1+c059)(2 cosH) 11 _ cosd)]
6(L—cos ) 2 2

Ry
N¢ :_R—N9+an¢ :_Ne"r pa
4

2r(1+cosé)(2—-cos 6’)
6(1—coséd)
_ pga 2 (1+cosé)(2— cosH) 11

6(1—coséd) 2(2 coso)l

oga [ ( cosH)]+pga2(%—cose)
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60

80

100

120

140

160

180

4
sina=3/5

cosa=4/5
tana =3/4

r :SCOSq

a Vi
G = pghA= pg-—-zrs=— pgars
P9 P9 20 4 40/39

4 Ngsina-27r+G =0

= Ng=- G 1 —pg rs=-— pgas

ansina 2;rr5|na 40 48
A ds
a4 pga 0@\‘—\\\/
405 50 ind
4/3 -q,ds&gpohds
N,=0,R,=———-scota =—— pgas
¢ =% =775, 75"°

Oy =-pghcosa =-pg—

—Q,ds = pghcosads
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(i) S t ______ :

Y =scos
|q )
I Ngsing-2zr+q-72r> =0 = Nq = a qscota:__qs
2sina 2 3

2
0, =—-0cos’a =—-=—q d
! 25 —g,ds = qdxcosa Og<\\i
64 e
N¢:an¢:—%qs =qdscos®a a
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Kotitehtava 10:

Osa (a): Maarita oheisen ylareunastaan nivelellisesti tuetun pallonmuotoisen
nestesdilion normaalivoiman N,(6) ja taivutusmomentin M, (&) lausekkeet,

jalkimmaisen minimiarvo sek& piirrd niiden kuvaajat. Nesteen tiheys on p, kuoren
paksuus on h=a/25 ja Poissonin vakioon v =1/4.

%v'\’ﬁ

Vastaus:

(A+cosB)(2- cosH) 1.1 6,4751(0—2)
N, (0) = pga cosd) +0, 93753e 3" c0s6,4751 9——
o) =P ol T2 (G0 (0-)

5, BATSUO-D) . 7 RIS
M, (6) = —0,0111805pga’e *sin[6, 47510~ ), My, ~~3,60-107 pga

Osa (b): Maarita oheisen alareunastaan jaykasti kiinnitetyn kartiokuoren muotoisen
katon normaalivoiman N,(s) ja taivutusmomentin Mg(s) lausekkeet sen omasta

painosta seké piirrd niiden kuvaajat. Kuoren tiheys on p, sen paksuus on h=a/40 ja
Poissonin vakioon v =1/3.

Vastaus:
2 -8,0821(1—>) S ) S
N, (s) = pgas{__5+e +'{0,02147 cos[8,0821(1~-2)] + 0,02901sin(3, 08211 - )]}}
M. () = pga’e """ =1, 665610 cos]8, 0821(1——)] 1,2324-10 sin[8,0821(1— >)]}
a

Palautus pe 26.11 (viimeistdan 10.12) klo 16.00 mennessa.
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Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka I11, 2010
Kotitehtavan 10 ratkaisu:

Osa (a):

Kalvovoiman reunalla 1 (vrt. Kotitehtdva 9 osa (a)):

(1+cos60°)(2—cos 60°) 1
6(1—cos60°)

(1+c0s60°)(2—cos 60°) 1
6(1—cos60°)

Ngi = Nj (60°) = pga’[ (——cos60°>] ——pga

N/i = N/ (60°) = pga’[- (— —0s60°)] = Z,ogaz.

Kalvotilan venyma &, reunalla 1:

1.3, 375p0a
== (NJ -VvN& VRS G AR
( o1~ VNgi) = /25( )= P9 6 E
K K K a2 375 pga
- = (NK—wN 1-7)2 pga? =22 P9
o Eh( o1~ vNoi) = Ea/25( ) 16 E

Kalvotilan taipuma reunalla 1 (vrt. Kotitehtdvé 9 osa (a)):
0 a

W W °)=-u 0(60%) co °)+ ° °y=a-(—

Vaimennusluku ja taivutusjaykkyys:

- ()]

31-v?) 6,4751
PRt "4 a B ’
" (7)2.a2 a
25
a s
Eh3 E(E) 3 4

- —= = Ea®=5,6889.10 °Ea®
12(1-v?) 1201 (1)2] 703125
4
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5 058 _ _375 pga’

Reunan leikkausvoiman maarittaminen:

1 1 =
WIE—WQI—WM1+W1 =0 =
4 6,4751., 375 pga’
— 2D = 2. Ea®. 35 P9y _ _0,072395 pga’
P =2 B ) g /T nler0d

Taivutusmomentti M, ja normaalivoimaN,:

M

0

+ﬁK/Ij)sin 5s] =%e‘ﬂ5 sin s

_ -0,072395pga’ o

sin #s = —-0,0111805pga’e ** sin Bs
6,4751/a s P9 P

0 0
N, =NK 4 NT =NK 2R, peP[(-Q, - M, M, sin As]= NK - s
s =Ny s =Ng " Q- A My)cos Bs+ S Mysin fs]= Ny — 2R, fe™7°Q, cos fs

(1+cosd)(2-cos 0) 1 (l cos )] - 2a 24751 6, 4751 _ps
6(1—cosd) 2 2
2r_(L+coso)(2- cos6‘) 1

= pga
poal 6(1—cos®)

= pga’[-
(f —cos ) +0,93753e 7 cos s]
Kayttéen yhteytta
T
s=(0->)a,
( 3)
saadaan ndista

3 -B4TSL0-D) . T
M, =-0,0111805pga’e 8 sm[6,4751(6—§)]

(+cosf)2-cosf) 1 647I0-3)

N, = pga > _cosé)+0,93753¢ 3" c0s6,4751(0 - =
¢=pY ’[- 6(L_c050) ( )+ ( 3)]

Taivutusmomentin maksimiarvo:

% = -0,0111805 pga’e *"" 3 {sin[6, 47510~ 2+ cos[s, 47510~ D} =0

= tan[6,4751(0—%)]:1 = 6,4751(9—%):% =9 7 ~1168

T
max — 5 T
3 4.6,4751

-6,4751(1,168-2)

M, ..., = -0,0111805pga’e 3 sin[6,4751(1, 168——)] ~3,60-10° pga®
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Lasketaan arvoja:

011 | M,/ (pga®) | N,/ (pga®)

60 |0 0,188
62 | _120.10° |0.038

65 | 04103 | 0159
70 | _196.108 | 0355
75 | _122.10° | 039%
80 | 054103 | 0331

90 0,06~10_3 -0,114

100 | 9g7.10° |0.080

120 |0 0,362
140 |0 0,572
160 |0 0,705
180 |0 0,750
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Osa (b):
Kalvovoimat (vrt. Kotitehtava 9 osa (b)):

NK = P93¢ K

2
, —-= pgas.
TN A T

Kalvotilan venymat & ja ¢, seka derivaatta de, /ds:

1 K K 40 = pga 1 2 pg
(N VIN].S Wl LN YRR PP ,
(NS =vNg) =2 g 3( pgas)]= 90E
Kk _ 1 K Ky_40. 2 pga 71 pg
BN SV NY S e NS YA cio O ILE V2
£ Eh( ¢ —VNg) Ea[ 25 Pgas ( s)] 90 E
dej 71 pg
ds 9 E

Kalvotilan venymat &; ja ¢, seka derivaatta de, / ds reunalla 2:

K _ K 43pga  « 71 pga d5¢2 d5¢ 71 pg
= a)=——"—", a)=——o , = YT
w5 =5 (8) =g o e =y (@)=~ T @=-90¢
Kalvotilan taipuma ja kiertyma reunalla 2:
0 acota 4/3 71 pga __& pga2

wi = wK (a)=—’u_(?)cot0+Rq,(a)g(';2 —acotd-(-—=£2
90 E 135 E
a3 43a 4 K

—=deg; 4 71 a 43 pga
ok = Cota (el — £5) + Ry () — 2 £%, B3 p0ay Ao

AL 71 pga pYTy

ds 3 9 E 90E390E

Vaimennusluku ja taivutusjaykkyys:

a3
Eh? B 3

Ea®=1,4648-10"°Ea’

T120-v7) 1oLy 2048000
3
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Reunan leikkausvoiman ja taivutusmomentin maarittdminen: Lasketaan arvoja:

1 1 S N M,
W2573Q2—72M2+W;:0 — 7¢2 —
2Dp 2Dp a pga pga
0 0 -4
<02571 2Qz—iM2+¢?§:0 -0,00-10
2Dp Dp 01 [-0,0027 | _g0p.107

0,2 -0,0053 0’00.10*4

0,3 -0,0080 0‘01,1041
0,4 -0,0107 0, 01.10—4

. {Qz—ﬁMz——ZDﬂ3W§ . {Qz—zoﬁz(wﬁ—wwh
Q,—25M, =-2D°pK M, =2DS (g} — wd).
_22pga_, 8,0821 142 pga’

8,0821

=2.1,4648-10 %Ea®. (—=)2. - , 05 | -0,0136 -4
Q, ( a )L 5 E . 1% E )] -0,00-10
= 2 0,6 -0,0166 -4
M, =2-1,4648-100a® 20020 [ 22002 8,082 142 pga’, ‘ : ~0,06-10
2mo 15 E a 135 E 07 | -0,0185 | _g18.107
Q, =2,3422-107° pga?, 08 | -0,0169 | g 26.10™*
M, =1, 665610~ pga®. 085 | -0,0139 | _g17.1074
0,90 —-0,0096 0 12.10—4
Normaalivoiman N, ja taivutusmomentin M, lausekkeet: 095 | -0,0056 | ¢ 70.10*
T K T K 2 5 0,975 | -0,0046 | 113.1074
NI =NK4+NT =NK=-Z= 2R, e [(Q, - M M, si :
¢ ¢ + ¢ s 75 pgas+ ¢ﬁe [(Qz ﬁ 2)C05ﬂ5+ﬂ zsmﬂs] 1 —0,0052 1,67~10_4
4/3
= _%pgas+ 2~scota-%e’”s[(2,3422 1072 pga’® - 8 0821 -1,6656-10~ pga®) cos fs
a a
+ 8 0821 -1,6656-10"* pga’®sin Bs]
a

= pgas[—7—25 +e7°(0,02147 cos s +0,02901sin 3s)]

M, =MJ _e” [BM, cos s + (—Q, + SM, ) sin Bs]=e 5 [M cosﬂs+(—&+M Ysin 3s]
s — Wis — ﬂ 2 2 2 - 2 ﬂ 2

2,3422-107% pga®-a
8,0821
= pga’e #5(1,6656-10™ cos Bs —1, 2324107 sin Bs)

= e /5[1,6656-10~ pga’ cos fs + (- +1,6656-10~ pga®)sin fs]

Kayttdamalla lopulta yhteyttd s =a—ssaadaan

2 -8,0821(1->) s

N,(5)= pgasi-—+e 2'£0,02147 cos[8, 0821(1—2)]+0,02901sin[8, 08211~ )I}}

5 -8.08210-2) » S e S
M,(s) = pga’e 2 {1,6656-107" cos|[8, 0821(1—5)]—1, 2324-107sin[8,0821( —E)]}

Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka Il1, kotilaskut Rak-54.3100 Rakenteiden mekaniikka I, kotilaskut
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